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OZET

Bu c¢alismada “MacWilliams ve Chebyshev matrisleri yardimi ile devirli ve yar1
gruplar” elde edildi ve bu cebirsel yapilarin mertebeleri iizerinde duruldu.

Bu c¢aligmanmn 2.1 boliimiinde grup takdimleri hakkinda temel bilgi ve teoremler
sunuldu ve devirli ve yar1 gruplarinin tanim ve ozellikleri verildi. Daha sonra 2.2
bolimiinde matris cebiri hakkinda genel bilgi verildi. Sonra MacWilliams ve
Chebyshev matrisleri tanitildi ve bu matrisler i¢cin bazi 6nemli formiiller verildi. Bolim
3.1 de ise genellestirilmis Fibonacci matrisleri tanitildi ve bu matrislerin m modiiliine
gore carpimsal katlar1 alinarak devirli gruplar elde edildi. Daha sonra bu devirli
gruplarin mertebeleri lizerinde duruldu. Boliim 3.2 de Pascal ve genellestirilmis Pascal
matrislerin ¢arpimsal katlar1 alinarak devirli gruplar elde edildi ve m modiiliine gére bu
matrislerin ¢carpimsal mertebeleri ile ilgili teoremler verildi.

Son olarak 4.1 boliimiinde MacWilliams ve Chebyshev matrislerinin ¢arpimsal katlar1
almarak devirli ve yar1 gruplar elde edildi ve m modiiliine gore bu matrislerin ¢carpimsal
mertebeleri icin teoremler verildi. Daha sonra elde edilen sonuclar ispatlariyla birlikte
verildi.

2014, 63 Sayfa

Anahtar kelimeler: Genellestirilmis Fibonacci Matris, Pascal Matris, MacWilliams
Matris, Chebyshev Matris, Devirli Grup, Yar1 Grup, Carpimsal Mertebeler



ABSTRACT

In this study have been obtained “ the cyclic gruops and semigroups via MacWilliams
and Chebyshev matrices” and orders of this algebraic structures have been emphasized.

At the 2.1 section of the study have been submitted basic information and theorems
about group presentations and the definition and features of cyclic groups and
semigroups have been given. At the next section 2.2 have been given general
information about matrix algebra. Afterwards MacWilliams and Chebyshev matrices
have been introduced and some important formulas have been given for this matrices.
At the 3.1 section have been introduced generalized Fibonacci matrices and cyclic
groups have been yielded by taking multiplicative orders of this matrices according to
modulo m. Then orders of this cyclic groups have been emphasized. At the 3.2 section,
cyclic groups have been obtained by taking multiplicative orders of Pascal and
generalized Pascal matrices and have been given theorems associated with
multiplicative orders of this matrices according to modulo m.

Ultimately, at the 4.1 section of the study, cyclic groups and semigroups have been
obtained by taking multiplicative orders of MacWilliams and Chebyshev matrices and
theorems have been given for multiplicative orders of this matrices according to
modulo m. Later the obtained results have been submitted along with their evidences.

2014, 63 Pages

Keywords: Generalized Fibonacci Matrix , Pascal Matrix, MacWilliams Matrix,
Chebyshev Matrix, Cyclic Group, Semigroup, Multiplicative Orders
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1.GIRIS

Matris kavrami gerek yapisal 6zellikleri gerekse bircok problemin ¢dziimii noktasinda
modern matematigin bir¢ok alaninda karsimiza ¢ikan bir kavram olup, 6zel tanimli
matrisler kullanilarak devirli gruplarin elde edilmesi ilk olarak Lii ve Wang tarafindan
yapilan [20] ’deki ¢alismalarinda karsimiza ¢ikmaktadir. Lii ve Wang bu calismada
genellestirilmis Fibonacci matrisinin m modiiliine gore ¢arpimsal katlarmi alarak devirli
gruplar elde etmis ve bu devirli gruplarin mertebelerinin, m modiiliine gére k- basamak
Fibonacci dizilerinin periyotlarina esit oldugunu gdstermislerdir.

Sonraki siire¢te Deveci ve Karaduman [7] ’deki ¢alismalarinda Pascal matrisleri ve
genellestirilmis Pascal matrislerinin m modiiliine gére ¢arpimsal katlarini alarak devirli
gruplar elde etmis ve m modiiliine gore bu matrislerin ¢arpimsal mertebeleri i¢in ¢esitli
bagintilar olusturmuslardir.

Deveci ve Akiiziim [11] *deki ¢aligmalarinda konsepti bir bagka cebirsel yap1 olan yari
gruplara genisletmislerdir. Bu c¢alismada Deveci ve Akiizim MacWilliams ve
Chebyshev matrislerinin determinantlarinin durumuna gore bu matrislerin m modiiliine
gore ¢arpimsal katlarini alarak devirli ve yar1 gruplar elde etmis ve m modiiliine gére bu
matrislerin carpimsal mertebeleri i¢in ¢esitli bagmtilar olusturmuslardir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1.Grup Takdimleri

Tamm 2.1.1: K bir kiime olsun. K X K dan K ya tanimli bir
» KXK->K, (x,y) > xxy

fonksiyonuna K iginde bir ikili islem denir. Bu takdirde (K,*) ikili islemine cebirsel
yap1 denir (Karakag 2010).

Ornek 2.1.1: Reel elemanli 2 X 2 matrislerinden olusan R?*? kiimesi i¢inde matris

toplam1 ve matris ¢arpimu ikili islem olusturur (Karakas 2010).

Tammm 2.1.2: Bir G#J kiimesinde bir (a,b)—>ab ikili islemi asagidaki sartlari

saglhiyorsa, G ye bir grup denir;
1.va,b,c eG i¢in a(bc) —(ab)c asosyatif kural verilir.

2.VaeG i¢cin ae=ea=a olacak sekilde bir e G vardir. € elemanima

G °nin birim elemant denir.

3.VaeG i¢in aa™* =a'a=e olacak sekilde bir a* €G vardr. a* G

elemanina a nin inversi (tersi) denir.

Ornek 2.1.2: M,(R); elemanlari reel say1 olan biitiin 2 X 2 matrislerin kiimesi, yani

MZ(]R)z{[CCl Z] ab,c,d E]R}

ise 0 zaman bu kiime matrislerin toplama islemine gore bir gruptur ( Tasc1 2010).
Tanim 2.1.3: (G,*) bir grup olmak tizere V a,b € G igin

axb=bxa
oluyorsa bu gruba degismeli (komutatif ya da abelyan) grup denir ( Tasc12010).

Tamm 2.1.4: Bir G # J kiime ve bu kiime {izerinde bir ikili islem * olsun. Buna gore

asagidaki sart saglanirsa (G,*) cebirsel yapisina bir yar1 grup denir;



1.Va,b,c€Gigin a*(b=*c)=(axb)*c (Birlesme dzelligi).

Ornek 2.1.3: R reel sayilar kiimesi iizerinde * ikili islemi R* = R \ {0} olmak iizere

a,b € R* igin
a*b = max{a, b}

seklinde tanimlanirsa, bu durumda (R*,*) bir yar1 gruptur ( Tasc12010).

Teorem 2.1.1: (G,*) bir grup olsun. Buna gore

(1) G ’nin birimi tektir.

(if) G ’nin her elemaninin tersi tektir.

(liilaeGigina*xa=aisea=edi.

(iv) G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 gegerlidir. Yani a, b,c € G igin
axb=axc iseb=c (soldan kisaltma kurali)
bxa=cx*aiseb =c (sagdan kisaltma kurali)

(V) a,b €G igina*x = b vey*a = b denklemlerinin G *deki islemleri tektir.

(vi)a € G icin (a™1)™! = a’dir ( Tasc12010).

Tanim 2.1.5: (G,*) bir grup olmak iizere a € G elemanlarinin kuvvetleri n € Z* U {0}

i¢in;
a*=axax*..xa (ntane ¢arpan)
a® =e (e, (G,*) 'nin birim elemani)
a ™= (a" )"

seklinde tanimlanir( Tasc1 2010).



Teorem 2.1.2: (G,*) bir grup, a € G ve m,n € Z olmak lizere a *nin kuvvetleri i¢in

asagidaki ifadeler gecerlidir ( Tasc1 2010):
Ham™*a™ = a™" =qa" xa™

(i) (@™ = a™ = (a™)™

(iiiya™ = (a™)?

(iviem=e

Tamm 2.1.6: G bir grup ve @ = H < G bir alt kiime olsun. H,G de tanimlanan ikili

isleme gore bir grup ise H > ya, G nin bir alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.

Tamm 2.1.7: H ={e} ve H =G alt kiimeleri daima G grubunun alt gruplaridur.

H= {e} alt grubuna agikar alt grup ve G den farkli her H alt grubuna da 6z alt grup

denir. Eger H, G nin bir 6z alt grubu ise H <G ile gosterilir.

Tamm 2.1.8: G bir grup ve &= AcG olsun. G grubunun A ’yi1 igeren biitiin alt

gruplarinin ailesinin ara kesitini < A> ile gosterelim. Bu takdirde < A>, G ’nin bir alt

grubudur. Bu alt grup A° y1 igeren en kiigiik alt gruptur ve A tarafindan iiretilen alt

grup olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.9: G bir grup ve H <G olsun. Eger her g €G i¢in gHg™ =H oluyorsa

H > ya, G- nin bir normal alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.

Tammm 2.1.10: N, G- nin bir normal alt grubu olsun. G/N kiimesi iizerinde

(Ng)(Nh)= N (gh) ile bir ¢arpim tanimlansin. Bu takdirde G/N bu ¢arpima gore

mertebesi [G : N olan bir gruptur. Bu gruba N ile G > nin bdliim (faktor) grubu denir.

Tammm 2.1.11: G bir grup ve H, G- nin bir alt grubu olsun. H<G ve H<K <G

den K =G elde edilirse H alt grubuna, G - nin bir maksimal alt grubu denir.



E ={e} olmak iizere E<H ve E<K<Hdan K=E elde edilirse H alt grubuna,

minimal alt grup denir.

Tamm 2.1.12: G bir grup olmak lizere H ={a™:n € Z} alt grubuna G ‘nin a

elemant tarafindan iiretilen devirli alt grubu denir ve (a) ile gosterilir.
Yani,

(a) ={a":n € Z} =H dr.
Buradan hareketle devirli grubu su sekilde de tanimlanabilir:

G bir grup olmak ilizere G ‘de G = {a™ : n € Z} olacak sekilde bir a elamani
varsa 0 zaman G grubuna devirli grup denir. Boylece bir a elamanina G ’nin iireteci

denir ve G = (a) seklinde gosterilir ( Tasc12010).

Ornek 2.1.4: U(n); elemanlar1 n ile aralarinda asal ve n ’yi ge¢meyen pozitif

tamsayilarin kiimesi olsun. Yani

Un)={kezZ*:(k,kn)=1, 0<k<n}
olsun. Buna gore sozgelimi n = 10 alinir ise 0 zaman

U(10) = {1,3,7,9}
olur. Buradan
31=3,32=9,33=7,3*=1,35=3%3=3,..

olur. O halde

U(10) = {1,3,7,9} = {3°,3%,33,32} = (3)
yazilabilir. Yine

{1,3,7,9} = {7°,73,71, 72} = (7)

dir. Boylece hem 3 hem de 7, U(10) igin birer tiretegtir.

Simdi n = 8 oldugu varsayilir ise bu durumda



U(8) ={1,3,5,7}
dir. Halbuki
1 =A{1}, =31} G)={51} (={71}
oldugundan U(8) ’deki herhangi bir a elemani i¢in
U(8) # (a)
dir ( Tas¢12010).

Tamm 2.1.12: G bir grup ve a € G olsun. a nin trettigi (a) devirli grubunun

mertebesine a elemaninin mertebesi denir ve o(a) ile gosterilir ( Callialp 2001).
Teorem 2.1.3: Her devirli grup degismelidir ( Tasc12010).
Ispat: G, aeG tarafindan iiretilen bir devirli grup yani,

G=(a)={a": neZ}

olsun. Buna gore Vx,y € G i¢in xy = yx oldugunu gosterilir ise o zaman teorem
ispatlanmis olur. x € G ise G ’nin tammindan x = a®,k € Z olarak alinabilir. Yine

benzer diisiince ile y € G ise y = a®, s € Z olarak alabilir. O halde

kasS = ak*ts = g¢5ak = yx

Xy =a
yazilir. Bu ise G grubunun degismeli oldugunu gosterir.
Teorem 2.1.4: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir ( Tasc12010).
Ispat: G, aeG tarafindan iiretilen bir devirli grup yani,
G=(a) ={a": neZ}

seklinde bir devirli grup ve H < G olsun. ispat iki asamada yapulir.

(i) Eger H = {e} ise yani G ’nin birim elemanindan olusan agikar alt grubu ise o
takdirde

(e) ={e":ne Z}={e}=H



oldugundan agik olarak H bir devirli gruptur.

(if) H # {e} olsun. Bu durumda n € Z* olmak iizere bir a™ € H vardir. Diger taraftan
m ’nin a™ € H olacak sekilde en kiigiik pozitif kuvvetli tamsay1 oldugunu farzedelim.

Buna gore,
H = {(a™)

dir. Bunu iki kiimenin esitligi tanimma gore kapsama seklinde gosterilirse 0 zaman

istenilen gosterilmis olur.
(@™ ={(a™)%:q € Z}

seklinde a™ ’nin kuvvetlerinden olusan bir kiime oldugu biliniyor. Diger taraftan
a™ € H ve H < G oldugundan kapaliliktan a™ ’nin biitiin kuvvetleri ayn1 zamanda

H’da olacagindan buradan
(a™) € H

sonucu elde edilir. Simdi de a™ € H alip a™ € (a™) oldugu gosterilmeli. Bolme

Algoritmasindan,
n=mq-+r, 0<r<m
olacak sekilde bir tek g, r tamsay ¢ifti vardir. Buradan hareketle
a® = g™atr = gmd q" = (a™)9.a"
olup buradan a™ c¢ekilirse,
a” = (a™) 9a™
bulunur. Halbuki
a*€H,am"eH ve HLSG
oldugundan dolayss1 ile her seyden dnce bir grup oldugundan
(a™)"9eH

dir. Boylece



(a™) € H ve a"€H
oldugundan kapaliliktan
(@™) 9" e H

yazilir. Buradan a” € H sonucu elde edilir. Halbuki 0 < r < m oldugundan a” € H
olmasi a™ ’nin H ’daki en kiiciik pozitif kuvvetli eleman1 olmasi ile geligir. O halde bu

r = 0 olmas1 durumunda miimkiindiir. Béylece n = mq ve
a® =a™ = (a™)? € (a™)
olur. Bu da
H < (a™)
olmasin1 gerektirir. Boylece istenilen goriiliir teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.1.5: G bir grup, a € G ve a ’nin mertebesi n yani o(a) = n olsun. Buna

gore;

(i) Eger a 'nin mertebesi sonsuz ise o takdirde a ’nin biitiin farkli kuvvetleri grubun

farkli elemanlaridir.

(i) Eger a ’nin mertebesi sonlu ise yani a™ = e sartmi saglayan en kiigiik pozitif

tamsay1 n ise 0 takdirde a 'nin tirettigi devirli grubun yani (a) 'nin mertebesi de n dir.
Diger bir deyimle,

(a) ={e,a,a? ..,a" 1}
dir.

(iii) a *nmn mertebesi sonlu ve n olmak iizere a* = a' olmasi icin gerek ve yeter sart

k = l(mod n) olmasidir.

(iv) o(a) = n sonlu olmak iizere a® = e olmasi igin gerek ve yeter sart n|k olmasidir

( Tasc12010).



Ispat: (i) Eger a *nin mertebesi sonsuz ise o zaman e, G "nin birim eleman1 olmak iizere
a™ = e sartin1 saglayan sifirdan farkli bir n tamsayis1 yoktur. Diger taraftan a” = a®

olmas1 a"~® = e olmasm gerektirdiginden r — s = 0 olmalidur.
(i) a *nin mertebesi n (sonlu) yani o(a) = n olsun simdi

-1

H={a,a?a3..,a" 1 a" =e}

olarak alinsin. Buna gore eger (a) = H oldugu gosterilirse ispat buradan kolaylikla
gorilir. Bu esitlik iki kiimenin esitligi tanimma gore iki yanli kapsama seklinde

gostererek ispatlanabilir.
H < (a)
oldugu
(a) ={a"™: n€ 7}

kiimesi goz Oniine alinarak hemen goriiliir. Simdi ters yonde kapsamay1 gostermek i¢in
a®, {(a) nin keyfi bir eleman1 yani a* € (a) olmak iizere a* € H oldugunu gdstermek

yeterlidir. Gergekten Bolme Algoritmasindan,
k=nqg+r, 0<r<n
olacak sekilde bir g, r tamsayi ¢ifti vardir. Buna gore;
ak = qna+r = (@)i.a" =ea” =a’
yazilir. Béylece 0 < 7 < n oldugundan a” € H ve dolayisiyla a* € H yazilir. Buradan
(a) € H
oldugu goriiliir. Buna gore
H=<{(a)={a,a?ad ..,a"ta" = e}

esitligi elde edilmis olur. Burada belirtelim ki {e, a, a?, ...,a" ! } kiimesinin elemanlari
birbirinden farklidir. Gergekten 0 <j < i <n olmak iizere a‘ = a’ ise 0 zaman

a'~J = e olur. Bu ise n ’nin a™ = e olacak sekilde en kiiciik pozitif tamsay1 olmasiyla



celigir. O halde H ’in dolayisiyla a tarafindan tiretilen {a) kiimesinin tam olarak n tane

eleman1 oldugundan
o(a) =n=o0(a)) = o(H)
dir.
(iii) = a* = a! olsun. Buradan a*~! = e yazilir. Diger taraftan Bolme Algoritmasimndan,
k—l=ng+r, 0<r<n
olacak sekilde bir tek g, r tamsayi ¢ifti vardir. Buna gore;
e =akl =g+ = (q").q" = ea” = a”

yazilir. Buradan a” = e olmasi a ’nin mertebesinin n olmasi ile 0 < r < n oldugundan

celisir. O halde buradan r = 0 olmalidir. Bu durumda k — [ = nq olur. Bdylece
nlk —1

ve dolayisi ile kongriiansin tanimindan k = [(mod n) bulunur.

< k = l(mod n) ise buradan
nlk —1

ya da

yazilir. Boylece
akl= gt = (@)t =el = ¢
olup buradan a* = a! oldugu gériiliir.
(iv) = a* = e olsun yine Bolme Algoritmasindan,
k=nqg+r, 0<r<n

yazilir. O halde

10



e =ak =a¥*" = g"a" = (a™)%.a" = e9a” =ea” =a”

ifadesinden a” = e olur bu ise 0 <r <n olmasi dolayist ile o(a) =n olmasi ile

celisir. O halde r = 0 yani k = nq ya da n|k dir.

& nlk ise buradan k = nt, t € Z yazilir. O halde
ak=aq¥=(aV)=et=¢e

yazilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonu¢ 2.1.1: G = (a) sonlu bir devir grubu ve o(G) = k < oo olsun. H # {e} ve
a™ € H olacak sekilde n > 0 pozitif tamsayilarmin en kiigigi m olmak iizere

H = (a™) oldugu kabul edilsin. O halde,

mlk ve o(H) =%
dir ( Tasc12010).
Ispat: Bolme Algoritmasindan,
n=mq-+r, 0<r<m

yazilabilir. Bu durumda,
e =ak =agm™*" = (g™)4.a"
olup buradan a™ ¢ekilirse,
a’"=a ™ eH

bulunur. O halde m ’nin tanimindan 0 < r < m olmasi a” € H olmasi ile ¢eliski teskil

eder. Bu ise r = 0 olmasini dolayisi ile k = mq olmasin1 gerektirir. Buradan
m|k
yazilir. Diger yandan

(@M)i=e
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sartin1 saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 g olur. Gergekten bir an igin p < g olacak

sekilde bir p tamsayisinin oldugu kabul edilirse o takdirde
(™) =e ve mp<k

olur. Fakat 0(G) = k oldugundan bu miimkiin degildir. (a™)? =e den o(a™) =q

oldugundan a™ tarafindan iiretilen H = (a™) alt grubunun mertebesi de g olur.

Boylece

o(H) = o({a™) =q =X

bulunur.

Uyan 2.1.1: G = (a) sonsuz mertebeli bir devir grubu ise o takdirde a™ ’nin biitiin

kuvvetleri farkli olacagindan H = (a™) devir grubu da sonsuz olur ( Tas¢12010).

Teorem 2.1.6: G = (a) ve o(G) = n olan bir devirli grup olsun. O takdirde G ’nin a*
tarafindan iiretilmesi igin yani G = (a*) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart k ile n ’nin

aralarinda relatif asal yani (k,n) = 1 olmasidir ( Tasc12010).

Ispat: = Olmayan ergi yontemi ile ispat1 yapalim. Bir an i¢in (k,n) = d > 1 oldugunu
varsayalim. O zaman buradan d|k ve d|n ya da sirasi ile k = dt ve n = dr yazilir. Bu

durumda,
(@®)" = (a®)" = (a9)t = (@)t = e
oyle ki
o(@) <r<n
dir. Bu ise a* *nm G ’nin bir {ireteci olmadigmn1 gosterir. Ciinkii
G = (ak)

olsaydi o zaman G = {a) oldugundan o(a) = n dolayis: ile 0(a*) = n olmaliydi. Bu

bir celiskidir. Dolayis1 ile eger G = (a*) ise 0 zaman (k,n) = 1 olmalidur.

& (k,n) = 1 olsun. Buna gére G = (a*) oldugu gosterilmeli.

12



G € (a¥)

b

oldugu agiktir. Ciinkii a®* € G ve G bir grup oldugundan kapaliliktan dolayr a* 'min

kuvvetleri G ’ye aittir. Simdi ters kapsama gosterilir ise,
(kn)=12ku+nv=1

olacak sekilde u, v tamsayilar1 vardir. O halde

a = gkwtnv = gkugny
yazilir. Diger taraftan G = (a*) ve 0(G) = n oldugundan o(a) = n ’dir. Bdylece

av =(a") =e’ =¢e
olup buradan a = a** esitligi elde edilir. Buna gore a™ € G ise o takdirde

a™ = (@)™ = (a¥)*" € (a*)
yazilir. Bu da,
G C (ak)

olmasin1 gerektirir. Bdylece G = (a*) esitligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Sonug 2.1.2: Bir k tamsayisinin (Z,, +) grubunun bir iiretici olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (k,n) = 1 olmasidir ( Tasc12010).

Ispat: Yukaridaki teoremden G = Z,, ve a = 1 almsmn. Burada hemen ilgi ¢ekelim ki
yukaridaki teoremde G carpmaya gore bir grup idi. Fakat Z,, + islemine gore bir grup

oldugu icin a” yerine ka alinmali. Buna gore Z, = (1) oldugu biliniyor.
Yukaridaki teoreme gore,
Z, =(ka)=(k1)=(1) & (k,n) =1

olmasidir seklinde yorumlanabilir.
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Tanmm 2.1.14: K, G’ nin alt grubu olsun (normal alt grup olmasi gerekmez).Eger
KNQ=¢e ve KQ=G olacak sekilde bir Q<G alt grubu varsa, Q’ya, G ’de, K ’nin

bir komplementidir denir (Dummit ve Foote 2004).

Bir H kiimesi ile bu kiime iizerinde toplama (+) ve c¢arpma () ikili

islemlerinden olusan cebirsel yap1 ( H,+,") ile gosterilir.

Tamm 2.1.15: Bir cebirsel yapi, ( H,+,") verilmis olsun. Eger H kiimesindeki her

X, y, z elemanlar1 i¢in
x(y +2) = (xy) + (x2)

ise, (H,+,") ’da sol dagilma 6zelligi vardir denir. Her x,y,z € H igin
(x+y)z = (x2) + (y2)

ise, (H,+,") ’da sag dagilma ozelligi vardir denir (Karakas 2010).

Tammm 2.1.16: Bir cebirsel yapi, (H,+,-) verilmis olsun. Asagidaki ii¢ kosul
saglanirsa, ( H,+,*) ya bir halka denir:

(i) (H,+ ) bir degismeli gruptur,
(ii) ( H,") nin birlesme 6zelligi vardir,
(iii) (H, +,") da sol ve sag dagilma 6zelligi vardir (Karakas 2010).

Tamm 2.1.17: Birimli bir H halkasinda 1y # 0y ise ve H nin sifirdan farkli her

eleman tersinir ise, H ’ya bir aykir1 cisim denir (Karakas 2010).
Tanim 2.1.18: Eger H degismeli aykir1 cisim ise, H ’ya bir cisim denir (Karakas 2010).

Ornek 2.1.5: (Q,+,), (R, +,"), (C+,) cebirsel yapilar1 bir cisim olmasma karsilik
(Z,+,) tamsayilar halkasi1 bir cisim degildir. Gergekten sozgelimi 2 € Z  ’nin

carpamaya gore tersi% olup % ¢ Z oldugundan (Z, +,") bir cisim olamaz ( Tasc12010).
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2.2. Matris Cebiri

Tamm 2.2.1: Fbir cisimve a;; EF (1<i<m, 1<j<n) olmak iizere

&; &, ... 8
ay Ay ... 4y,
A Ay A

seklindeki  bir dikdortgen tabloya matris denir. i=1,2,..,m i¢in

r; = [ai1, Aiz, -, Ajp] ifadesine matrisin satirlarive j = 1,2, ...,n igin

a1]’
C]' = :
amj

ifadesine de matrisin siitunlar1 denir. m satirh n siitunlu bir matrise m X n boyutlu
(mertebeli) ya da kisaca bir m X n matrisi denir. i-yinci satir ve j-yinci siitunun
kesisiminde bulunan cismin elemanina matrisin (i, j)-yinci elemani denir. Matris kisaca
A= (ai j)mxn notasyonu ile gosterilir (Tasc1 2005).

Tamm 2.2.2: Verilen iki matrisin esit olmasi i¢in asagidaki sartlar saglanmalidir:

i. Verilen iki matrisin satir ve siitun sayilar1 ayni olmalhidir.

ii. Ayni pozisyondaki elemanlar esit olmalidir.

Daha agik bir ifade ile; eger A = (a;;) ve B = (b;;) ise, 0 zaman A = B olmasi igin
gerek ve yeter sart Vi =1,2,...,m ve Vj=1,2,..,n i¢in a;; = b;; olmasidir (Tasc1

2005).

Tamm 2.2.3:4 = (a;)  ve B=(b;)  matrislerinin A+ B toplami, 4 ve B

matrislerinin ayni adresteki elemanlarinin toplami olarak tanimlanir. Yani,

A+B=ay] +I[by]  =lai+ byl

mxn

olur (Basar 2012).
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Tanim 2.2.5: A = (a;;)  matrisinin bir @ € C skaleri ile 4 carpimi, A matrisinin

biitiin elemanlarinin « skaleri ile garpimi olarak tanimlanir. Yani,
ald = a[aij]mxn = [aaij]mxn

olur (Basar 2012).

Teorem 2.2.1: A, B ve C ayn1 mertebeden matrisler ve A,, A, birer skaler olmak iizere,

(i) A+ B = B + A ( degisme 6zelligi)

(iA+ (B+C)=(A+B)+ C (birlesme dzelligi)

(iii) A + 0 = A (etkisiz eleman)

(ivVA-A=0

v) ,(A+B)= A+ 4B

(Vi) (A4 + 1A= 1A+ 2,A

(vii) (1142)4 = 2,(2,4)

(vii)1.A=A

ozellikleri vardir (Agargiin ve Ozdag 2008).

Tamm 2.2.6: Bir satir matris ile bir siitun matrisinin carpilabilmesi i¢in onlarm her

U1
birinin ayni elemana sahip olmasi gerekir. Eger u = [uy, ..., u,,] Ve v = [ : ] ise, 0
vm

zaman uv asagidaki gibi tanimlanan 1 X 1 bir matristir:
m
uv = [ugvy + Uy + o+ U V] = Z U;vj
j=1

(Tasc12005).

Tamm 2.2.7: A = [a;;] bir m xr— matris ve B = [b;;] bir r xn— matris ise

bunlarin carpmmi i = 1,2,...,m;j=1,2,..,n i¢in,
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T
Cij = @by + apbyj + -+ ay by = z ik by j
k=1
olmak iizere AB = [ci j], m X n — matristir (Agargiin ve Ozdag 2008).
Teorem 2.2.2: Eger A= (a;)  B=(b;)  veC= (Cii)th ise, 0 zaman

matrislerin ¢arpma islemine gore birlesme (assosyatif) kurali denilen asagidaki kural

gecerlidir (Tasc1 2005):
A(BC) = (AB)C (2.1).

Ispat: Ispat icin matrislerin esitligi tanimi kullanilacaktir. Buna gore eger (2.1)
esitliginin her iki tarafindaki matris c¢arpimlarindan elde edilen matrislerin

mertebelerinin ve karsilikli elemanlarinin esit oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir.

Once (2.1) esitliginin sol tarafin1 goz Oniine alalm. BC =D ve D’ nin genel

eleman: d;; ile gosterilirse, 0 zaman

BC = (bij)nxt(cij)txq = (dij)nxq =D

ve

t
dij = Z bix Ckj (2.2)
k=1

yazilir. §imdi ise A(BC) = AD = E ve E’ nin genel elemani e;; olarak almnirsa, bu
takdirde

AD = (aij)mxn(dij)nxq = (eij)qu =F (23)

ve

€ij = ;s ds; (2.4)

n
s=1

yazilir. (2.2) ifadesinden
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t
dy; = z byeCi; (2.5)

k=1

esitligini yazmak miimkiindiir. (2.5) ifadesi (2.4) de yerine yazilirsa

= Zt: Zn:(aisbsk)ckj (2.6)

elde edilir. Simdi de esitligin sag tarafin1 géz oniine alalim. AB = F ve F’ nin genel

elemanina f;; denilirse, 0 zaman

4B = (@), (b)), = (fiy), = F

ve

n
fij = z a;sbs; (2.7)
s=1

yazilir. Bu defa da (AB)C = FC = G ve G’ nin genel elemanma g;; denirse, 0 zaman
da

AB)C =FC = (f;),...(cij) ... = (90) 1, =G (28)
ve
gij = Z fikCrj (2.9)
k=1

yazilir. (2.7) ifadesinden
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fik = z aisbsk

s=1

yazmak miimkiindiir. (2.10) ifadesi (2.9) da yerine yazilirsa

W3 |

k=1

z Qs bsk
n
= Z(aisbsk)ckj

t
k=1s=1

(2.10)

(2.11)

elde edilir. Boylece (2.3) ve (2.8) ifadelerinden E ve G matrislerinin mertebelerinin

esit oldugu, (2.6) ve (2.11) den E ve G’ nin karsilikli elemanlarimin esit oldugu sonucu

ortaya ¢ikar. Yani E = G olur. Bu ise (2.1) esitliginin dogru oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.3: (i) A = (aij)mxn , B= (bij)nxt ve C = (Cij)nxt olmak {izere, sol

dagilma kurali denilen
A(B+C)=AB + AC

kurali gecerlidir.

(2.12)

(i) A= (al-]-)mxn , B= (bij)txm ve C = (Cij)txm olmak iizere, sag

dagilma kurali denilen
(B+C)A=BA+CA

kurali gecerlidir (Tasc1 2005).

(2.13)

Ispat: (i) Once (2.12) ’nin sol tarafi géz oniine alalim. B+ C = D ve D’nin genel

eleman d;; olsun. Bu durumda

B+e= (bij)nxt + (Cij)nxt - (dij)nxt =D

ve
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yazilir. $imdi de A(B+C) = AD =E ve E’nin genel elemanin e;; oldugunu

farzedelim. Buna gore

AD = (aij)an(dij)nXt = (eij)th =F (215)
ve
n
€ = Z Ak dk] (216)
k=1

yazilir ve (2.14) den
dkj = bk] + ij (217)

yazilabilecegi kolaylikla goriiliir. Boylece (2.17) ifadesi (2.16) da yerine yazilirsa

n n
e;j = z i (bj + cxj) = ) (aubi; + aice;))
k=1 =1
n n
= z aikbkj + aikaj (218)
=1 =1

elde edilir. Simdi de (2.12) ifadesinin sag tarafi géz oniine alalm. Burada da AB =Y;

Y ’nin genel eleman:1 y;;, AC = Z ve Z ’nin genel elemanin z; oldugu kabul edilsin.

Buna gore
AB = (ay) (by) . =@y) =Y (2.19)
ve
n
Vij = Z Qg by (2.20)
=1

yazilir. Yine ayni sekilde

AC = (aij)mxn(cij)nxt = (Zij)mxt =7 (221)
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ve
n
Zijj = Z QAik Ckj (222)
k=1

ifadeleri yazilir. Son olarak AB + AC =T ve T ’nin genel elemani t;; ile gosterilirse 0

Zaman

AB+AC=Y+Z=(yy)  +(zj) .

= 0+ 2i1) e, = (61 =T (2.23)
n n
tij = Z Qi brj + ) ai ¢k (2.24)
k=1 k=1

ifadeleri elde edilir. Bu durumda (2.15) ve (2.23) ’den E ve T matrislerinin mertebeleri
esit oldugu yine (2.18) ve (2.24) ’den E ve T matrislerinin elemanlarinin esit oldugu
sonucu elde edilir. Bu da matrislerin esitligi tanimina gére E = T olmasimi gerektirir.

Bu esitlik ise (2.12) ifadesinin dogru oldugunu gosterir.
(11) i¢in ispat benzerdir.

Tamim 2.2.8: Bir A = (aij)mxn matrisinin satirlarin1 ayni numarali siitunlartyla yer
degistirmekle elde edilen matrise, A matrisinin transpozu denir ve AT ile gosterilir.

Yani, AT = [al-j];xn =[ay] . Mesela;

2 5 4
A= -3 2 6
1 3 -1

matrisinin transpozu,
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|2 31
5 2 3
4 6 -1

matrisidir (Basar 2012).

Tanim 2.2.9: Her elemant sifir olan matrise sifir matris denir. Sifir matris 0 ile gosterilir

(Agargiin ve Ozdag 2008).
Tamim 2.2.10: Satir say1s1 siitun sayisina esit olan bir matrise kare matris denir.

p=[iot 0]

2 i—5
matrisi 2 X 2 mertebeden bir kare matristir (Agargiin ve Ozdag 2008).

Tamim 2.2.11: A = [a;;], n X n mertebesinden bir kare matris ise a1, az,, A3z, ..., Ann

elemanlarina A nin asal kdsegen elemanlar1 denir. Bir kare matriste asal kdsegen

disindaki elemanlar sifirsa matrise kosegen matris denir. Késegen matrise 6rnek olarak

2 0 0
0 -3 0
0 0 5

matrisini verilebilir (Agargiin ve Ozdag 2008).

Tamim 2.2.12: Bir kdsegen matriste asal kosegen elemanlar1 birbirine esitse yani

a1, = Ay, = Q33 = -+ = Ay, = k iSe matrise skaler matris denir.
2 0 0
0 2 0
0 0 2

matrisi bir skaler matristir (Agargiin ve Ozdag 2008).

Tamm 2.2.13: Bir skaler matriste asal kdsegen iizerindeki biitiin elemanlar1 1 ise

matrise birim matris denir. n X n mertebeden birim matris I,, ile gosterilir.

100
10

I, =[1], h:k il sz 10]

00 1
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matrisleri birer birim matristir (Agargiin ve Ozdag 2008).

Tamm 2.2.14: Bir n- kare A = [a;;| matrisi; j > i olan her i,j € {1,2,...,n}igin
a;; =0 iken alt {liggen matris ve j<i olan her ij€{12,..,n}ign

a;j = 0 iken iist licgen matris diye adlandirilir.

Buna gore; n- kare A = [a;;] alt ve B = [b;;] iist iiggen matrisler;

la, 0 0 - 0] by b, by - by
A Ay o - 0 0 b22 b23 o b2n
A=1]a; a, a; - 0 ve B=|10 0 by - b,
_anl anz a'n3 ann_ L 0 O 0 o bnn .

seklindedir (Basar 2012).

Tamim 2.2.15: Bir n- kare Amatrisi; AT = A olmasi halinde simetrik matris ve

AT = —A olmas1 halinde de ters simetrik matris diye adlandirilir.
2 5 -3 6
0 4 3
. . S 01 3, . -
A=1|-4 0 2| terssimetrik matrisve B = simetrik bir matristir.
-3 1 4 0
-3 -2 0
6 3 0 7

Tamm 2.2.16: Kompleks cisim iizerinde bir n- kare A matrisi; AT = A olmas1 halinde

Hermityen matris ve AT = —A olmas: halinde de ters Hermityen matris diye

adlandirilir.
. . 0 4i 4 -5-3i
2 2—-1 1+2i . . . .
. . o ] 3i =2i 3+51 1-3i
A=|2+I 5 —61 | matrisi Hermityen ve B = . .
. . -4  -3+5i 0 5-1
1-2i 6i 4 . . . .
5-31 -1-3i -5-i 4i

matrisi ters Hermityendir.
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Tanim 2.2.17: Eger A = (aif)ankara matrisi igin a; ;.1 = 1, ap; = 1 ve diger biitiin

elemanlar sifir oluyorsa o zaman A matrisine permiitasyon matris denir (Tasc1 2005).
Tanmim 2.2.18: Eger A n X n bir kare matris ve I n X n birim matris olmak iizere,
AB=BA =1

olacak sekilde bir n X n B matrisi varsa, 0 zaman B matrisine A matrisinin tersi denir
ve B = A1 ile gosterilir. Tersi olan matrislere de ters cevrilebilir (diizgiin, tekil

olmayan) matrisler denir (Tasc1 2005).
Teorem 2.2.4: Bir kare matrisin tersi varsa o zaman bu ters tekdir (Tasc1 2005).

Ispat: Bir A kare matrisin B ve C gibi iki tane tersinin oldugunu varsayalim. Bu

durumda ters matrisin tanimindan dolay1 A matrisinin tersi B ise,
AB=BA=1 (2.25)
ve eger A matrisinin tersi C ise,
AC=CA=1 (2.26)

yazilir. Eger B = C oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Bunu igin (2.25) ve
(2.26) ifadelerini ve matrislerin ¢arpma islemine gore birlesme 6zelligini goz Oniine

alarak
B=1B=(CA) B=C(AB)=CI=C
esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Tammm 2.2.19: Bir terse sahip olan bir A kare matrisine tekil olmayan veya ters
cevrilebilir bir matris denir. Eger A matrisi bir terse sahip degilse, o takdirde A

matrisine tekil veya ters ¢evrilemez matris denir (Tagc1 2005).

Teorem 2.2.5: Eger A ve B ters gevrilebilir iki n X n matris ise, 0 zaman AB g¢arpimi da

ters ¢evrilebilirdir ve

(AB)"*=B71471
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dir (Tasc12005).

Ispat: Eger A ve B matrisleri ters cevrilebilir matrisler ise, o takdirde ters matris

tanimindan
AA'=A"1A=1 ve BB"'=B1B =]
yazilir. Diger taraftan matris ¢carpiminin birlesme 6zelligini kullanarak
(AB)(B7'A ™) =1 ve (B A 1)(4B) =1
yazilir. Boylece bunlari birlestirerek
(AB)(B™1A™Y) =B A HYAB) =1

yazmak miimkiindiir. Bu son ifade ise ters matris tanimi geregince AB matrisinin
tersinin B~1A~! oldugunu ifade eder. Bylece AB ters gevrilebilirdir ve bu invers tek

oldugundan
(AB)"l=B"1471
yazilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Tanmim 2.2.20: A sifir olmayan bir n kare matris olmak iizere
AB =0

olacak sekilde sifirdan farkli bir B, n kare matris varsa, 0 zaman A matrisine sol sifir

bolen matrisi denir. Yine A sifirdan farkli bir n kare matris olmak tizere
CA=0

olacak sekilde sifirdan farkli bir C, n kare matris varsa, 0 zaman da A matrisine sag sifir
bdlen matrisi denir. Eger A matrisi hem sol sifir bolen matrisi hem de sag sifir bélen

matrisi ise, o takdirde A matrisine sadece sifir bolen matris denir (Tasc1 2005).

Teorem 2.2.6: A sifir olmayan bir kare matris olmak lizere eger tersi mevcut ise, o

takdirde A matrisi bir sifir bdlen matrisi degildir (Tagc12005).

Ispat: Eger AB = 0 yada CA = 0 ve A matrisinin tersi A= ise, o takdirde
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A"1(AB)=(A"'A) B=IB=B =0
veya
(CAAT=CcAA ) =Cl=C=0
yazilir. Bu ise A matrisi bir sifir bolen matrisi olmadigini gosterir.
Tanim 2.2.21: Bir matris asagidaki sekilde ise satirca indirgenmis formdadir denir:

(i) Ik k tane satir sifirdan farkli ve (k + 1) inci satir ile bundan sonraki satirlarin tiim

elemanlar1 sifirdir.

(if) Her bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman 1 dir ve bu 1 ler s; <5, < - < 5

olacak sekilde s; ninci stitunda bulunurlar.

(iii) Bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman a;; = 1 ise j inci siitundaki a;; nin altinda

bulunan tim elemanlar sifirdir.

Yukaridaki (iii) kosulu ““a;; nin bulundugu siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir’’

seklinde almirsa, (i) - (i) kosullarim1 saglayan matrise satirca indirgenmis esolon
formdadir denir. Satir yerine siitunlar almarak siitunca indirgenmis form ve siitunca

indirgenmis esolon form elde edilir (Agargiin ve Ozdag 2008).

Tanim 2.2.22: [, n X n birim matris olmak {izere I dan sadece bir elemanter satir islemi
ile elde edilen bir n X n matrise bir elemanter matris denir ve E ile gosterilir(Tasc1
2005).

Teorem 2.2.7: (i) Eger B,m X n matrisi; bir elemanter satir igleminin uygulanmasi ile A
m X n matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde B matrisiA matrisi ile bu
elemanter satir islemlerine karsilik gelen m X m elemanter matrisin ¢arpimina esittir.

Yani eger ¢ ile elemanter satir iglemi gosterilirse, o zaman
B =¢(A) =e(,)A

drr.
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(i) Her elemanter matris ters gevrilebilirdir. Ustelik her elemanter

matrisin tersi de yine bir elemanter matristir (Tasc1 2005).

Ispat: (i) E; ; ile r; & 71; elemanter satir islemine karsilik gelen elemanter matris, a # 0
olmak iizere E;(a) ile r; & ar; satir islemine karsilik gelen elemanter matris ve E;;(a)
ile ; & r; + ar; satir islemine karsilik gelen elemanter matris gosterilsin. Buna gore

A= (a- ) matris olmak tizere,
U/ mxn

&; 8 - By,
aj1 aj2 ajn
EjA=| i :
a‘ll ai2 ain
_aml am2 a‘mn

seklinde bir matris olur. Bu da E;;A matrisinin i-yinci satir1 ile j-yinci satirm yer
degistirilmesi ile elde edilen bir matris oldugunu gosterir. Gergekten I, m X m birim

matris olmak {lizere bu birim matrisin i-yinci satir1 ile j-yinci satirm yer degistirilmesi
ile elde edilen matrise £(I,,,) dersek ve bu matris ile A matrisini soldan garparsak yine

E;;A matrisi elde edilir. Bu da E;; elemanter matrisi igin
B =E;;A=¢(A) =e(I,)A
oldugunu gosterir. Benzer sekilde,
B =E;(a)A=¢(4) =e(l,)A
ve
B = Ejj(a)A = e(A) = e(I;,)A
oldugu gosterilebilir.

(ii) Kolay bir hesap ile,

(Ej) " =Ey;
] ]
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(E; (a))_l =E; (l)

a
(Eij((?l))_1 =E;j(—a)

oldugu goriilebilir. Buradan gercekten elemanter matrislerin ters ¢evrilebilir oldugu ve

ayni zamanda elemanter matrisin tersinin de bir elemanter matris oldugu sonucu ¢ikar.
Tamm 2.2.23: a4, a2, a1, Ay, reel sayilar olmak tlizere 2 X 2 tipinde bir

A= [Cl11 a12]

az1 Qp2
Matrisinin determinanti

detA = a,1a;; — A1205,
formiilii ile tanimlanan bir reel sayidir (Tasc1 2005).

Not 2.2.1: Determinant her bir 2 X 2 matrisine bir reel sayr karsilik getiren bir
fonksiyondur. Bu fonksiyon ilk {i¢li bir 2 X 2 matrisin iizerinde satir islemlerinin etkin

oldugu, asagidaki dort dnemli 6zellige sahiptir (Tasc1 2005):

(i) Eger B matrisi; bir k reel sayist ile A matrisinin bir satirinin ¢arpilmasi ile A

matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde
detB = k.detA

dir.

(if) Eger B matrisi; A matrisinin satirlarinin yer degistirilmesi ile A ’dan elde edilen bir

matris ise, 0 zaman
detB = —detA

dir.

(iii) Eger B matrisi; A ’nin bir satirinin bir skaler katinin A ’nin diger satirma ilave

edilmesi ile A matrisinden elde edilen bir matris ise, 0 zaman

detB = detA
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drr.

1 0

0 1=1d1r.

(iv) det|

Teorem 2.2.8: Her n X n matrise bir reel sayiy1 karsilik getiren ve asagidaki 6zelliklere

sahip olan bir ve yalnizca bir fonksiyon, det vardir :

(i) B matrisi; verilen bir n xn A matrisinin bir satirinin bir « # 0 reel sayist ile

carpilmasi sonucu A matrisinden elde edildigi her zaman
detB = adetA

(if) B matrisi; verilen bir n X n A matrisinin herhangi iki satirinin yer degistirilmesi ile

A ’dan elde edildigi her zaman
detB = —detA

(iii) B, n X n A matrisinin bir satirnm bir skaler katinin diger bir satira ilava edilmesi

ile A ’dan elde edildigi matris oldugunda

detB = detA
(iv) I, n X n birim matris olmak iizere

det/ =1

dir (Tasc12005).
Teorem 2.2.9: A bir n X n kare matris olsun. Buna gore
(i) Eger A matrisinin iki satir1 esit ise , 0 zaman detA = 0 dur,
(ii) Eger A matrisi bir sifir satirina sahipse, o zaman detA = 0 dir (Tasc1 2005).

Ispat: (i) A matrisinin iki satirmin esit oldugunu farzedelim. B matrisi esit satirlarin yer
degistirilmesi ile A dan elde edilen bir matris olsun. Bu durumda
detB = —detA yazilabilir. Halbuki yer degistirilen satirlar esit oldugundan B = A dir.
Sonug olarak buradan detA = detB oldugu goriiliir. Boylece

detA = detB = —detA
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ifadesinden detA = 0 bulunur.

(i) A matrisinin bir satrinin sifir oldugunu varsayalim. A ’nin herhangi bir bagka
satirin1 segelim ve onu bir B matrisi elde etmek i¢in sifir satirina ilave edilsin. Bu
durumda detA = detB yazilabilir. Halbuki B matrisi iki esit satira sahip oldugundan
detB = 0 yazmak miimkiindiir. Bundan dolay1 detA = 0 olur.

Teorem 2.2.10: Bir kdsegen matrisin determinanti matrisin kosegen elemanlarinin

carpimina esittir (Tasc1 2005).

a, O 0
T 0 a22 o e
Ispat: A= olsun. detB = adetA 6zelligi kullanilarak;
0 O a,
a, O 0 1 O 0
0 0
detA = det % = a,,det %
0 O a, 0 O a,,
1 O 0 0
.. 0O
= a;;a,,det = .-+ = a;7dyy ...appdet
0 O a, 0 O 1
= a;1dy3 ...Apy. detl
= allazz ...ann
elde edilir.

Teorem 2.2.11: Bir iist iicgen (ya da alt liggen) matrisin determinanti, matrisin kdsegen

elemanlarinin ¢carpimina esittir (Tagc1 2005).

Ispat: ispatimiz1 {ist {iggen matris i¢in yapiyoruz. Benzer diisiince ile alt icgen matrisler

icin ispat yapilabilir.
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olsun. detB = adetA ve detB = detA 6zelliklerini kullanarak;

&, Ay ... Gy, 8; ap ... Y,
detd = det 0 a, .. a, ~ adet 0 a, .. a,
O O - O O )
a, 0 ... 0
= +++ = Qyyd33 ... dppdet 0
0 0 . 1
1 0
= a;;1dyy ...dppdet 0
0 0 . 1

= a;;1dy3 ...Apy detl

= a11a22 ann

yazilir.

Teorem 2.2.12: Bir A kare matrisinin determinanti ile A ’nin transpozunun determinant

degeri aynidir. Yani
detA = detAT

dir (Tasc12005).

Tamim 2.2.27: A(a;;) bir n x n kare matris olsun. A matrisinin i-yinci satir ve j-yinci

stitiinunun silinmesiyle ede edilen matrise A matrisinin alt matrisi denir ve A;; ile

gosterilir (Tasc1 2005).
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Teorem 2.2.13: Eger E, bir elemanter matris ise, 0 zaman
(i) detE + 0,

(ii) detET = detE,

(iii) E~1 bir elemanter matristir (Tasc1 2005).

Ispat: @ # 0 olmak iizere P;(a) ile r; & ar; elemanter satrr islemine karsilik gelen
elemanter matris, P;; ile r; & 7; elemanter satir islemlerine karsilik gelen elemanter
matris ve P;j(a) ile r; & r;+ar; satir islemine karsilik gelen elemanter matris
gosterilsin. Buna gore bu {i¢ farkl: tipten elemanter matrislerin determinantlari alinir ise,

o takdirde

detPy(a) = detPy(a)" = a (i=12,..,n)
detP;; = detPl.jT =1 (i,j=1.2,..,n)
detP;j(a) = detP;;(a)" =1 (i,j =1,2,..,n)

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) yi ispatlar. (iii) i ispatlamak i¢in sirasiyla
Pi(a)™* = Pi(a™)
Pt =P
Pij(a)™' = Pjj(—a)
oldugunu g6z oniine almak yeterlidir.

Teorem 2.2.14: Eger E n X n bir elemanter matris ise, 0 zaman her n X n. A matrisi

icin
det(EA) = (detE)(detA)
dir (Tasc12005).

Teorem 2.2.15: Bir A kare matrisinin ters ¢evrilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart

detA # 0 olmasidir (Tasc1 2005).
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Ispat: Eger A ters cevrilebilir bir matris ise, o zaman
E\E, ..E,A=1
olacak sekilde E;, E, ..., Ej, elemanter matrisleri vardir. Boylece
det(E,)det(E,) ...det(E;)det(A) = detl =1
yazilir. Bundan dolay1 detA # 0 sonucu elde edilir.
Tersine; eger A ters c¢evrilebilir bir matris degilse, o zaman
E\E, ..ExA =R

olacak sekilde Ej, E,, ..., E; elemanter matrisleri vardir. Burada R, bir sifir satirini

kapsayan n X n  bir esolon matristir.

Boylece detR = 0 olur ve detE; # 0 (i =1,2,...,k) oldugundan detA = 0 oldugu

goriiliir.

Teorem 2.2.16: A ve B, n X n iki matris olsun. O takdirde
det(AB) = (detA)(detB)

dir (Tagc12005).

Ispat: Eger A bir elemanter matris ise, 0 zaman iddianin dogru oldugu soylenebilir. A
matrisi elemanter matrislerin bir ¢arpimi oldugundan esitlik yine dogrudur. Gergekten

E; ve E, elemanter matrisler olmak tizere
A=EE,
ise, 0 zaman elemanter matris i¢in determinant 6zelligi iki kez art arda uygulanmas ile
det(AB) = det(E,E,B) = det(E,)det(E,B)
= det(E,)det(E,)det(B)
= det(E,E,)det(B)

= det(A)det(B)
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yazilir. k > 2 olmak iizere
A == E1E2 . Ek

oldugu zaman da ispat benzer olarak yapilabilir. Diger taraftan her ters cevrilebilir
matris elemanter matrislerin bir ¢arpimi olarak yazilabildiginden A matrisinin ters

cevrilebilir oldugu her zaman
det(AB) = det(A)det(B)

esitligi gecerlidir. Eger A matrisi ters ¢evrilebilir degilse, o takdirde detA =0 ve
det(AB) =0 dir. Boylece bu durumda da det(AB) = (detA)(detB) ifadesi
gecerlidir.

N > 1ic¢in FY, F, = {0,1} ¢ift cisim iizerinde bir N boyutlu vektdr uzay1 ve V, *de,
f:FY - C seklinde tanimlanan biitiin fonksiyonlarin 2V boyutlu kompleks grup cebiri

olsun. 1, kiimesi tizerinde tanimlanan ikili islem f, g € V, i¢in

Fr@ = fGg+y), x €F}

yery
seklindedir.
1}, cebirinin her bir karakteri
Xy(x) = Xx(y) = (-1)*, x.y €FY)

seklinde yazilabilir. Burada x.y = x;y;,+--+xyyy Olup x ve y , {1,2,..,N}

indekslerinin alt kiimesi olarak yorumlanir. Bu yorumdan
x.y=|lxny|
dir. Burada |x N y| kardinaliteligi (eleman sayisini) gosterir.

Yukaridaki yoruma gore x € FY ’nin Hamming agirligi i¢in |x| = wt(x) gdsterimi

kullanilir ve ayn1 zamanda x + y, x ve y alt kiimelerinin simetrik farki olur. x € FY,
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{1,2, ..., N} indekslerinin bir alt kiimesi olarak yorumlandigi zaman x ’in komplementi

icin X gosterimi kullanilir.

( Daha fazla bilgi i¢in [15] ’e bakiniz.)

1, x=y

0, X%y olmak tizere

Tamm 2.2.27: T, (x) = {

(Xx, Xy) = 2N T, (x)

seklinde olup her f € V, icin F(f) = f € Vy Fourier doniisiim ( Hadamard doniisiimii)

FRG =f0) = D F@Xx) = (X0r.f), ye P 227)

x€FY
seklinde tanimlanir (Gogin ve Hirvencalo 2007).
Not 2.2.2: Hadamard doniisiimlerin en iyi bilinen iki 6zelligi asagidaki gibidir:
(i) f =2"F (fa)=2"f.9) (2.28)
(i) F(f * g) = F(f).F(g), F(f.g) = 27VNF(f) = F(g), (2.29)
(Gogin ve Hirvencalo 2007).
Tamm 2.2.28: Her r € [0, N] ve v (= ,),

1, xes™

l/)r(X) = {0, o S]EN)

olacak sekilde,
Sr(N) =S, ={xeF) | wt(x) =71}
FY de r-inci Hamming kiire olsun.

Her f € 1}, fonksiyonu igin

Ar(f):ﬁ/)r:f): Zf(X), 0<r<N

X EST(N)
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seklinde tammlanir ve (4,(f), 41(f), ...,AN(f))T € CN*1 | f ’nin agirlik spektrumu

olarak adlandirilir (Gogin ve Hirvencalo 2007).

Tanim 2.2.29: (2.28) formiiliine gore

A (F) = @ f) = 27N @y, ) = @ f), (2.30)

dir. Diger yandan, (2.27) formiiliine gore

B = (x ) = ) @) = K@)

YESr

dir. Burada x = |x| ve K™ (x),

KM () = K, (x) = i(—l)i (IX _ f) (T)
i=0

seklinde tanimlanan N mertebeli 7-inci Krawtchouck polinomudur. Burada K2(0) = 1
dir (Gogin ve Hirvencalo 2007).

Tamm 2.2.31: N mertebeli MacWilliams matrisi
My)y; = KM () 0<ij<N
seklinde tanimlanir. Burada (M,);; = 1 dir (Gogin ve Hirvencalo 2007).

Not 2.2.3: Krawtchouck polinomlart ve MacWilliams matrisleri i¢in bazi 6nemli

formiiller asagidaki gibidir (Gogin ve Hirvencalo 2007):

1. Geren fonksiyon;

A+ 21 -7 = Y KM ()tk

seklindedir.

2. KM (2) = Y- D' (V7)) (D)
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r

=2 (T ()

=0

. A4
— N\ (o)t
_Z( 2) (r—l)(l)
1=0
seklindedir. Burada K{(0) = 1 oldugu agiktr.

Kr(N) (z) polinomunun bas katsayisi % dir.

3.C =diag ((Ig), (ID, . (%)) olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:

5N N
( i )Kr(i) Ks(i) =2V (T) 5r,s

=0

I

yani MyCMI = 2NC dir.
N
z K, (DK;(s) = 2N5r,s
i=0

yani M3z = 2N] dir.
4. Herhangi bir z igin;
kM (2) = (DKM (N - 2)
z€{0,1,..,N} icin;
KV (2) = (D7 K. (2)

ve

(-
yani M} = C~1M,,C dir.

5. Krawtchouck polinomlari i¢in asagidaki indirgeme bagintilar1 s6z konusudur:
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a) (r+ DKr11(2) = (N = 22K, (2) = (N =7 + DK, _,(2),

K,(z) =1, K,(z) =N — 2z

b) (N-r)K(r+1)=(N -2D)K,(r) —rK,(r — 1),

=) 5=(1)(-2)

1, je{o,N}
C) dy(j) = {%, i ¢ {oN) ve 0 <i,j <N olmak iizere;

KNG = dy (KNP0 + KTV ()
+KM VG- 1) -k V(G - 1)), N>1

dir. Burada ve K" V(W) =K' V() =0 ve i=—1 veya j=—1 icin her iki
durumdada K;(j) =0 dur.

Ornek 2.2.1: My, M; ve M, MacWilliams matrisleri olsun.

M, = (1),
= 9+Q 0+¢ 9-6 D)6
- )

1 1 0\ /0 0 0N /0 1 1
My={(1 =1 o)+(1 1 ol]+(o 1 -1
o o o/ M1 -10 \oo o

00 0 1(1’0

-lo 1 1])fo 5 0

01 -1/)\, 2,
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1 1 1
=12 0 -2
1 -1 1

(Gogin ve Hirvencalo 2007).

Herhangi bir y € FY icin By : FY — C bir fonksiyonu

By, (x) = <| o >.Xy(x), x € FY

x Nyl
seklinde tanimlanir. By fonksiyonu hakkinda daha fazla bilgi i¢in [18] ’e bakiniz.

Her r € {0,1, ..., N} igin By fonksiyonu, ¥}, grup cebiri i¢in bir tabanindan
olup

Z B,(x) = Z(_l)i (7;) <Nr—_|25|> <|JLC|>
YESy i=0

esitligi yalnizca x = |x| bagh olarak elde edilir.

Tamm 2.2.32: N mertebeli r-inci ayrik Chebyshev polinomu

DI (x) = D, (x) = Z(—l)i C) (]Z _ jc) (T)
i=0

seklinde tanimlanir. Burada D2 (0) = 1 dir (Gogin ve Hirvencalo 2007).
Tamm 2.2.33: (Dy)i; = DM (), 0<ij=<N

seklindeki (N + 1) X (N + 1) boyutlu matrise N mertebeli Chebyshev matrisi denir.

i 1 1 . .
Burada N =0 ise (Dy);; =1 ve (Ml)ij:(Dl)ij:(l _1) dir (Gogin ve
Hirvencalo 2007).

Not 2.2.4: Chebyshev polinomlar1 ve matrisleri igin bazi 6nemli formiiller asagidaki

gibidir (Gogin ve Hirvencalo 2007):

1 DM = (0 (()CN),
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Burada A", Af(x) = f(x+ 1) — f(x) olarak tanimlanan fark operatoriiniin n-inci

kuvvetidir.

o= Yo () (M) )

Yo (" 0I0
X G [ T

i=0

3. DyDL = diag(yy, ¥4, -, ¥n) olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanur:

N
> D DD = 1,5,
i=0

Burada v, = (*7)("1%7) cdur.

2r+1

4, Dn(N - X) = (_1)nDn(x)l

o= (). oo ()

N cift sayisi igin,

( 0, ntek ise
N N N
(V) > +m
Dn ( > {k( Hm 31 2 . ) n=2mise

DS polinomunun bas katsayisi % () dir.

N
Dy(x) =1, D;(x) =—-2x+ N, D,(x) =3x%—3Nx+ (2)

5. Chebyshev polinomlar i¢in asagidaki indirgeme bagintilar1 s6z konusudur:
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a) nan = (Zn - 1)D1Dn_1 - (N + Tl)(N —n + Z)Dn_z,

b) A((x + 1)(x — N)AD,(x)) = n(n + 1D, (x + 1),
N N-1 N-1
D (0) = (n)' Dn(1) = ( n ) _n(n - 1)'
c) nDM(x) = nDM V' (x — 1) + (N — x)DM P (x)
~(N+n-x)DN P (x - 1), N=>1,

Ornek 2.2.2: D,, D, ve D, Chebyshev matrisleri olsun.

Dy, = (1),

n-(C -0 )
9@ 9-¢ )¢ Y

1 0y (1 1
+(0 0)_(1 —1)'
0 1 1 0 0 O
D,={{0 1 -1]-(0 1 1
0 0 0 0 1 -1
0 0 O 0 0 0 2 0 0
0 1]-11 1 0 0 1 0
0 1 -1 1 -1 0 0 0 0
0 1 1 1
o]=12 0 =2
0 0 0 1 -2 1

o oo

S RO

NI, O O
—

+
S
o
o O

(Gogin ve Hirvencalo 2007).
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1 Genellestirilmis Fibonacci Matrisi Yardimui ile Devirli Gruplarin Elde Edilmesi

Tamm 3.1.1: fn(k), 1<i<k icin fl.(k) =0 ve fk(k) = 1 sinrr sartlartyla tanimls,

n > k igin,

k
0= (3.
j=1

(km) —

k-basamak Fibonacci dizisinin n. elemanidir. f; fi(k) (mod m) olmak iizere bu

dizi m modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,

flem) = (£, (5™, ™ L)
dizisi elde edilir.

O zaman (,q<"'m>, (em) k("'m)) = (0,0,...,1) olup bu dizi icin (3.1) deki tekrar

eden dizi bagintilar1 aynidir ( Lii ve Wang 2007).

Tamm 3.1.2: Eger dizi belli bir noktadan sonra sabit bir dizinin tekrar1 seklinde
meydana geliyorsa bu diziye periyodik dizi denir. Tekrar eden alt dizideki eleman
sayisina ise dizinin periyodu denir. Ornegin; a,b,c,d,e, f,g,d,e, f,q,---dizisi

periyodik olup periyodu 4’ dir.

Tamim 3.1.3: Eger bir dizideki ilk [ eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye
| periyotlu basit periyodik dizi denir. Ornegin;a,b,c,d,e,a,b,c,d,e,--- dizisi basit

periyodik olup periyodu 5’ dir.
Teorem 3.1.1: f (k,m) basit periyodik bir dizidir ( Lii ve Wang 2007).

Ispat: S, = {(a,ay,..,a;) |0<a;<m-—1}

olsun.|S,| = m* olup sonludur, yani her u > 0 i¢in

(km) _ r(km) (k,m) (k,m)

u+1  — Jv+1 v Ju+k v+k

olacak sekilde v > u sayisi vardir. Tanimdan,
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k-1

(k) _ (k)
fn+k - z n+j

Jj=0
olur. Yani,
k-1
QI _Z (k)
n = Jn+k n+j
j=0

dir. Buradan kolaylikla,

f(k,m) — (km) p(km) — f(k,m) (k;m) — f(k,m) 2(k,m) — f(k,m)

u v rJu-1 v—=1 Ju-2 v—=2 ) v—u+2

ve fEM = &M - o1qugu goriilebilir. Bdylece f(k,m) basit periyodik bir dizidir.

v—u+1

Boylece ispat tamamlanir.

h,(m) ile f(k,m) nin en kiigiik periodu gosterilir, f(k,m) nin periodu veya m

modiiliine gore k-basamak Fibonacci dizisinin Wall sayis1 diye adlandirilir.

Ornek 3.1.1: s(4,3) =(0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1, ...)
dizisi ele almirsa, bu dizi k =4 basamak i¢in her 26 terimde bir baslangic

elemanlariyla tekrar edip h,(3) = 26 olur ( Lii ve Wang 2007).

p; ler asal sayilar ve e; ler pozitif tamsayilar olmak iizere, m = []¢_, pie (t=1) ise

hi(m), hy(p;") lerin en kiiciik ortak katidur.

010 0
001 0
‘- .

0
111 |

seklinde ifade edilen k x k tipli karesel bir matris olsun.
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a;j ’ler tamsayilar olmak tizere verilen bir A = [a,- j] matrisi i¢in, A matrisinin her
elemanmm mod m ye gore indirgenmesi A mod(m) seklinde ifade edilir. Yani,

Amod(m) = a;j(mod m) *dir. (G),, = {Gi(modm)| i > 0} olsun.

Gi(0,0, ...,1)T(mod m) — (ﬁ(k,m) (k,m), . (k,m))

i+1 ’Ji+2 i+k

dir. Bu durumda hj (m), asagidaki esitligi saglayan en kiigiik h pozitif tamsayisi1 olarak
elde edilir;

G"(0,0, ...,1)T(mod m) = (0,0, ...,1).

Simdi, a; = (a;4,a42, ..., a1,) = (0,1,0,...,0) seklinde k boyutlu bir vektor olsun.

Burada, a, = (a,1, anz, -, anx) (n > 0) seklinde tanimlanip,

an1 = Am-1)k V& Ani = A(-1)k T A(n-1)(i-1) (i>1) (3.2)

dir.
an a‘nl anZ a‘nk
, a, a(n+l)l a(n+1)2 a(n+1)k
Gn = . =
an+k—1 _a(n+k—l)1 a(n-*—k—1)2 a(n-¢-k—l)k |
olsun.

Lemma 3.1.1: G,, = G, dir ( Lii ve Wang 2007).

gk(@%), (G)ye grubunun mertebesi olsun. Asagidaki teorem hy(p®) ve g,(p*)
arasindaki iliskiyi verir ( Li ve Wang 2007).

Teorem 3.1.2: h;,(p%*) = g, (p%) dir ( Li ve Wang 2007).

Ispat: h,(p®)|gx(p*) oldugu aciktir. O zaman sadece g, (p%)|hx(p%) oldugunu
ispatlamak yeterlidir. h, (p*) =n olsun. O zaman n asagidaki esitligi saglayan en

kiiclik tamsay1dir;

G"(0,0,...,1)T(mod p) = (0,0, ...,1).
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O halde Lemma 3.1.1 ’den, 0 <j <k — 1 i¢in
An+jyx = 0(mod p*) Ve apik—1)x = 1(mod p%)
olur. Buradan ve (3.2) ’den, biitin j = 0,1, ...,k — 1 igin
Antj—1)i = An+j)(i+1) — An+j—1k = An+j)i+1) (Mod p%)
olur. Boylece
An1 = Are1)2 = = Anir-1k = 1 (mod p%)
elde edilir. j + 1 < i < k oldugunda,
An+j)i = Antj+1)(i+1) = = Anak-i+k = 0 (mod p*)
ve j =i oldugunda, (3.2) ’den a(n4j—i+1)1 = An+j-i)k ©olur. Bundan dolay1
An+ )i = Antj-1)(i-1) = = Q(nj-i+n1 = Ansj-pk = 0 (mod p%)
dir. Bu takdirde G™ = I (mod p%) elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.3: t, gx(p) = gx(p?) olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Bu
takdirde her a >t icin, g, (p%*) = p*~tg,(p) olur. Ozellikle eger g, (p) # gr(P? )
ise her a > 1 i¢in, g,(»%) = p*1g,(p) dir (Lii ve Wang 2007).

ispat: Tanimdan her pozitif r tamsayist i¢cin  GI9%(®™") = I(mod p™*1) oldugu
goriilir. Bundan dolayt G9%(P"™™") = [(mod p™) dur, burada g, (p"+1)|gx(p") dir. Ote
yandan Gox®" =+ (bp") yazlarak g, (p™*), gu(p")p ile bolinebilirligini

saglayan;

(T) r+1)

=1 (modp

Mu

ng(pr)p_<1+ bp )

L=0

elde edilir. Boylece bu da ya g,(p™*') = g (p") ya da g, (p™*") = g (pMp
oldugunu gosterir ki buradaki ikinci durum, ancak ve ancak p tarafindan boliinemeyen

t+1)

bir bi(jr) nin varlig1 ile miimkiindiir. g,(p*) # gx(p oldugunda p tarafindan
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boliinemeyen  bir bi(;ﬂ) vardir. Boylece  gx(p'*1) # gx(pt*?) ’dirr ve ispat

tamamlanir.

3.2 Pascal ve Genellestirilmis Pascal Matrisleri Yardim ile Devirli Gruplarin Elde
Edilmesi

Pascal matrisi, elemanlar1 binom katsayilar1 igeren sonsuz bir matristir.

Pascal liggeni i¢in L, alt ticgen, U, st licgen ve S, simetrik olmak tizere ii¢ farkl

matris tanimlanabilir.

L, alt licgen matrisi,

(L) = (]L)

olarak tanimlanir ve j > i ise (;) = 0 dr.

U,, ist liggen matrisi,

()

olarak tanimlanir ve i > j ise ({) = 0 dr.
S,, simetrik matrisi,
ou= (")

olarak tanimlanir ve burada i,j =0, ...,n — 1 dir.
Bu matrislerin determinantlari,

(det S,) = (det L,) = (det U,) =1
ve S, = L,U, dir.
( Daha fazla bilgi igin [13, 24, 25] ’e bakiniz.)

Call ve Velleman (1993) calismalarinda, x sifirdan farkli herhangi bir reel say1 olmak

tizere 1. gesit P,[x] genellestirilmis Pascal matrisini;
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./l
P, (x;i,j) = x' (1)

olarak tanimlamislardir ve burada j > i ise (;) = 0 dir.

2. gesit Q,,[x] genellestirilmis Pascal matrisi;
e
QuCsif) = )

olarak tanimlanir ve j > i ise (;) = 0 dir.

R, [x] simetrik genellestirilmis Pascal matrisi;

i+
R, (x; i,j)=x‘+f( j])

olarak tanimlanir ve burada i,j = 0, ..., n dir.

2. ¢esit Q,,[x] genellestirilmis Pascal matrisi ve R,[x] simetrik genellestirilmis Pascal

matrisi hakkinda daha fazla bilgi i¢in [30] ’a bakmiz.

Teorem 3.2.1: n (n = 2) bir pozitif tamsayi, G, U, veya L, matrisleri ve m de bir

pozitif tamsay1 olsun. O zaman G mod m ’nin ¢arpimsal mertebesi m dir (Deveci ve

Karaduman 2012).

Ispat: U, iist iiggen matrisi i¢in U, = I,, + T,, olsun. Burada I, , n boyutlu birim

matristir. O zaman T,, nin (i, j) elemanlari,

olur. Binom teoreminden;

U™ = @™+ m(T) + () T2+ -+ ()™

oldugu kolaylikla goriiliir. Ote yandan (i,j) elemanlar1 i¢in asagidaki durumlar soz

konusudur;

47



Eger m<nise 0 zaman i=j ve j=i+1 i¢in T;; =0 ve i+2<]

T;j = a.mdir. Buradaa € N dur.
Egerm = n ise 0 zaman T;; = 0 dur.

Dolayisiyla,
m 5 _—
m(T,) + (2 ) (T,)? + -+ (T,)™ = 0,, (mod m)

elde edilir. Burada 0,,, n boyutlu sifir matristir.
Boylece, U,, yerine U yazarak

0, i>] lise

m _—
u —{1, i=j ise

ve

Un=0 i<j ise

icin

esitlikleri elde edilir. O zaman |{U,),,| = m olur. L, alt liggen matris i¢in ispat

benzerdir.

Teorem 3.2.2: n (n = 2) ve m birer pozitif tamsay1 olsun. O zaman S,, mod m ’nin

carpimsal mertebeleri i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir (Deveci ve Karaduman 2012):

(i) Eger a bir pozitif tamsay1 ve q bir asal say1 olmak lizere n = g% ise 0 zaman u = 1,2

igin [{ Sy)qu| = 3 olur.
(ii) (a) Eger her vy, v, € [uy, u,] igin |{ Sn)pv1| = [ Sn)pv2| ise,
|( Sn)pu2+n| = pn|( Sn)pu2|

olur ( burada [uy, u,] = {x € Z: u; < x < u,} dir).

(b)  Eger her vy,v, € [ug,uy] igin [(Sp)pra| # [( Sn)prvz|ise 0 zaman her

u € [uy, uy] igin |( Sn)pu+n| = p"|( Sn)pu| olur.

(iii) py ’lar farkh asal sayilar olmak iizere eger m = [[_, pi % (t = 1) ise
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( Sn)ptet |]

) ey

[ S)m| = okek [|( Sn)p,er ], [ Sp)pyez

olur.
Ispat: S,, S ile ifade edilmis olsun.

() a bir pozitif tamsay1 ve q bir asal say1 olmak ilizere n = g% ise 0 zaman

i+
(qzel( i]> t<J
i+
S3=<q262(i1)+1 i=j,
i+] .
kq2€3( i ) L2
Ve €1,6, €3 pozitif

ifadeleri yazilir. Burada i=j =0 i¢in g? U(ez(i":j) dir
tamsayilardir. O zaman

i+j
qzel( l.]>50(modq”) i<jveu=12

i+j
qzez( i]>+151(modq”) i=jveu=1.2

i+j
q263( l,]>50(m0dq”) i>jveu=12

esitlikleri elde edilir. Boylece u = 1,2 igin |( Sn)qu| = 3 sonucuna ulagilr.

(i)
(@) Her vy, v, € [ug, u,] igin [( Sp)pva| = [{ Sp)pv2| olsun. O zaman

i+
(puzgf( i]> t<J

"y
Sa=<puzg;<l .]>+pu2 i =]

l

wr w (ETT .
G 283( ; i>],

ifadeleri yazilr. Burada i =j =0 igin p"2 +e’2“("1.“j) dir ve g, &5, €5 pozitif

tamsayilardir. Matrislerdeki genel ¢arpim ile,
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( o (L+]
pn+u2€1< i]) i<,
sp'a — prHuz e (l ‘1‘]) + pntu i =]
o (L +]
Lz,)1’1.+u2‘<_:3 ( l ]> l >] ,

oldugu kolaylikla goriiliir. Burada i = j = 0 i¢in p™+¥2 +£;(i?’) dir ve &, &, &

pozitif tamsayilardir. Bu durumda

o L+ ]

pn+u2€1< l ]) = 0 (mod p‘l’l+uZ) l <],
o (L +]

pn+u2€2 ( ; ]> + pn+u2 =1 (mod pn+u2) i = j;
oL+ ]

pn+u2£3< l ]> = 0 (mod pn+u2) L >]’

esitlikleri elde edilir. Boylece | Sn)pu2+n| = p™[( Sn)pu2| = p™.a sonucuna ulasilir.
(b) Ispat (a) *nin ispatina benzerdir.

(ili) py ’lar farkli asal sayilar olmak iizere m=[[l_;p® (t=1) ve

okek [|( Sp)p,ex| [( Sn)p ez s ooes |[( Snp,ec|] = 2 olsun. O zaman

i+
rﬂe{( i]> i <],
i+
5’1=<Amgé< l_]>+m L=,
i+ L
k’183( i) L>7,

ifadeleri yazilir. Burada i=j =0 igin m )(Asé(iifj) ve &, &, &  pozitif

tamsayilardir. ml/lei(i}“j), Amsé(i?), Asé(i?) oldugunda,
i+
)18{( i]>50(modm) i<j,

i+j
Amsé( i]>51(modm) i=j,
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o
Aeg (l i]>50(modm) i>],

esitlikleri elde edilir. Bylece | S,)m| = okek [|{ Sp)p,e1

(Spdpgez] s |{Sndpeec]]

)

sonucuna ulasilir.

Varsayim 3.2.1: Eger p > n ise 0 zaman [{ Sn)p|| (p™ — p?) olacak sekilde 0 < 0 <

n — 1 araligida bir o tamsayis1 mevcuttur (Deveci ve Karaduman 2012).

Teorem 3.2.3: n (n = 2) ve m birer pozitif tamsay1 ve qj ’lar da farkli asal sayilar
olmak iizere x =[I,_;qx® (L =1) olsun. O zaman x > 2 igin P,[x] mod m ’nin
carpimsal mertebeleri i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur (Deveci ve Karaduman
2012):

(i) u € [1,1] i¢in |(Pn[x] )queul =1 olur.

(il) Eger w, w > ey, ...,e; olacak sekilde bir pozitif tamsay1 ise o zaman u € [1,[]

igin [(B,[x] )g,v| = "¢ olur.
(iii) Eger 6 bir pozitif tamsay1 ve p # qy, .., q; ise 0 zaman |(P, [x] )pel = p? olur.

(iv) Eger py ’lar farkli asal sayilar olmak tizere m = [[_; pr®* (t = 1) ise 0 zaman

|{ B,[x]);n| = okek [|( Pn[x])p1e1|, |( Pn[x])p2e2| e (Pn[x])ptet” olur.

Ispat: (i) u € [1,1] i¢in q,%|x oldugunda

Pn(x; i,j) =0 i <],

Pn(x; i,j)= 1 =],
)

B,(x;i,j) =x"J (]> = 0 (mod q,,**) i>],

esitlikleri elde edilir. Boylece u € [1,1] igin |(Pn [x] >queu| = 1 sonucuna ulasilir.
(ilw > ey, ...,e; veu € [1,1] olacak sekilde u ve w pozitif tamsayilar ise o zaman,

P, (x; 1, )" =0 i <}j,
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P, (x; 1, )" =0 i=}J,
weey B i o
P (i, 0 7 = g,y x (]) = 0 (mod ¢,") i> ],

esitlikleri elde edilir. Burada n, bir pozitif tamsayidir. Boylece |(P, [x] )quwl = q," "

sonucuna ulasilir.

(iii) O bir pozitif tamsay1 ve p # qy, ..., q; i1Se 0 zaman

B,(x;i,/)?° = 0 i <j,

B,(x;i, )P’ =1 i =,
i

B, (x; i,j)Pe = pOn,x i/ (]) =0 (mod pe) i>],

esitlikleri elde edilir. Burada 7, bir pozitif tamsayidir. Boylece |(P,[x] )pel =p?

sonucuna ulasilir.
(iv) Ispat Teorem 3.2.2 (iii) ispat1 ile benzerdir.

Teorem 3.2.4: n (n = 2) bir pozitif tamsay1, G , Q,[x] veya R,,[x] matrisleri ve m de
bir pozitif tamsay1 olsun. O zaman x > 2 i¢cin G mod m ’nin ¢arpimsal mertebesi i¢in

asagidaki durumlar s6z konusudur (Deveci ve Karaduman 2012):
(i) (p,x) = 1 olsun.

(a) Eger her vy, v, € [y, u,] icin [( G)pva| = |[( G)prz| ise 0 zaman  |( G)juz+n| =

p™[{ G)puz | olur.

(b) Eger her vy, v, € [ug, u,] igin [{ G)yo1| # [( G),vz| ise 0 zaman her u € [uy, u,]

icin |( G)pu+n| = p”|( Gn)pu| olur.

(ii) Eger (m,x) = 1 ve py ’lar farkh asal sayilar olmak lizere m = [[5_; px® (t = 1)

ise 0 zaman [{ )| = okek [[{ G)p,es|, [( G)pez|, ) [(G)pee|] olur,
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Varsaymm 3.2.2: Eger (p,x) =1 ve |(Qn [x])pl < p ise 0 zaman |(Qn [x])p||p — 1 ’dir

(Deveci ve Karaduman 2012).

Varsaymim 3.2.3: Eger (p,x)=1 ve |(Qn1[x])p (an[x])p|<p ise 0 zaman

)

[€Qn, [x1)p| = |(Qn, [x]),| *dir (Deveci ve Karaduman 2012).

Varsayim 3.2.4: Eger (p,x) =1ve p>n+1 ise 0 zaman [{ Rn[x])p|| (p™t? —p9)

olacak sekilde 0 <o <n+1 arahginda bir ¢ tamsayis1 mevcuttur (Deveci ve
Karaduman 2012).

53



4.ARASTIRMA BULGULARI

4.1 MacWilliams ve Chebyshev Matrisleri Yardim ile Devirli ve Yan
Gruplarin Elde Edilmesi

m;; ’ler tamsayilar olmak iizere verilen bir M = [ml-]-] matrisi i¢in, M ’nin her
elemanmm mod m ye gore indirgenmesi M (mod m) seklinde ifade edilir. Yani,

M (mod m) = (mij(mod m)) “dir. (M),, = {Mi(mod m)| i > 0} olsun.

Eger obeb (m,detM) =1 ise 0 zaman (M),,, bir devirli grup; obeb (m,detM) # 1

ise (M),,, bir yar1 gruptur. |{M),,, | ile (M), nin mertebesi gosterilmistir.

Matrislerdeki genel ¢arpim ile;

20 0 0
o 2% ..0 0
2k
(M) =yl yyeweny =0 0 o 0 0 k=0 (411
0 0 .0 2%]

yani ((MN)l-]-)Zk matrisinin kosegen elemanlart 2%V, .., 2k olan (N + 1) x (N + 1)

boyutlu bir kdsegen matris oldugu kolaylikla goriiliir.

Ayrica N > 1 i¢in,

N24+N p
-2 2z N =1,2mod 4,
det((My)ij) =9 12n (4.1.2)
2 2, N = 0,3 mod 4.
seklindedir.

m bir tek tamsay1 ise (My),, bir devirli grup, m bir ¢ift tamsay1 ise (My),, bir yar1

grup oldugu (4.1.2) deki ifadeden kolaylikla goriiliir.

Teorem 4.1.1: Eger m bir tek tamsay1 ise (My),, devirli grubun mertebesi 2k dur.

Burada k, 2N = 1(mod m) olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsayidir (Deveci ve
Akiizim 2014).
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Ispat: (4.1.1) *den ((MN)ij)Zk(mod m) = Iiyypy yazilir. Iiyyqy, (N+1) X (N +1)
boyutlu bir birim matristir. k, 2*N¥ = 1(mod m) olacak sekilde en kiigiik pozitif

tamsayi olarak secilir ise [(My),,| = 2k elde edilir.

1 1 1
Ornek 4.1.1: M, = [2 0 —2] matrisini i¢in m = 5 olarak secelim.detM, = —8
1 -1 1

dir. obeb(5,—8) = 1 oldugundan (M,)s bir devirli grup olup Teorem 4.1.1 ’den
mertebesi 2k dir ve 22¥ = 1(mod 5) denkligini saglayan en kiiciik k tamsayis1 2 olur.
Buradan |[(M,)s| = 4 elde edilir.

Teorem 4.1.2: m bir ¢ift tamsay1 olsun. O zaman (My),,, yar1 grubun mertebesi igin iki

durum s6z konusudur (Deveci ve Akiiziim 2014):

(i) Eger m =2" (u € N) ise, (My),u yar1 grubun mertebesi 2k dir. Burada k,

2kN = 0(mod m) olacak sekilde en kiiciik pozitif tamsayidr.
(if) Eger t bir tek tamsay1 olmak lizere m = 2%t (u € N) ise 0 zaman,

[(My)oue|l = KMy)ou| + [{My)| — 1 dir.

Ispat: (i) (4.1.1) ’den ((MN)ij)Zk(mod m) = O0(y41y yazili. Burada  Ogyyqy,
(N + 1) x (N + 1) boyutlu bir sifir matristir. k, 2¥¥ = 0(mod m) olacak sekilde en
kiiciik pozitif tamsayi olarak se¢ilir ise |{My),,| = 2k elde edilir.

(i) My)el =2a ve [{(My)x| =2 olsun. O zaman ky,k, EN ve
obeb(t,k,) =1 olmak iizere 2%V =k;t+1 ve 2PN =k,2% olur. Dolaysiyla
2@+BN = 2uL. (mod m) yani ((MN)ij)zaJrzB(mod m) = ((MN)ij)Zﬂ olur. Boylece
{My)ouel = {My)ul + [{My):| — 1 elde edilir.

11 1 1

.. 3 1 -1 -3 L

Ornek 4.1.2: M; = 3 1 -1 3 matrisi igin m = 8 olsun.detM; = 64 dur.
1 -1 1 -1

obeb(8,64) # 1 oldugu i¢in (M3)g grubu bir yar1 grup belirtir ve 8 = 23 seklinde

oldugundan Teorem 4.1.2 (i) ’den mertebesi 2k dir.
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23k = 0(mod 8) denkligini saglayan en kiigiikk k pozitif tamsay:r 1 dir. Buradan
[{M3),3| = 2 olur.

11 1 1 1
4 2 0 -2 -4

Ornek 4.1.3: M, =|6 0 -2 0 6 | matrisiicinm = 192 olsun. detM, = 1024
4 -2 0 2 -4
1 -1 1 -1 1|

dir. 0beb(192,1024) # 1 oldugu i¢in{M,)9, grubu bir yar1 grup belirtir ve
192 = 26 - 3 oldugundan Teorem 4.1.2 (ii) *den | (My),65| = | (M) 6] + | (My)s] — 1
dir.

Burada (M,),s grubunun mertebesi Teorem 4.1.2 (i) *den 2k dir ve 2** = 0(mod 2°)
denkligini saglayan en kiigiik k pozitif tamsay1 2 dir. Boylece | (M,),s| = 4 olur.

Diger yandan (M,); grubunun mertebesi Teorem 4.1.1 *den 2k dir ve 24* = 1(mod 3)
denkligini saglayan en kiigiik k pozitif tamsayr 1 dir. Boylece | (M,)s| =2 olur.
Dolayisiyla;

| (My)y65] = | (My)y6] + | (M) —1=44+2—-1=5
olur.

Uyan 4.1.1: p, det((DN)l-j) ’nin en biiyiik bir asal ¢arpani ise p!Idet((DN)ij) dir
(Deveci ve Akiiziim 2014).

Teorem 4.1.3: obeb (p,det((Dy);;)) = 1ve t, [{Dy)pl = KDy)pel olacak sekilde en

biiyiik pozitif bir tamsay1 olsun. Bu takdirde her a =t i¢in |[{Dy)pa| = p* t|{Dy)pl
dir. Ozellikle |[{Dy)p| # |{Dy)pz| ise, her a > 1 i¢in [(Dy)pa| = p*~[{Dy)p| olur
(Deveci ve Akiiziim 2014).

Ispat: 11k 6nce her u > 1 icin (Dy)pu 'nin bir devirli grup oldugunu belirtelim. 8 pozitif

bir tamsay1 olsun ve [{Dy).,|, hy(m) ile gosterilsin.
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6 [
(DN)ith(p RE Iy41(mod p?*1) yani (DN)l-th(p e Iy.1(mod p?) oldugunda
dolayt  hy(p?) 'nin , hy(p?*') ‘yi boldigi elde edilir. Ote yandan

0
(DN)ith(p ) = Iysyi + (aij(e)pe) yazilarak,

14
[’} 14 i
O™ = (v + (ay@%) = > () (@) @p?)' = Iysa(mod p+)

i=0
elde edilir ki, bu da hN(p9+1)|hN(p0)p oldugunu gosterir. Boylece ya
hy(p?*1) = hy(p?) yada hy(p?*') = hy(p®)p oldugunu gosterir ki buradaki ikinci
durum ancak ve ancak p|a; j(e) olacak sekilde bir a; ]-(9) ‘nin var olmasi ile miimkiindiir.

hy(p") # hy(p***) oldugundan pla;®) olacak sekilde bir a;;® vardir. Bdylece

hy(@ttY) # hy (pt*2) olur. t iizerinde tiimevarim yontemiyle ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.4: obeb (m, det((DN)l-j)) =1 ve p; ’ler farkli asal sayilar olmak tizere

m = [1t, p;% (t = 1) olsun. O zaman,

|<DN)m| = okek [l(DN)P161|’ |(D1V)Pze2 <DN)Ptet|]

TRLLD)

dir (Deveci ve Akiiziim 2014).

Ispat: 1 < k < ti¢in [(Dy)p,ex| = Ak Ve [{Dy)m| = 2 olsun. O zaman,

pi e KN () i>],

(DN)ijlk =< e KN () + 1 =},

pi e KN () i <j,

ve

117N (: . .

me;;' K" () i>],

(Dzv)ij/1 =<me;'KN(G) + 1 i=J,

msl-j’KiN(]') i <j,

esitlikleri elde edilir. Burada 0 < i,j < N i¢in &; Ve g;’ tamsayilardir. Bu nedenle

k >nin tiim degerleri i¢in (Dy); j/lk, c.(Dy); j'l (c € N) seklindedir ve boyle herhangi
bir A sayisi1 verildiginde A = okek [A4, A,, ..., 4] dir.
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Sonuc¢ 4.1.1: (Dy),k Ve (D,);k yart gruplarin mertebeleri sirasiyla 2k +1 ve
2%(k — 1) + 2k + 1 dir (Deveci ve Akiiziim 2014).

Ispat: Ilk once det((Dz)U) = —12 oldugundan her k > 1 i¢in (D,),k Ve (D,);x nin
yar1 grup oldugunu belirtelim. Matrislerdeki genel ¢arpim ile;
22k 2k—1(2k _ 3k) 0

(Dz)ij2k = 0 6k 0
Zk(zk _ 3k) 2k—1(2k _ 3k) 6k

ve

) 2k(2k+1 _ 3k) 22k 6k

2 1

(D) = 2.6 0 —2.6¢| (k=1)
2k(2k+1 _ 3k) 2k(2k _ 3k+1) 6k

kolaylikla ispatlanir.

k(j—
(Dz)ij2k+1 22142kt (Dz)i]-Zk(mod 3k) oldugundan

[(D2),k| = 2k + 1 ve |(Dy)u| = 2%(k — 1) + 2k + 1 elde edilir.

= 03(m0d Zk) ve (DZ)U
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TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasnda, N >1 i¢in (My);; MacWilliams ve (Dy);; Chebyshev
matrislerinin m modiiliine gore ¢arpimsal mertebeleri ele alinmistir ve bu matrisler m

modiiliine gore indirgenerek iiretilen devirli ve yar1 gruplarin mertebeleri incelenmistir.
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