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ONSOZ
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tiyelerinden Sayin Dog¢. Dr. Sadi BAYRAMOV hocama ve Yrd. Dog¢. Dr. Nigar
YILDIRIM AKSOY hocama tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica tezin hazirlanma siirecinde

manevi desteklerini her zaman hissettigim esime ve ¢cocuklarima tesekkiir ederim.
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OZET

Bu tezde Kompleks Potansiyelli Lineer Schrodinger denklemi igin baslangi¢ sinir deger
problemi ele alindi. Bu ¢alismada 1. Cesit baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanip bu
probleme ait fark semasi olusturuldu. 4.1 boliimiinde kararlilik kestirimi elde edildi ve

kararlilik kestirimi kullanilarak fark semasinin hatasi i¢in kestirim ispatlandi.

Calismanin 3.2. boliimiinde ise 2.cesit baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanip bu
probleme ait fark semasi olusturuldu. 4.2 boliimiinde fark semasinin ¢oziimil i¢in
kararlilik kestirimi elde edildi. Bu kestirim kullanilarak fark semasinin hatasi
degerlendirildi. Ayrica son olarak 1. ve 2. gesit baslangi¢c sinir deger problemlerinin

niimerik ¢oziimleri i¢in algoritma verildi.

2014- 32 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrodinger Denklemi, Sinir Deger Problemi, Sonlu Farklar

Yontemi, Fark Semasi, Kararlilik, Yakinsama.



ABSTRACT

In this thesis, initial limitation value problems for Complex Potential Lineer
Schrédinger equation has been discussed. In this study, Type 1 initial limitation value
problem has been described and a difference scheme for this problem has been formed.
In section 4.1 a stability estimation has been obtained and by using this ,the estimation
for difference scheme fault has been proved.

In section 3.2 of the study initial limitation value problem for Type 2 has been
determined and a difference scheme for this problem has been formed. In section 4.2
resolution for difference scheme a stability estimation has been obtained. By using this
estimation, the fault of difference scheme has been evaluated.At last, an algoritm for
Type 1 and Type 2 initial limitation value problems numerical solutions was given.

2014-32 Pages

Keywords: Schrodinger equation, Boundary value problem, Finite difference method,
Difference Scheme, Stability, Convergence.



SIMGELER DiZIiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

4 herhangi

0

v hemen hemen her yerde
>0 verilen say1

T>0 verilen say1

a(x) olctlebilir reel degerli fonksiyon
xe[0,1] bagimsiz degisken
te[0,T] bagimsiz degisken

() ic carpim isareti

>0 t degiskenine gore adim
h>0 x degiskenine gore adim
5D, = w t'ye gore sol fark

5.0, :% x’e gore sol fark

5.0, = q),»ﬁkh*CD,»k x’e gore sag fark

5D, - d),m—ZF]DZ )t D x’e gore 2. Mertebeden fark

Vi



1. GIRIS

Kompleks potansiyelli lineer Schrédinger denklemi igin baslangic sinir deger
problemleri lineer olmayan optikte, cagdas teknigin ve fizigin cesitli alanlarinda ortaya
cikar. Bu nedenle kompleks potansiyelli lineer Schrodinger denklemi icin baslangig
sinir deger problemlerinin niimerik ¢oziimii gerek pratik acidan gerekse teorik agidan

bliyiik 6nem tasir [4, 5, 7, 8, 13].

Soylemek gerekir ki durgun olmayan Schrodinger denklemi ic¢in sinir deger
problemlerinin niimerik ¢6ziimii ilk once [1-4, 6-8, 11, 12, 16-19] c¢alismalarinda

incelenmistir.

Schrodinger denklemi igin baglangic sinir deger problemleri ilk once [4, 15]
caligmasinda incelenmis ve s6z konusu problemlerin genellestirilmis ¢oziimiiniin varligi
ve tekligine ait hiikiimler ispatlanmistir. Bu sonuglar Schrédinger denklemi ig¢in
baslangi¢ sinir deger problemlerinin niimerik ¢ézlimlerinin incelenmesinde 6nemli rol
oynamistir. SOylemek gerekir ki Schrodinger denklemi icin baslangic sinir deger
problemlerinin niimerik ¢6ziimii ilk kez [4, 15] ¢alismalarinda incelenmistir. Kompleks
potansiyelli Schrodinger denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemleri ve onlarin
nlimerik ¢6ziimii ¢ok az incelendiginden tez konusu giinceldir ve konunun incelenmesi

gerek teorik gerekse pratik anlamda 6nem tagimaktadir.

Tezin igeriginin materyal ve yontem bdlimii iki alt bolimden, yani 3.1, 3.2
boliimlerinden olusmaktadir. 3.1. boliimiinde 1. ¢esit baslangic smir deger problemi
tanimlanmis bu probleme ait fark semasi olusturulmustur. Calismanin 3.2 bdliimiinde
ise 2. cesit baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanmis bu probleme ait fark semasi elde
edilmistir. Bulgular boliimii iki alt (4.1, 4.2) boliimden olusmaktadir. 4.1. boliimiinde 1.
cesit baslangic sinir deger problemine karsilik gelen fark semasinin kararliligi
incelenmis ve kararlilik kestirimi elde edilmistir. Bu kestirimlerden yararlanarak fark
semasinin hatast degerlendirilmistir. 4.2. Boliimiinde ise II. ¢esit baslangi¢ sinir deger
problemine karsilik gelen fark semasi igin 4.1 boliimiinde alinan sonuglarin aynisi elde

edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerleyen konularda gecen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1: L, (0, () hilbert uzay: olup elemanlari (0, () araliginda 6lgiilebilir ve mutlak

degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki gibidir.

(U0 = [UOIT()X,

”u“LZ(O,[): <u’u>|_2(o,4) :

Tamm 2.2: L,(Q) Hilbert Uzay1 olup, elemanlart Q bolgesinde 6lgiilebilir ve mutlak

degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki gibidir:

WP = [ (R DF (X Ddxdt,

”V/”LZ(Q) - \]<V/’U/>Lz(ﬂ) )

Tamm 2.3: L_(0,() Banach uzay1 olup, elemanlar1 (0,() aralifinda &lgiilebilir ve

sinirl fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanir:

=vriamax|u(x)| , x e (0, ) =esssup

||u||L00(0") xe(0,0)

Tamim 2.4: W, (0,() Sobolev uzayr olup, elemanlarinin kendisi ve onlarm x’e gore

birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,(0,() Lebesgue uzaymmdan olan



fonksiyonlar uzayidir. Bu uzay ayni zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve

norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

d d
()0, = j{u(x)v(x) u(x) \:jix)} |

”u”w (0,0) \/<u u>wl(oo '

0
Burada V(x) fonksiyonu v(x) ’in komplex eslenigidir. W, (0, £) uzay1 W; (0, () uzayinin

alt uzay1 olup, elemanlar1 0 ve { noktalarinda 0'a esit olur.

Tamm 2.5: W7(0,() Sobolev uzay: olup, elemanlarmin kendisi ve x’e gore ikinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (0, () ’den olan fonksiyonlarin uzayidir. Ayni

zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde
tanimlanmaktadir:
(

| [u(x)v(x) +

0

”u“w 2(0,0) ’\/<u u>w 2(0,0)

0
W22 (0,¢) uzayr W, (0, {) ’in alt uzay1 olup elemanlarinin kendisi 0 ve { noktalarinda 0’a

— 2 2—
du(x) dv(x) N d“u(x) d“v(x) X
dx  dx dx>  dx?

esit olur.

Tamm 2.6: W,>'(Q) uzay1 Sobolev uzay1 olup, elemanlarmin kendisi ve onlarm t’ye

gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri L, (€2) Lebesgue uzaymdan olan

fonksiyonlar uzayidir. Bu wuzayda 1i¢ c¢arpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:



WD iy = | [w(x,t)v<x,t>+

Q

”V/”wzovl(n) - xf<l//’l//>wz°v1(g) '

ow(x,1) av(x,t)}dxdt
ot ot ’

Tamm 2.7: W,;°(Q) uzay1 Sobolev uzayi olup, elemanlarmin kendisi ve onlarm X’e

gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri L, (€2) *den olan fonksiyonlar

uzayidir. Bu uzay ayni1 zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki

sekilde tanirmlanmaktadir:

oy (X,t) ov(x,t)
X

}dxdt ,
OX

WV oo = {w(x,t)v(x,th

”V/HW;U(Q) - «f<vl’l//>w21v°(g) '

0 10
W (Q) uzayr W;°(Q) uzaymin alt uzay1 olup, elemanlart Q dikdértgeninin yan

tarafinda sifira esittir.

Tamim 2.8: W,”(Q) Hilbert uzay1 olan Sobolev uzayidir. Elemanlar1  bdlgesinde

2
taniml v, %//’88_1/2/ , %/I € L,(Q) ozelliklerini saglayan w(x,t) fonksiyonlaridir. Burada
X

i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

<l//’ ¢>W22,1(Q) = J.|:W(X,t)a(x’t) T 6‘”8())((,1:) a¢ (X,t) N

5 OX

. O’y (x,t) &%p(x,1) . dw(Xx,t) 0 (x,t)
Ox? Ox? ot

} dxdt ,



||W||W22'1(Q) :m .

0
W2H(Q) uzayr W' (Q)uzaymmin alt uzayr olup, elemanlari Q dikdértgenin yan

taraflarinda sifira esittir.

Tammm 2.9: (Gronwall Lemmasi, Vasiliev F.P., 1981). a>0,b>0 olmak iizere

?; j= o,N sayilari

j -
0<g,<a0<gp,,<a+b) ¢, j=0,N-1

m=0

Sartlarini sagliyor ise bu takdirde
0<¢, <a(l+b)’, j=0,N

Esitsizligi gecerlidir. Eger

N-1 J—
0<gp <a+b) ¢, j=0,N-1,0<¢, <a,

m=j
Sartlar1 saglaniyor ise bu takdirde
0<p, <all+b)" ™, j=0,N-1

esitsizligi gecerlidir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Kompleks Potansiyelli Lineer Schrodinger Denklemi icin 1.¢cesit Baslangic

Sinir Deger Probleminin Niimerik Coziimii

Bu boéliimde Schrodinger denklemi igin 1.¢esit baslangi¢c sinir deger probleminin fark
semasi olusturulacak, fark semasi i¢in kararlilik kestirimi elde edilecek ve sonlu fark

yaklagimi i¢in yakinsama hizi gosterilecektir.

3.1.1. Baslangi¢c Simir Deger Probleminin Formiilize Edilmesi ve Fark Semasinin

Olusturulmasi

Asagidaki  sartlardan l//=!//(X,t) fonksiyonunun Qz(O,l)x(O,T)bélgesinde

bulunmasi problemini g6z oniine alalim:

2
i%//h’:\0 27‘/2/—3.()()1//+V0(X,t)l//+ iv, (X, )y = f(x1),(xt)eQ (3.1.1.1)

w(x,0)=p(x), xe(0,), (3.1.1.2)
w(0,t)=w(l,t)=0, te(0,T), (3.1.1.3)
burada, i=+-1;1>0, T>0, a, >0 verilen sayilar a(x), Vm(X,t), m=0.1 reel

degerli Olgtilebilir fonksiyonlar olup asagidaki sartlari saglar.

0
0<a(x) <, Vxe(0l), u=const>0; (3.1.1.4)

Vo (x,t)|<by, 0<v,(x,t)<b



‘M Sdm’ m=0.1; (3115)

b, >0,d >0 m=0.1 verilen sayilar, @(x), f(x,t) fonksiyonlar1 ise

02
peW.(0,1), feW Q). (3.1.1.6)

sartlarini saglar.

Bilindigi tizere (3.1.1.1) - (3.1.1.3) problemi lineer Schrédinger denklemi igin birinci
cesit baglangic sinir deger problemidir ve [4, 17] ¢alismasinda incelenmistir.

Bu nedenle bu calismanin sonuglarindan yararlanarak soyleyebiliriz ki, (3.1.1.1)-
0
(3.1.1.3) problemleri C° ((O,T),Wz(o,I)ijl((O,T),LZ(O,I)) uzayindan olan bir tek

¢ozlime sahiptir ve asagidaki kestirim gegerlidir.

+H5l//(-,t)

It

W2(0.1)

<&z, +1 o)

Loy
vte[0,T], (3.1.1.7)
burada, c, >0 -sabiti ¢, f *den bagimsizdir.

(3.1.1.1) - (3.1.1.3) probleminin ayriklastirilmasmi yapalim. Bu amagla ilk énce Q
bolgesini aga dontistiirelim.

{(Xj,tk)}: j=0,M,k=0,N, x,=jh-h/2 j=1M-1

h=—, t, =kr, T=—, X, =%—-h/2=0,

Xy =Xy +h/2=1, burada M,N verilen pozitif tam sayilardir.
Asagidaki gibi isaretleme yapalim :

O, D, O, —-D.
5fq>jk=%, 5Yq)jk=%,



D, —D, D, —D
R 1kh E, 5Dy, =5,D,, :—1kh - Ok
Dy — Dy 5D, — 5,0,
5Y®Mk :5X(DM—1k :—Mkh/ZM 1k , §XY®jk — Xk X7k . K ,

Burada, @, fonksiyonu {(Xj b )} > da tanimlanan ag fonksiyonudur.

(3.1.1.1) denklemini ve baslangi¢ sinir deger sartlarinin fark denklemleri ve sartlari ile
degistirerek {(Xj b )} ag1 lzerinde {d) jk} ag fonksiyonunun asagidaki sartlardan

bulunmasi problemi elde edilir:

10; @ +3,0,, Dy —a; @ +Vy Py +ivy Dy =y,

D,y=0;,, j=0M, (3.1.1.9)
@, =D =0, k=1,N (3.1.1.10)

Burada, a;, v,, ¢, f, agfonksiyonlar olup asagidaki formiillerle tanimlanir,

Xj+h/2

a;== [ a(dx, j=1M-1, (3.1.1.11)
xj—h/2
1 t,  Xj+h/2 .

Vg == | [ va(xtdxdt, m=01 j=1M-1, k=LN, (3.1.1.12)
zh tea Xj-hi2
1xj+h/2

== [ o0dx, j=1M-1, ¢, =g, =0, (3.1.1.13)
xj—h/2

t, xj+h/2

1 o —

fu==-] [ fxtxdt, j=1M-1, k=L N. (3.1.1.14)
zh tea X2



3.2. Kompleks Potansiyelli Lineer Schrodinger Denklemi I¢in 2.cesit Baslangic
Sinir Deger Probleminin Niimerik Coziimii

Bir 6nceki boliimde lineer Schrodinger denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger probleminin
fark semas1 i¢in kararlilik ve hata kestirimlerini ispatladik, ayni sonuglar1 lineer
Schrodinger denklemi igin 2. ¢esit baslangi¢ sinir deger problemine nazaran da elde
edebiliriz.

3.2.1. Baslangic Simir Deger Probleminin Formiilize Edilmesi ve Fark Semasinin
Olusturulmasi

Bu alt boliimde ele aliman Schrodinger denklemi igin 2.c¢esit baslangic sinir deger
problemini tanimlayalim.

2
i%//+aogx—f—a(x)y/+vo(x,t)w+ivl(x,t)t//: f(x,1),(x,t)eQ (3.2.1.1)
w(x,0) = p(x), xe(0,), (3.2.12)
(0 oY) o 1o, (3.2.1.3)
OX OX
Burada, i:\/—_l; >0, T>0, a,>0 verilen sayilar a(x), Vm(X,t), m=0.1 reel

degerli o6l¢iilebilir fonksiyonlar olup asagidaki sartlar1 saglar.

0
O<py <a(x) < g, VXe(O,I), Mo, 14 =cCOnst ; (3.2.1.4)
Vo (X, t)|<by, 0<v,(x,t)<b

‘M <d  m=0.1; (3.2.1.5)

b, >0,d, >0 m=0.1 verilen sayilar, @(x), f(x,t) fonksiyonlar1 ise



@ W, (0,1) ,%=%=o, f eW Q). (3.2.1.6)

sartlarini saglar.

Bilindigi tizere (3.1.1.1) - (3.1.1.3) problemi lineer Schrodinger denklemi igin birinci
cesit baslangic sinir deger problemidir ve [4, 17] ¢alismasinda incelenmistir.

Bu nedenle bu ¢alismanin sonuglarindan yararlanarak soyleyebiliriz ki, (3.1.1.1)-
0
(3.1.1.3) problemleri C° ((O,T),Wz(o,I)ijl((O,T),LZ(O,I)) uzayindan olan bir tek

¢ozlime sahiptir ve asagidaki kestirim gegerlidir.

oy (.t
L] <o,

2(0,1)

[ Crthg,, + [ s o)

L2y

vte[0,T], (3.2.1.7)
burada, ¢, >0 - sabiti ¢, f ’den bagimsizdur.

(3.1.1.1) - (3.1.1.3) probleminin disretlestirilmesini yapalim. Bu amagla ilk 6nce Q
bolgesini aga doniistiirelim.

{(xj,tk)}: j=0M,k=0,N, x,=jh-h/2, j=1M-1,

I T
h=——, t =k, 7=—, =x-h/2=0, x, =
M —1 K N X=X M
Xy =Xy, +h/2=1, burada M,N verilen pozitif tam sayilardir.

Asagidaki gibi isaretleme yapalim :

O —D. (OIS ON

5, =i 5P, =k
T h
D, —D D, D
_ _ J+Ik ik _ _ Y1k k
5X®]k - h 1 5Y®1k - 5X®0k - 1h/2 . 1
D, —D S5O, —35,®

5¥®Mk :5X(DM71K = Mkh/ZM_lk ) 5xxCDjk = . h . )

10



Burada, @, fonksiyonu {(Xj b )} > da tanimlanan ag fonksiyonudur.

(3.1.1.1) denklemini ve baslangi¢ sinir deger sartlarinin fark denklemleri ve sartlari ile
degistirerek {(Xj b )} ag1 iizerinde {d) jk} ag fonksiyonunun asagidaki sartlardan

bulunmasi problemi elde edilir:

i&d)jk + 8,0, Dy, — ;D + Vo Py +iv1jk<l)jk = fjk,

D=0, j=0M, (3.2.1.9)
5Dy =50, =0,k=LN (3.2.1.10)

Burada, a;, v,, ¢;, f, agfonksiyonlar: olup asagidaki formillerle tanimlanir.

l Xj+h/2

a;== [ a(dx, j=1M-1, (3.2.1.11)

x;—h/2

ty Xj+h/2 .
[ ] vaxtdxdt, m=01 j=1M-1, k=LN, (3.2.1.12)

t Xx;-h/2

vo =1
" rh

Xj+h/2

0=t [ o(ydx, =1M-1, @ =g, @ =0y, (3.2.1.13)

Xj—h/2

ty Xj+h/2 .
[ ] feebdxdt, j=1M-1, k=L N. (3.2.1.14)

tea xj-h/2

1

fjk :E

11



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. 1.cesit Baslangic Simir Deger Problemlerinin Fark Semasmn Céziimii Icin
Kararhhk Kestirimi

(3.1.1.8) - (3.1.1.10) fark semasinin ¢oziimii i¢in bu durumda kararlilik kestirimi de
denilebilen kestirimi agagidaki gibi elde edebiliriz.

Teorem 4.1.1: Farz edelim ki a(x), v, (x,t), m=0.1 ¢(x)ve f(x,t) fonksiyonlari

saglansin. Bu takdirde (3.1.1.8) - (3.1.1.10) fark semasinin ¢oziimii i¢in asagidaki
kestirim gecerlidir.

M-1 P M 2 N M-1 2
hy |o,| < Cz[hZ‘(oj‘ +ThZZ‘fik‘j , Voe{l2..,N} (4.1.1.1)
j=1 j=1 k=1 j=1

burada c, >0 sabit olup h, 7 ve m den bagimsizdur.

Ispat : t=t, katlarinda
M1 B M B
hz |5fq)jk77jk - hzao57q)jk5xﬂjkﬂ(j -
= =

k=1, (4.1.1.2)

M-1 _ M1
—h (aj _VOik)CDjk”jk =h> £, 7,
1 j=1

j=

toplam 6zdesligi (3.1.1.8) - (3.1.1.10) fark semasina denktir.

Burada, 7, fonksiyonu {(Xj,tk )} aginda tanimlanmis olup 7, =7, =0, k=1

1 j=2M-1

sartlarini saglar. 77, ise 77, -nin kompleks eslenigidir, y; = dir,

1, j=1M
2

Eger (3.1.1.16) toplam &zdesliginde 77, ag fonksiyonunun yerine P j alirsak elde

edilen esitsizlikten onun kompleks eslenigini ¢ikartirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

12



M-1 _ _ M-1 M-1 _
WY 7(80,8; +5:D,D, )+2ehy vy, [0, [ =2eh Y Im(F,®,)  (4.1.L3)
j=1 j=1

=1
vV k=12,..,N. Asagidaki esitligin gecerli olmasi agiktir.
— — 2 2 2
(8D +3D @ ) =|@ [ —|@y | +|@y — Dy, (4.1.1.4)

Bu formiilii (4.1.1.3) de dikkate alip, k iizerinden k=1 den k=N ’a kadar toplayip
(3.1.1.8) ve (3.1.1.9) sartlarim1 dikkate alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz.

m M-1 m M-1
hZ\q)Jm\ +hz Z;‘CD ~®, 1\ +27hZZ‘CDJk‘

k=1 j=1
m M-1
hZ\cp i +21hkzl:;‘fijd)Jk‘ vme{l2,..,N}

Vl(X,t)ZO sartin1 dikkate alip bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci toplamim m-inci
terimini ayirtp &- Cauchy ve Cauchy-Bunyakovsky esitsizliklerini uygularsak elde
ederiz:

m M-l
hZ\cDJm\ +hY Yo, -0, [ <

k=1 j=1
M-1 2 M-1 2 Th M-1 2 m-1M-1 2
shZ‘(pj‘ +grh2‘®jm‘ +?Z‘fjm‘ +rhk22‘d)jk‘ +
j=1 j=1 j=1 =1 j=1

m-1M-1

wehy > |f, [, vme{12.. N},

k=1 j=1

¢ = — secerek bu esitsizliklerden asagidaki esitsizligi elde ederiz.
T

M-1 2 m M-1 2
hjz_l:\cpjm\ +th:1: Z\cbjk—cbjk_l\ <

i

M-1 2 m-1 M-1 2
SZhZ‘(DJ‘ +2rh)’ Z‘d)jk‘ +
= k=0 j=1

2(T +1)Thi le\ fjk‘ vme{12,..,N} (4.1.1.5)

k=1 j=1

Burada sol taraftaki ikinci terimin negatif olmadigini dikkate alarak
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M-1 2 M-1 2 N M-1 )
hjz_;\qnjm\ shjz_l:\goj\ +2(T+1)Thkz_;§\fjk\ +

m-1M-1 2
+2chy Y|oy [, vme{l,2..,N}.
k=1 j=1

esitsizligini elde ederiz.

[8, sayfa 110]” dan bildigimiz Gronwall lemmasini uygulayarak asagidaki kestirimi elde
ederiz:

hZ\ome\ <c (hzw +rthN:le‘ka‘2j, vme{l,2,..,N}  (4.1.16)
1 j=1

Bu kestirimi (4.1.1.5) da dikkate alirsak, bu taktirde asagidaki kestirimin gecerli
oldugunu elde ederiz:

m M-1
hZ\cDJm\ whY Yo, -0, [ <

k=1 j=L
(4.1.1.7)
N M-1
[hzw +rh;;\fjk\ j vme{L2,..,N}
Buradan da teoremin gegerli oldugu ¢ikar. Teorem 6.1 ispatlandi.
Simdi (3.1.1.8) - (3.1.1.10) fark semasmin hatasin1 degerlendirelim. Bu amagla

(3.1.1.1) - (3.1.1.3) baglangic smnir deger probleminin ¢dziimiiniin asagidaki
ortalamalarina bakalim:

ty xJ+h/2
=—j [ w(xtaxdt, j=IM-1, k=LN, y;, =g,
tklx —h/2
i=0OM, Wy =0, =0k=LN, (4.1.1.8)

z; =@, —y, olsun. z, ag fonksiyonunun asagidaki sartlari sagladig1 agiktir:
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16:Z) +3,0, Zj — @25 +VouZy 1V Zy = Fyr 1=LM -1,

K=IN. (4.1.1.9)

2.=0, j=0,M, Zy4 =2, =0k=k=LN (4.1.1.10)

Burada F, ag fonksiyonu olup asagidaki formiil ile tanimlanr:

ij = fjk _(ié‘f‘//jk +a0§xYij — W VoW +ivljk‘//jk)’

j=LM -1, k=1N. (4.1.1.11)

4.1.2. Fark Semasimin Hatasi I¢in Kestirim

Bu alt boliimde fark semalarinin hatasi i¢in kestirimleri elde edecegiz.

Teorem 4.1.2.1 Farz edelim ki, a(x), v, (x,t), m=0.1, ¢(x) ve f fonksiyonlari
(3.1.1.4) - (3.1.1.6) sartlarmi saglasin. Bu taktirde (4.1.1.9) - (4.1.1.10) sisteminin

¢Ozlimii icin asagidaki kestirim gecerlidir:

th_l‘zjm‘zgclo Y eil2,N) (4.1.2.1)
j=L

burada c,>0 sabiti 7, h ve m’ den bagimsizlar g, >0; 7—0, h—0. i¢in

B, — 0 dir.

Ispat: (4.1.1.9) - (4.1.1.10) sistemlerinden goriildiigii {izere bu sistem t =t,_: katlarinda

herhangi k € {l, 2,...,N } ve herhangi 7, , ag fonksiyonu igin asagidaki toplam zdeslige

denktir:
M-l B M B
hz '5fzjk77jk - hz57 - ijayﬂjklj -
-1 -1

(4.1.2.2)
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M-1 ) _ M1
- (aj Vo lVljk)Z,-kﬂ,-k =h " Fyliy

j=1 j=1

burada 7, fonksiyon {(xj,tk )} aginda tamimlanip 77, =17, =0, K =1N sartlarini

saglar.

Bu 6zdeslikle 77, nin yerine 77, alip elde edilen esitsizlikten onun kompleks eslenigini

cikartalim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde ederiz.
M -1 2 2 2 M-1 2 M-1 _
hZ(‘ij‘ _‘ij—l‘ +‘zjk _ij—l‘ )+21thljk ‘zjk‘ =27 Im(F, Z,),
= j=1 j=1

k=12,..,N.

(3.1.1.18) bigiminde olan formiilii z, i¢in kullanirsak asagidaki esitligi buluruz:

M-1 2 2 2 M-1 2 M-1
N3 (|2 =[] +zw =2 2wy, =2eh Y (R z,),
j=1 j=1 j=1

k=12,..,N.

Bu esitli§in den k tzerinden k=1, den k=m<N -e kadar toplayip ve z,,=0,

j=0,M, v, >0 sartlarindan yararlanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

M-1 2 m M-1
hZ‘ij‘ nghZZ‘ijszk‘,
-1 k=1 1

Bu esitsizlikten ¢- v, >0 Cauchy ve  Cauchy-Bunyakovsky esitsizliklerinin

yardimziyla buluruz:

M-1 2 m-1M-1 2 N M-1 9
hY |z, <20hd" > |z, [ +2T +)hY. Y |Fy | ) Vo e{L2.., N}
= k=0 j=1 k=1 j=1

Burada Gronwall lemmasini uygulayarak asagidaki kestirimi buluruz:

M-1 2 N M-1 2
hY |z, <caeh Y |F[ . Vae{l2,.,N}. (4.1.2.3)
j=1 k=L j=1
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Simdi  F ag fonksiyonunu degerlendirelim. F, -nin formiliinde yer alan f,

fonksiyonunu asagidaki bi¢imde yazabiliriz:

1 t, Xj+h/2 a 82
oo =_I I i—l//+a0 ——a(X)y +V(x,t)y +iv, (x,t)y dxdt,
iy X;—/2 ot ot

j=LM -1, k=LN. (4.1.2.4)

Bu formilli dikkate alarak F, ag fonksiyonunu asagidaki gibi yazabiliriz:

ij:Fjll<+Fji+Fji+Fjia ji=LM -1, k=LN, (4.1.2.5)
burada
1 ty xj+h/2 (//
F1 I —dxdt—io.y ., 4.1.2.6
zh tk'[1 xj:[VZ ot g ( )
1 ty xj+h/2 62(//
F2 dxdt-a,o . v, , 4.1.2.7
Th J. le[vz axz a‘0 XXl//jk ( )
1 ty xj+h/2
Fr=——] [ a(dxdt+ay, (4.1.2.8)
tey x;—h/2
1 ty Xj+h/2
Fi=+— j j VX, ) dxdt v, (4.1.2.9)
t_1 X;—h/2
1 ty X +hk
Fs == [ ] vt +(xt)dxdt —ivy ), (4.1.2.10)
t Xj—hk

Bu terimlerden her birine ayr1 ayr1 bakalim.

W icin (4.1.1.8), F*, j=LM -1, k=2,N ag fonksiyonu icin (4.1.2.6) formiliinii

kullanirsak agagidaki esitligi buluruz:

ty xj+h/2 ) xJ+h/2
o= | ia—wdxdt—idfy/jk— ) 8‘/’(Xt)d dt—
zh e X;~h/2 ot tklx Zhiz
t x]+h/2 ty xj+h/2
—|— [ | wxtdxdt- j [ wxdxdt |=
h tq Xj—h/2 t_o Xj—h/2

17



e Xj+h/2 ¢

_ | j—a"’a(tx't)dxdt—ri—h [T —al//(;e)dedxdtz

iy Xj—h/2t-7

. k><]+h/2
:_‘I I T[aw(xt) aw(xt+e)jd9dxdt
00 ’

tklx -h/2 ¢

j=LM -1, k=2,N.

Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayarak sonuncu esitlikten elde ederiz:

ty xJ+h/2 0

Rl <zl 1]

tk1x -h/2 -7

8w(x ) _op(x, t+9)| dodxdt (4.1.2.11)
20

j=LM -1, k=2,N.

Fjll, j =1, M -1 i¢in buluruz:

- ><J+h/28!//(x t)
Fi= dxdt —-
Th {[X J;]/z 61‘ (q)jl (010)
.t X;+h/2 t, X;+h/2 X;+h/2
1 aw(x t) 1 1 7 J
= dxdt — w (X, t)dxdt — w(xt,)dx (=
Th!x J;1/2 at h[r!ijIZ ij.h/Z ’
.t xj+h/2 Lot X2 g
L D g 2% gggxt.
~ch by oz O ht w2y 00

Bu esitlikten asagidaki esitsizligi buluruz:

4t x;+h/2 2
j | a‘”(x’t)‘ dxdt, j=LM —1. (4.1.2.12)
tox —h/2 ot

ji , J=2,M =2, k= 1,N icin ayn1 bi¢imde davranarak buluruz:

ty xj+h/2
F2 — 1
=

zh t_1 x;—h/2

O%w (Xt
a, % dxdt —a,0y j =

18



+h/2
—h/2

j=2M -2, k=1,

Xj

Ei( (xt) o ‘/’(X;’ﬁ‘f t)Jdndédxdt,

1]

1 X

Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayarak buradan asagidaki esitsizligin gecerli
oldugunu buluruz:

2 a2 %A% (x, 1) Dy (x+n+Et)
R N

a0 O’y (X, +h/ 2,1) 61//(x1 h/2t)
z'h OX

x+h/2  x

rhs{-‘-{ [ Xj[ Xl] 51/(9‘ t)dcfd 2 [ | (&, t)dgdx]dt}_

x,—h/2 x,—h/2

t, x+h/2 x+h x+h/2
=_j [ ] j %d nd Edxdt —

tey X —h/2 x

0g W2 x £ 52
= | a"’—(’Z’t)d nd Edxdt

zh t 4 X —N/2 % ~h/2 x,—h/2 0

Buradan da Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginin yardimiyla buluruz:

te X +h/2

&y (x 1)
ox’

2
Rl <2 dxdt, k=LN (4.1.2.13)

zh

g X —h/2

1, N ic¢in asagidaki esitsizligi

Bu esitsizligin elde edilmesine ayni bicimde FM2 , k

-1k

buluruz:
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2
t
dedt k=1 (4.1.2.14)

OX?

2 t Xya+h/2
2 16
<

i <22

teq Xw—h/2

Simdi Fj, j=LM-1, k=LN ag fonksiyonunu degerlendirelim. (3.1.1.33)

formiiliiniin yardimiyla buluruz:

t, x;+h/2
ka:ajz//jk——hj I a(x)y (x.t)dxdt =
e % 5hre
t, x]+h/2
=_I [ (ax—a()y(xt))dxdt =
tklx —h/2
1 t, x;+h/2 t, x;+h/2
=—I I (a,—a(x) z//jkdxdt+ I I )y —w (x.t))dxdt,
e % 5hre t“x ~h/2

a;, j=1LM -1 ag fonksiyonlar a(x) fonksiyonunu (xj —h/2,x; +h/2), tizerinden

ortalamasi oldugundan bu esitligin sag tarafindaki birinci terim sifira esit olur.

Bu nedenle Fji i¢in buluruz:

o= [ a()(wy-w(xt)ddt, j=IM -1, k=1N (4.1.2.15)

iy X;—h/2

Bu formiilin sag tarafim degerlendirmek i¢in Yy —y (X,t) farkin1  6nce
degerlendirelim. Bu farki asagidaki gibi yazabiliriz:

t, x]-+h/2

‘/’jk_V’(X’t):_I _[(V’(ég’@)_‘/’(x’t))dgdez

e x5hre

=_tjx’]m ja'” .9) n+f$da dedo,  (4.1.2.16)

tk1X =h/2[ x t

Bu esitligi (3.1.1.41) formiiliinde dikkate alirsak, oradan buluruz:
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t x +hi2
k a Xt
F2f < _2/‘0 [ ‘” dxdt+
1 X;—h/2
(4.1.2.17)
2t X+h/2 2
K oy (Xt . ey
L 2T oy (xt) dxdt, j=LM -1, k=L N.
ty X;-h/2
Bu esitsizligin elde edilmesine denk olarak asagidaki esitsizligi buluruz:
2 h t, Xj+h/2 P X,t 2
‘F‘_b [ CUAC) v
T gxhi2 28
(4.1.2.18)
2t Xj+h/2 2
e 0w (Xt 1 T~
L2 Ay (xt) dxdt, j=LM -1, k=L N.
tij—h/Z ax
x;+h/2
2 _2d2h % 6'// (xt)
i <20 1T g
tyy Xj—h/2
5t Xj+h/2 2
k 7 a X,t
L 207 ay(xt) dxdt
tk_lxj—hlz aX

[54, sayfa 61-62] den bildigimiz Fubini teoremine gore (4.1.2.11) dan buluruz:

NN e LT flow(xt) oy xt+0| 11219
hr;;‘ﬁk‘ _Tru o o ‘ dxdt dé. (4.1.2.19)

Herhangi &>0 alalim. Orta siireklilik teoremine gore Oyle bir & >O0bulunur ki
|0| <7 <6 oldugunda asagidaki sart saglanir.

!

Bu nedenle boyle 7 lar igin (4.1.2.19) ten elde ederiz:

1/2
oy (xt) oy xt+0| it | <
OX OX ‘ ’
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Tth:M 1\ ﬂ <w (4.1.2.20)

k=2 j=1

burada, @’ >0; 7—0 i¢in @’ — 0 olur. (4.1.2.12) den (3.1.1.7) ye gore elde ederiz:

th\F i _4j a"’at Y dt<c,z, (4.1.2.21)

L, (0,0)

Bu taktirde (4.1.2.20) ve (4.1.2.21) kestirimlerinin yardimiyla buluruz:

N M-1 2
thZ\F;k\ <@’ +C,7. (4.1.2.22)

k=1 j=1

(4.1.2.20) esitsizliginin elde edilmesine denk olarak (4.1.2.38) den buluruz:

. S|l <at, (4.1.2.23)

Burada @} >0, h—0 i¢in @ — 0 olur. (4.1.2.13) ve (4.1.2.14) tan buluruz:

N

Y |FE[ < dx, (4.1.2.24)
k=1 L, (0.T)
N . Loty (x|

thy |Fa | <16a] | 8—2’ dx. (4.1.2.25)
kL Sall Xl om

Buradan integralin mutlak siirekliligine gére h — Oigin (4.1.2.24) ve (4.1.2.25) in sag
tarafi sifira yaklasir yani:

rhi‘ﬁﬂz +rhi‘ﬁjflk‘2 <, (4.1.2.26)
k=1 k=1

burada @’ >0, h—>0 icin @’ —>0 olur. Bu taktirde (4.1.2.23), (4.1.2.26)
esitsizliklerinin yardimiyla buluruz:
M -1

N 2 0
thY Y |Fal <o, (4.1.2.27)

k=1 j=1

burada =} +a@ . Nihayet (3.1.1.7) kestiriminin yardimiyla (4.1.2.17), (4.1.2.18)
den elde ederiz:
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‘ka‘z <cy(° +h?), (4.1.2.28)

rth:Z\F;;f <c,(r*+h?), (4.1.2.29)

Boylelikle (4.1.2.22), (4.1.2.27) - (4.1.2.29) esitsizliklerini ve (4.1.2.5) formiillerini
kullanarak (4.1.2.3) den asagidaki kestirimi buluruz:

h“f\zjkf < (@ +@, +7+72+h?), (4.1.2.30)

i=L

Burada B, =’ +a@’+7+7°+h? isaretlersek c,=c; i¢in teoremin hiikmiinii elde

ederiz. Teorem ispatlandi.

4.2.1. 2.¢esit Baslangic Sinir Deger Probleminin Fark Semasimin Kararhhk ve Hata
Kestirimleri

Bu alt boliimde (3.2.1.8) — (3.2.1.10) fark semasinin ¢6zliimii i¢in kararlilik kestirimi
elde edecegiz ve bu kestirimi kullanarak fark semasinin hatasini degerlendirecegiz. Bu
amagla ilk 6nce fark semasinin kararlilik kestirimini gésteren hitkmii verelim.

Teorem 4.2.1.1: Farz edelim ki a(x), v,(xt),m=0.1 ¢(x) ve f(xt) fonk-

siyonlar1 saglansin. Bu takdirde (3.1.1.8) - (3.1.1.10) fark semasinin ¢ézimii igin
asagidaki kestirim gecerlidir.

M-1 2 M 2 N M-1 2
hy |©,] < cz[hZ\goj\ +7hy Y| fy] j . V,e{l2..,N)} (4.2.1.2)
j=1 j=1

k=1 j=L
burada c, >0 sabit olup h, 7 ve m den bagimsizdur.

Bu teoremin ispati1 teorem 4.1.1” in ispat1 ile ayn1 sekilde olacaktir.

(3.2.1.8) - (3.2.1.10) fark semasinin hatasi i¢in kestirim elde etmekten dolay1 (3.2.1.1) -
(3.2.1.3) probleminin asagidaki gibi ortalamalarina bakalim.

23



t, xJ+h/2

[ | wxtddt j=1M-1 k=1N,

1
Vik = h
T % hi2

Vio=¢;, 1=0M, wo =¥, Yy =¥y K=LN.

2, =@, —y, olsun. z, ag fonksiyonunun asagidaki sartlari sagladig1 agiktir:

i5fzjk +a05xxzjk —&;Zy VoL +iViijjk = ij , 1=LM -1,
k=1N, (4.2.1.2)
2,=0, j=0M, &2z, =32, =0 k=LN. (4.2.1.3)

Burada F, ag fonksiyonu olup asagidaki formiil ile tanimlanr:

ij = fjk _(i5ijk +a05><¥l//jk — W VoW T iVljk‘//jk)’

j=LM -1, k=LN. (4.2.1.4)

Teorem 4.2.2.1 Farz edelim ki; a(x), v, (x,t), m=0.1 ¢(x) ve f(x,t) fonksiyonlari

(3.2.1.4) - (3.2.1.6) sartlarim saglasin. Bu taktirde (4.2.1.2) - (4.2.1.3) sisteminin
¢ozlimil i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:

th\zjmfsom . Voell2.,N) (4.2.2.1)
j=1

burada c,>0 sabiti 7, h ve m’ den bagimsizlar g, >0, 7—0, h—>0. i¢in
B, — 0 dir.
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4.2.3. Niimerik Coziim Algoritmasi

Bir 6nceki alt boliimde inceledigimiz 1. ve 2. gesit sinir deger problemlerinin niimerik
¢Ozlim algoritmasini elde etmek i¢in inceledigimiz her iki problemi de igeren asagidaki
problemi géz Oniine alalim:

i%// +a, 2271/2/ —a(X)y + Vo (X, Dy +iv, (x, )y = F(x,1),(x,t) e Q (4.2.3.1)
w(%0)=p(x), xe(0 1) (4.2.32)
% a‘/’a(f’t) B (00)=y, (1), te(0T), (4233)
@ a‘”a(xf’t) By (6= (1), te(0T). (4.2.3.4)

Burada (>0, T >0, L>0,a,>0, &, >0, o, 20, £, 5,20 verilen sayilar;

a(x), vo(x1),v,(x,t), ¢ (), f(xt), Yo(t), Yi(t) verilen fonksiyonlardur.

Simdi bu problemin niimerik ¢oziimiinii yapmak ic¢in ¢6ziim algoritmasi olusturmamiz
gerekir. Bu amagla asagidaki gibi fark semasi olusturalim.

Fark semast igin Q= [0, f]X[O,T] bolgelerini asagidaki gibi aga doniistiirelim.
{(Xj’tk). X] = jh, j =O,M, tk :k’z', k =O,_N}

Burada M >0, N >0, verilen tamsayilar, h adimi1 x’e, 7 adimi t’ye gore segilen
adimlardir. 1//(Xj ,tk) degerlerine karsilik gelen ag fonksiyonunu @, ile gdsterelim.

Bu durumda

16D +3,0, Dy +18,;0,D; —a; @ +V;, Dy +ivy;, @y =F,,  (4.2.3.5)

j=LM-1, k=1N

=9, j=0M, (4.2.3.6)

a0, Dy + i@y =Yy, k=LN, (4.2.3.7)
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a0, Dy + Py =Yy, k=LN . (4.2.3.8)

sistemi elde edilir.

Bu cebirsel denklemler sisteminin ¢6ziimiini bulmak i¢in kovma ydntemi
uygulayacagiz. Bu amagla (4.2.3.5) — (4.2.3.8) sartlarin1 agik bicimde yazip sistemi ii¢

kosegenli sisteme doniistiirmeye ¢alisalim. Bu durumda j=1,M -1, k =1,N igin

~0y ‘a, D —2<I)jk D,y . DOy -Dy

+i —~
T h? 4 0

—a, D, +Vo Py +ivy Dy =
bu esitligin her iki tarafin1 7 ile ¢arparsak,

. . T T T
1D, —|cI>jk_l+a(3FcI>j+1k —Z%Fcbjk +a0FcI>j_lk +

. T T
—Haigq)jk_lalgq)jk—l_
—73;®; + 7V, Py +7iv,, Dy =7F

elde edilir. Burada uygun terimleri bir araya getirirsek
T . T .
aOFCI)j_1k + I+2a°F_Taj + Vo H Vi [Py +

T .
aoF(Dmk :Tfjk +I(Djk—l

elde edilir. Burada asagidaki gibi gdsterimleri yaparsak

T T
Ajk:a1p ' Bjk:a1F

. T .
, Cjk =_I+2a°F+Taj Vo — Vi

Fo=—1f, 1D, ,

bu taktirde sonuncu esitlikten j=1,M -1, k =1,_N i¢in
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Ag®@ oy —Cy @y + By @y =—Fy (4.2.3.9)

]

ic kosegenli cebirsel denklem sistemini elde ederiz.

Bu sistemin ¢dzliimil i¢in kovma algoritmasini uygulayalim. Bu amagcla ilk 6nce bu
sistem i¢in sinir deger sartlarini belirleyelim. (4.2.3.3) ve (4.2.3.4) sinir deger sartlarina
karsilik gelen sinir deger sartin1 elde etmek i¢in asagidaki islemleri yapalim:

D, -
ao%+ﬂoq)1k = Yok

a, @y — o, @, + Fh®,, =hy,,

a, @y, = a, @, + Fh®, —hy,

a,—Sh h
q)Ok:{ 0 ﬂo Jq)lk_ yOk

@, Q,

_G% =B e
2 v M 2,

Kk

D, —D
o = w‘kﬂfbw = Yu,

Dy (al +131h) =, ®@,, , +hy,

— al q) hylk
- a, - ph . a, - ph
__ % __hy,
A2 a,+ Bh A +Bh

Boylece (4.2.3.9) i¢in asagidaki sinir deger sartlarini elde ederiz.

Doy = K Py + L4y (4.2.3.10)
Dy = Xo P + Mo (4.2.3.11)

Boylece (4.2.3.10) — (4.2.3.11) sistemi i¢in kovma yOntemini uygularsak asagidaki
esitsizligi yazabiliriz.
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=1N, (4.2.3.12)

=~

Oy =, D+ B » 1=LM-1,

Burada «;, Ve f,, kovma katsayilari olup asagidaki Cauchy probleminin

¢Ozimiudiir.
B, _ _
Ay =—>—, j=LM-1 k=LN, (4.2.3.13)
Ci — Ay
;B +F; L — —
By ==—"—>, 1=LM-1 k=1LN, (4.2.3.14)
Cjk —ajkAjk
Q=X o+ By =My (4.2.3.15)

(4.2.3.12) formiilii ile sistemin ¢oziimiinii bulmak igin,

+
D, = Xo P + Mo ,

1= Xk Oy

Sartini kullanarak sagdan sola dogru tim @ ’leri bulabiliriz. Boylece (4.2.3.1) —

(4.2.3.4) probleminin niimerik ¢éziimiinii bulmak i¢in kovma yonteminin algoritmasini
acgikladik.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezde ele alinan baslangic sinir deger problemleri konulma agisindan Onceki
caligmalardaki problemlerden ©nemli bigimde farklilasmaktadir. Tezde incelenen
problemler ¢ok az incelendiginden tez ¢alismasi gerek teorik, gerekse pratik agidan
Onem tasir.

Bu tezde ilk kez Schrédinger denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢6ziim
algoritmasi insa edilmis ve bu amagla kovma yontemi uygulanmistir. Bu tezde elde
edilen aragtirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar, Onceki caligmalardaki
sonuclardan farklidir ve onlarla ortiismez.
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