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OZET

FARK DENKLEMLERININ iKTiSADIi UYGULAMARI

Bu calismada, sabit katsayili dogrusal fark denklemleri ele alinmis; bu fark
denklemleri ile ilgili ekonomik modellerin ¢6ziim metotlar1 gdsterilmistir. Fark
denklemlerinin temel kavramlar1 ve ekonomide kullanilan temel tanimlar verilmistir.
Birinci mertebeden, ikinci mertebeden ve yiiksek mertebeden sabit katsayili dogrusal
fark denklemlerinin tanimlar1 ve ¢dziim metotlar1 rneklerle gosterilmistir. iktisadi
modeller incelenmis ve bunlarin ¢éziimleri gosterilmistir. Bu ¢6ziimlere sayisal
ornekler uygulanmigtir. Fark denklemlerinin ekonomik uygulamalarda 6nemli bir

yere sahip oldugu sonucuna ulasilmistir.

2015, 97

Anahtar kelimeler: sabit katsayili dogrusal fark denklemleri, sabit katsayili
dogrusal fark denklemlerinin ¢6ziim metotlari, sabit katsayili dogrusal fark

denklemlerinin iktisadi uygulamalari.
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ABSTRACT

ECONOMIC APPLICATIONS OF DIFFERENCE EQUATIONS

In this study, linear difference equations with constant coefficients have been
discussed; solution methods of economic models of these difference equations have
been shown. Definitions and solution methods of first-order, second-order and
higher-order linear difference equations with constant coefficients have been shown
by examples. Economic models have been analysed and their solutions have been
shown. Numerical examples have been applied to the solutions. It has been
concluded that difference equations have an important place in economic

applications.

2015, 97

Keywords: linear difference equations with constant coefficients, solution methods
of linear difference equations with constant coefficients, economic applications of

linear difference equations with constant coefficients.
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1. GIRIS

Fark denklemleri 19. yy. baslarinda ortaya ¢ikan; ekonomi, miithendislik, fizik, kimya ve
genetik gibi birgok alanda kullanilan bir bilim dalidir. Fonksiyonel denklemler olarak da
adlandirilan fark denklemleri, diferansiyel denklemlere benzerlik gostermektedir. 19.
yy.a kadar fiziksel olaylar ve doga olaylar1 siirekli degisim oranlar1 arasindaki
denklemler ile ifade ediliyordu ve degisim oranlar1 arasinda bir kopukluk olmadigi
disiiniiliyordu. Fakat 19. yy. baslarinda radyasyondaki kuantum ve genetik
alanlarindaki bazi gelismeler tiim doga olaylarinin siireklilik terimleri ile ifade
edilemeyecegini gdstermistir. Bu  siireksizlik haller1 diferansiyel denklemlerle

giderilemediginden fark denklemleri ile ortadan kaldirilmak istenmektedir[5].

Stirekli degerler yerine ayrik degerler kiimesinde degisen bazi degiskenlere sahip
problemler fark denklemleri iceren matematik modelleri ile ifade edilir[11]. Bu
diisiinceyle bagimsiz degiskenlerin ayrik olduklar1 zaman fark denklemleri modelleri
ortaya ¢ikar[12]. Bu modellerde ardisik degerlerin farklar1 alinarak istenilen bir terimin
degeri bulunur[8]. Tiirevsel denklemler ile bulunamayan bu ardisik farklar 6zellikle

ekonomide bir¢ok modelin ¢6ziilmesinde yardimei olur.

Ulusal gelir, hiikiimet borg¢lar1 gibi bir takvim donemi i¢in ayni degerleri alan donem
degistik¢ce degisen ekonomik problemler fark denklemleri ile analiz edilir. Ekonomide
meydana gelebilecek degisimleri dnceden kestirebilmek ve bu kestirimlere gore
onlemler almak dinamik ekonomik modeller ile miimkiindiir. Dinamik ekonomik
modeller, ekonomik dinamikleri incelemek, biiylime ve is dongiisii gibi ilgili olaylar1
daha iyi anlayabilmek igin yararli bir aractir. Denge kosullar1i genellikle bir fark
denklemi sistemi ve sinir sartlarmin bir dizisi ile tanimlanir. Boylece, bir sistemin denge
Ozelliklerini incelemek i¢in fark denklemlerinin 6zellikleri gerekmektedir[17]. Denge
analizi degiskenlerin durumuna gore sistemin mevcut Ozelliklerini ne denli
koruyabilecegini agiklamaktadir. Fark denklemleri yardimiyla hesaplanabilen ekonomik
modellerde fark denklemleri sayesinde bazen degiskenler arasindaki fark ¢ok biiyiik

olsa dahi basit iglemlerle denge analizi yapilabilmektedir.



Fark denklemleri iizerine yapilan calismalar Newton’un sonlu fark islemleri {izerine
caligmasi ile yayilmaya baslamig, Poincaré’e kadar uzanmistir, Boole ile zirveye
ulagsmistir. Daha sonra Laplace fark denklemleri {izerinde c¢aligmistir[5]. 1900’li
yillardan giiniimiize fark denklemleri ve ekonomik uygulamalar: ile ilgili hatr1 sayilir
calismalar yapilmustir. [11], [10], [3], [9], [2], [8] ve [7] kitaplar1 giiniimiize kadar
yazilan 6nemli kitaplardan sadece bir kagidir. Ayrica lilkemizde son yillarda yapilan [6],
[15], [13], [12], [1] ve [16] yiiksek lisans tez ¢aligmalar1 fark denklemlerine verilen

onemin gittik¢e arttigini géstermektedir.

Bu c¢alismada amag; sabit katsayili dogrusal fark denklemlerinin ele almip bu fark
denklemleri ile ilgili ekonomik modellerin matematiksel ayrintilara girmeksizin ¢6zim
metotlarinin gosterilmesidir. Calisma 4 boliimden olugmaktadir. 1. béliimde arastirma
konusu ile ilgili genel bilgiler ve literatiirde yer alan bazi ¢alismalar hakkinda kisa
bilgiler yer almaktadir. 2. boliimde fark denklemleri ile ilgili temel tanimlara ve iktisatta
genel olarak kullanilan bazi1 kavramlara yer verilmistir. 3. boliimde birinci, ikinci ve
yiiksek mertebeden sabit katsayili dogrusal fark denklemlerinin tanimlar1 ve ¢oziimleri
hakkinda bilgiler verilmis, 4. boliimde ise birinci mertebeden, ikinci mertebeden ve
yilksek mertebeden fark denklemlerinin kullanildigi bazi ekonomik modeller

incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Fark denklemleri ve ekonomik modeller i¢cin bilinmesi gereken temel kavramlar ve

tanimlar bu bolimde yer almaktadir.

2.1 FARK DENKLEMLERI iCIN TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1.1 f: N = R taniml bir fonksiyon olsun. f’nin birinci basamaktan farki

Af) =flx+1) - f(x) (2.1)

seklinde tanmimlansin. Tanimlanan bu denklemde A simgesine fark operatorii ve
(x + 1) — (x) farkina da fark aralig: denir[2].

Burada N = {1,2,3, .....} dogal sayilar kiimesi, R reel sayilar kiimesidir.
Ornek 2.1.1

f(x) = 2x + 1 denklemi ele alinsin ve n herhangi bir pozitif tam sayi olsun. Bu

durumda Af (x)’in birinci farklar
Af(D)=fA+1D)-fD)=0Q2+1)-R21+1)=5-3=2
AfQ)=fR+1)-f2)=23+1)-(224+1)=7-5=2
AfR)=fB+1)-fB)=24+1)-(234+1)=9-7=2

AfM)=fn+ D -f)=QCQ.n+1+1)-R2n+1)=2n+3-2n-1=2

seklinde olur. fark araligi 1 igin f fonksiyonun birinci farki her zaman 2 ye esittir. Yani

her x € N i¢in

Af(x) =2

olur.



Teorem 2.1.1 A operatérii lineerdir.

Ispat: a ve b sifirdan farkli sabitler olsun. h pozitif tam sayis1 ve x,y e N degiskenleri

icin
Alaf(x) + bf () = (af (x + B) + bf (y + b)) — (af (x) + bf ()
=a(fx+h) = f)+b(f(y + 1) = f()

= adf(x) + bAf(y)

olur. O halde 4 operatérii lineerdir.

Tamm 2.1.2 Ef (x) = f(x + 1) seklinde tanimlanan Ef(x)’e f’nin birinci kaymasi
denir. Burada E simgesi kayma (oteleme) operatérii olarak adlandirilir. Kayma

operatorii tanimindan E ’nin ikinci kaymasi

E(Ef(x)) = E*f(x) = E(f(x + 1)) = f(x +2)

olarak bulunur. O halde h-inc1 kayma

EMf(x) =f(x+h) (2.2)

olur.

Teorem 2.1.2 E operatorii lineerdir.

Ispat: a ve b keyfi sabitler olmak iizere

E(af(x) + bf (y)) = aEf (x) + bEf (y)

olur. Yani E operatorii lineerdir.

Tamm 2.1.3 If (x) = f(x) seklinde tanimlanan [ ’ya ézdeslik operatorii ad1 verilir.



I 6zdeslik operatorii asagidaki sekilde de tanimlanabilir.

I=E—-A

=flx+ D) -+ -f)

I'=f() (2.3)

Tamim 2.1.4 f herhangi bir fonksiyon ve heN olsun.

flx+h)=fx),fx+1),f(x+2),f(x+3),.... Jx+h+1) ... (2.4)

dizisinin ¢esitli 6gelerini birbiri ile iligskilendiren herhangi bir isleve bayag: fark
denklemleri (ordinary difference equation=ODE) denir. Bu c¢alismada sadece fark
denklemleri olarak adlandirilacaktir[8].

Tamim 2.1.5 Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun var olan en biiyiik ve en

kiigiik argiimanlar1 arasindaki farka o denklemin mertebesi denir[8].

Ornegin asagidaki denklem goz dniine almacak olunursa.
0.2f(x+3)+5f(x+2)+23f(x+1)—125f(x) =0

Bu denklemde en biiyiik deger x + 3 ve en kiigiik deger x dir. Bu denklemin mertebesi
x+3—-—x=3

diir.

2.2 EKONOMIK MODELLER iCiN KAVRAMLAR

Iktisadi uygulamalarda gosterilecek olan ekonomik modeller i¢in bazi genel iktisat

kavramlar1 asagida verilmistir[24,25].



Ekonomi teorisi ekonomik modeller kurarak ekonomik faaliyetleri ve bunlar arasindaki

iligkileri agiklamaya calisir.

Dinamik analiz bir olaymm veya modelin i¢inde yer alan degiskenlerin zaman i¢indeki
degisimi ve degerleri belirlenerek sonu¢ cikarilmasidir. Ornegin bir malm fiyatmin

olusumunu incelemek i¢in sonug ¢ikarilmasidir.

Ekonomik model ekonomik gercegin temsili bir 6rnegidir. Model kullanmanin amaci
karmagik olaylarin anlasilabilir hale getirilmesidir. Modellerin baglica asamalar1

asagidaki gibidir;

1. Ilgili degiskenler tanimlanur.

2. Modelin varsayimlar1 belirlenir.

3. Degiskenler arasindaki hipotezler ortaya konur.

4. Modele iliskin dngoriilerde bulunur. (Tahminler)

5. Gozlemler sinanarak model ile ortaya atilan teori kabul veya reddedilir.
Ekonomik modellerin 6zellikleri:

1. Modellerin varsayimlari tutarh ve gergek¢i olmali.

2. Modelin sundugu bilgiler genis ve genellemeye uygun olmali.
3. Modelin tahmin giicii yiiksek olmali.

Ekonomik Modellerin amaglart:

1. Model analiz (tahlil) yapmak i¢in kullanilir. Ekonomik karar birimlerinin davranislari
incelenerek aralarindaki iliskiler ve etkilesimler, bagli olduklar1 genel kurallar tespit

edilir.

2. Tahmin (6ngorii) amaci, ekonomik degiskenlerin birinde meydana gelen bir

degismenin, diger degiskenleri nasil etkileyeceginin tahmin edilmeye ¢alisilmasidir.



Tiiketim toplumdaki tiim bireylerin dogrudan dogruya ihtiyaglarini karsilayan mal ve
hizmetleri kullanma eylemidir. Tiiketim harcamalari, bu eylemi gerceklestirebilmek i¢in

yapilan parasal 6demelerin toplamindan olusur.

Otonom tiiketim bir ekonomide i¢inde bulunulan donemin geliri ile ilgisi olmayan ve

gelir sifir olsa dahi yapilan tiiketim harcamasidir.

Marjinal tiiketim egilimi gelirdeki birim degisimin tiiketim harcamalarinda ne 6lciide

degisim yaratacagmin olgiistdiir.

Tiiketim mallar1 tiiketicinin ihtiyaclarint dogrudan karsilayan mallardir. Bu agidan
bakildiginda bu mallara nihai mal adi verilir. Bu tiir mallar, er veya ge¢ kullanilma

durumundadrr. Yedigimiz gida maddeleri, giydigimiz elbise bunlara 6rnektir.
Tasarruf makroekonomik agidan harcanabilir gelirin tiiketilmeyen kismudir.

Yatirrm mal ve hizmet {iretilebilmesi i¢in gereken yeni veya ek iiretim tesislerinin

kurulmasi ile stoklara yapilan ilavelerdir.

Yatirim harcamalar1 yatirim igin gerekli islerin gergeklestirilebilmesi igin yapilan

O0demelerdir.
Uyarilmis yatirim milli gelirdeki degisimlerden etkilenen yatirimlardir.

Uretim mallar1 diger iiretim mallar1 ya da tiiketim mallar1 iiretiminde kullanilan
mallardir. Otomobil iiretiminde kullanilan robot, bir firmcmin firim1 birer liretim mal

konumundadir

Fiyat mal ve hizmetin stardart para birimi cinsinden Olgiilen degeri fiyat olarak

tanimlanir.

Uretici iiretim faktorlerini kullanarak insanlarm ihtiyaglarin1 karsilayabilecek mal ve

hizmetleri liretme ¢cabasinda olan ekonomik birimdir.

Dissal Degisken: Degeri model diginda belirlenen fakat modeldeki i¢sel degiskenleri
etkileyen degiskene digsal degisken denir.



3. MATERYAL VE METOT

3.1. DOGRUSAL FARK DENKLEMLERI

Fark denklemleri, ayrik bir degiskenin bir fonksiyonun ardisik degerleri arasindaki
farklarini iceren bir matematiksel esitlik olarak tanimlanir. Ayrik degiskenlerin ardisik
farklar1 genellikle sabitlerden olusur ve 1 olarak alinir. Ornegin x, = a i¢in x; = a +
1, x,=a+2 ...... X, =a+mn dir. Bu durumda f fonksiyonu da f(xq), f(xy)
yeeeann , f (x;,) seklinde olur[27].

3.1.1. Birinci Mertebeden Sabit Katsayilh Dogrusal Fark Denklemleri

Bu boliimde birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal fark denklemleri tanimlanip
¢Oziimleri ile birlikte Ornekler verilecektir. Bu bolim ve bundan sonraki tiim
boliimlerde islemlerde kolaylik olsun diye xeN yerine teN ve f(x) yerine y;

kullanilacaktir.

Tammm 3.1.1.1 Birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal fark denkleminin en genel

tanimi

Ay = mypq —nye = g(t) (3.1.1.1)

seklindedir. Burada m,n # 0 sabitler ve g(t) bilinen bir fonksiyondur. Eger m ve n
sabitlerinden biri sifir olursa (3.1.1.1) denklemi bir fark denklemi ifade etmez[10]. t
doneminden t + 1 donemine geg¢ildigi i¢in yani arada ki donem farki (t+1)—t =1
oldugu i¢in (3.1.1.1) denklemine birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal fark

denklemi denir.

Ornek 3.1.1.1

Ay,=0,65 olsun. Buradan



AYe = Yey1 — Ve
olup,
Ye+1 — Ye = 0,65

olur. t’nin bir donem artigina bagli olarak Ay, deki artis 0,65 kadardir.

Ornek 3.1.1.2 y, = 1,35 baslangi¢ degeri olsun. Bir 6nceki 6rnegin farklar1 t = 4’¢
kadar bulunmaya g¢alisilsin.
Ay,=0,65 i¢in kokler

Y1 = Yo = 0,65

Y1 =Y, +065=135+0,65=2
Y2 =y; +0,65=2+0,65= 2,65
y3 =y, +0,65=2,65+0,65=3,3
vs =Yy3+0,65=33+0,65=3,95

olarak bulunur.

Tamm 3.1.1.2 (3.1.1.1) denkleminde g(t) = 0 olsun. Yani
myeiq1 —nye =0 (3.1.1.2)

olsun. Bu denkleme Birinci mertebeden sabit katsayilr dogrusal homojen fark denklemi
ad1 verilir. Eger g(t) # 0 ise bu denkleme Birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal

homojen olmayan fark denklemi denir.

3.1.2. Birinci Mertebeden Sabit Katsayilh Dogrusal Fark Denklemlerinin

Coziimleri



3.1.2.1. Tamamlayici Fonksiyon

(3.1.1.1) denklemi ele alinsin. Bu denklem g*(t) = 28 slacak sekilde asagidaki gibi

m

yazilabilir.
Yer1 = Ve +g"(®) (3.1.2.1)

Burada birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal fark denklemleri ele alindiginda t.
donemden sadece 1 donem sonrast i¢in Yy, fonksiyonunda olusan degisiklik

hesaplanacaktir. g(t) = 0 oldugu kabul edilsin. Buradan
n
Yer1 = Ve (3.1.2.2)

denklemi elde edilir. Buradan %z b almarak birinci mertebeden sabit katsayili fark

denklemleri i¢in (3.1.2.2) denkleminin tamamlayic1 fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.
Y1 = byo
y2 = byy = b(bye)=b*y,

ys3 = by, = b(b%y,) = b3y,

Ye = by,—1 = b((b)*""y,) = by, (3.1.2.3)

(3.1.2.3) esitliginde daha genel bir denklem olmasi igin y, yerine herhangi bir sabit olan
A yazilirsa (3.1.2.2) denkleminin ¢éziimii

y: = Ab* (3.1.2.4)
olarak bulunur. Bu durumda tamamlayic1 fonksiyon y, ile gosterilirse
Ye =y = Ab*

seklinde olur.
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Ornek 3.1.2.1

Yo = 0.25 baglangi¢ kosulu ile y, ‘e kadar tamamlayic1 fonksiyon hesaplanacak olursa;
y1 = 0.25b

y, = by, = b(0.25b)=0.25 (b)?

ys = by, = b(0.25 b?) = 0.25(b)3

ya = by; = b(0.25b3) = 0.25(b)*

olarak bulunur.

Biitiin iterasyon adimlar1 kullanilarak y,’e kadar tamamlayict fonksiyon hesaplandi.
Fakat daha biiyiik bir degeri bulmak i¢in bu adimlar1 teker teker ¢6zmek ¢ok uzun
zaman alacagidan (3.1.2.2) denkleminin tamamlayic1 fonksiyonu t degeri ne kadar
biiyiik olursa olsun kolay yoldan sonucun bulunmasi saglar. Gerg¢ektende t = 4 ve

Yo = 0.25 degerleri (3.1.2.3) formiiliinde yerine yazilirsa

yi = (b)*yo = 0.25(b)*

olarak bulunur.

3.1.2.2. Ozel Coziim Bulma

Birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal (3.1.1.1) fark denkleminin bir 6zel ¢6ziimii

arastirilsin.

(3.1.1.1) denkleminde g(t) = a olacak sekilde a sifirdan farkli herhangi bir sabit olsun.
Bu durumda (3.1.1.1) denklemi

myiy1 —NYe = 4a (3.1.2.9)

seklinde yazilabilir. Burada biitiin t donemleri i¢in ¢dziimiin daha dnce tanimlanmamis
k sabiti oldugu varsayilsin. y, =y, = k oldugunda y,.; = k olacaktir. Bu k sabiti
(3.1.2.5) denkleminde yerine yazildiginda (m —n)k = a esitliginin saglandig1 kabul

edilir. Buradan
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a

“(m-n)
olur ve
a
Vp = = (3.1.2.6)

denklemi bir 6zel ¢6ziim olarak bulunur.

Eger m —n = 0 yani m = n oluyor ise bu ¢6ziim kullanilamaz. Bu durumda (3.1.2.5)

denklemi asagidaki bigimde yazilabilir:

Ver1 = Ve =1 (3.1.2.7)

Eger bir fonksiyon 0zel bir ¢oziim ile c¢oziilmeye calisiliyorken bu ¢6ziim ise

yaramiyorsa, bu ¢oziim t ile ¢arpilip yeniden denenmelidir[10].

(3.1.2.7) denklemi i¢in &zel bir ¢oziim olarak kt ele alinsin ve y, = kt olsun. Bu
durumda y,,.; = k(t+1)=kt+k

olacaktir. (3.1.2.7) denkleminde yerine yazilirsa
a

kt+k—kt=-—
n

bulunur. Buradan k = % olur. O zaman kt aranan ¢éziimdiir ve y,, = %t zel bir ¢oziim

olur.

3.1.2.3. Genel Coziim Yontemi

Birinci mertebeden dogrusal fark denklemi igin genel yontem tamamlayici fonksiyon ile
Ozel ¢Oziimiin toplamlar1 olarak olusturulur. Dikkat edilecek olursa homojen fark
denklemlerinde 6zel ¢6ziim daima sifir olacaktir. Bu yiizden birinci mertebeden

dogrusal homojen fark denkleminin ¢6ziimii daima tamamlayici fonksiyona esit olur.

(3.1.2.2) ve (3.1.2.5) denklemlerinde % =c Ve % = a* alinsm ve denklemler agagidaki

gibi yeniden yazilsim.
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Yes1 —CYe =0 (3.1.2.8)
Yeg1 —CYr = a’ (3.1.2.9)

(3.1.2.2) denkleminin tamamlayic1 fonksiyonu y,. ve (3.1.2.5) denkleminin 6zel bir

¢oziimii y,, olsun. O halde (3.1.2.1) denkleminin genel ¢6ziimii

Ve =Y+ Vp (3.1.2.10)

olur.

Tamamlayici fonksiyonun tanimindan Ab® ve ozel ¢Ozimiin tanimindan m #
ot

(m-n)

m = 1 ve n = c alinarak yeniden diizenlenirse a* = a olup

n i¢in Ve m =n i¢in %t ¢oziimlerinin var oldugu bilinmektedir. Bu ¢ozlimler

Ye = A(0)*

Yo = (16_16) (c#1)
yp=%t=at (c=1)
olur.

Bu esitlikler (3.1.2.10) denkleminde yerine yazilirsa, genel ¢oziim

a

ye = A0 + 5 (c#1) (3.1.2.11)
ye =A)'+at=A+at (c=1) (3.1.2.12)
olur.

Bu yontemi daha basit bir hale getirmek igin bilinmeyen A sabitinden kurtulmak

gerekir. (3.1.2.11) denkleminde t = 0, ¢ # 1 i¢in (3.1.2.11) denklemi
a — A+ a
(1-¢) (1-20¢)

denklemine doniisiir. Buradan y, = y, baslangic degerinin bilindigi varsayilirsa A

yo =A()° +

degeri

a
(1-¢)
olarak bulunur.

A=y, — (3.1.2.13)

(3.1.2.12) denkleminde t = 0, ¢ = 1 i¢in y, = y, baslangi¢ degeri ele alinirsa A sabiti
Yo=A1°+0=A4 (3.1.2.14)
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olarak bulunur.
(3.1.2.11), (3.212) ve (3.1.2.14) denklemlerinden genel ¢6ziimiin en son hali asagidaki

gibi olur.
__ 2 Yo a
ye = (y" 1- c)) @ +a=gy *D (3.1.2.15)
Yo + at (c=1)
Ornek 3.1.2.2

Hanoi Kulesi (baz1 kaynaklarda Brahma Kulesi veya Diinyanin Sonu Yapbozu olarak da
geemektedir.) 1883'te Fransiz matematik¢i Edouard Lucas tarafindan bulunmus ve
oyuncak olarak satilmaya baslanmistir. Edouard Lucas, Brahma tapmaklarinda geng
rahipleri zihinsel olarak gelistirdigine inanilan bir efsaneden esinlenmistir. Efsaneye
gore tist {iste en altta en biiylik olmak suretiyle biiylikten kii¢iige dogru yerlestirilmis 64
altin diskin gecirildigi bir gubuk ve iki tane de bos ¢ubuk vardir. Rahipler bu diskleri
her seferinde bir diski kullanmak kosuluyla bos cubuklardan birine ayni dizilimle
miimkiin olan en az hamleyi kullanarak gecirmeye ¢alismaktadirlar. Rahipler giinler ve

geceler siiren yogun ugraslar1 sonucu bu yapbozu ¢6zmeyi basarmislardir [26].

Resim (3.1.2 a ) Hanoi Kuleleri

(http://www.ezberim.biz/bilim-kuram-ve-teori/179652-hanoi-kulesi-promlemi-tower-of-hanoi/)

14



Resim (3.1.2 b ) Hanoi Kuleleri

(http://tr.wikipedia.org/wiki/Hanoi_kuleleri)

Bu Hanoi kulesi bir problem olarak ele alinacak olursa. Bu problemde t + 1 tane disk
olsun ve y;,; problemin ¢6ziimii olan en az hamle sayisi olsun. t + 1 disk oldugundan
en biiyiik disk kii¢iik disklerin iizerine gelemeyeceginden en biiyiikk diski bos
cubuklardan birine yerlestirmek igin diger bos c¢ubuga en istteki t tane disk
yerlestirilmelidir. Bu kadar disk igin y, kadar hamle yapmak gerekir. Son diski bir
hamle ile bos olan diger ¢ubuga yerlestirdikten sonra tiim diskleri tekrardan en biiyiik
diskin tizerine aym dizilimle yerlestirmek yine y, hamlede olacaktr. Bu durumda

toplam yapilan hamle sayis1 2y, + 1 olur. Buradan

Yesr1 =2y +1

olarak bulunur. Olusturulan bu denklem bir birinci mertebeden dogrusal homojen
olmayan fark denklemidir. Bu denklemin ¢oziimii genel yontemden bilinmektedir.
¢ = 2 ve a = 1 degerleri (3.1.2.11) denkleminde yerine yazilirsa

ye = A2t + = A2t -1

(1-2)

denklemi elde edilir. t = 1 i¢in yani ilk hamlenin t; = 1 oldugu bilindiginden
=421 —1=1

2A =2

A=1

elde edilir. O halde
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ye=2"-1

degeri t tane disk i¢cin Hanoi Kulesi probleminin ¢dziimii olur. Gergekten de 2 disk i¢in
bu yapbozun en az hamle sayis1 3, 3 disk i¢in en az hamle sayis1 7, 4 disk i¢in 15 ve 5
disk i¢in 31 hamledir. Efsane hatirlanacak olunursa rahipler 64 diskle bu yapbozu

tamamlamislardir. Bu da rahiplerin toplam
Ves = 204 — 1 = 18.446.744.073.709.551.615

hamle yaptiklar1 anlamina gelir.

3.1.3. Ikinci Mertebeden Sabit Katsayih Dogrusal Fark Denklemleri

Tamim 3.1.3.1 Ikinci mertebeden dogrusal fark denklemlerinin en genel tanimu,
aq, 03 # 0 icin

oy () V42 + () Yesq + a3(t)ye = g(t) (3.1.3.1)

seklindedir. (3.1.3.1) denkleminde sabit ve degiskenlerin durumuna goére asagidaki

tanimlar verilebilir;

. oy (), a,(t), as(t) fonksiyonlari oy, ay, a3, seklinde sabitler ve g(t) = 0 ise 0
zaman (3.1.3.1) denklemi

1 Yer2 + 0Yer1 + 03y =0 (3.1.3.2)

seklinde yazilir. Bu denkleme ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen fark

denklemi adi verilir.

Il a;(t), ay(t), a5(t) fonksiyonlart oy, ay, a3 seklinde sabitler ve g(t) # 0 ise 0
zaman (3.1.3.1) denklemi
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1 Yer2 T 0Yer1 + 03y = g(t) (3.1.3.3)

seklinde yazilir. Bu denkleme ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen

olmayan fark denklemi ad1 verilir.

. ay(t), a,(t),az(t) verilen fonksiyonlar ve g(t) =0 ise o zaman (3.1.3.1)
denklemi

a1 (O)Yesz + 02 (O)Yerr + az(O)y, =0 (3.1.3.4)

seklinde yazilir. Bu denkleme ikinci mertebeden degisken katsayili dogrusal homojen

fark denklemi adi verilir.

IV.  a,(t),a,(t),as(t) verilen fonksiyonlar, oy (t),as(t) #0 veg(t) #0 ise o
zaman (3.1.3.1) denklemi

o1 (O)Yer2 + 0 (O)Yesr + az()ye = g(t) (3.1.3.5)

seklinde yazilir. Bu denkleme ikinci mertebeden degisken katsayili dogrusal homojen

olmayan fark denklemi ad1 verilir.

3.1.3.1. Ikinci Mertebeden Sabit Katsayih Dogrusal Homojen Fark

Denklemlerinin Coziimii

(3.1.3.2) denkleminde a4, a; # 0 igin esitligin her iki tarafi a; ile boliindiigiinde

Yesz T %yt+1 + %)’t =0 (3.1.3.6)
1 1

2

denklemi elde edilir. Bu denklemde Z—=,31 ve z—3=,82 olarak yazilirsa, (3.1.3.6)
1 1

denklemi asagidaki denkleme doniistir;

Yer2 + B1Yer1 + B2y =0 (3.1.3.7)
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Simdi ¢6ziimii bulmak i¢in 6nce (3.1.3.7) denkleminin bir 6zel ¢oziimiiniin A° oldugu

varsayilsin, bu durumda ¢6ziim denklemi

A2 4 B A+ B A =0 (3.1.3.8)
olur. Buradan

AP+ BiA+ ) =0 (3.1.3.9)
A2+ pA+B,=0 (3.1.3.10)
denklemi elde edilir.

Elde edilen bu (3.1.3.10) denklemine ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal

homojen fark denkleminin karakteristik denklemi adi verilir[12].

Bu karakteristik denklem ayni zamanda fark denkleminin ¢6ziim denklemini de

vermektedir. Karakteristik denklemin kokleri diskriminanttan

, —Bl+,/ﬁ12—4ﬁz
1:
2
, —By — /312—4[5’2
L =
2

olarak bulunur. Asil ¢6ziim ,812 <4p, , ,812 =4f, ve ,812 > 4f, durumlarina gore 3

farkli sekilde hesaplanir.

I, B,% < 4P, ise reel kokler yok demektir. O halde i = v—1 ve a, b gercel sayilar

olmak tizere kokler A; = a + bi ve A, = a — bi formunda olur. Burada

a=—-piveb=- /432 — B,? seklindedir. Bu durumda A, ve 4, keyfi sabitleri i¢in
¢oziim fonksiyonu

Y = A1A1t + Az/lzt
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= A, (a + bi)t + Ay(a — bi)t (3.1.3.11)

seklinde olur. Fakat bu denklem c¢oziimde kolaylik saglayamayacagindan karmagik

sayilarin 6zelliklerinden daha basit bir hale doniistiiriiliir.

De-Moivre ([K (cos@ + i sin)]t = Kt(cosOt + i sinft)) teoremi kullanilarak
=+a? + b? ,cosl = %ve sin@ = %i@in

(a + bi)t = K*(cosOt + i sinft) (3.1.3.12)

denklemi yazilabilir. Bu ifadeler (3.1.3.11) denkleminde yerine yazilacak olursa

y: = A Kt(cosOt + i sinft) + A,K(cosOt — i sinbt)

= K'[(A; + Ay)cosOt + (A; — A,)i sinbt] (3.1.3.13)

elde edilir. A; + A, = A3 ve (A; — A,)i = A, olarak alinirsa, genel ¢6ziim

y: = K*(A;cos0t + A, sinft) (3.1.3.14)

olarak bulunur. Burada ¢6ziimiin davranisi K degerine baghdir. K < 1 oldugunda

¢Ozlim 0’a salimimli olarak yakmsar. (3.1.3.14) denkleminde

K=j(—§ﬁ1)2+< |48, ~ > J B =18 4B =B

—pB1
cosh =2 =

K 2B
ve

] — 7 2_ _B_lz
smB—K 2\/_ 4B, — B, —Jl 15,

dir.
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. ,812 = 4, oldugunda kokler esit olacak demektir. Bu durumda 4, , = _Tﬁl olur.

Fakat burada sadece bir A,° = 1, ¢6ziim bulunur baska bir ¢6ziime daha ihtiya¢ vardir.

Mevcut ¢oziim t ile ¢arpilarak yeni bir ¢dziim denenirse,

E+ 24+ B+ DAL + Bt =0 (3.1.3.15)
L+ DA%+ Bt + DA +B,t) =0 (3.1.3.16)
olur. Esitligin her iki tarafi A, ile boliiniir ve denklemde A; = _TBI yazilirsa

—P1 2 —P1
((t +2) () +p e+ (L) + ,th) =0 (3.1.3.17)

elde edilir. Bu tA,° degerinin bir 6zel ¢dziim olabilmesi i¢in (3.1.3.17) denklemi
herhangi bir t i¢in saglanmalidir. (3.1.3.17) denkleminde p, =i,812 yazildiginda

esitlik saglanir ve tA," kesin bir ¢6ziim olur. 4, ve A, bilinmeyen sabitler olmak tizere

genel ¢6ziim

_ t t

= A, (Pt 4 a0y 3.1.3.18
Ve = 1(2)+2t(2) (3.1.3.18)

|-_ﬁ1
2

olarak bulunur. Burada eger < 1 oluyorsa t—»o oldugunda ¢oziim 0’a dogru

sOniimlii bir harekete sahip olur.

.  B,°> > 4B, olsun. Bu durumda gercel kokler var ve birbirinden farklhidir
demektir. O halde kokler

1 = —B1+ B -4B; ve i —31—,/312—432
 =— — N

2 2= 2
dir. A;ve A, bilinmeyen sabitler olmak {izere ¢6ziim

Y = A1A1t + Az/lzt
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t t

~Br+ B2 -4B ~B1-|Br*-4p
Ye=Ay | ——— | + 4, ——— (3.1.3.19)

olarak bulunur. Burada da f <1 oluyorsa t—»oco oldugunda ¢oziim 0’a

—B1+B1%-4B
2

dogru soniimlii bir harekete sahip olur.

Ornek 3.1.3.1

Yo =—1vey, = —2igin

Yerz = 3Ve41 + 2y =0,

fark denklemi ele alinsin. Bu denklemin ilk 4 ¢ozimii
Yer2 = 3Vt+1 — 2Vt

Y2 =3y1— 2y, =3.-2—-(-2)=-4

ys =3y, — 2y, =3.—4—(2.-2) = -8

Vs =3y3 — 2y, =3.-8—(2.—4) = —16

olarak hesaplanabilir fakat t nin daha yiiksek degerleri i¢in bu islem zor olacagindan
genel ¢oziim yontemiyle ¢6zmek daha kolay olacaktir. Verilen fark denkleminin

karakteristik denklemi
A2 —=31+2=0

seklindedir. Burada kokler 4, = 2 ve A, =1 dir. Bu kokler denklem (3.1.3.19) da

yerine yazilirsa
ye = A41(2)" + A, (1)°

elde edilir. y, = —1 ve y; = —2 baslangi¢ kosullar1 bilindiginden
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Yo = A1(2)° + A,(1)° = A; + 4, = —1
Y1 =412 + A, (D)F = 24, + 4, = -2
elde edilir. Sistem ¢oziiliirse

Ay = —1ve A, = 0 bulunur. Boylece ¢oziim
ye =—(2)°

olarak bulunur.

Teorem 3.1.3.1

Ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen fark denklemleri i¢in asagidaki

durumlar her zaman dogrudur.

1) Biitlin ¢oziimlerin 0’m etrafinda salmim gergeklestirmesi i¢in gerek ve yeter sart
karakteristik denklemde pozitif reel kokiin olamamasidir.
2) Biitliin ¢oziimlerin 0’a yakmsamasi i¢in gerek ve yeter sart max{|A,],|1,]} <1

olmasidir.

3.1.3.2. Ikinci Mertebeden Sabit Katsayith Dogrusal Homojen Olmayan Fark

Denklemlerinin Coziimii

(3.1.3.3) denklemi ele alip oy, a3 # 0 icin 2—2 = [, Ve 2—3 = [3, olarak yazilirsa
1 1

BoYt+2 + B1Ye+1 + B2y = g(t) (3.1.3.20)

elde edilir. Burada 8, = 1 olduguna dikkat edilmelidir. Bu denklemin 6zel bir ¢oziimii

Yp = y: = kve g(t) = g bir sabit olsun.
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Once y,, = k 0zel ¢oziimii aransin. Bu durum da

k+pik+pk=g (3.1.3.21)

olur. Buradan 6zel ¢6ziim

k=—2 (3.1.3.22)

T 14B1+B>
olarak bulunur ve
Yp = k
olur.

Eger f; + S, = —1 ise daha dnce yapildigi gibi 6zel ¢dziim t ile ¢arpilir. Bu durumda

0zel ¢oziim kt olur. Bu (3.1.3.20) da yerine yazilirsa

k(t+2)+ [ k(t+1)+Brkt=g

elde edilir. Buradan

A+pi+B)kt+(2+BDk=g (3.1.3.23)

yazilir. f; + B, = —1 oldugundan At i¢in ¢6ziim

Yp 2+ p;

olarak bulunur.
Eger B, = —2 ise 6zel ¢oziim yine t ile garpilir ve ¢6ziim kt? 6zel ¢oziimii ile aranir.

Ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan fark denklemlerinin
tamamlayict fonksiyonu bir onceki baslikta aranan homojen fark denkleminin genel
¢oziimleri ile aymdir. Ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen fark
denkleminin genel ¢6ziim denklemlerinde y, = y, alinirsa bu y, ¢éziimiine tamamlayici

fonksiyon denildigi birinci mertebeden fark denklemlerinden bilinmektedir. Bu
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durumda genel ¢6ziim tamamlayici fonksiyonun her {i¢ durumu i¢in y, = y. + y, olur.
O halde ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan fark

denklemlerinin genel ¢6zimi §; + S, # 1 igin

1. B.% < 4P, ise

y, = (\/E)t(A3c050t + A, sinft) + —2

1+B1+p>
2. B.% = 4P, ise
_ (B A g
Ve _Al( 2 ) +A2t( 2 ) +1+ﬁ1+[32
3. B.% > 4P, ise
t t
—B1+, B1?-4B, —51—1’512—452 g
Ve =4\ —— | +4; +
2 2 1+B1+B2

olarak bulunur.

Ornek 3.1.3.2

Vigo + i y; = 5 denkleminin ¢6ziimii arastirilsin. Bu denklemde katsayilar

Bo=1,1=0vep, = i olup karakteristik denklem

/12+%=0

olur. Burada A = %i icin denklem saglanir. O halde denklem sanal koke sahiptir. Reel

1.
kisim a = 0 ve sanal kisim b = 5 dir.
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K =+a?+ b? , cosf = %ve sin8 =£ icin

2
K = 02+(1) =%,cos@= =0 ve sinf =

IR
N RN R
Il
—_

olur. O halde 6 =§ olarak bulunur. Bu degerler (3.1.3.14) denkleminde yerlerine

yazilirsa, tamamlayici fonksiyon;

b = G)t (Agcos G t) + A, sin (g t))
olarak bulunur.

Simdi 6zel ¢oziim aransin. y; = k 06zel ¢ozliimii i¢in denklem (3.1.3.22) den

k+1k=5
4
k=
1ro+]
k=4

bulunur ve y,, = 4 olur.

Vego + iyt = 5 denkleminin genel ¢6zimii y; = y, + ¥, olur ve asagidaki gibi yazilir;

Ve = (%)t <A3(;os (gt) + A, sin (gt)) + 4
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3.1.4. Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayilh Dogrusal Fark Denklemleri

Tamim 3.1.4.1 n-inci mertebeden sabit katsayili dogrusal fark denkleminin en genel

tanimi,

Vern = F Vo Vests o o Vesn—1,t) (3-1-4-1)

formundadir. Burada f bilinen fonksiyon ve n€ENdir. Bu denklemi saglayan bir ¢6ziim

{y:}g dizisidir. Bu denklemde herhangi bir sabit ¢éziime denge ¢oziimii ad1 verilir.

(3.1.4.1) n-inci mertebeden sabit katsayili dogrusal fark denklemi asagidaki sekilde

yazilabilir.

AnYein t On-1Vesn-1+ -+ o+ QY1 + A ye = g(t) (3-1-4-2)

Burada nEN ve «a, ..., a, katsayilar, a,, a, # 0 ve g(t) bilinen bir fonksiyondur. Eger
g(t) = 0 ise (3.1.4.2) denklemine n-inci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen
fark denklemi denir. Eger g(t) # 0 ise (3.1.4.2) denklemine n-inci mertebeden sabit

katsayuli dogrusal homojen olmayan fark denklemi denir[18].

Tamm 3.1.4.2 Yiiksek mertebeden fark denklemi i¢in oteleme operatérii

E"yt = Ytin n€z* (3.1.4.3)
olarak tanimlanir.

Tamm 3.1.4.3 Yiiksek mertebeden fark denklemleri icin birim operatorii

"y, =y, n€zZ+ (3.1.4.4)
olarak tanimlanir.

Tamim 3.1.4.4 Yiksek mertebeden fark denklemi i¢in fark operatorii birinci

mertebeden dogrusal fark denkleminde oldugu gibi
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A=E -1
olarak tanimlanir. Buradan n€Z™ igin

A"y, = (E - D"y,

n

= () Yern (3.145)

L l
i=0

3.1.4.1. Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayih Dogrusal Fark Denklemlerinin

Coziimii

(3.1.4.2) n-inci mertebeden sabit katsayili dogrusal fark denkleminin ¢6ziimii
arastirilsin. Bu tiir fark denklemlerinin bir 6zel ¢oziimii daha once tanimlanan fark
denklemlerinin ¢éziimlerine benzer sekilde arastirilir. Yani sabit dengenin s6z konusu
oldugu halde y; = yp = k 6zel ¢oziimii denenecek bu deneme sonug¢ vermezse y; =
yp = kt veya giderek y, = yp = kt?... gibi ¢dziimlerin denenmesi gerekecektir. Sonug
olarak 6zel ¢6ziim yp olacaktir.

Bu fark denkleminin tamamlayic1 fonksiyonu igin bu kez n-inci dereceden bir
karakteristik denklemin koklerinin arastirilmasi gerekecektir. n-inci mertebeden sabit
katsayili dogrusal fark denklemi i¢in karakteristik denklem,

AV A+ e+ B A+ B, =0 (3.1.4.6)
olur. Eger bu denklemin n-tane reel ve birbirinden farkli kokii varsa, denklemin genel
¢Oziumil,
n
y, = Z AAL = A2 + Ap2b + o+ AL + yp (3.1.4.7)
i=1

seklinde bulunur. Burada A;’ler sabitlerdir.
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Eger m <n i¢cin A" tekrarlanan kokler m tane ise homojen denklemin ¢dziimleri
A A 220, 327, L., t™ 1A%t olur.Bu durumda birbirinden farkh koklerin sayisi k
olmak iizere tekrarlanan reel kdkler igin genel ¢6ziim

k

Ve = Z Pi (A" + yp (3.1.4.8)
j=1

olur. Burada A;’ler sabitler ve m; j-inci kokiin kuvveti olmak iizere P;(t) polinomu

asagidaki gibidir:

Eger kokler kompleks iseler ¢oziim

y: = Kt (A,_1cos0t + A, sinft) + yp (3.1.4.10)

seklinde olur. Bu ¢6ziimde de m < n i¢in tekrarh ciftler var ise o halde genel ¢6ziim
asagidaki gibi olur:

Ve = K (Ao + - + Agenymjt 1) cosOt + (Apyj + - + Appt "i=1) sint] +y, (3.1.4.11)

Sonug olarak bulunan bu ¢6ziim n-inci mertebeden dogrusal homojen olmayan fark

denklemi i¢indir. Homojen denklemde genel ¢6ziim i¢in yp, = 0 oldugundan y; = y,
dir[10].

Ornek 3.1.4.1

2 1 1
Ve+3z — §Yt+2 + g)’t+1 + %YC =19

Homojen olmayan fark denkleminin ¢6ziimii incelensin.

Yt = ¥p = k alinip 6zel ¢6ziim denenirse

k 2k+1k+1k—19
3 6 36

36k — 24k + 6k + 1k = 684
olur ve y, = 36 olarak bulunur.

Tamamlayic1 fonksiyon igin
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23 —3/12 +1/1+i— 0
3 6" 36
karakteristik denklemi ele alinsin. Burada kiibik denklem

A L A 1 A 1—0
( —5)( _E)( +g)—

Seklinde ¢arpanlara ayrilirsa kokler 4; =

W

Ay = Z ve A3 = — 2 olarak bulunur. Kokler
2 6

reel ve ayrik oldugundan

1 t 1 t 1 t
ve =i (5) +42(3) +4s (=)
tamamlayici fonksiyonu da bulunur. O halde genel ¢6ziim

ye=ye+yp=A(2) +4,(2) +45(-2) +36

olarak bulunur.

Teorem ( Schur Teoremi) 3.1.4.1

Sabit katsayili dogrusal fark denklemleri i¢in denge degeri 6zel ¢oziim olan y, ‘ye
esittir. Sistemin dengede olup olmadigi genel ¢oziimiin denge degerine yakinsayip
raklasmasina gore analiz edilir. Yiiksek mertebeden bir fark denkleminin ¢6zliimiiniin
zor olmasi durumunda, problemi ¢6zmeden, ardisik ¢éziimlerin dengeye yakinsayip
yakinsamadiginin anlasilabilmesi asagidaki Schur teoreminin kullanmasi sartiyla

mumkindir.

(3.1.4.2) denkleminde n yeterince biiyiik oldugunda bu denklemin ¢oziimiinii bulmak
oldukca zor bir hal alir. Boyle durumlarda ¢6ziimii bulmak yerine zaman patikasinin
yakinsakligmi niteliksel olarak bulmaya caligmak daha kolay bir yontemdir. Bu
yontemde denklemin karakteristik koklerinin her biri 1°den kiiciikk oldugunda zaman

patikasimin yakinsayabilir oldugu agiktir.

Schur teoremine gore
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apA" + A"+ - +a, A+a,=0 (3.1.4.12)

n-inci mertebeden karakteristik denklemin kokleri, ancak ve ancak asagida ki n-tane
determinantin hepsi pozitif iseler 1’den kii¢iik olurlar ve dengeye yakmsarlar.

dyi 1,
A= . 20
a,:a,
a 0 :a, a,_,
a, a,:0 a,
A'_’ e P >0
a, 0 ta, a
a4 :0 a
gy 0 == Oza. ., a,
a, a, 0 a a,
a..a.. a, :0 0 a
A= s eivsinsiasiiiiiididinissidsiseravaves >0
a, 0 0 :q4 a a,.
a, ., a 0 :0 w1 a
a, a, a,:0 0 a,

Bu n tane determinantin tiimii pozitif ise determinantlarin kokleri 1’den kiigiik olacaktir.
Bu determinant her bir matrisi dort parcaya ayiran kesikli dogrularin yardimi ile
aciklanir. k < n olmak iizere k-inc1 determinant olan A;’nin her bir alan1 her zaman
k x k tane alt determinanta sahiptir. Ust sol kisim ayr1 bir determinant olarak ele
alindiginda kdsegen iizerinde yalnizca a,’lar, kdsegenin yukarisinda sifirlar ve kdsegen
elemanlarinin asagisinda her bir siitunda kdsegen elemanindan baslayarak yukaridan
asagilya dogru 1’den k — 1’e kadar artan a; degerleri yazilir. Ust sol par¢anmn
transpozesi alindigi zaman, alt sag alan elde edilir. Ust sag parcaya gelindiginde
kdsegen lizerinde yalnizca a,,’ler, kdsegenin asagisina sifirlar ve kdsegenin iistiinde yer
alan siitunlarda asagidan yukariya dogru sirasiyla k —1 den 1 e kadar azalan a

degerleri yazilir. Bu determinantin transpozesi alindigi zaman alt sol alan elde edilir.
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(3.1.4.12) denkleminde k =n oldugundan dogrudan belirtilen determinantlarda

yerlerine yazilarak uygulanabilir[3].

Ornek 3.1.4.2 Asagidaki fark denkleminin kararh bir siirece sahip olup olmadig1 Schur

teoremi yoluyla incelensin.
Vi+2 + 0-33’t+1 — 04‘yt =312

Buradan = 2,a, =1, a; = 0.3, a, = —0.4 igin

1 04|
p=|_g, H=1-016=084>0
G§ 0 & o 1 0 —04 03
_la1 ag azl _ | 0.3 1 0 —-0.4] _
B2=la, 0 a a|=|-04 o 1 o3 |T05292>0
a, a, 0 aq 03 —04 0 1

olur. A;> 0 ve A,> 0 oldugundan bu denklemin ¢oziimii denge degerine yakinsar.

Teorem 3.1.4.2
As+a1ﬂ.2+azﬂ.+a3 :0

tictincti dereceden karakteristik denklemin kokleri i¢in eger asagidaki sartlar saglanirsa

¢Ozlimler kararli olur[10].

l. 1+a;+a,+a;>0
. 3—-a;—a,+3a3>0
. 1-a;+a,—az;>0
V. 3+a;—a,—az>0
V. @B+a—-a;—a3)B3—a;—a,+3a3)—(1—a;+a,—a3;)(1+a; +a,+as)

=_a32+a1a3_a2+1>0
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Teorem 3.1.4.3

Sabit katsayili dogrusal fark denklemlerinde yakinsaklik karakteristik fonksiyonun
koklerine baghdir. Ikinci mertebeden dogrusal fark denklemleri ele ahindiginda
karakteristik denklem A2 + ;1 + 8, = 0 bigiminde oldugundan yakimnsaklik A, ve A,
degerlerine baghdir. ikinci mertebeden dogrusal fark denklemlerinin yakimsaklig:i da
tamamlayic1 fonksiyonun belirlenmesindeki gibi koklerin reel, tekrarli veya sanal

olmasi durumuna gore 3 asamada incelenir[4,10,11].

1) Kokler reel ve 1; # A, olsun. Bu durumda |4;| < 1 ve |4,]| < 1 oldugunda t—co
olurken tamamlayici fonksiyonda A,° ve 1, degerleri sifira yakmsar. Tamamlayici
fonksiyon sifira yakmsayacagindan y, de denge degerine yakinsar. |1, > 1 ve |1,] < 1
oldugunda t—oo olurken tamamlayici fonksiyonda A,°—>0c0 ve 1,0 olur. 1, sénme
egiliminde oldugundan A; degerinin baskinlhigi artacaktir ve y, ¢oziimii denge
degerinden rraksayacaktir. |1;] > 1 ve |1,] > 1 oldugunda t—>co olurken 1,‘—c0 ve
A, =00 olacaktir. Bu durumda kokler patlayan bir hareket gergeklestirecek ve y,’yi
hizla denge degerinden rraksatacaklardir.

2) Kokler reel A; = A, olsun. Bu durumda yakinsaklik yine A; degerine bagl olacaktir.
|1;] < 1 oldugunda tA," degeri t—>c0 olurken yavas yavas t1,‘—0 olur. Bu durumda
y, yine denge degerine yakinsayacaktir. |A,| > 1 oldugunda tA,° degeri t—>c0 olurken
hizla tA,"—c0 olur. Bu durumda y, patlayan bir hareket gerceklestirip dengeden

raksayacaktir.

3) Kokler sanal olsun. Bu durumda yakinsaklik K® degerine baglh olacaktr.
Tamamlayic1 fonksiyonunda bulunan A,_;cosft + A, sinft degerinden dolay1r y,
denge degerinin altindan ve {istiinden dalgalanma gerceklestirecektir. Bu dalgalanma
eger |K| > 1 ise dengeden wraksayan, |K| <1 ise dengeye yakinsayan bir salinim

olacaktir.

32



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. BIRINCi MERTEBEDEN DOGRUSAL FARK DENKLEMLERININ
IKTiSADi UYGULAMALARI

4.1.1. Cobweb (Oriimcek Ag1) Modeli

Bu model arz ve talep modellerinden tiireyen bir dinamik modeldir[10]. Iktisatta arzin
fiyat tepkisine gec kaldigi durumlarda, fiyatlarin zaman igerisindeki hareketini ele
almakta, bu farkliliklardan kaynaklanan dalgalanmalar1 incelemektedir. Ornegin tarrmda
ekim, hasat ve iiriin satisindan ¢ok once gergeklestiginden {iritiniin arz denklemi ekim
yilinda ki fiyat1 yani bir donem once ki fiyati dikkate alinarak hesaplanir. Bu model
sayesinde Ozellikle tarim iriinlerinin fiyatlarinin basarili bir sekilde agiklanabilecegi

gosterildigi i¢in ekonomide uygulamali iktisat agisindan da 6nem tasimaktadir.

Bu modelin bir fark denklemi olarak insa edilebilmesi i¢cin 6ncelikle asagidaki tanimlar
yapilmalidir; y talep egilimi, y, arz egimi fiyatin 0 oldugu durumda arz x; ve talep x

olmak iizere
D; =x+ yp; y<0,x>0 (4.1.1.1)
St = X1+ Y1Dt-1 y1>0,x <0 (41.12)

Burada D, degeri t donemindeki talep miktarini ve S, degeri de t donemindeki iiretim
miktarmi (gecikmeli arzi) gostermektedir. p, sayisi iretilen {riiniin t donemindeki

piyasa fiyat1 olmak {izere, p;_, sayisi da {iriiniin bir dnceki donemdeki piyasa fiyatidir.

Bu modelde saticilarin ve alicilarin stoklarinin olmadigi, gergek piyasa fiyatmin fazla
istemi ortadan kaldiracak sekilde talebi ayarladigi ve tireticilerin denge fiyati olarak bir

onceki donemin beklenen fiyatini kullandiklar1 varsayilmaktadir[8].

Bu varsayimlar altinda tiretim miktar1 yani arz talebi tamamiyla karsilamaktadir. Bu

arzin talebe esit olmas1 demektir. O halde
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D, =S, (4.1.1.3)
olur. Buradan
X+ YPr = X1+ Y1Pe-1

YPt = ViPt-1 = X1 — X (4.1.1.4)

yazilir. Bu bir birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan fark
denklemidir. Denklemin genel ¢6ziimiinii bulmak i¢cin 6nce denklemin homojen halinin
tamamlayic1 fonksiyonunu daha sonra homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢oziimii

bulunmalidir.

(4.1.1.4) denkleminde x; —x = 0 alinarak denklemin homojen hali i¢in tamamlayici

fonksiyonu arastirilsin. Bu durumda (4.1.1.4) denklemi asagidaki gibi olur;

YDt = YiPt-1 =0 (4.1.1.5)

Birinci mertebeden dogrusal fark denklemlerinin ¢oziimiinden y, = Ab® tamamlayici

fonksiyonu (4.1.1.5) denklemine uygulanirsa

pr = 3;—1pt_1 icin b= 3;—1 olup (4.1.1.4) denkleminin tamamlayici fonksiyonu

y t
pc=4 (71>

olur.

(4.1.1.4) denkleminin bir 6zel ¢dziimiinii bulmak i¢in p, =k ¢Oziimii denensin.

(4.1.1.4) denkleminde p; = p,_; = p, = k yazilirsa;
Yk —yik=x—x

olur. Buradan 6zel ¢6ziim

xl_x
y—W

pp:k:

olarak bulunur. (4.1.1.4) denkleminin genel ¢oziimii y — y; # 0 i¢in
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poma(3) +k=a () + 25 (411

seklinde olur. Bu denklemi daha basit bir hale getirebilmek i¢in bilinmeyen A teriminin
yok edilmesi gerekmektedir. t = 0 igin p, baslangi¢ kosul degeri bilindigi varsayimi
altinda A sabiti;

y1\°
po=A(7) Py
po=A+pp

A=po—Dp

olur. O halde Cobweb (Oriimcek Ag1) modelinin genel ¢oziimii y — y; # 0 i¢in

pe = (po — k) (%)t +k

b= (po—252) (2) + 232 @.117)

olarak bulunur.

X1—X

Yukarida ki modelde p, = k = "

" olarak alinirsa bu bir sabit olur. O halde duragan
—J1

bir denge s6z konusudur. y, = Ab® ¢bziimiinden yola ¢ikarak A = p, —p, degeri
zaman patikasmin dengeye asagidan mi1 yoksa yukaridan mi yaklastiginin cevabini verir
ve degerin ne kadar asagida veya ne kadar yukarida oldugunu belirtir. b = 3;—1 degeri

incelendiginde talep negatif egimli oldugundan y < 0 ve arz pozitif egimli oldugundan

y; > 0 olur. O halde % < 0 bulunur ve buradan fiyatin denge degerinin etrafinda

salimimli hareket ettigi anlasilir. Bu durum oriimcek agi olgusuna neden olur ve

miimkiin olan {i¢ salinim tiirii ortaya ¢ikar. Bunlar

i. |yil < |yl ise dengeye yonelen salinim
ii.  |yil = |y| ise denge etrafinda kararli salinim

iii.  |yil > |y| ise dengeden uzaklasan salinim
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P pt/\
A S
N 7
pz TN
P,
p
p Z
1 // .
>q
qo qzq.' q3 q7
~
1 2 3 4 %
Sekil (4.1.1 a) dengeye yonelen salimm Sekil (4.1.1a")
P
A /S ptA
P
P, L
/| i'D
q g9 49 ‘
1
Sekil (4.1.1 b) denge etrafinda kararh salimm Sekil (4.1.1 b")
pA ptp
S
P, /’
Ps
Pyl — 2
| D
>4
qz % q1 1 T %
Sekil (4.1.1 c) dengeden uzaklasan salinim Sekil (4.1.1 ¢)

I. Dengeye yonelen salmim: Sekil (4.1.1 a) da goriindiigii lizere baslangicta ¢,
zamaninda denge (q,, po) noktasindadir. Bu noktada iiretim q, , denge fiyat1 ise p, dir.
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t; donemine gelindiginde p, fiyatin1 referans alarak iiretim karari alan ireticiler gy
kadar triin tretmektedir. Fakat bu kadar iiriin talebin iistiinde olacagindan ancak p,
fiyata satilacaktir. t, donemine gelindiginde p, fiyatini referans alarak iiretim karari
alan treticiler g, kadar iriin tireteceklerdir. g, kadar iirlin talebi kargilamadigindan p,
fiyatindan satilacaktir. Fiyatin zamana gore degisimi ve denge fiyatina yonelerek
salimmi sekil (4.1.1 a") da gosterilmektedir. Sekil (4.1.1 a’)’ya gore fiyat bir donem
denge fiyatmin asagisindan bir donem yukarisindan salinim yaparak dengeye
kendiliginden gelecektir. Bdyle durumlarda devletin tarim piyasasina miidahale
etmesine gerek yoktur.

ii. Denge etrafinda kararl salimim: sekil (4.1.1 b) de goriindiigii iizere baslangicta
to zamanmda denge (q,, po) noktasinda olsun. t, doneminde iireticiler p, fiyatin1 veri
alarak tiretim karar1 almis olacaklar ve q, kadar liretim yapacaklardir. g, kadar iirlin
piyasada talebi karsilamadigindan p; fiyata satilacaktir. Bir sonra ki donemde iireticiler
p; fiyatim dikkate alip iiretim karar1 verecek olup g; kadar iirlin iireteceklerdir.
Piyasada bu kadar iirlin talebi astigindan {riiniin fiyat1 p, olacaktir. Her seferinde
direticiler iretimlerini bir onceki doneme esit oranla artirip azaltarak fiyatin da bir
onceki doneme gore esit oranla artip azalmasini saglayacaklardir. Bu sekilde fiyat denge
etrafinda karali bir salinim yapacaktir. Fiyatin zamana gore degisimi sekil (4.1.1 b") de
gosterilmektedir. Bu grafige gore iiriin fiyatlar1 denge fiyatina esit uzaklikta bir alttan
bir iistten olmak iizere kararli salinim gerceklestirir. BOyle durumlarda devletin
miidahalesiyle iiriin fiyatlar1 bir 6nceki yilda ilan edilir veya iiretimde kota veya kisit
olursa iiriin fiyatlar1 kararl salinimdan dengeye yonelir.

iii.  Dengeden uzaklasan salinim: sekil (4.1.1 ¢) de goriindiigii lizere baslangigta t
zamaninda denge (q,, po) noktasinda olsun. Bu déonemde g, kadar {iriiniin fiyat1 p, dir.
t; doneminde p, fiyatini referans alarak iiretim karari alan iireticiler q; kadar {riin
iireteceklerdir. Fakat bu kadar {iriin talebi asacagindan iiriiniin fiyat1 p, ‘e diiser. Bir
sonraki donem p; fiyatm referans alarak iiretim karar1 alan iireticiler g, kadar iiriin
iireteceklerdir. g, kadar iiriin piyasada talebin ¢ok asagisinda oldugundan iiriiniin fiyati
p, olacaktir. Sekil (4.1.1¢") de fiyatin zamana gore degisimi gosterilmektedir. Bu
grafige gore t arttik¢a fiyat bir dnceki donemle arasindaki farki arttirarak biiyiir veya
kiigiiliir. Bu sekilde dengeden uzaklasan bir salinim gergeklestirir. Boyle durumlarda
dengeye donebilmek icin mutlaka devletin tarim {riinleri politikasina miidahalesi
gerekmektedir.

Ornek 4.1.1
Dt == 80 - 4pt

St = _10 + Zpt—l
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po =18
Fonksiyonunun denge degeri ve dengenin duragan olup olmadigini inceleyin. t = 4°e

kadar hesaplayn.

Coziim

Sistemin dengede oldugu kabul edilip

D, =S,

almirsa

80 —4p, = —10 + 2p;_4

olur. Buradan bilinmeyenler bir tarafa toplanarak
90 = 4p¢ + 2p;—4q

elde edilir. Her iki taraf da 2 ile boliinerek

45 = 2pt + P

bulunur. p, = py = pr—1 = k i¢in
2k +k =45

k =15

0zel ¢Oziimii bulunur.
Denklemin homojen hali i¢cin 2p; + p;_; = 0 olur. Bu denkleminde her iki tarafi 2 ile

boliiniirse, denklem

pe = —0.5p—1
seklinde yazilir. Buradan denklemin tamamlayic1 fonksiyonu herhangi bir A keyfi sabiti
icin

p.=A (%)t = A(-0.5)¢

olarak bulunur.

Tamamlayic1 fonksiyon ve 6zel ¢dziim toplanarak denklemin genel ¢oztimii
p; = A(—0.5)" + 15

olarak elde edilir.

po = 18 baslangi¢ degeri bilindigine gore keyfi sabit olan A degeri bulunabilir.
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t = 0icin

po = A(—0.5)° + 15

18=A+15

A=3

olur. O halde denklemin genel ¢6ziimii
p: = 3(—0.5)" + 15

olarak bulunur.

t=0,t=1,t=2,t =3,t = 4 degerleri i¢in p; degeri asagidaki tabloda gdsterilmistir.

t |p,=225-0.5p,_, p: = 3(—0.5)t + 15
0 po = 18 po =18
1 |p, =225-05%18=135 p, = 3(—0.5)! + 15 = 13.5
2 | p,=225-05x(13.5) = 15.75 p, = 3(=0.5)% + 15 = 15.75
3 | ps=1225-0.5=x(15.75) = 14.625 ps = 3(=0.5)3 + 15 = 14.625
4 | p,=225-05+* (14.625) = 15.1875 | p, = 3(=0.5)* + 15 = 15.1875

Denklemde y = —4, y, = 2 olarak yazilirsa ve |2| < |—4| oldugundan yani |y;| < |y|

oldugundan dengeye yonelen bir salinim gerceklesir.

4.1.2. Stoklama Iceren Bir Cobweb Modeli
Bu modelde oncelikli olarak asagidaki varsayimlarin gerceklestigi kabul edilecektir[4].

1) Uretilen miktar ve talep edilen miktar aym déneme ait ve dogrusal
fonksiyonlardir.

2) Saticilar donem baginda mevcut stoklarma gore fiyat belirlerler. Bir onceki
donemin fiyatlar1 gegerli degildir. Fiyatlar eger bir 6nceki donemin fiyatina bagl olarak

stoklar artmugsa fiyatlar diisiiriilerek, stoklar azalmigsa fiyatlar ytikseltilerek ayarlanir.
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3) Donemler arasi fiyat ayarlamalari stoklarda meydana gelen degisiklik ile ters

orantilidir.

Bu varsayimlar altinda model,

D=x—-yp; x,y>0 (4.1.21)
S=—x1+yip: x,Y1 >0 (4.1.2.2)
Pes1 =Dt —0(S—D) oc>0 (4.1.2.3)

seklinde olusturulur. D talep ve S iiretim fonksiyonlaridir. o degeri ise bu denklemde
fiyat uyarlama katsayisidir. (S — D) degeri mevcut stoku belirtmektedir. (4.1.2.1) ve
(4.1.2.2) esitlikleri (4.1.2.3) denkleminde yerine yazilirsa;

Pe+1 = Pr — 0(—Xx1 + Y10e — X + YD¢)
Per1 — Pell—o(y +y1)] = 0(x1 + %) (4.1.2.4)

denklemi elde edilir. Bu denklem bir birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal
homojen olmayan fark denklemidir. Denklemin genel ¢oziimiinii bulmak i¢in 6nce
denklemin homojen hali i¢in tamamlayic1 fonksiyonu daha sonra homojen olmayan

denklemin bir 6zel ¢6ziimii bulunmalidir.

(4.1.2.4) denkleminde o(x; +x)=0 alinarak denklemin homojen hali i¢in
tamamlayici fonksiyonu arastirilsin. Bu durumda (4.1.2.4) denklemi asagidaki gibi olur.

Pes1—Pe[l—0(y +y,)] =0 (4.1.2.5)

Birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal fark denklemlerinin ¢6ziimiinden y, = Ab®

tamamlayici fonksiyonu (4.1.2.5) denklemine uygulanirsa

Pie1=[1—0c(y+y)lp: icin b=1—-0(y+y,) olup (4.1.2.4) denkleminin

tamamlayici fonksiyonu

pe =A[l—0o(y+y)]*

olarak bulunur.
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(4.1.2.4) denkleminin bir 6zel ¢dziimiinii bulmak i¢in p, =k ¢0ziimii denensin.

(4.1.2.4) denkleminde p, = p; = P41 = k yazilirsa;

k—kll-0(y+y)]l=0(x+x)
olur. Buradan 6zel ¢6ziim

Xt x
Y+

Pp =

olarak bulunur. (4.1.2.4) denkleminin genel ¢6ziimii

pe =All—c(y+y)l*+p, ==A[1 -0y +y)]" +

x;+x
Y+

seklinde olur. Bu denklemi daha basit bir hale getirebilmek i¢in bilinmeyen A teriminin

yok edilmesi gerekmektedir. t = 0 i¢in p, baslangi¢ kosul degeri bilindigi varsayimi

altinda A sabiti;

po=A[l—cly+y)I°+p,

pPo=A+Dpy
X +x
A=py—
Y+

olur. O halde modelin genel ¢6ziimii

X, +x
y+y:

X, +x
y+y:

Pt =(po— )[1—0(y+y1)]t+

olarak bulunur.

4.1.3. Gecikmeli Keynesyen Makroekonomik Modeli

(4.1.2.6)

Hiikiimet vergileri, yabanci sektor ve otonom harcamalarin dahil edilmedigi varsaymmi

altinda ulusal geliri belirleyen Temel Keynesyen modelinin ulusal gelir 6zdesligine

indirgenmis hali;
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Y=C+I (4.1.3.1)

olarak yazilabilir. Burada Y ulusal geliri, C tiiketimi ve | ise yatirimi1 ifade eder. Burada
I yatirmmi dissal bir sabittir. C tiiketim fonksiyonu, a = 0 ve b tiiketimin marjinal

egilimi olmak iizere
C=a+bY (4.1.3.2)

seklindedir. Ulusal gelirin denge diizeyi Y* olsun. Bu durumda (4.1.3.1) denkleminde
(4.1.3.2) denklemi yerine yazilirsa;

Y'=a+bY"+1

Y*(1—b)=a+I
yr =2 (4.1.3.3)

denklemi elde edilir.

Eger bu dengede bir dalgalanma varsa, 6rnegin digsal | yatriminin degismesi sz
konusu ise, yeni denge anlik olarak diizenlenemez. Bu iyi bilinen garpan etkisinin
temeli demektir. Baglangic harcamalarinin bir kismi bagka bir ekonomi sektorii igin
gelir olacaktir. Bir kismi da dalgalanma etkisi yok oluncaya kadar harcamanin ileri ki
donemlerine gegirilecektir. Bu yiizden tiiketici harcamalar1 gelirin yeni diizeyine anlik
olarak uyarlanamayabilir, burada gecikmeli bir etki tanimlanabilir[10]. Eger bir
donemdeki tliketici harcamalar1 bir Onceki dénemin gelirine bagh ise tiikketim

fonksiyonu
Ct =a + bYt—l (4.1.3.4)
olur. Burada t indisi donemi belirtir.

Ulusal gelir buna ragmen hala toplam harcamalarin yapildig1 ayni zaman diliminde
belirlenecektir. Bu yiizden ulusal gelir 6zdesligi olan (4.1.3.1) denklemi t zaman indisi

olarak tanimlandiginda asagidaki gibi olur;

Yt = Ct + It (4.1.3.5)
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(4.1.3.4) ve (4.1.3.5) denklemlerinde Y;_;’e bagli olarak Y; ‘nin nasil hesaplanacagini

ifade etmeye yarayan bir fark denklemi tiiretilebilir.
(4.1.3.4) ve (4.1.3.5) denklemlerinden
Yt =a+ bYt—l + It (4136)

denklemi elde edilir. Bu bir birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen

olmayan fark denklemidir.

(4.1.3.6) denkleminin ¢6ziimii iki asamada incelenecektir. Once denklemin homojen
oldugu varsayilarak tamamlayic1 fonksiyon ve daha sonra homojen olmayan (4.1.3.6)
denkleminin bir k 6zel ¢6ziimii bulunacaktir. En sonunda tamamlayici fonksiyon ve 6zel

¢oziim toplanarak (4.1.3.6) denkleminin genel ¢6ziimii hesaplanacaktir.

Y. = a+ bY,_; + I, denkleminde a + I, = 0 oldugu yani denklemin homojen oldugu
kabul edilirse

Y, =bY,4

olur. Burada tamamlayic1 fonksiyonun y, = Ab* formiilii ele alinacak olursa, A ve b

bilinmeyen parametreleri i¢in tamamlayic1 fonksiyon

Y, = Ab® (4.1.3.7)
olarak bulunur.

Y, = bY,_i=a+1;

denklemi i¢in 6zel ¢oziim Y,, = Y, = Y;_; = k olarak aransm. b # 1 i¢in

Yi =Y:_1 =k i¢in

k—bk =a+1,

k(1-b) =a+1,

K=y, =2k (4.1.3.8)

olarak bulunur.
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Bulunan bu 6zel ¢6ziim ve tamamlayici fonksiyonun toplami genel ¢oziimii verir. Genel

¢Oziim
Y, = Ab* + Y,
Y, = Abt + &L (4.1.3.9)

1-b

olur. Bilinmeyen A parametresini yok etmek icin Y, baslangi¢c degerinin bilindigini

kabul edelim. t = 0 i¢in

— Ap0 4 Ol
Yo = Ab® +
A=Y, -2 (4.1.3.10)

olarak bulunur. O halde (4.1.3.6) fark denkleminin en genel ¢6ziimii

Y= (Yo — S5) bt 4+ 21 (4.1.3.11)

olur.
Deneysel caligmalarda 0 ile 1 araliginda oldugu tahmin edilen b marjinal tiiketim
egilimi, eger t artarsa |b| < 1 oldugu siirece b® azalacaktir. Bu yiizden Y, her zaman

yeni dengeye dogru hareket edecektir.

Ornek 4.1.3.1

Asagida verilen gelir ve tiiketim denklemlerinde baslangigta I, = 20, Y, = 100 olsun
ve sonra aniden I, = 25’e kadar artsin ve bu degerde sabit kalsin. Bu durumda Y; nin 6
donem sonra nasil degisecegi ve yakinsakliginin nasil olacagini inceleyin.

Y, =C+1,

C, = 0.8Y;_4

Coziim

Yukaridaki denklemde C; degeri Y; gelir denkleminde yerine yazilirsa
Y, =08Y_1+1;

denklemi elde edilir. I, = 25 oldugundan bu denklem

Y, =0.8Y;_1 + 25
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olarak yazilir. Buradan herhangi bir t donemi i¢in

Y= (Yo — ) bt +

a+1t
1-b

genel ¢Oziim formiiliinde tiim degerler yerine konulacak olursa Y, = 100 a = 0 ve

b = 0.8 i¢in

Y, = (100 - 22) (0.8)° + 72

1-0.8

0+25
0.2

Y, = (100 — 22 (0.8)° +
Y; = (100 — 125)(0.8)* + 125

Y, = —25(0.8)¢ + 125

gelir denklemi bulunur.

t =11i¢in

C; = 0.8Y, =0.8+100 =80

Y, = —25(0.8) + 125 = 105

t =2i¢in

C, =0.8Y;, = 0.8+ 105=84

Y, = —25(0.8)2 + 125 = 109

t = 3 i¢in

C; = 0.8Y, =0.8%109 =87.2

Y; = —25(0.8)3 + 125 = 112.2

t =4 i¢in

C, =0.8Y; =08%112.2 =89.76
Y, = —25(0.8)* + 125 = 114.76

t = 5i¢in

Cs =0.8Y, = 0.8*114.76 = 91.808
Ys = —25(0.8)° + 125 = 116.808

t = 6 i¢in

Co = 0.8Y; = 0.8 x116.808 = 93.4464
Y, = —25(0.8)° + 125 = 118.4464
degerleri elde edilir.

Tim t = 1, ...,6 degerleri i¢cin Y, nin degeri asagidaki tabloda verilmistir.
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t I, C, Y, = —25(0.8)¢ + 125
0 [1,=20 Co = 80 Y, = 100

1 |[1,=25 C, = 80 Y, = 105

2 |1,=25 C, = 84 Y, = 109

3 |1,=25 C, = 87.2 Y, = 112.2

4 |1,=25 C,=8976 |Y, =11476

5 | I, =25 C; =91.808 |Y;=116.808

6 |I, =25 Co = 93.4464 | Y, = 118.4464

Yukaridaki tablo incelendiginde Y; denkleminde t artarken (0.8)% monoton bir sekilde
0’a yakinsayacagindan Y; de 125’e yakinsar ve sonunda bu denge degerinde duragan

olur.

4.1.4. Bicimlendirilmis Bir Harrod Modeli

Yazar1 tarafindan yaygin terimler kullanilarak ileri siiriilen bu modelin dogru
bigimlendirilisi literatiirde ¢ok tartisilmaktadir. Bir takim arastirmacilar tarafindan
benimsenen modelin verilecek olan hali muhtemelen en iyi model degildir. Buna
ragmen bu modelin daha basit olmas1 ve daha karmagik formiilasyonlara dogru bir adim
olarak diisiiniilebilmesi biiyiik bir avantajdir [10].
Modelde;

1) Ekonomik biiyiime ulusal gelir deki artisla 6lgtilmektedir.

2) Harrod’a gore biiylime orani sermaye hasila katsayisi kK ve marjinal tasarruf
egilimi s tarafindan belirlenmektedir.

3) Tasarruflar gelirin belli bir kismini géstermektedir.

Bu durumda bir donem 6nce tahmin edilen tasarruf fonksiyonu

St = SYt-1 (4.1.4.1)
ve bir donem Once tahmin edilen yatirim fonksiyonu
Iy = k(e = ¥t-1) (414.2)

olur. Burada k ve s sabitler y, ise ulusal geliri ifade etmektedir. y, — y,_; degeri de

ulusal gelirde meydana gelen bir dénemlik degisikligi gdstermektedir. Onceden tahmin
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edilen tasarruf fonksiyonu ile Onceden tahmin edilen yatirim fonksiyonu esit
olduklarinda sistem dengede olur. Bu (4.1.4.1) ile (4.1.4.2) denklemlerinin esit olmasi
demektir. O halde sistemde dengede iken

Se=1; (4.1.4.3)
olur. (4.1.4.3) denkleminde (4.1.4.2) ve (4.1.4.1) denklemleri yerlerine yazilirsa;

SYt-1 = kYt = Yt-1)

kye —ye-1(k +s) =0 (4.1.4.4)
denklemi elde edilir. Buradan da esitligin her iki tarafi k ile boliiniirse

k+s
Ye =5 Ye-1=0 (4.1.4.5)

olur.
Bu (4.1.4.5) denklemi bir birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen fark
denklemidir. Denklemin ¢o6ziilebilmesi i¢cin tamamlayict fonksiyonun bilinmesi

yeterlidir. Daha once ki konulardan tamamlayici1 fonksiyonun y, = Ab* formunda
oldugu bilinmektedir. (4.1.4.5) denklemi ele alindiginda b = % oldugu asikardir. O
halde

k + s\
y, = A( ) ) (4.1.4.6)
olarak bulunur. Homojen fark denklemlerinin ¢oziimiinde A keyfi sabiti y, baslangi¢

degerine esittir yani A = y,’dir. Sonug olarak (4.1.4.6) denklemi asagidaki son halini

alir;

t

v =y (1+7) (4.1.4.7)
k
(4.1.4.7) denkleminde biiylime % oraninin biiyiikligiine baghdir. Harrod’a gére bu oran

>’garantili biiylime oran1’’ olarak adlandirr.

Ekonomik biliylime sermaye hasila katsayisi ile negatif yonlii ve marjinal tasarruf
egilimi ile de pozitif yonli bir iliski icerisindedir. Yani ekonomik biiylimenin olmasi
icin mutlaka tasarruf yapilmali ve ulusal gelirin bir kism1 yatirimlara ayrilmalidir.

Dinamik bir dengede gelir % oranma bagl oldugu zaman Onceden tahmin edilen

tasarruf ve yatirim arasinda siirekli bir esitlik s6z konusu olur. Bu esitlik kolaylikla
kontrol edilebilir. Denge durumunda S; = I; oldugunu goéstermek yeterlidir. (4.1.4.1)

denkleminden
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St = SYir_1 = SYyo (1 + E) (4.1.4.8)
ve (4.1.4.2) denkleminden

Iy = k(yy — Ye-1)

=kfno(147) ~w(1+7) |

=ky0(1+% (1+%—1)

t

S
= sy, (1+ - (4.1.4.9)

olur. Buradan

I, =S,

olur.

Sonu¢ olarak bu garantili oranin en Onemli Gzelligi sabit olmamasidir. (4.1.4.7)

denklemi herhangi bir nedenle dengeden saparsa t artarken dengeden ¢ok daha fazla

t
uzaklasacaktir. Herhangi bir t doneminde dengenin y, (1 + i) degerinde olmadig1

t
kabul edilirse. Digsal bir etki B olmak {izere yeni denge y, (1 + i) + B degerinde

olacaktir. Eger B > 0 ise I, > S; oldugu kolayca goriiliir. Bu B artis1 gelire ek bir itme
kazandirir ve denklemde Onceki artisa oranla daha biiyiik bir artis meydana getirmeye

baslar.

Ornek 4.1.4.1
Tasarrufun marjinal egilimi s = 0,20 ve sermaye hasila katsayis1 k = 5 olsun. Garantili
biiyiime oranim belirleyip, y, = 100 baslangi¢ degeri ile t = 4’e kadar geliri, tasarrufu

ve yatirimi hesaplaym.

Coziim
Once veriler yazilacak olursa
s=20,20,k=5vey, =100

olur. Bu veriler dogrultusunda tasarruf ve yatirim fonksiyonlari
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St = SYt-1 = 0,2y

ve

It =5 — yt-1)

olarak bulunur. Dengenin saglandig1 kabul edildiginde
St =1

olacaktir. O halde

S =02y, =50 — Ye-1)

olur. Buradan

0,2
Ve = Yt—1 (1 + ?> =y, —1,04y,_, =0

elde edilir. Bu degerler (4.1.4.7) denkleminde yerine yazilacak olursa gelir

y: = 100(1,04)¢

olarak bulunur. Bu sonugta garantili biiylime oranini 0,04 olur. O halde tasarruf
Sy = 0,2y,—; = 0.2(100(1,04)*"1)

S, =20(1,04)t1

ve yatirim

Iy = 5(y; — y¢-1) = 5[(100(1.04)") — (100(1.04)*"H)]

I, = 5[100(1.04)"1(1.04 — 1)] = 500(1.04)710.04 = 20(1.04)* !

olur. Buradat = 0 ve I, = 100 i¢in

20
= = -1 - —
So = I, = 20(1.04) 104 19.2308

olur.

So, 1o, Vo baslangic degerleri ile birlikte t = 0 dan t = 4 e kadar S;, I;, y; degerleri

asagidaki tablodadir.
t y: = 100(1.04)¢ S, = 20(1.04)t1 I, = 20(1.04)t1
0 Yo = 100(1.04)° So = 20(1.04)71 I, = 20(1.04)71
=100 = 19.2308 = 19.2308
1 y1 = 100(1.04)1 S, = 20(1.04)° I, = 20(1.04)°
=104 =20 = 20
y, = 100(1.04)2 S, = 20(1.04)1 I, = 20(1.04)*
= 108.16 = 20.8 = 20.8
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y; = 100(1.04)3

S, = 20(1.04)2

I; = 20(1.04)2

=112.4864 = 21.632 = 21.632
y, = 100(1.04)* S, = 20(1.04)3 1, = 20(1.04)3
= 116.9859 = 22.4973 = 22.4973

Tablo incelendiginde 1,04 > 1 oldugundan y; degeri monoton artar.

4.1.5. Temel Phillips Istikrar Modeli

Nispi politika kurali iceren bu model 1954 yilinda Philips tarafindan olusturulan
modelin bir versiyonudur [9].

GP, hiikiimet harcamalarmin nispi maliye politikasinin bir bileseni, G, otonom
harcamalar, G, hiikkiimet harcamalari, | toplam yatirim, C; toplam tiiketim, C, otonom
tilketim, ¢ tiikketimin marjinal egilimi ve Y; de toplam geliri ifade etsin. Bu durumda

herhangi bir t donemi i¢in gelir denklemi

Y; = C + 1+G, (4.15.1)
seklindedir. C; toplam tiiketim denklemi ve G; hiikiimet harcamalar1 denklemi de
asagidaki gibidir;

Cr =Cy+cYiy (4.15.2)
G =Gy + GP, (4.15.3)

Bu (4.1.5.3) denkleminde GP; degeri YF tam istihdam geliri ve y > 0 artis katsayisi
olmak iizere

GP, =y(YF —Y;_4) y>0 (4.1.5.4)
olarak yazilir. (4.1.5.4) denklemi maliye politikasi hedefleri i¢in otonom olmayan
hiikkiimet harcamalarinin ayarlanabildigini gostermektedir. Bir dénem Oncesinde
ekonomi tamamen tam istihdam gelirine bagli ise otonom olmayan harcamalar yani GP;
sifir olur (GP, = 0). Eger bir donem Oncesinde enflasyon ag¢ig1 varsa bu durumda
otonom olamayan harcamalarin yonii negatif olacaktir. Boyle durumlarda daha gelismis
modellerde hiikiimet harcama kesintine ve vergi artirrmima gidebilir[9].

(4.1.5.4) denklemi (4.1.5.3) denkleminde yerine yazilirsa hiikiimet harcamalari

G, = Gy + GP;
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Gy =Gy +y(YF —=Y;_4) y>0 (4.1.5.5)
olarak bulunur. (4.1.5.2) ve (4.1.5.5) denklemleri (4.1.5.1) denkleminde yerine yazilirsa
toplam gelir denklemi

Yy =Co+cYq +1+Gy+y(YF—Y, ;)

Yi—(c—Y)Y1 =Co+1+Gy+yYF (4.1.5.6)
olur.

Bulunan bu (4.1.5.6) denklemi bir birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen
olmayan fark denklemidir. Bu denklemin ¢oziimii (4.1.5.6) denkleminde Cy, + I + G, +
yYF = 0 kabul edilerek homojen hale doniistiiriilen denklemin tamamlayici fonksiyonu
ile (4.1.5.6) denkleminde aranacak y, =Y, =Y,y =k 0Ozel ¢Oziimiiniin toplami
olacaktir.

Co+I1+Gy+yYF=0

oldugu kabul edilsin. Bu durumda

i —(c—y)Y;.1 =0 (4.1.5.7)
olur. Homojen fark denkleminin tamamlayic1 fonksiyonu y. = Ab* formunda olup
(4.1.5.7) denklemi i¢in b = ¢ — y olur ve A bilinmeyen keyfi sabiti i¢in ¢6ziim

ye =A(c—y)t y>0 (4.1.5.8)
olarak elde edilir.

(4.1.5.6) denkleminin bir 6zel ¢dziimii y, =Y, = Y,_; = k olsun. Bu durumda (4.1.5.6)
denklemi ¢ —y # 1 igin

k—(c—yk=Cy+1+Gy+yYF

olur. Buradan y > 0 i¢in

. Co+I+Gy+yYF
PTET TSy

olarak bulunur.
(4.1.5.6) denkleminin ¢oziimii (4.1.5.8) tamamlayic1 fonksiyon ve (4.1.5.9) 6zel

(4.1.5.9)

¢Oziimiin toplamidir. O halde toplam gelir y > 0 ve ¢ — y # 1 i¢in
Co+1+Gy+yYF

1=(c-v)
olur. A keyfi sabiti bilinmeyen oldugundan bu terimi yok etmek i¢in Y, baglangic

Y, =A(c—y)t + (4.1.5.10)

degerinin bilindigi varsayilsin. Bu durumda t = 0 i¢in (4.1.5.10) denkleminden
Co+ 1+ Gy + yYF

Yo=A(c—-y)°+ g
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l1-c+y

Yo =

olur. Buradan A degeri cekilirse

A=Y, 4.1.5.11
0 1—c+y ( )

elde edilir. O halde toplam geliry > 0ve c —y # 1 i¢in
Y, = - —y)t 4.1.5.12

‘ (0 l1—-c+y )(C ¥ l—c+y ( )
olur. Islemlerde kolaylik olmasi agisindan

Cot+ 1+ Gy+yYF
Y* =Y, — 0 oTY
1—-c+y

olarak alinirsa (4.1.5.12) denklemi yani toplam geliry > 0 ve c — y # 1 i¢in
Y, =Y(—-y)+ -7 (4.1.5.13)

olarak yazilir.

4.1.6. Temel Gelir Enflasyonu Modeli

Gelir enflasyonu; gercek gelirlerini, parasal gelirlerini yiikseltme yoluna giderek
artirmaya c¢abalayan farkli gelir gruplarmin meydana getirdigi enflasyonist siirecin bir
turidiir. P, fiyat diizeyi ve y; gergek gelir olmak tizere parasal ulusal gelir

Yo = Pyy (4.1.6.1)
olarak tanimlanir.

Parasal ulusal geliri belirleyen unsurlarin sadece iki tane oldugu ve bunlarin ticret geliri
ile gecinenler (isciler) ve girisimciler (firmalar) oldugu varsayilsin[10]. Bu varsayim
altinda W, toplam parasal iicret ve E; toplam parasal kar olmak lizere parasal ulusal
gelir

Y, =W, + E; (4.1.6.2)
olarak tanimlanir. Burada parasal ulusal geliri belirleyen unsurlar ikiden fazla olsa bile
modelin sonucu degismeyecektir.

(4.1.6.2) denkleminde girisimcilerin gergek gelirden a oraninda bir pay elde etmek

istedikleri kabul edilsin. O halde girisimcilerin istedikleri kar payr e, = ay, olur.

52



Buradan girisimcilerin bu pay1 elde etmek i¢in fiyatlar1 degistirmeye yetecek giiclerinin

oldugu sdylenebilir. Bu durumda toplam parasal kar

E; = e/Py = ay:P; (4.1.6.3)
olur. (4.1.6.2) denkleminden E, =Y, —W, ve (4.1.6.1) denkleminde Y; = Py,

olur. Sonug olarak fiyat diizeyi
_ 1
(1-a)y:

olur.

P, W, (4.1.6.5)

Simdi de is¢i gruplarinin gercek gelirden pay almak istedikleri ve bu pay1 almak icin
harekete gectikleri varsayilsin ve bu paym orani ¢ olsun. Is¢ilerin iicretlerine yansiyacak
bu artisin olabilmesi i¢in pazarliklar yapilacaktir ve bu yilizden zammin iicretlere
yansimasi zaman alacaktir. Bu da zammin maaslara gecikmeli yansimas1 demektir. Bu

durumda toplam parasal {icret

Wl’ = CYt—lpt—l (4166)
olur. Bu (4.1.6.6) denklemi (4.1.6.5) denkleminde yerine yazilirsa fiyat diizeyi

_ SVt
Pe =20y Pt (4.1.6.7)

olarak bulunur.

Bu (4.1.6.7) denkleminin ¢oziilmesi igin % oranmin biliniyor olmas1 gerekmektedir.
t

% oraninin degerine gore (4.1.6.7) denklemini ¢ozerken iki sonug ortaya ¢ikar.
t

1) Gelirin sabit olmasi sonucu

Gelir sabit oldugunda y,_; = y; olup y;—:l =1 olur. Bu durumda (4.1.6.7) denklemi
asagidaki gibi yazilir;

P4 (4.1.6.8)

Cc

Pt:

1-a
Bu denklem birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen fark denklemidir. Daha

once ki konulardan bu tip denklemlerin ¢oziimiiniin y, = Ab* formunda oldugu

c
(1-a)

bilinmektedir. A keyfi bir sabit, a #1 ve b = i¢in (4.1.6.8) denkleminin genel
¢Ozimil

Po=A( )t (4.1.6.9)

1-a
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olur. Burada A bilinmeyenini yok etmek igin P, baslangi¢ degerinin bilindigi varsayilir.
O halde t = 0 igin

0
C
Po=4 (1—a)
PO == A
bulunur. Sonug olarak (4.1.6.8) denkleminin genel ¢6ziimii
t
P.=Py (=) (4.1.6.10)

olarak bulunur. Burada 1 —a > 0 ise P, monoton olur. ﬁ > 1 oldugunda da fiyat

diizeyi devamli artacaktir.

2) Gelirin bir r sabiti ile biiyiimesi sonucu

Gelirin bir r sabitiyle biiyiimesi gelir denkleminin y, = y,(1 + r)* olmasi demektir. O
halde y,_; = y,(1 + r)*~1 olur. Buradan yola ¢ikarak

Ye-1 _ yo(1+m)t? —_1 (41611)

Ve Yo(141)t 1+7r
elde edilir. Bu deger (4.1.6.7) denkleminde yerine yazilirsa fiyat diizeyinin yeni

denklemi

_ < 1
(1-a) 1+r

P, P,_, (4.1.6.12)

olur. Bu denklemde bir birinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen fark

- - - - - - _ c .« .
denklemidir. Yine A keyfi bir sabit, (1—a)(1+r)#0 ve b= rEmyers iy
(4.1.6.12) denkleminin genel ¢éziimii

t
_ c
Pe=4 ((1—(1) (1+r)) (4.1.6.13)

olarak bulunur. Bu (4.1.6.13) denkleminde A sabitinin yok edilebilmesi i¢in P,
baslangi¢ degerinin bilinmesi gerekmektedir. P, degerinin bilindigi varsayilirsa t = 0

icin

0
_ c

PO =4 ((1—(1) (1+r))

PO = A

bulunur. O halde (4.1.6.13) denkleminin genel ¢oziimii

P, = P, (;)t (4.1.6.14)

(1—-a) (1+1)

olarak bulunur. Burada > 1 oldugunda P, monoton artan olur.

¢
(1-a) (1+7)
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Ornek 4.1.6.1

Gergek gelirin tam istihdamla saglandig1 bir ekonomide ticret karsilig1 ¢alisan is¢ilerin
devletten istedikleri payin orani1 0,52 ve girisimcilerin istedikleri paym orani da 0,48
olsun. Isgiler 0,60 oraninda artis istesinler ve girisimciler de paylarmi korumak ve
fiyatlarda degisiklik yapmak istesinler. Bu veriler dogrultusunda enflasyon oranini

hesaplaym[10].

Coziim
Herhangi bir t donemi i¢in fiyat diizeyi denklemi asagidaki gibidir;

P, = ¢ P,
t=7 g et

Bu denklemin ¢6ziimii

Pt=P0(1ia)

oldugu bilinmektedir. Bu denklemde ¢ = 0,60, a = 0,48 olmak lizere

p o 060
t71-048 1
olur. Buradan

0,60\°
Pt:PO(osz)

P, = Py(1,1538)¢

t

sonucu elde edilir. Bu sonuca gore enflasyon oran1 %15,38 dir.
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4.2. iKINCi MERTEBEDEN DOGRUSAL FARK DENKLEMLERININ
IKTiSADi UYGULAMALARI

4.2.1. Metzler Stok Analiz Modeli

Fark denklemlerinin kullanildig1 ¢carpan-hizlandirict modelin bir tiirii olan bu model stok
dongiisiiniin analizini yapmak i¢in L.A Metzler (1941) tarafindan olusturulmustur.
Metzler’in temel fikri {reticilerin beklenilen satistan kalan iiriinlerden bir kisminin
stoklarini istedikleri diizeyde tutmakti. Metzler’in bu modeli Erik Lundberg’in (1937)
yaptig1 calismaya benzer olarak iiretim ve satis arasindaki gecikmeye dayali olarak
olusturdu. Bu modeldeki temel diisiince zamanin sabit uzunluklara ayrilmasi ve tiim
fonksiyonlarmm hangi araliklarda degerlendirilecek iseler o araliklara gdre

zamanlandirilmasidir. [11,23].

Iktisatta iireticiler ve tiiketiciler iiretim yaptiklarinda iki amaca sahiptirler. Birincisi
iirettikleri iiriinlerini kendi beklentilerini karsilayacak sekilde siirekli satmaktir. Tkincisi
de stoklarm istenilen seviyede olmasini saglamaktir[10]. u, tireticilerin t doneminde
iirettikleri tirtinler i¢in gerceklesmesini bekledikleri satis miktar1 ve s; de iireticilerin t

doneminde trettikleri tirlinler i¢in diisiindiikleri stok miktar1 olsun.

Herhangi bir t donemi i¢in otonom yatirim I, gibi bir sabit ile ifade edilsin. Bu t
doneminde toplam gelirin tiiketiciler i¢in iiretilen biitiin {iriinler ile otonom yatirimin

toplamina esit oldugu varsayilsim. Toplam gelir y; ile gosterilecek olursa
yt = ut + St + It (4.2.1.1)
oldugu bilinmektedir.

Birinci amagta iireticiler herhangi bir t doneminde satmak i¢in diisiindiikleri tirlinlerin
iiretim planlarini o dénemin basinda ve bir 6nceki donemin satislarina gore yaparlar. Bir
onceki donemde gercek satiglarin toplam gelirin bir kismini olusturdugu bilinmektedir.
Toplam gelir igerisinde ki bu oran m ile gosterilen bir sabitle ifade edilsin. Bu m sabiti

marjinal tiiketim egilimidir. Bu bilgiler dogrultusunda {ireticiler {iretim plani yaparken
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bir onceki donemi ele alacaklarindan t donemi icin degil ¢ — 1 donemi i¢in islemler

yaparlar. Bu varsayimlar altinda t — 1 donemi i¢in gergeklesen satig
Ci1 =My

olmak tizere beklenen satis

U = Crq
U = MYr_4 0<m<1 (4.2.1.2)
olur.

Ikinci amagta iireticiler herhangi bir donem i¢in yapmayi diisiindiikleri stok miktarini o
donemin basinda yaparlar ve stoklarin ayni sabit seviyede kalmasini saglamak icin
ugrasirlar. Yani {reticiler talepte meydana gelen beklenmedik artis ile azalan veya
tilkkenen stoklarmi yeniden artirmaya veya beklenmedik bir sekilde talep yetersizligi
sonrasi ellerinde kalan fazla stoklarini azaltmaya caligirlar.

Metzler herhangi bir t déneminde stok i¢in iiretilecek olan iiriin miktarmin bir 6nceki
donemde gerceklesen satiglarin ve bir 6nceki donemde beklenen satiglarin farkina esit
oldugunu varsayar. Eger bu fark +5 ise gercek satig beklenen satis1 5 birim asar ve
ireticiler stok miktarin1 yeniden ayarlar. Bu 10 birimlik fark stoklarm 5 birim
azalmasmna neden olur. Ureticiler de bu 5 birimlik stok azalmasmi telafi etmek icin
planlar yapar. Eger bu fark -5 ise beklenen satislar ger¢eklesen satiglar1 5 birim asar. Bu
durumda stoklarda 5 birimlik fazlalik olur ve iireticiler bu 5 birimlik fazlaligi bir sonraki

donemde eritmek i¢in planlar yapar[11].

Herhangi bir t donemi igin beklenen satiglarn miktar1 (4.2.1.2) denklemi oldugu

bilinmektedir. Bir donem 6nce yani t — 1 doneminde beklenen satis miktar1

Up_g = MYr_y o<m<1 (4.2.1.3)
olur. Bu t — 1 donemi i¢in satis miktari

Cieqg =MYy;_4 o<m<1 (4.2.1.4)

oldugu bilinmektedir. Stok miktar1 herhangi bir donem i¢in gerceklesen satis ile

beklenen satiglarin farkina esit olacagindan
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St = MYt—1 — MYt
S = M(Ve—q1 — Ve—2) 0<m<1 (4.2.1.5)

olarak bulunur. Son olarak (4.2.1.2) ve (4.2.1.5) denklemleri (4.2.1.1) denkleminde

yerlerine yazilirsa gelir denkleminin genel bigimi

Ye =Us + S + 1

Ve =my; 1 +myey —Ye2) +1;

Ve =2myq =My, +1;

Ve = 2myeq tmy,_, =1

denklemi elde edilir.. t = 0 ‘dan bagladigindan

Vegr — 2MYiyq + MYy = I o<m<1 (4.2.1.6)

yazilabilir.

Bu (4.2.1.6) denklemi ile net gelir elde edilir. Bu net gelir denklemi bir ikinci
mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan fark denklemidir. Bu tiir
denklemlerin ¢dziimii iki asamada yapilmaktadir. ilk asamada (4.2.1.6) denkleminde

Yp = k 0Ozel ¢ozimii bulunacak ve denklemde yerine konulacaktir. Ikinci asamada ise

(4.2.1.6) denkleminde I, = 0 oldugu kabul edilerek yani denklemin homojen oldugu
varsayilarak (4.2.1.6) denkleminin karakteristik denklemi olusturulup karakteristik

kokler bulunarak tamamlayici fonksiyon olusturulacaktir.

(4.2.1.6) denkleminin bir 6zel ¢dziimii y, =y, =k olsun. Bu durumda (4.2.1.6)

denkleminde y, yerine k yazilirsa 6zel ¢6ziim
k —2mk +mk =1,

k(1-2m+m) =1,

v, =k =—1I, 0<m<1 (4.2.1.7)

1-m

olarak bulunur.
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(4.2.1.6) denkleminde I, = 0 oldugu kabul edilsin. O halde (4.2.1.6) denklemi asagidaki

gibi homojen bir denklem halini alr.
Ve —2my; +my,, =0
Bu homojen denklemin karakteristik denklemi

A2-2ml+m=0 0o<m<1 (4.2.1.8)

olur. Bu karakteristik denklemin kokleri

2m +vV4m?2 — 4m

formiilii ile bulunur. Burada dikkat edilmesi gereken kokli ifadedir. 0 <m <1
oldugundan daima m? < m olur. Bu da 4(m? — m) < 0 olmas1 demektir. Bu durumda

kokiin i¢i negatif olacaktir ve A, , kokleri sanal kokler olacaktir. Buradan kokler

2m+ 2 /m(m—1)
1= 2

=m+,m(m-1)

ve

2

2m—2/m(m—1
Ay = 2( )=m—‘/m(m—1)
olarak bulunur. Burada A, =a+bi ve A, = a— bi formundadir. Tamamlayici
fonksiyon
Ve = A2y" + Ay,f

oldugu daha Onceki konulardan bilinmektedir. Ay =a+bi ve A, =a—bi icin

tamamlayic1 fonksiyon A; ve A, bilinmeyen sabitler olmak iizere
YVt =A1(a+ bl)t +A2(a_bl)t (4.2.1.10)

seklinde yazilabilir.

K =+a? + b? , cosf = %Ve sind =%i<;in
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(a £ bi)t = K*(cosOt + i sinft)

bu degerler (4.2.1.10) denkleminde yerlerine yazilirsa

y: = A Kt (cosOt + i sinft) + A,K(cosOt — i sinbt)

= K'[(A; + Ay)cosOt + (A, — A,)i sinft] (4.2.1.11)
elde edilir.

A+ A, = A; ve (A; — Ay)i = A, igin tamamlayici fonksiyon

y. = K*(AzcosOt + A, sinft) (4.2.1.12)
olarak bulunur.

(4.2.1.6) denklemini genel ¢6ziimii 6zel ¢oziim ile tamamlayict fonksiyonun toplamudir.

Yani genel ¢6ziim
Ye = K*(AscosOt + A, sinft) + —1I, (4.2.1.13)
olarak bulunur.

(4.2.1.13) denkleminde ﬁlt degeri denge fiyatidir. Sistemin dengeye yakinsayip

yakisamadig1 K¢ degerine baghdir.

Ornek 4.2.1.1

Baslangic doneminde gelir 2000, gercek satis 1000, otonom harcamalar 1000 ve stoklar
istenilen diizeyde olsun. 1. doneme gelindiginde otonom yatirim 1100 olsun ve bu
degerde sabit kalsin. Marjinal tiiketim egiliminin 0,5 oldugu varsayilirsa t = 20 ye

kadar olan geliri ve stoku bulun. Dengenin durumunu inceleyin[10].

Coziim
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Yo = 2000, u; = 1000, I, = 1000 ve m = 0,5 baslangi¢ degerleri bilinmektedir. s, = s; = 0
dir ¢iinkii stok bir 6nceki ve iki 6nceki doneme gore hesaplandigi igin t = 2 olana kadar

stok s0z konusu degildir. Bu durumda t > 0 i¢in [, = 1100 oldugunda gelir denklemi
Ye = u; + s, +1100

olur. m = 0,5 i¢in

Ye+z — Ye+1 + 0,5y, = 1100

olur. Bu bir ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan fark

denklemidir. Bu denklemin &zel ¢oziimii y,, = k olsun. Bu durumda
k—k+ 05k =1100

k(1-1+4+0,5) = 1100

k = 2200

olur. Gelir denkleminin homojen hali

Yer2 = Ve41 T 0,5y, =0

olsun. Bu durumda fark denklemin karakteristik denklemi
A2—21+05=0

olarak bulunur. Bu karakteristik denklemin kokleri

1+/CD2-2) 1 1,

2‘1 2 ZE —1
ve

1-J(-1D%?-2) 1 1.
A = 2 =77%¢

1 1
olur. Bu sonuglarla a = S Ve b= > bulunur. Buradan
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ve

; 1
sin9=L=\F
1 2

\g

olur ve sonu¢ olarak 6 =45 bulunur. Bulunan bu degerlerin hepsi (4.2.1.13)

denkleminde yerine yazilirsa gelir denklemi A5 ve A, bilinmeyen sabitleri i¢in

t
1
Ve = <\/;> (Azcos (45t) + A, sin (45t)) + 2200

olarak elde edilir. Bu A5 ve A, sabitlerini yok etmek icin baslangi¢ degerlerine ihtiyag vardir.
Yo = 2000 Ve y; = ug + 51 + 1100 = 1000 + 0 + 1100 = 2100

Baslangi¢ degerleri bilindiginden t = 0 i¢in

0
1
Vo = <\g> [Ascos (45 * 0) + Ay sin (45 = 0)] + 2200

2000 = (A3cos0 + A, sin0) + 2200

olur buradan A; = —200 bulunur. t = 1 igin

1
V1= <\/§> (—200 cos45 + A, sin45) + 2200
2100 = [3( =200 [2+4, [})+2200
T2 2 4 |2
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~100 = —100 + A, 5

A, = 0 bulunur. A5 ve A, yerlerine yazilirsa genel ¢6ziim denklemi

t
Ye = (\E) (—200) cos (45t) + 2200

olarak bulunur.

Genel ¢6ziim denklemi bulunduguna goére ¢ = 0,1, .....,20 ye kadar gelir degerleri her
iki denklem ile birlikte hesaplanabilir. Asagida 5. doneme kadar hesaplama yapilmistir.
20. doneme kadar tek tek ¢ozmek cok fazla zaman alacagi i¢in model Excel
programinda olusturularak asagidaki tabloda verilmistir. Tablo incelendiginde 2., 6.,
10., 14. ve 18. donemlerde gelirin dengede oldugu goriilmektedir. Gelir denge etrafinda

salinim yapmaktadir. cos(45t) = 0 oldugu zamanlarda sistem dengede olmaktadir.
Ve = U t5¢ + 1

t =1i¢in

s; =0

yi=u+s;+1h

y1 =myy+0+ 1100

¥, = 0.5%2000+ 1100

y, = 2100

1
Vi = (\E) (—200) cos(45) + 2200

y, = 0.707107 % (—200) * 0.707107 + 2200
y, = 2100

t =2 i¢in
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s, =m(y; —y,)=0.5(2100 —2000) = 50
y, =my; +50+ 1100

y, = 0.5%2100+ 50 + 1100

Y2 = (\E) (—200) cos(90) + 2200

y, = 2200

t =3 i¢in

ss =m(y, —y;)=0.5(2200—2100) =50
y3 = my, + 50+ 1100

y3; = 0.5%2200+ 50+ 1100

y3 = 2250

3
Y3 = (\E) (—200) cos(135) + 2200

y3 = 2250

t =4 i¢in

s, =m(y; —y,)=0.5(2250 —2200) = 25
v, = myz + 50+ 1100

v, = 0.5 %2250+ 25+ 1100

V4 = 2250

V4 = (\E) (—200) cos(180) + 2200

64



Ya = 7 (=200)(=1) + 2200

ys =50+ 2200
t =5i¢in

ss =m(y, —y3)=0.5(2250—2250) =0

ys = 0.5 2250 + 0 + 1100

ys = 2225

5
ys = (\E) (—=200) cos(945 * 50) + 2200

ys = 2225
;
. cos(450) | 5= mon —yp | 7" +se+1 |y, = (\E) (—200) cos(45t) + 2200
0 0 0 2000 2000
1 45 0 2100 2100
2 90 50 2200 2200
3 135 50 2250 2250
4 180 25 2250 2250
5 225 0 2225 2225
6 270 -12,5 2200 2200
7 315 -12,5 2187,5 2187,5
8 0 -6,25 2187,5 2187,5
9 45 0 2193,75 2193,75
10 90 3,125 2200 2200
11 135 3,125 2203,125 2203,125
12 180 1,5625 2203,125 2203,125
13 225 0 2201,5625 2201,5625
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14 270 -0,78125 2200 2200

15 315 -0,78125 2199,21875 2199,21875
16 0 -0,390625 2199,21875 2199,21875
17 45 0 2199,609375 ]2199,609375
18 90 0,1953125 2200 2200

19 135 0,1953125 2200,195313 ]2200,195313
20 180 0,09765625 2200,195313 ]2200,195313

4.2.2. Samuelson’un Carpan-Hizlandiran Modeli

Bu model Hansen’in bir 6nerisini dikkate alarak tizerinde ¢alisan Samuelson tarafindan
(1939) olusturulmustur. Bu model ¢arpan ve hizlandiran etkilesimlerin dongiileri nasil
irettiklerini géstermek i¢in tasarlanmistir ve ulusal gelir belirlemede kullanilan tiim
carpan-hizlandiran modellerin temelini olusturmaktadir. Kapali bir ekonomide model
tilketim fonksiyonu, hizlandiran fikri igeren bir yatrim fonksiyonu ve bir de gelir

fonksiyonunu igermektedir[10,19].

Kapal1 bir ekonomide olusturulacak olan modelin asagidaki {ic varsayimi sagladigi

kabul edilsin.

1) Herhangi bir donemde tiiketim harcamalar1 bir onceki donemin geliri ile
orantilidir.

2) Herhangi bir donemde gergeklesen yatirim ayni dénem ile bir 6nceki donemde
gerceklesen tiikketim harcamalarmin farki ile orantilidir (hizlandiran prensibi).

3) Hiikiimet harcamalar1 (otonom yatirimlar) tiim dénemler i¢in aynidir.

Bu varsayimlar altinda ulusal gelirin davranislar1 analiz edilebilir. Bu varsayimlar teker
teker Once matematiksel denklemler olarak belirlenir ve denklemlerin tiim
degiskenlerini barmdiran daha basit bir denkleme tiiretilerek ulusal gelirin zamanin bir

fonksiyonuymus gibi incelenmesine olanak saglar[11].
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C; tiikketim harcamalari ve 0 < f < 1 marjinal tiikketim egilimi olsun. 1. varsayima gore
tiketim t donemi i¢in ele alindiginda gelir ¢t —1 donemi i¢in ele alinacaktir ve
aralarindaki oran f olacaktir. Bu durumda 1y, ulusal gelir olmak iizere tiiketim

harcamalar1 denklemi
Ce = Byt 0<p<1 (4.2.2.1)
olur. Bu denklemde agik bir sekilde tiikketim ile gelir arasinda bir donem fark vardir.

I; O6zel yatirim harcamalart ve a > 0 sabit bir oran olsun. 2. varsaymma gore t
doneminde bu doneme ait tiiketim ile ¢t — 1 donemine ait tiiketimin farklari ile 6zel
yatirim harcamalar: arasinda bir oran vardir ve bu oran a dir. Bu durumda 6zel yatirim

harcamalar1 denklemi
It = (Z(Ct - Ct—l) a > 0 (4222)

olur. Hansen’in ‘oran’ olarak tabir ettigi bu a sabiti hizlandirma katsayisidir[10]. 1.

varsayima dayanarak (4.2.2.1) denklemi (4.2.2.2) denkleminde yerine yazilirsa
Iy = a(Byt-1 = BYi-2) 0<p<1 a>0
Iy = aB(Ye-1 — Ye-2) 0<p<1l a>0 (4.2.2.3)

denklemi elde edilir. Bu denklemde y >0 olacak sckilde af =y olarak
alinirsa(4.2.2.3) denklemi

Iy = Y(Ye-1 = Ye-2) y>0 (4.2.2.4)
seklinde yazilir.

Son olarak 3. varsayima gore G, hiikiimet harcamalar1 her t donemi i¢in aynidir yani

G: = G olacak sekilde bir sabittir.
Gelirin dengede oldugu durumda asagidaki esitligin gecerli oldugu bilinmektedir.
yt = Ct + It + Gt (4.2.2.5)

Yukarida belirlenen tiiketim, hiikiimet harcamalar1 ve yatirirm denklemleri (4.2.2.5)

denkleminde yerlerine yazilirsa ulusal gelir denklemi
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Ve = BYe-1+¥YVi-1— Yi-2) + G 0<p<1 y>0 (4.2.2.6)

olarak elde edilir. Bu denklem
Ve = (BHY)Yi-1 —¥Ve—2 + G

seklinde yazilabilir. (4.2.2.7) denklemi bir ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal
homojen olmayan fark denklemidir. Bu fark denkleminin ¢oziimii i¢in dnce O6zel

¢oziimiin ve tamamlayic1 fonksiyonun bulunup sonra bunlarin toplanmasi ile elde edilir.

(4.2.2.7) denkleminde y, = y = y,_; = k olacak sekilde k 6zel ¢dziimii denensin. Bu

durumda 6zel ¢6ziim
k—B+yk+yk=0G

k(1-B—-y+y) =G

G
Vp = k = m 0<p<1 (4.2.2.8)

olur. Bu 0zel ¢oziim ‘’ulusal gelir = toplam harcama’ denge kosulunun yerine
getirilmesi anlaminda denge diizeyini verir. Hiikiimet harcamalarina ﬁ carpanimin
uygulanmasi ile elde edilir. Bu yiizden ﬁ ifadesi yatirnrmin yoklugunda devam etmesi

gereken ¢ogaltandir.

(4.2.2.7) denkleminin tamamlayic1 fonksiyonunu bulmak i¢in 6nce denklemin homojen
bir denklem oldugu kabul edilerek karakteristik denklemi bulunmalidir. (4.2.2.7)
denkleminin karakteristik denklemi agsagidaki gibidir.

2—B+Yri+y=0 0<f<1 y>0 (4.2.2.9)

Bu (4.2.2.9) denkleminin karakteristik kokleri

A= frNE (2'8 YTy 0<f<1 y>0 (4.2.2.10)

diskriminant formiiliine gore bulunur. Bu kdklere gore kararlilik durumlart
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1-B+y)+y=1->0 (4.2.2.11)
1-y>0 (4.2.2.12)
1+(B+y)+y>0 (4.2.2.13)
sartlar1 ile tanimlanir. Kokler arasinda

M+, =F+y

My =y

olacak sekilde bir iligki vardir. Bu iliskiye gore reel kokler daima pozitif olmalidir. Bu
koklerin reel veya sanal olmasi veya tekrarli kokler olmasi koklii ifadenin igerisine
baghdir. Eger (B + y)? — 4y > 0 ise reel kokler vardir, (B + y)? — 4y = 0 ise kokler
esittir yani tekrarh kokler vardir ve eger (B +y)? —4y <0 ise kokler sanaldr.
(B + y)? — 4y alabilecegi degerlere gdre kokler ii¢ kisimda incelenir.

1) (B+y)2—4y >0 ise yani (B +y)? >4y oldugunda reel kokler vardir
demektir ve bu kokler 4, ve A, olsun. O halde A, ve A, herhangi sabitler olmak tizere

tamamlayic1 fonksiyon
ye = At + A0," (4.2.2.14)
olur.

2) (B+y)2—4y=0 ise yani (B +y)?=4y oldugunda reel kokler vardir
demektir ve bu kokler esit yani A; = A, demektir. Kokler tekrarli oldugundan A,

¢Ozlimii t ile ¢arpilarak t/llt bir ¢ozlim olarak denenir. Bu durumda kokler

_ Bty
/11,2 - 2

t
olacagindan tA;, = t(@) kokiiniin(4.2.2.7) denkleminin homojen halini tiim t

degerleri igin saglamasi gerekir.(4.2.2.7) denkleminde bu kok yerine yazilirsa

(t+2) (@)t+2 —(t+1) (@)m B+y) +t (’”Y)ty =0

2
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(@)t [(t +2) (@)2 —t+ DB+ (B + ty] =0

+2) (B — e+ DB+ (EY) + ey =0

B? _ B2 _

2 2

, ((ﬁw)z _ (B+Y?
4 2

+y)+

(B+y)> _ (B+y)?

” . +y=0

olur. (B + y)? = 4y oldugundan

esitligi saglanir. Bu durumda kokler 4; = 4, = % tim t degerleri i¢in saglanir. Bu

durumda A; ve A, herhangi sabitler olmak iizere tamamlayic1 fonksiyon

Ye = A"+ Ayt

olur.

3) (B+y)2—4y<0 ise yani (B +y)? <4y oldugunda sanal kokler vardir

demektir ve bu kokler a,beR olmak iizere 14 =a+ib ve A, =a—ib olsun. Bu

durumda kokler

P Gt JED@Y - (B+9)?)
1,2 — 2

B+y 4y—(B+y)?
2

olur. Buradan a = veb = elde edilir.

K =+a?+b? cos@=% ve sinf =§ i¢gin tamamlayict fonksiyon A; ve A,

bilinmeyen sabitleri i¢in
ye = Kt[Ascos (t0) + A,sin (t60)]

olur.
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Sonug olarak genel ¢oziim 6zel ¢oziim ile tamamlayic1 fonksiyonun toplamma esit

olacagindan genel ¢oziim ve yakinsaklik asagidaki ii¢ farkl sekilde agiklanir.
1) (B +Yy)? — 4y > 0i¢in

1
Ve = A" + A" + m G (4.2.2.17)

olur. Bu durumda eger y > 1 ise kokler reel olur fakat kararlilik sarti1 saglanmaz.

Monoton bir sekilde patlayan bir hareket gerceklesir. Eger y < 1 ise(4.2.2.12) kararlilik

sart1 saglanir. O halde sistem denge degeri ﬁG’ye dogru monoton bir sekilde

yakinsar.

2) (B +Yy)?— 4y =0i¢in

+ + 1
ye = A;(E0 + ANt + 56 (4.2.2.18)

olur. Bu durumda eger y > 1 ise kararhilik sarti saglanmaz. Monoton bir sekilde
dengeden uzaklasan bir hareket gerceklesir. Eger y < 1 ise(4.2.2.12) kararhilik sart1

saglanir. O halde t—o0o iken sistem denge degerine dogru monoton bir sekilde yakinsar.
3) (,8+Y)2—4y<0vel(=\/a2+b2,cos@zﬁvesinezgi(;in

y, = Kt(A,costB + A,sint) + ﬁ(; (4.2.2.19)

olur. Bu durumda eger y > 1 ise kokler sanal olur kararlilik sart1 saglanmaz. Denge
etrafinda patlayan bir salimm gergeklesir. Eger y < 1 ise(4.2.2.12) kararhilik sart1

saglanir. Sonug olarak denge etrafinda sontimlii bir hareket gergeklesir.

Ornek 4.2.2.1

Belirli bir donem i¢in ekonomik sistem dengede olsun. Baslangic degerlerinin y, = 0,

Co = 0 ve Gy = 0 oldugu ve otonom yatirimin 1. déonemde 100’e kadar arttig1 ve bu
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degerde sabit kaldig1 varsayilsm ve y; = 100 olsun. Marjinal tiiketim egilimi £ = 0,8

ve hizlandirma katsayist « = 3 oldugunda gelirin zaman i¢indeki degisimini hesaplayin.
Coziim

(4.2.2.5) gelir denklemini elde edebilmek igin tiim verilerin yerine yazilmasi gerekir.

Ozel yatirim harcamalar1 denklemi

Iy = YY1 — Ye-2)

oldugundan y’nin bulunmasi1 gerekir. y = fa =0,8+3 = 2,4 olur. Buradan 0zel

yatirim harcamalar1 denklemi

Iy = 24(Ye-1 — Ye-2)

olarak elde edilir. 8 = 0,8 i¢in tiiketim harcamalar1 denklemi

Ct = BYe-1 =08y

olur. Bu degerler G, = 100 alinarak ulusal gelir denkleminde yerlerine yazilirsa
ve =Ce + 1 + G,

Ve =084 2,41 — Yi—2) + 100

ve — 3,2+ 2,4y,_, =100

denklemi elde edilir. Bu bir ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan

fark denklemidir. Bu fark denkleminin bir 6zel ¢ziimii y,, = k olsun. Bu durumda
k — 3,2k + 2,4k = 100
k(1—32+24) =100

Yp =k =500

bulunur. Diger yolla k = ﬁ G oldugundan

1
1-0,8

k = 100 = 500
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elde edilir.

Tamamlayici fonksiyonu bulmak i¢in ulusal gelir denkleminin karakteristik denklemini
bulmak gerekmektedir. Ulusal gelir denkleminin homojen oldugu kabul edilirse
karakteristik denklem

A2—-3214+24=0

olur. Burada kokler

1 Bt EJB YAy
1,2 — 2

formiilii ile bulunur. § = 0,8 ve y = 2,4 oldugundan kokler

olarak bulunur. Kokiin i¢i pozitif oldugundan kokler reeldir. Bu durumda tamamlayici
fonksiyon

Ye =A1(2)" + 4,(1,2)

olur. Genel ¢6ziim 0Ozel ¢6ziim ile tamamlayict fonksiyonun toplamlarina esit
oldugundan genel ¢6ziim

ye = A1(2) + A,(1,2)F + 500

olarak elde edilir.

t = 0 icin baslangi¢ geliri y, = 0 yerine yazilirsa

A +A4,+500=0

A+ A, = =500

A; =-500—-4,

olur. t = 1 i¢in baslangi¢ geliri y; = 100 yerine yazilirsa

A;(2)Y + A4,(1,2) + 500 = 100

73



2(=500 — 4, ) + 1,24, = —400
—1000 — 24, + 1,24, = —400

Az == _750

A, = -=500+ 750 = 250

olarak bulunur. O halde ulusal gelir denkleminin herhangi bir t donemi i¢in genel

¢Ozumu

y, = 250(2)t — 750(1,2)t + 500

denklemi ile bulunur.

(3,2)2—-9,6 > 0 ve y = 2,4 > 1 oldugundan koklerin reel olmasma karsilik kararlilik

sart1 saglanmadigindan sistem monoton bir sekilde patlayan bir hareket gergeklestirir.

Denge degeri 500 iken dengeden gittikge uzaklasir. t = 15’¢ kadar olan degerler

asagidaki tabloda verilmistir.

t Gy Gy Ct—Ceq Iy YVt

0 0 0 0 0 0

1 100 0 0 0 100

2 100 80 80 240 420

3 100 336 256 768 1204

4 100 963,2 627,2 1881,6 29448

5 100 2355,84 1392,64 4177,92 6633,76

6 100 5307,008 2951,168 8853,504 14260,512

7 100 11408,4096 6101,4016 18304,2048 ]29812,6144
8 100 23850,09152 |12441,68192 |37325,0457/6 |[61275,13728
9 100 49020,10982 ]25170,0183 |75510,05491 |124630,1647
10 100 99704,13179 |50684,02196 |152052,0659 |251856,1977
11 100 201484,9581 |101780,8264 |305342,4791 |506927,4372
12 100 405541,9498 ]204056,9916 ]612170,9749 |1017812,925
13 100 814250,3397 |408708,39 1226125,17 2040475,51
14 100 1632380,408 |818130,0679 |2454390,204 |4086870,612
15 100 3269496,489 |1637116,082 |4911348,245 |8180944,734
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4.2.3. Goodwin’in Oriimcek Ag1 Modeli

Daha énce Oriimcek Ag1 modeli I. mertebeden fark denklemi olarak incelenmisti. Fakat
bu temel model biraz gercek digi kalmaktaydi. Simdi iizerinde durulacak olan model
“normal fiyatlar’> hipotezi altinda daha gergekci ve beklentileri karsilayabilecek

varsayimlar altinda olusturulmaktadir[10].

Bu model yine arz talep fonksiyonlarindan tiireyen bir modeldir. p’, beklenen fiyat ve p

beklenti katsayisi olmak lizere t donemindeki talep miktar1 D, ve iiretim miktart S;

olsun. Bu durumda talep miktar1

Dy =x+ yp: (4.2.3.1)
ve Uretim miktar1

St =% + 1P, (4.2.3.2)

olarak yazilir. Bu esitliklerde y talep egilimi ve talep negatif egimli oldugundan y < 0
olur. y; arz egilimi ve iiretim pozitif egimli oldugundan y; > 0 olur. Uretim miktari
denkleminde p’, degeri tiretim plani yapilirken beklenen satis fiyatim temsil etmektedir.

Bu beklenen fiyat ge¢mis iki donem arasinda ki fiyat farkinin bir oraninin gegmis

donem fiyatina eklenmesiyle bulunur. Yani herhangi bir t donemi igin beklenen fiyat
p’t = Pe—1 + D(Pe-1 — Pe-2) (4.2.3.3)

olarak elde edilir. Gegmis iki donem fiyat farkinin bu p sabit oranma beklenti katsayisi

denir. (4.2.3.3) denklemi (4.2.3.2) denkleminde yerine yazilirsa {iretim miktari

St =X1+W0 (pt—l +p(Pe-1 — pt—z))

St = %1 + Y1Pe-1(1 +p) — y1De—2p y1 >0 (4.2.3.4)
olarak bulunur.

Herhangi bir t doneminde sistem dengede iken

Dy =S, (4.2.3.5)
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oldugu bilinmektedir. (4.2.3.1) ve (4.2.3.4) denklemleri (4.2.3.5) denkleminde yerine

yazilirsa

X+ Ype = X1+ Y1Pe-1(1 + ) — ¥1Pr—2p
1
bt = ; (x1 —x + Y101 (1 + p) — Y1Pt—2P)

y

Y1 1 X1 —X
pe— (1 + p);pt_l + p;pt-z =

y

yvi >0 y<O0 (4.2.3.6)

denklemi elde edilir.

(4.2.3.6) denklemi incelendiginde beklenti katsayis1 p > 0 oldugunda fiyat hareketine

ayn1 yonde devam eder, p < 0 oldugunda ise fiyat ters yonde hareket eder.

(4.2.3.6) denklemi bir ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan fark
denklemidir. Bu tip denklemlerin ¢dziimii iki asamada ele alinir. Once denklemin bir
0zel ¢O0zlmii aranir, sonra tamlayici fonksiyon bulunur. Son olarak 6zel ¢oziim ve

tamamlayic1 fonksiyon toplanarak genel ¢oziim bulunur.

(4.2.3.6) denkleminde p,, = k bir 6zel ¢6ziim olsun. Bu durumda 6zel ¢oziim

y—y1 # 0 i¢in

k=(+p) Tk +ph ===

k(1-(1 +p)%+p%) :%

P k= (4.2.3.7)

olarak bulunur.

Tamamlayic1 fonksiyonu bulmak igin (4.2.3.6) denkleminin homojen oldugu kabul
edilsin. Bu durumda fiyat denklemi asagidaki gibi olur;

pe —(1+ P)%Ptﬂ + P%Pt—z =0 y1 >0, y<0 (4.2.3.8)

Bu denklemin karakteristik denklemi
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2 _ 71 Y
A (1+p)y7\+py 0

olarak bulunur. Karakteristik denklemin kokleri i¢in ii¢ durum ortaya ¢ikar

2
1) A=(1+p)2(%) —4%>0

olursa tiim koklerin reel ve birbirinden farkli oldugu anlagilir.

Ay ve A, karakteristik denklemin kokleri ve A; ve A, keyfi sabitler olmak iizere

tamamlayici fonksiyon
t t
De = A141 + Axh,

olarak bulunur. Kokler

(1+10)%+\[(1+p)2(&)2—4h

_ y y
A = z

Vi Y12 W1

1+ ——\/ 1+p)2(2L) —42L

/’lz=( p)y (1+p) (y) y

2

icin genel ¢oziim

famye fam Gy oy

t
R e

Pt=A1\ 2 + 4,

olarak bulunur.

2
2) A=(1+p)2(%) —4%=0

olursa koklerin reel ve birbirine esit oldugu anlastlir.

2 / Y=

(4.2.3.9)

Ay ve A, karakteristik denklemin kokleri ve A; ve A, keyfi sabitler olmak iizere

tamamlayici fonksiyon

Pc = A1A1t + Azt/lzt
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olur. Kokler

(1 +pyi\ A+py\  x—x
pe = 4 <— + Ayt T + m (4.2.3.10)

2
A=(1+p)?(2) —42

3) (1+p? (%) -4% <0

olursa tiim koklerin sanal ve birbirinden farkli oldugu anlagilir.

A1 Ve A, karakteristik denklemin kokleri ve A3 ve A, keyfi sabitler olmak {izere kokler

A =a+ibve A, = a— ib formunda olur. Buradan a = (1 + P)Z—;Ve

b =§<\/(1 +p)2 (yy—l)2 —4yy—1> dir.

a

k =~a? + b? , cosO = Ve sind = goldugunda tamamlayici fonksiyon

p. = K*[A costO + sint]

olur. Sonug olarak genel ¢6zim

t

2 z
D = (J((l +p) Z—;) + <§ (\/(1 +p)? (%)2 - 4%)) ) [Ascostf + A,sint] + ;1_;: (4.2.3.11)

olarak bulunur.

Ornek 4.2.3.1

Sistemin dengede oldugu bir donemde iiretim fonksiyonu S, = —10+p’, ve talep

fonksiyonu D, = 80 — 4p, olsun. Beklenen fiyat denkleminin p’, = p;_ 1 — (ps—1 —
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P¢—2) oldugu kabul edilsin. Bu veriler dogrultusunda fiyat diizeyinin denge fiyatina

yakinsayip yakinsamadigini arastirin[10].
Coziim

Sistem dengede oldugundan D, = S; olur. Yukarida verilen bilgiler dogrultusunda
beklenen fiyat katsayist p=-1, y=-4, x=80, y; =1 ve x; =—10 olarak

bulunur. Bu veriler D, = S; esitliginde yerine yazilirsa
80 —4p, = -10+p’,

80 —4p, = =10+ pr—y — (Pr—1 — Pe—2)

Pe—2
—= =225
pe + 4

denklemi elde edilir. Bu bir ikinci mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan

fark denklemidir.

Once pp = k 0zel ¢oziimii aransin.
k + K 22,5
4 - )

k=18

bulunur. Bu deger sistemin denge degeridir. Fiyat degisiklikleri bu degerden uzaklasirsa

sistem 1raksak bu degere yakinlasirsa sistem yakimsak olur.

Fiyat denkleminin tamamlayici fonksiyonunu bulmak i¢in 6nce denklemin homojen

halinin karakteristik denklemi yazilsin. Bu durumda karakteristik denklem

homojen denklemi i¢in
1
A+-=0
* 4

olarak bulunur. Bu denklemin kdkleri
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1
2 - _Z
A 4

Uy

/11,2 =zti;

N

olurrA, =a+ib=ved,=a—ibicina=0veb = % bulunur. Buradan

K=vVaZz+ b2 =1 , cos@=%=0ve sin9=£=

2

=1 bulunur. cos® =0 ve

N RN R

sinf =1 i¢in O = g olarak bulunur. Bulunan bu degerler dogrultusunda tamamlayic1

fonksiyon A5 ve A, keyfi sabitleri i¢in
Pe = (;)t (A3cos G t) + A,sin G t))

olarak bulunur. Denklemin genel ¢6zimii 6zel ¢6ziim ile tamamlayict fonksiyonun

toplami oldugundan genel ¢6ziim
pr = (%)t (Alcos (g t) + A,sin (g t)) + 18
olarak bulunur.

t
Genel ¢oziim denkleminin yakmsakligi incelendiginde t artarken G) degeri azalir. Bu

da hareketin denge etrafinda bir soniimlii salinima sahip olacagi anlamina gelir.
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4.3. YUKSEK MERTEBEDEN DOGRUSAL FARK DENKLEMLERININ
IKTiSADi UYGULAMALARI

4.3.1. Gecikmesi Dagitilmis ve Carpan-Hizlandiran Etkilesimli Model

Keynes (1936) dinamik bir teori liretmemesine karsin siirekli igsizlik teorisinin tiiketim
ve gelir tasarrufuna baglh oldugu tizerine yogunlagsmistir. Klasik yaklasimcilar daha ¢ok
yatirimlar ve tasarruflar i¢in kuvvet dengeleme gibi faiz orani iizerinde durmuslardir.
Stirekli igsizlik teorisinin tiiketim ve gelir tasarrufuna bagh oldugu fikriyle Keynesyen
makroekonomisi bu modelin kurulmasina zemin hazirlamustir.

Hizlandirma prensibi ile olusturulan Samuelson (1939) modelinin Hicks (1950) temel
versiyonunda sadece tiiketime degil tiim harcamalara uygulanan hizlandirma prensibi
iki bilesen iizerine kurulmustur:

1) Gegmis donem gelirinden bir f oraninda tiiketiliyordur.
Ct = Byt 0<p<1

2) Uretken sermayenin toplam iiretim icin gelirden sabit bir a oranma ihtiyaclar1

vardir:
Kt=ayt_1 0<a<1

Bu bilesenlere ek olarak net yatirim sermaye stokundaki net degisim ile verildiginden
net yatrim I, = K, — K;_, olup buradan I, = a(y,—; — ¥;—,) olur. Gelir degeri

tiiketim ve yatirim degerlerinin toplamina esit oldugundan

Yye=C+1; (4.3.1.1)
elde edilir. Yukaridaki veriler (4.3.1.1) denkleminde yerine yazilirsa gelir denklemi

Ve =BYe-1+ a(Ve-1 — Ve-2)

olarak bulunur. Olusturulan bu model orijinal ¢arpan-hizlandiran model olarak
adlandirihir[14].
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(4.3.1.1) denklemi ile olusturulan bu temel modelin genel hali dagitilmig gecikmeli ve
carpan-hizlandiran etkilesimi olarak adlandirilir. Genel modelde temel fikir yatirim ve
tilketimin herhangi bir donemde ulusal gelir degerlerinin n-donem Oncesine bagl
oldugudur. Yatirim fonksiyonun temel modelden farkli olarak gelirde n-donemlik bir

uyarilma yaratarak meydana geldigi varsayilir [10]. Bu varsayimlar altinda yatirim

I'' =a;(Ye—1 = Yee2) T @a(Vemy = Ye—3) + -+ -+ @y (Veen — YVe-n-1) (4.3.1.2)

seklinde ifade edilir. Teknik olarak ulusal gelirdeki genislemeler dolayisiyla saglandigi

varsayilan bu yatirima ‘ ‘uyarilmis yatirum’’ adi verilir.

Tiiketim degerinin de ulusal gelirdeki genislemelerden etkilendigi varsayilirsa

Co = Prye-1+BoYez+ o+ + BuVen (4.3.13)
tikketim denklemi elde edilir.

Otonom yatirimin sabit bir g oraniyla arttigi varsayilsin. Bu durumda A, baslangic

degeri olmak tizere otonom yatirim denklemi

1", = Ag(1 + g)t (4.3.1.4)
olur. (4.3.1.2) ve (4.3.1.4) denklemleri toplanarak

L=I,+1",

I = a1 (ye-1 = Ve-2) + @22 = ye-3)+o o @ en = Yen-1) + A1+ 9)"  (43.1.5)

seklinde toplam yatirim denklemi elde edilir. Bu denklemler (3.4.1.1.) denkleminde

yerlerine yazilirsa ulusal gelir denklemi

Ve = BiYe1 + BoYe—a o+ BrVeen T @1 (Vee1 — Ve2) T o (Ve—p — Ve3) + 00+
O (Ven = Yeen-1) + Ao(1 + g)* (4.3.1.6)

seklinde olur. Bu denklem

Ve — (g + B)ye—1 —(ay + By —a)ye—p — = — (@ + B — Ap-1)Yen —
AnYi-n-1 = Ao(1+ g)t (4.3.1.7)
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seklinde yazildiginda agik¢a n-inci mertebeden bir fark denklemi elde edilir. Bu genel
denklemi ¢ozmek yerine ardisik iki donem icin denklemi ele almak daha kolay

olacaktir.

(4.3.1.2) uyarilmis yatirim denkleminde ve (4.3.1.3) tiiketim denkleminde ardisik iki

donemde iglem yapilirsa

I's = ay(yeo1 —Ye—2) + a2(Ye—2 — Yt-3) (4.3.1.8)
ve

Ct = B1ye-1 + B2Yi—2

olur. (4.3.1.4) otonom yatirim denklemi ayni olacagindan ulusal gelir denklemi

Ve = B1Ye-1+ BoYe—z + @1 (Voo — Ye—2) + a2 (Ve—z — ¥e-3) + Ao(1 + g9)*

Ve — (ay + B)ye—1 — (@2 + B2 — a)yez + @2y 3 = Ag(1 + g)° (4.3.1.9)

olarak bulunur. (4.3.1.9) denklemi ii¢lincii mertebeden sabit katsayili dogrusal bir fark
denklemidir. Bu fark denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in dnce 6zel ¢Oziimii sonra

tamamlayic1 fonksiyonu bulmak gerekir.

(4.3.1.9) denklemi igin bir 6zel ¢6ziim y,, = y,(1 + g)* denensin.

Yo(L+ )" — (g + Byo(1+ 9) ™ — (a4 B —a)yo(1+ 9) 2 + azyo (1 +
93 =4,1+9)"

buradan

Yo((1+g)f —(ar + A+ g —(az+ o —a)(1+ g) 7 + a(1+ 9)7°)
=A,(1+g)*

elde edilir. Her taraf (1 + g)* ile boliiniirse

Yol = (@ + )+ ) —(az + B —a) A+ 9+ ax(1+ 9)7°) = 4

olur ve buradan
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Ag
1 ( A+ g = (@t B —a)(T+ g2+ a1+ g)7

Yo

bulunur. Denklemde pay ve payda (1 + g)3 ile carpilirsa

_ Ay(1+ g)°
Yo = 1+92—(+p)A+g)2—(az+fr—a)(1+g)—a,

esitligi elde edilir. Buradan 6zel ¢6ziim

_ Ay(1+ g)°
A+ gl - +p)A+ 92— (ay+fr—a)(1+g) —«a

Y 1+ g)t (4.3.1.10)
2

olur.

Tamamlayic1 fonksiyonu bulmak igin (4.3.1.9) denkleminin homojen oldugu kabul
edilsin. Bu durumda (4.3.1.9) denklemi

ye— (@1 +B)ye—1 — @z + P — @)y + a2y 3 =0

seklinde yazilir. Bu denklemin karakteristik denklemi

B —(a,+B)A—(ay+ Py —a)r+a, =0 (4.3.1.11)
olarak bulunur.

(4.3.1.11) Kkarakteristik denklemini incelenmeden once @, >1 olup olmadigi
incelenmelidir. Hicks her seyden once uyarilmis yatirimda gelirdeki degisimde biiyiik
paym yakin déneme degil uzak déneme odaklandigini bu nedenle de a,‘nin a; den
biiylik olduguna isaret eder. Daha Onceki islemler a; + @, = @ olmak iizere «
hizlandiric1 katsayisinin 2 veya 2 den biiyiikk oldugunu goéstermektedir. Bu durumda
a, +a, =2 olup a, > a; oldugundan a, > 1 olur. a, > 1 oldugunda ulusal gelir
egilimden sapmalar kararsiz olur. Bu nedenle a, > 1 oldugunda diger koklere

bakmadan sistemin kararsiz oldugu sdylenebilir[10].

(4.3.1.11) denkleminin kokleri t¢ilincii mertebeden denklem koklerinin saglamasi

gereken

111213 = _az
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AI+AZ+AS = aq + ﬁl
Ay + 2 A5 + A3 = —(az + B — ay)
kosullar1 saglanmalidir. Bu kosullar altinda iki durum i¢in inceleme yapilir;

1) Koklerin tigii de gercek olsun. Burada eger (4.3.1.11) denkleminde katsayilar + - - +
isaretlerine sahip ise koklerden ikisi pozitif biri de negatif olur. Kdkler bu formda

olduklarinda sistemin hareketi monoton ve diizgiin olmayan bir salinimla gerceklesir.

2) Koklerin hepsi gercek olmadiginda koklerden biri gercek diger ikisi karmasik olur.
Bu durumda A;(a + bi)(a — bi) = —a, olacagindan 1. kosuldan —a, < 0 oldugunda

A1 < 0 olmak zorundadir. Buradan diizgiin ve diizgiin olmayan bir salinim gergeklesir.
Sonug olarak tamamlayici fonksiyon

1. durumda tiim kokler reel ve birbirinden farkli oldugunda, A4, A, ve A5 keyfi sabitleri
i¢in

Ve = A" + Ak, + Ay 25"

olarak bulunur. Bu durumda genel ¢6zim

Ay(1+g)°

= AN AL+ A+
Ve =t 172 BT A+ 9P (g + DA+ 9 —(ay+ B —a)(l+g)—«a

1+g9)
2
olur.

2. durumda bir kok reel ve iki kok sanal oldugunda A,, As ve Ag keyfi sabitleri ve
K =+a? + b?, cosO = %Ve sinf = % i¢in tamamlayict

ye = A + KU (Ascost + Agsint6)
olur. Bu durumda genel ¢6ziim

A,(1+g)°

= A, + kt(Accost® + A, sintd) +
Ve = Mgy + (A5 oS0) + Y (@ 4 B+ 9)2 — (a3 + s —a) (A + 9) — a3

1+g9)"

olarak bulunur.
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Ornek 4.3.1.1
Asagida verilen egim degerlerinden yola ¢ikarak ulusal gelirde ki sapmalari inceleyin.

a, = 1,2, a, = 1,8, ﬁl = 0,2 ve ﬁz =0

Coziim
B1 = 0,2 ve B, = 0 i¢in tiiketim denklemi
Ct =02y,

olur. Uyarilmig yatirim denklemi de a; = 1,2 ve a, = 1,8 i¢cin

I't =1,2(ye-1 = Ye-2) + 18—z — Ye-3)

olarak bulunur. Bu veriler ulusal gelir denkleminde yerlerine yazilirsa

Ve — 1L4y1 —0,6y,_5 + 1,8y, 3 = 4o(1 + g)°

denklemi elde edilir. Bu denklemde tamamlayic1 fonksiyonun karakteristik denklemini
bulmak sapmalar1 incelemek i¢in yeterli olacaktir. Bu durumda ulusal gelir denkleminin
homojen hali

Ye — L4ye—1 = 0,6y;2 +1,8y;3 =0

olur. Buradan karakteristik denklem

A3 —142%2-061+18=0

olarak bulunur.

Bu denklemde a, = 1,8 > 1 oldugundan sistemin kararsiz oldugu agiktir. Karakteristik
denklem

A+1)A%*-2421+18)=0

seklinde yazilirsa bu denklemin kdklerinden biri A; = —1 olur. Diger kokler
A2—241+18=0

denkleminin kdkleridir. Bu denklemin kokleri

A=(-24)—-4%18=—-1,44

oldugundan karmasik koklerdir. Bu durumda ikinci durum gergeklesir ve sistem diizgiin
ve diizgiin olmayan salinim yapar. Bu durumu ispatlamak i¢in kdklerin hepsini bulup

genel ¢6ziim denklemini olusturmak yeterli olacaktir.

A4 =—-1,44 i¢cin \/Z=1,2i bulunur. Buradan kokler

24412
2,3 — 2
Ay = 1,2+ 0,6
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Az =1,2— 0,60

olarak bulunur.

K =./(1,2)%+ (0,6)2 = 1,3416 olup

1,2 . 0,6
=0,8945 ve sinf =
1,3416 1,3416

cosf = = 0,4472 oldugundan 6 = 26,56 olur.

Bulunan bu degerler i¢in tamamlayici fonksiyon
Ve = As(—1)' + (1,3416 )[Ascost(26,56t) + Agsint(26,56t)]

olur. Bu denklem incelendiginde t artarken (—1)' degeri diizgiin olmayan salmim
gerceklestirir, (1,3416 )" degeri de dengeden uzaklastirici diizgiin bir sanlim

gerceklestirir. Sonug olarak sistem diizgiin ve diizgiin olmayan salinim yapar.

4.3.2. Metzlerin Beklenti ve Stok Dongiileri

Bu model fireticilerin stoklarini istedikleri diizeyde tutma fikri iizerine kurulmustur.
Ureticiler dnceki donemde gerceklestirdikleri satislara bagl olarak bulunduklar1 dsnem
stoklarin1 ayarlamak isterler. Metzler’e gore {iireticiler tarafindan se¢ilen kesin envanter
politikalar1 ekonomi iizerinde ¢esitli dinamikler tireten derin etkilere sahiptirler[23].
Metzlerin bu modelinde mevcut iirlinlerin tamami tiiketim mallar1 ve yatirim mallar1
driinlerinin toplammdan olusmaktadir. Yatirim mallar1 miktarmin I, gibi bir sabit
oldugu varsayilmaktadir. Tiiketim mal1 ise iki bilesenden olusmaktadir;

1) Gergeklesmesi beklenen satiglar i¢in iirtinler.

2) Ureticilerin beklentisi dogrultusunda stokta tutulmak istenen iiriinler.

Bu bilesenlerden ikincisinin negatif olabilecegi agiktir. Eger beklenen satisin altinda
iirlin iiretilirse bu durum gergeklesir.

Herhangi bir ¢ doneminde gerceklesmesi beklenen satislar U, olsun. Ureticiler
bekledikleri satis miktarini bir 6nceki donemde gerceklesen satisa ek olarak bir dnceki
ve ikinci Onceki donemlerde gergeklesen satis farkinin bir p oranimi da dahil ederler.
Beklenti katsayisi1 olarak adlandirilan bu sabit oran p > 0 oldugunda iireticilerin
beklentileri karsilanmis olur ve beklenen satis miktar1 ayni dogrultuda hareket etmeye
devam eder, fakat p < 0 oldugunda iireticilerin beklentisi tersine ¢ikar zit yonde bir

hareket gerceklesir[10].
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p >0 oldugu kabul edilsin. Birinci bilesende verilen bilgiler dogrultusunda
gerceklesmesi beklenen satis miktari

Up = Cpoq + p(Cooy — Coz) (4.3.2.1)
olur. Gecikmenin olmadig1 durumlarda tiikketim gelirin belli bir oraninda gerceklesir. Bu
durumda B tiikketim egilimi olmak tizere tiikketim miktar1

Ct = By 0<p<1 (4.3.2.2)
seklinde olur. (4.3.2.2) denklemi (4.3.2.1) denkleminde yerine yazilirsa gerceklesmesi
beklenen satis miktar1 denklemi

Us = BYe-1 + p(BYi1 — BYe—2)

Up =B +D)Ye-1 — BDYt—2 (4.3.2.3)
olarak bulunur.

Ikinci bilesene gore iireticilerin satislar ve stoklar arasinda bir sabit k > 0 oranmnin
olmasini istedikleri varsayilsm. Ureticiler gercek satislar1 ancak geriye doniik olarak
analiz edebildiklerinden stoklar1 arzu ettikleri seviyede tutabilmek icin beklenen
satiglara bir oran uygularlar. Stok hizlandiran olarak adlandirilan bu oran i¢in mevcut
mal stoku

Se = kU =k(B(1+p)ye—1 — BOYi—2 ) = kB +D)yi—1 — kBDPY:—2 (4.3.2.4)
seklinde elde edilir.

Herhangi bir t doneminde stok i¢in yapilan yatirim, mevcut stok ile donem basinda var
olan stokun farklarina esittir. Donem basinda var olan stok ge¢mis donemde beklenen
satig ile gerceklesen satigin aralarindaki fark ve geg¢mis donemde arzu edilen stok
miktarinin toplamina esit olur. t donemi i¢in dénem basinda var olan stok Q,_; Ve bir
onceki donem arzu edilen stok miktar1 S;_; olsun. Ge¢mis donemde beklenen satis U;_;
ve gerceklesen satis C;_; olmak iizere

Qt-1 = St—1 (U1 — Cq) (4.3.2.5)
olur. (4.3.2.2), (4.3.2.3) ve (4.3.2.4) denklemleri (4.3.2.5) denkleminde yerlerine
yazilirsa donem bas1 stok miktar1 denklemi

Qt—1 = kB +Pp)yi—z — kBpyi—3 + (B + D)Yi—2 — BOYi—3 — BYi-1)
Qt—1=—Bye-1+ BA+p)A+k)yi—, — Br(1 + k)y;_3 (4.3.2.6)

olarak bulunur. Sonug olarak stok igin ger¢eklesen yatirim

St = Q1 = kB + )Yt — kBPYe—2 — (—BYe—r + BA+p)A + K)yey — fr(1 + k)yi_3)
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Se = Qeo1 = Blk(L +p) + Uyey = Blkp + A+ )L + K)]ye—z + p(L + K)Ye—s (4.3.2.7)
olur.

Ulusal gelir denklemi

Ve =Up + 5t = Q-1+ 1o

oldugundan (4.3.2.3) ve (4.3.2.7) denklemleri bu denklemde yerlerine yazilirsa tiretim
icin ulusal gelir denklemi

Ve =BA + D)yt — BPYe—z + BIk(A +p) + 1]y, — Blhp + (1 + p)(A + )]y, + fp(1 +

K)y. s+ 1

lo =y = LA+ +p) + 1yes + BLIA + 20)A + )]y — fp(L + K)y,—s (4.3.2.8)
olarak elde edilir. Bu ti¢lincli mertebeden sabit katsayili dogrusal homojen olmayan bir
fark denklemidir. Bu denklemin genel ¢6ziimii icin 6nce denklemin bir 6zel ¢oziimii ve

sonra da tamamlayic1 fonksiyonu bulunacaktir.
Bu fark denkleminin bir 6zel ¢6ziimii y,, = m olsun. Bu durumda 6zel ¢oziim
Iy=m—pB[(1+ k)1 +p)+1m+ BI(1+2p)(1 + Kk)]m— Bp(1 + k))m
Iy =m(1 - BlA+k)A+p)+ 1]+ pI(1+2p)(A+ )] - Bp(1 +k))
Iy

1-BlA+ kA +p)+ 1]+ BI(1+2p)(1 + k)] - fp(1 + k)

Iy
1-5

olarak bulunur.

m =

Yp=m=

Tamamlayic1 fonksiyonu bulmak i¢in ulusal gelir denkleminin homojen halinin
karakteristik denklemini bulmak gerekir. (4.3.2.8) ulusal gelir denkleminin homojen
hali

ye = Bl(A+ )1 +p) + 1yea + BI(L +2p)(A + ©)]ye—2 — Bp(1 + k)Y, —3 = 0
seklinde olur. Bu denklemin karakteristik denklemi

B -BlA+k)A+p)+1]22+ B[ +2p)(1 + k)]A—Bp(1+ k) =0 (4.3.2.9)
olarak bulunur.

(4.3.2.9) denkleminin kokleri tiglincii mertebeden denklem koklerinin saglamasi

gereken
A3 = Pp(1 + k)

M++4; = Bl(L+ k)(1 +p) + 1]
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kosullar1 denklemin tiim kdokleri i¢in saglanmalidir. p >0, k>0 ve 0<pB <1
oldugundan {iglinci mertebeden dogrusal fark denklemleri igin teorem 3.1.4.2 deki

kararlilik kosullar1 bu denkleme uygulandiginda

. 1-B[A+k)A+p)+1]+B[A1+2p)(1+ k)] —-Br(1+k) >0
Il 3+B8[(1+k)A+p)+1]-Bl(A+2p)(1+k)]-3Bp(1+k)>0
. 1+p[A+k)A+p)+1]+B[A+2p)(A+k)]+Bp(1+k) >0
IV. 3—B[(A+k)A+p)+1]-BlA+2p)(A1+k)]+3Bp(1+k)>0
V. B+pB[A+k)(A+p)+1]—-Bl(1+2p)(A + k)] —3B8p(1 + k)] *
3—BlA+k)A+p)+1]-BlA+2p)(1+ k)] +3Bp(1 +k)] —
1+p[QA+k)(A+p)+1 [(A+2p)(1+ k)] + Bp(1+ k)] *
1-p[A+KkA+p)+1 [((1+2p)(1 + k)] — Bp(1 + k)]
= —(—Bp(1 +k)? + (-BlA+ A +p) + 1D(-Br(1 + k) —
Bl(1+2p)(1+k)]+1>0

+B
+B

[3+5l1 -
3-8l -
[1+ 51 1+5
[1-p1 1+5

esitsizlikleri elde edilir. (4.3.2.9) denkleminin katsayilar1 bu sartlar1 saglarsa sistemin

kararl oldugu soylenir aksi halde sistem kararsiz olur.

l.sarttal — > 0 olur. 0 < B < 1 oldugundan 1 — 8 > 0 sart1 gergeklesir. 3. sartta da
benzer sekilde p >0, k>0 ve 0<pB <1 iin 3+ 30+ 2Pk +6fp + 6pLk >0
oldugu aciktir. Sadece 4. ve 5. sartlarin incelenmesi yeterli olacaktir. 2. Sarta gerek
kalmadan 4. sartta 3 — B(2k +3) > 0 ve 5. sartta (1 + k)(2+ k)pB? — (1 + k)1 +
2p)B + 1 > 0 olur. Burada verilen p > 0, k > 0 ve 0 < 8 < 1 degerleri i¢in sartlarin

saglanip saglanmadig incelenir.

Sonug olarak bulunan tamamlayic1 fonksiyon ve 6zel ¢oziim toplanarak genel ¢oziim

denklemi elde edilir.

Ornek 4.3.2.1
=09 ,k=05p=1, [, =100, y, =900, y; =910 ve y, = 920 degerleri i¢in

ulusal gelir denkleminin davranigini inceleyin.
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Coziim
Verilen degerler

ye — BlAA+ KA +p) + 1y,—y + Bl + 2p)A + K)]ye—z — Bo(L + k)y,—5 = Iy
Ulusal gelir denkleminde yerlerine yazilirsa

y: —09[(1+05)(1+1)+1]y,_; +09[(1+2)(1+0,5)]y:,—, — 0,9(1 +
0,5)y;_3 =100

Ye — 3,6y:-1 +4,05y,_, —1,35y,_5 = 100

denklemi elde edilir. Bu degerler kararlilik sartlarinin 4. sartinda yerlerine yazildiginda
3—-09[(1+05(1+1)+1]-09[(1+2)(1+0,5)]+3%0,9(1+0,5)
3—-36—-405+3%x135=-06<0

olur. O halde 4. sart saglanmaz.

Verilen degerler 5. sartta yerlerine yazilirsa

~(=0,9(1 4 0,5))" + (—=0,9[(1 + 0,5)(1 + 1) + 1)(=0,9(1 + 0,5))
—-09[(1+2)(14+0,5]+1

=-0,2930+486—-4,05+1=1517>0

bulunur. Buradan 5. sart saglanmis olur. 4. sart saglanmadigindan sistem kararsizdir.
Ulusal gelir denklemi ¢oziildiigiinde sonug karsilastirilabilir.

Vi — 3,6Y¢_1 +4,05y;_, — 1,35y,_5; = 100

denklemi ele almsin. Ugiincii mertebeden olan bu dogrusal fark denkleminin bir 6zel

¢6ziimii y, = m olsun. Bu durumda

m—3,6m+4,05m—1,35m = 100

—m= 100 = 1000
Y =M T T 36 +405—135

bulunur. Simdi tamamlayici fonksiyonu bulmak i¢in ulusal gelir denkleminin homojen

hali ele alinsin. Buradan
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Ye — 3,6Yi-1 +4,05y,_, —1,35y,_5; =0

elde edilir. Bu denklemin karakteristik denklemi
A2 —3,64%2+4,051—-135=0

olarak bulunur. Koklerden biri A; = 0,6 olup
(A—06)(#>—31+225=0
(1-06)(1—15)?%=0

olur. Burada diger kokler 1,3 = 1,5 olarak bulunur. Tamamlayici fonksiyon kokler esit

oldugunda A4, 4, ve A; keyfi sabitleri i¢in
Ve = Alllt + Azlzt + Agtﬂ.zt
yC = A1(0,6)t + A2(1,5 )t + A3t(1,5 )t

seklinde yazilir. Sonug olarak genel ¢oziim tamamlayici fonksiyon ile 6zel ¢oziimiin

toplami1 oldugundan

y: = A1(0,6)F + A,(1,5)" + A5t(1,5)F + 1000

olur. A, A, ve A5 keyfi sabitlerini bulmak i¢in baslangi¢ degerleri yerlerine yazilir.
t = 0 igin y, = 900 oldugundan

Vo =41 + A, + 1000 = 900

A+ A, =-100

olur. t = 1 i¢in y; = 910 oldugundan

v, =A,06+4,1,5+ 431,54+ 1000 =910

A:0,6 +A4,1,5+ A31,5=-90

olur. . t = 2 i¢in y, = 920 oldugundan

y, = 4,(0,6)2 + A,(1,5)2 + A32(1,5 )2 + 1000 = 920
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4,0,36 + A,2,25 + A322,25 = —80

bulunur. Bu ii¢ sonug birlikte ¢oziiliirse

A1 = _4‘3,2 A2 = _56,8 ve A3 = 14‘,8

olur. Bu degerler genel ¢oziim denkleminde yerlerine yazilirsa

y, = —43,2 (0,6)¢ — 56,8(1,5 )¢ + 14,8t(1,5 ) + 1000

denklemi elde edilir. Bu degerler t =20 ye kadar hesaplanirsa asagidaki tablo

incelendiginde t artarken y, nin de arttig1 hareketin monoton oldugunu fakat dengeden

uzaklasan bir hareket oldugu goriiliir. Bu durumda sistem karasiz ve iraksaktir.

v, = —43,2(0,6)' —56,8(1,5)" + 14,8t(1,5 )¢

Iy U, St — Q¢—1 +1000
0 100 800 0 900
1 100 810 0 910
2 100 828 0 920,008
3 100 837,0144 ]4,5144 941,5288
4 100 866,74464 |25,22664 991,97128
5 100 938,172384[61,743384 1099,915768
6 100 1087,07423]126,20273 1313,276961
7 100 1373,974341238,325088 | 1712,299426
8 100 1900,1897 ]430,202828 | 2430,392531
9 100 2833,63707|753,887259 | 3687,524331
10 100 4450,19052 ] 1293,41155 5843,602067
11 100 7199,71182|2183,812 9483,523819
12 100 11811,101 |3641,15421 15552,25522
13 100 19458,888 |6009,82216 25568,71012
14 100 32026,6485]9836,83143 41963,47995
15 100 52522,4248 1 15988,3716 68610,79636
16 100 85732,3015]25832,2303 111664,5318
17 100 139246,44 |41522,8466 180869,2871
18 100 225066,638 | 66446,0167 291612,6549
19 100 362120,42 |105911,642 468132,0628
20 100 580186,324|168231,388 748517,7113
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SONUC

Bu ¢aligmada ekonomi alaninda kullanilan 6nemli problemlerin modellenerek dogrusal
fark denklemleri ile nasil ¢oziilebilecegi gosterilmistir. Bu modeller fark denklemlerinin
mertebelerine gore ayri ayri ele almmis ve modellerin ¢oziimleri adim adim
gosterilmistir. Cozlimleri gosterilen ekonomik modellerin daha iyi anlasilabilmesi i¢in

sayisal ornekler verilmistir.

Arastrma bulgularindan hareketle sabit katsayili dogrusal fark denklemlerinin
ekonomide 6nemli bir yer tuttugu soylenebilir. Dogrusal fark denklemleri 6zellikle
ulusal gelirin, ekonomik biiylimenin, igsizligin, liretici stoklarmin, enflasyonun ve tarim
drlinleri fiyatlarinin dengede olup olmadiklarini, gelecek donemler icin dengeden

uzaklasip uzaklagsmayacaklarinin analiz edilmesine yardime1 olur.

Sonu¢ olarak arastrma kapsaminda ele alman ekonomik modeller uygun veriler
kullanilarak uygulamali caligmalara kaynak olusturabilir. Bu c¢alismalar sayesinde

biiylime ve is dongiileri planlar1 yapilabilir.
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