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OZET

Bu tezde yeni bir diferensiyel operator yardimiyla tanimlanan analitik fonksiyonlarin
1S, (a,i) ve 1C, (a,ﬁ,) bi¢imindeki alt siniflar1 tanitilip ve ¢alisildi. Bu siniflar igin
katsay1 tahminleri, biiyiime ve biikiilme teoremleri, konvekslik ve yildizillik yarigaplari,

kismi toplamlar, komsuluk ve subordinasyon sonuglari ile ilgili teoremler verildi.

Bunlara ilave olarak bu siniflar i¢in ekstremum noktalar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Analitik fonksiyon, Diferensiyel operator, Distorsiyon, Ekstremum

nokta, Kismi toplam, Komsuluk, Subordinasyon.



ABSTRACT

In this thesis, we introduce and study two new subclasses 7S, («, 1) and 7C, (a, A) of

analytic functions which are defined by aid of a new differential operator. Some results
connected with coefficients estimates, distortion theorems, radii of starlikeness and
convexity, partial sums, neighborhoods and subordination results related these
subclasses are obtained. Additionally extreme points for these subclasses are

determined.

Keywords: Analytic function, Differantial operator, Distortion, Extreme point, Partial

sum, Neighborhood, Subordinate.
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1. GIRIS

Kompleks analizin 6nemli konularindan biri olan geometrik fonksiyonlar teorisi
esasinda geometri ile analiz arasinda 6nemli bir koprii olusturur. Burada bu iliskiyi en
giizel sekilde kuran iinivalent (bire-bir) fonksiyonlardir. En basit 6rnekle, kompleks
diizlemin herhangi bir alt kiimesinde eger bir fonksiyon analitik ve tiinivalent ise

f'(z) #0 dir. Riemann doniisiim teoreminden dolay1 {inivalent fonksiyonlar {izerindeki

calismalar,
U={zeC:|z<1]

birim diskinde analitik, {inivalent ve f(0)=0 , f'(0)=1 sartlarmi saglayan

fonksiyonlarm olusturdugu bir § smifi tizerinde yogunlagmustir.

1907 yilinda Koebe, S simifina ait fonksiyonlar altinda U birim diskinin goériintiisiinii

incelemis ve U birim diskinin f € S altindaki gorintiisiinin smir1 olan of (U) nun
orijine olan uzakhiginin 1/4 den kiigiik olamayacagii ispatlamistir. Literatiir de bu

teorem Koebe ¢eyrek teoremi olarak bilinmektedir.
1916 yilinda Bieberbach tarafindan ileri siiriilen z €U olmak iizere f € S fonksiyonu

f(z)=z+) a,z" bigiminde bir Taylor agihmma sahipse n=2,3,... i¢in [a |<n

n=2
tahmini uzun yillar matematik¢ileri devamli mesgul eden bir problem olarak uzun yillar

giincelligini korumus ve nihayet 1985 yilinda Louis De Branges tarafindan ¢6ziilmiistiir.

Bieberbach teoreminin ¢ok oOnemli sonuglarindan birisi de S smifina ait bir f
fonksiyonu i¢in |a2| <2 sonucu kullanilarak Koebe tarafindan verilen ve biiylime
(growth) ve biikiilme (distortion) teoremleri olarak bilinen |f(z)| ve |f'(z)| nin
smirlarinin elde edilmesi problemidir.

Bieberbach tahmininin Louis De Branges tarafindan ¢oziilmesine kadar problemin

¢Oziimil ile ilgilenen matematikgiler S sinifinin bazi alt smiflarini tanimlamak suretiyle



bu alt siniflara ait fonksiyonlarla ilgili ilging bagmtilar elde etmislerdir. Bu alt siniflarin
en onemlilerinden ikisi yildizil (starlike) ve konveks (convex) fonksiyonlardan olusan
alt smiflardir. Bu alt smiflarin ¢cogu analitik ve geometrik olarak karakterize edilebilir.
Yildizil ve konveks fonksiyonlar arasindaki ilging bagint1 ilk kez Alexander tarafindan

verilmistir.
Bu tez calismasinda ilk olarak analitik fonksiyonlarm yeni bir D7 operatorii
tanimlanmustir. Tanimlanan bu operatér yardimiyla analitik fonksiyonlarm S, (o, 1) ve

C,(a,A) gibi iki yeni alt smifi verilmistir. Bu siuflar i¢in sirasiyla katsay1 esitsizligi,

konvekslik ve yildizillik yarigaplari, biiylime ve biikiilme teoremleri, ekstremal
fonksiyon, kismi toplamlari, komsuluk problemi ve subordinasyon ile ilgili teoremler

verildi.

Tezin kuramsal temeller boliimii tezin diger boliimlerinde kullanilacak bazi 6nemli
tanim ve teoremlerden olusturulmustur. Ayrica iinivalent fonksiyon kavrami tanitilarak

bu fonksiyonlarm olusturdugu & smifina ait 6nemli 6zellikler verilmistir. Son olarak &

sinifinn S*, C, S () ve C(«) alt siniflar1 verilmistir.

Materyal ve yontem olarak verilen boliimde yeni bir D'} operatorii ve bu operatorle

alakali olan S, (a,4) ve C, («,A) gibi iki yeni alt sinif tanimlanmustir.

Arastirma bulgulart olarak verilen dordiincii bolimde ise S (a,4) ve C,(a,4) alt

smiflartyla ilgili smrasiyla katsayr esitsizligi, konvekslik ve yildizillik yarigaplari,
bliylime ve biikiilme teoremleri, ekstremal fonksiyonu, kismi toplamlari, komsuluk

problemi ve subordinasyon ile ilgili teoremler ispatlariyla sunulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar sunuldu.
Tanim 2.1.1 ( r -komsulugu): z,€C ve r>0 bir reel saytr olmak {izere
U(Zo,r)z{ZeC:|Z—ZO|<r} ifadesi z, merkezli, r yarigaph acgik disk (veya z,
noktasmin r— komsulugu) olarak adlandirilir. U(zo,r) ile U(z,,r) nin kapanisi

o0U(z,,r) ile de onun st ve orijin merkezli r yarigapli disk U(0,r)=U, ile

gosterilecektir.

Ozel durumda orijin merkezli agik birim disk U ={z e C:|z| <1} ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.2 (I¢ Nokta): S cC herhangi bir kiime olsun. z, €S noktasi igin

U(z,,r) =S olacak sekilde bir r>0 sayisi varsa z, noktasma S ’nin bir i¢ noktasi

denir.

Tamm 2.1.3 (A¢ik Kiime): Bir S C kiimesi verilsin. Eger S ’nin her noktasi bir i¢

nokta ise S ye acik kiime denir.
Tamim 2.1.4 (Kapah Kiime): S < Colsun. S kiimesinin tiimleyeni a¢ik kiime ise, S

kiimesine kapali kiime denir. Ornegin {Z eC |Z| < 1} kapal1 kiimedir.

Tanim 2.1.5 (Baglantih Kiime): Eger Sc S US,, SNS #d, SNS, =L ve
SNS NS, = olacak sekilde S, ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime

bulunamaz ise S — C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir.

Ornegin C’nin kendisi baglantilidir.
Tamm 2.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir.

C hem acik hemde baglantili oldugundan bir bolgedir.



Tamm 2.1.7 (Siireklilik): S C, f:S — C bir fonksiyon ve z, €S olsun. Her ¢ >0
igin |2—2z,| <& oldugunda |f(z)-f(z,)]<e olacak bigimde & =0(z,,&)>0 sayisi
varsa f ye z, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu S kiimesinin her bir

noktasinda siirekli ise f ye S kiimesinde siirekli fonksiyon denir.

Tamm 2.1.8 (Egri): [a,b]c R olmak iizere siirekli bir y:[a,b]— C fonksiyonuna
C diizleminde egri (yol) denir. Bagka bir ifade ile [a, b] kapal1 araligindan herhangi bir

topolojik uzaya tanimli siirekli doniisiimlere egri ya da yol denir. y(a) ve }/(b)

noktalarina da sirasiyla egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 denir.

Tanim 2.1.9 (Kapah Egri): y: [a,b] — Cye bir egri olsun. y(a) = y(b) ise y ya kapal
egri denir.

Tamm 2.1.10 (Basit Kapah Egri): U¢ noktalarin ¢akigsmasi hari¢, kendini kesmeyen
egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan
egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dig1 olmak iizere iki bolgeye
ayirir. Jordan egrisinin igine Jordan bolgesi denir. y egrisi [a,b] kapali araliginda
tiirevlenebilir olsun. Eger [a,b] kapal araliginda y' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise
y egrisine diizglin egri denir. t, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(t)
degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir
egrinin yonii ya pozitif veya negatiftir. Kapali olmayan egriler icin baslangi¢

noktasindan bitis noktasina dogru siralama yon olarak alinir.
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve iinivalent fonksiyon kavramlar1 tanitilacak ve bu kavramlarla

ilgili baz1 tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.2.1 (Diferensiyellenebilme): Ac C bir bolge olmak tizere f:A—C ye bir

fonksiyon ve z, € A olsun. Eger



limiti varsa f fonksiyonu z, € A noktasinda diferensiyellenebilirdir ( ya da

tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z =z, noktasinda f

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasi ve bu noktanin
belli bir komsulugundaki tiim noktalarinda diferensiyellenebiliyorsa f ye z,
noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir S < C kiimesinin her
noktasinda analitik ise f ye S kiimesinde analitiktir denir. Tiim kompleks diizlemde

analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.

Ornegin f(z)=3x+y+i(3y—x) ve f(z)=e* fonksiyonlar1 birer tam fonksiyondur.
Oysa f(z)=xy+iy ve f(z)=e’(cosx+isinx) fonksiyonlar1 hi¢ bir yerde analitik
degildir.

Teorem 2.2.1 (Liouville Teoremi): Bir f(z) tam fonksiyonu sinirli ise, sabittir.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢in dnemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tirev formiilii asagidaki gibidir.

Teorem 2.2.2 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali ¥ egrisi iginde

ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z;, bu egrinin i¢inde bir nokta ise n=0,1,2... i¢in

f(2)

(Z _ ZO)n+1

1
(z)) 27zi'[

Y

dir.

Cauchy-Tirev formiiliiniin en onemli sonuglarindan biri sudur: f fonksiyonu bir

bdlgede analitik ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0 bolgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

@)= a,z-2), a =1"()/n



seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada

1. mertebeden tiirevi varsa bu noktada her mertebeden tiirevi vardir diyemeyiz. Ornegin,

f (x) = x¥?

ve

.1
x*sin=; x=#0

f(x)= X
0; x=0

reel degiskenli fonksiyonlarinin x =0 noktasinda birinci mertebeden tiirevleri oldugu

halde, x =0 noktasinda ikinci mertebeden tiirevleri yoktur.

Tamm 2.2.2 (Tekil nokta):

i. Bir w=1f(z) fonksiyonu bir z, noktasmda analitik degilse bu noktaya f

fonksiyonunun tekil noktasi denir.

ii: Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasmm bir U (z,,r)—{z,} delinmis komsulugunda
analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f fonksiyonu i¢in Z, noktas: bir ayrik

tekil noktadir denir.

Teorem 2.2.3 (Laurent Teoremi): C, ve C,, merkezleri z, noktasinda bulunan
pozitif yonde yonlendirilmis iki ¢ember olsun. Iy <r, olmak tizere C,, I, yarigapli ve

C, de r, yarigapli ¢emberler olarak almsin. Eger bir f fonksiyonu C, ile C, in

iizerinde ve bunlarmn arasinda kalan halka bolgenin tamaminda analitik ise bu durumda

bolgedeki her z noktasinda f(z) fonksiyonu a, ve b, kompleks sayilar olmak tizere

f(z):ian(z—zo)”+i(z_b—”z)rl

agthmi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasinin delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilim1) denir.



Tanmmm 2.2.3 (Kutup Noktasi): z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.
Laurent agilimindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkl ise z,

noktasma f(z) fonksiyonunun kutup noktasi denir.

Tanmm 2.2.4 (Meromorf fonksiyon): Kompleks diizlemin bir A bdlgesinde kutup

noktalar1 harig¢ analitik olan f(z) fonksiyonuna A da meromorf fonksiyon denir.
Ornegin,

z

f2)= z+1)(2+2)

fonksiyonunda Iirn2 f (z) = oldugundan z,=—2 f nin bir kutup noktasidir.

Teorem 2.2.4 (Maksimum Modiil Prensibi): f fonksiyonu kompleks diizlemin bir A

bolgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A bolgesinde sabit olmadikga, f(z)|

maksimum degerini A bolgesinde maksimum deger alamaz.

Sonug¢ 2.2.1: A kompleks diizlemde sinirhi bir bolge ve sabit olmayan f fonksiyonuda
bu bélgenin siirinda siirekli ve iginde analitik olsun. Bu durumda | f (z)| maksimum

degerini A bolgesinin sinirinda alir.
Maksimum prensibinin 6nemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Lemma 2.2.1 (Schwarz lemmasi): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda |f’'(0)|<1 ve

|f(z)| S|Z| dir. Esitlik sadece & € R olmak iizere f(z)=¢€"z fonksiyonu ile saglanir.

[19].



Teorem 2.2.5 (Minimum Prensibi): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir A

bolgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her ze A i¢in f(z) # 0 olsun. Bu durumda

| f (Z)| , A bolgesinde minimum deger alamaz.

Sonug 2.2.2: A kompleks diizlemde smirli bir bolge, f(z) sabit olmayan bir fonksiyon
ve her ze A icin f(z)#0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A bdélgesinin iginde
analitik, smirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda |f(Z)| minimum degerini

A bolgesinin sinirinda alir.

Tamim 2.2.5 (Univalent fonksiyon): f, Ac C bolgesinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Her z,,z,€ A icin f(z)=1f(z,) olmas: sadece z, =z, olmasin1 gerektiriyorsa (veya
z, # 7, oldugunda f(z)# f(z,) oluyorsa) f ye A bolgesinde iinivalent (yalinkat veya

schlicht) fonksiyon denir [8].

Omegin, f(2)=2, f(z)=1i ve f(z2)=—2—
-7z

> fonksiyonlar1 birer iinivalent

fonksiyondur.

Eger f, z, noktasinin bir komsulugunda iinivalent ise f ye yerel iinivalent fonksiyon

denir.

Teorem 2.2.6: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel {inivalent olmas i¢in

gerek ve yeterli kosul f'(z;) #0 olmasidir [8].

Ayrica f'(z,) #0 sart1 f(z) fonksiyonunun inivalentligi igin gerekli fakat yeterli
degildir. Yani sadece f analitik fonksiyonu iinivalent ise f'(z,)#0. Tersi daima dogru

degildir. Bir kiimede yerel {inivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede {inivalent

olmasi1 gerekmez.

Ornek 2.2.1: f(z)=2z* fonksiyonu A={z:1<|z|<2,0<argz <37/2} bdlgesinde yerel

{inivalent olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z)=z" fonksiyonu, A



bolgesinde analitik ve her z, e A i¢in f'(z,) #0 saglandigindan yerel iinivalenttir.

Fakat

f(iﬂiJ: f[—i—ii]:ié
cNPIEN W2 32) 9
oldugundan f(z)=z> fonksiyonu A bolgesinde iinivalent degildir. Eger AcC
bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel {inivalent ise, bu durumda zZ € A noktasinda
f'(z) tirevi, f nin yerel geometrik davranisini belirler. |f’(z)| ve arg f'(z) degerleri
sirastyla yerel biiyiime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna ilaveten,

f:AcC—C analitik doniisiimiiniin Jacobian determinant1 Jf (z) = f’(z)|2 ile

verilmektedir. Jacobian determinantinin f’(z)|2 ifadesine esit oldugu Cauchy-Riemann

denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.2.5 den analitik fonksiyonlar i¢in
Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel iinivalentlik i¢in gerek ve yeter

sarttir.

Tamm 2.2.6 (Konform doniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gegen iki
diizglin egri arasindaki ag¢inin biyiikliiglinii ve yOniinii koruyorsa, bu doniisiime bu

noktada konform doéniisim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir Ac C bélgesinin tiim

noktalarida konform ise, f fonksiyonu A bolgesinde konformdur denir.

Ornegin f(z) =€’ doniisimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 2.2.7: f fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f’(z) =0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur.

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve iinivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli

konform doniisiimlerden biri Mobius doniisimiidiir. Bu doniisiim; a, b, ¢, d kompleks

sabitler olmak tizere

az+b
w=f(2)= , ad —bc =0
cz+d




genisletilmis kompleks diizlemi (C, =Cu{o}) kendi iizerine konform olarak

resmeder.

z— diizlemindeki D <« C(D # C) bolgesini, w— diizlemindeki D, bolgesi {izerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varligr 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmistir.

Teorem 2.2.8 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her
DcC(D=C) basit baglantili bdlgesi konform olarak U birim diski tizerine
resmedilir. Ayrica, z, € D olmak tizere f(z,) =0 ve f’(z,) > Okosullarmi saglayan ve

D bolgesini U birim diski iizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir [8].
2.3 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan {inivalent
fonksiyonlar1 biraz daha ayrintili olarak ele alacagiz. Analitik olarak, bir tinivalent
fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik olarak da basit egrileri basit
egrilere donistiiriir. Hem analitik hem de {inivalent fonksiyon ise basit baglantili
bolgeleri basit baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniisiim teoreminden, keyfi

bir basit baglantili bolgede tanimli f iinivalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte
tanimli bir f {inivalent fonksiyonu segilebilir. Diger taraftan bir f analitik

fonksiyonunun

f(z)=> b,z" (2.1)
n=0
seklindeki bir seriyle temsil edildigini biliyoruz. Burada f fonksiyonunun tinivalent
oldugu kabul edilirse
f(z)=b, +bz+b,z% +...
ifadesinden
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g(z):T 1+ 27+ 327+
b, b, b,

2=a, 2=a,.,~=a,

b b by

alinirsa
9(z)=z+a,2° +a,2° +...

fonksiyonunun da tinivalent oldugu kolayca goriilebilir. Son ifadeyi f fonksiyonu igin
f(0)=0, f'(0)=1 sartlarina da baglayabiliriz. Bu sartlara f fonksiyonu igin

normalizasyon sartlar1 da denilir. Dolayisiyla da normalizasyon sartlar1 altinda (2.1)

serisi
f()=2+Yaz" (zeV) 2.2)

seklini alir. Burada (2.2) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik
fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarm smifin1 A ile gosterecegiz

ve kisaca

A= { f:vzeUicinf(z2)=z+ Z:anzn seklindeki analitik fonksiyon}

n=2
seklinde yazilir.
Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tas1 olan bir sinifi asagida tanimlayalim.

Tanim 2.3.1 (S Smfi): U birim diskinde inivalent olan f .4 fonksiyonlarin

olusturdugu smifa S smifi denir ve kisaca
S={f eA: f,U dadnivalent}

seklinde gosterilir [8, 10, 11, 20].

S smifina ait bazi fonksiyon 6rneklerini asagida verelim.
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(i) w= f(2)=z(1—2)™" fonksiyonu U birim diskini Re(w)>-1/2 sag yar1 diizlemine

resmeder.

(i) f(2)=2z(@-2%)" fonksiyonu U birim diskini C—{(—o0,~1/2]\U(1/2,0]} bolgesi

uzerine resmeder.

(iii) f(z)=z(1—2z) Koebe fonksiyonu U birim diskini C—(-o,-1/4] bolgesi iizerine

resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki, S smifina ait iki fonksiyonun toplami & smifina ait

olmayabilir. Ornegin;

YA z
f(z)=— ve f,(2)=——
1(2) 1-2 :(2) 1+iz
fonksiyonlar1 S simifina ait olmasima ragmen
1 1
f(2)=—— ve f,(2) =——
1(2) (1-12) :(2) (L+iz)’
tiirevlerinden
2-2(1-1)z

f(2)+ f,(2) = m

elde edilir. Buradan z = 1%' €U noktasinda f(z)+ f,(z) =0 oldugu goriiliir. Bununla
beraber S smifindaki bir¢ok 6zellik bazi doniisiimler altinda korunur.

Teorem 2.3.1: f €S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur [8].

(i) Eslenik alma: g(z) = f(Z) =z+a,z*+... ise, g €S dir.

(i)  Dondiirme (Rotasyon): @ € R olmak tizere

9(2)=e"f(e"2)=z+> ae"z", (zeU)
n=2

12



fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilation): 0<r <1 olmak tizere

g(z)=rf(rz) = z+ianr"‘lz“, (zeU)

n=2
fonksiyonu S simnifina aittir.

(iv) Disk Otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, €U olmak iizere

Z+1,

f [1+7 zj_ H(z)
9(z) = - , (ze€U)
@—|z,[") f'(z,)

fonksiyonu S smifina aittir.

(v) Deger bolgesi doniisiimii: w fonksiyonu f(U) da tnivalent ve w(0)=0
w'(0) =1 kosulunu gergekleyen bir fonksiyon ise wo f €S dir.

(vi) Cikarilmig deger doniisiimii: w¢ f (U) olsun. Bu durumda

__ 1@ _
g(Z)_l—f(Z)/W1 (Z U)

fonksiyonu S sinifina aittir.
(vii) n. kok doniisiimii: Eger n=2,3,... ise

9(2) =Y f(") = z+%z”+1 Jrz—iz(Zna3 —(n-Da)z*"*+.., (zeU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

Teorem 233: feS olsun. f(U)2U,, dir. Bu sonug Koebe fonksiyonunun

rotasyonlar1 i¢in kesindir. Ustelik () f(U)= U,, dr [8].
feS
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Teorem 2.3.4: f e Solsun. Bu durumda her zeU igin

7 2| .
(1+|z|)2 < | f (Z)| < W (Buytme (Growth))
(11;||ZZ||)3 <|f'(z)| < (11_+||ZZ||)3 . (Bukilme (Distorsion))

ve

17 _|zt'@)| 1+/7
1+z| | f(2) | 1-|7]

esitsizlikleri saglanir. Esitlik sadece Koebe fonksiyonunun rotasyonlarinda saglanir [8].
Teorem 2.3.5: S smifi kompaktir [8].
Tanmm 2.3.2 (P smfi): U birim diskinde p(0)=1, Re p(z) >0 kosullarin1 saglayan

p(z) =1+ chz” seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory smifi veya

n=1

P sinifi denir [8].

Ornegin; p(z)=@Q+2)/(l-2), zeU fonksiyonu P smifina ait olup, U birim diskini
sag yar1 dlizlem iizerine resmeden bir konform doniistimdiir. Ayrica 7 sinifina ait bir
fonksiyonun iinivalent olmas1 gerekmez. Ornegin; f(z)=1+2" fonksiyonu 7 smifina

ait olmasma ragmen neN_, n>2 i¢in iinivalent degildir.

Tamim 2.3.3 (Q smifi): U birim diskinde ¢(0) =0 ve |¢(z)| <1 kosullarmi saglayan

analitik fonksiyonlarm olusturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarmin smifi denir ve €2

ile gosterilir [8].

Bunlarin yani sira, P swnifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

1+¢4(2)

p(2)eP < p(z):m,

#(2) e Q.
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P ve Q siiflarini tanimladiktan sonra, & smifinin iki 6nemli alt smnifini asagidaki

sekilde verebiliriz.

Tamim 2.3.4 (8" sifi): B = Ckiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir w, noktasin

her w e B noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye

W, noktasma gore yildizil kiime denir. w, noktasi 6zel olarak orijin segilirse, bu
kiimeye orijine gore yildizil kiime (veya kisaca yildizil) kiime adi verilir. Eger bir f
fonksiyonu U birim diskini w, noktasma gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna w, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda, f fonksiyonu
U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon

denir. f e 4 olmak iizere yildizil fonksiyonlarin smifi S* ile gdsterilir [8, 20].
Teorem 2.3.5: f €.A4 olsun. Bu halde

zf'(z)

f(2)eS < e

eP

dir. Ayrica f(z2)=z+) a,z"eS =la,|<n(n=23..) degerlendirmesi dogrudur [10,
n=2
11, 20].

Kisaca yildizil fonksiyonlar1

S*={f e A:VvzeU igin Re(m]>0}
f(2)

seklinde gosterebiliriz. Ornegin, S smifina ait fonksiyonlardan en énemlilerinden birisi

z €U olmak iizere,

z

“@O=0y

2
seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu k(z)=%{ﬁ+—zj —1}
~z

seklinde yazabiliriz. Ayrica k(z) fonksiyonu
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u@ =12, 9@ -v'(), k@)=-4l90)-1

bi¢iminde yazilarak U birim diskini (—oo, —%] 1sm1 ¢ikartilmis kompleks diizlem

iizerine konform olarak resmettigi goriilebilir. k(Z) doniigiimii {inivalent fonksiyonlar

teorisinde o6zellikle ekstremal fonksiyon olmasi yoniiyle ¢ok sayida problemde 6nemli

rol oynar.

Sekil 1: Koebe Fonksiyonu

Yukaridaki sekilden de goriildiigii gibi k(z)= a 22)2 =z+Y nz"eS" dir. Ayrca
- n=2

Teorem 2.3.5 kullanilarak da z=re" ve (0<r<10<6<2r) olmak iizere

&

1-r? >1+r

= > >0
1+r>—=2rcosf 1-r

elde edilir. Buradan da k(z) € S oldugu goriiliir.

Koebe fonksiyonunun donmeleri (rotation), her z €U i¢in,
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seklinde tanimlanir ve K, (Z) fonksiyonlar1 § smifina ait fonksiyonlardir. Bu doniisiim

ile birim diskin goriintiisii +oo dan —e ™"’ / 4 151 hari¢ kompleks diizlem olur. « € (0,2]

1|(1+z2)° .
ve zeU olmak iizere f(2) =2—K1L] - } fonksiyonu, “genellestirilmis Koebe
o A

fonksiyonu” olarak adlandirilir ve S sinifina aittir.

Tanim 2.3.5 (C smifi): B< C kiimesi verilsin. Her w,,w, € B i¢in w, noktasin1 w,

noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ye konveks kiime

denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f € A olmak iizere konveks fonksiyonlarin

smifi C ile gosterilir [10, 11, 20].
Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.6: f .4 olsun. Bu halde

f(Z)eC<:>1+me'P

f'(z)

dir. Ayrica f(z)=z+) az"eC=a,|<1(n=23..) degerlendirmesi dogrudur [10,
n=2

11, 20].

Teorem 2.3.7 (Alexander Teoremi): feA ve zeU olmak iizere g(z)=1zf'(z)

olsun. Bu durumda f €C olmasi i¢in gerek ve yeter sart § € S™ olmasidrr [8, 10, 11,

20].

Tamm 2.3.6 (K smifi): f € Aolsun. Eger ze D i¢in

f'(z
Re # >0
9'(2)
olacak sekilde bir geC varsa f fonksiyonuna konvekse yakin fonksiyon denir.

Konvekse yakin fonksiyonlarm smifi & ile gosterilir [8, 10, 11].
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Yukaridaki tanimdan acik olarak her konveks fonksiyonun konvekse yakin fonksiyon

oldugu goriiliir. Daha genel olarak her yildizil fonksiyon konvekse yakin fonksiyondur.

Ayrica yukaridaki tanimlardan anlasildigi iizere fonksiyonun iinivalent olmasi

durumunda bu siniflar arasindaC = S =« K = S = A seklinde bir iliski vardir.

Onemli iinivalentlik kriterlerin den biri asagidaki Noshiro-Warschawski (Wolff)
kriteridir.

f fonksiyonu konveks bir D — Cbélgesinde analitik ve her z € D i¢in Re f'(z) >0

ise f fonksiyonu D bolgesi tizerinde tinivalenttir.

Simdi tinivalent fonksiyonlar teoriSinde Onemli bir yere sahip subordinasyon ve

Hadamard ¢arpim kavramlarini verelim.

Tamm 2.3.7: f ve ¢ fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon
olsun. U birim diskinde f(z) = g(w(z)) olacak sekilde bir w e fonksiyonu varsa, f

fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir [8].
Eger g tinivalentise f <g < f(0)=g(0) ve f(U)< g(U) gerektirmesi dogrudur.

Subordinasyon prensibi (Lindelof Prensibi): Eger f fonksiyonu U birim diskinde
analitik, Ginivalent ve g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica
g(0)=f(@0) ve gU)c fU) ise, bu durumda U, diskinde her r<1 i¢in

|9'0)[<|f'(0)| ve g(U,) < f(U,)dir [8].
Ozellikle, eger f < g ise

r‘nax

zl<r

f@)<max|g(@)]. (re@D)
esitsizligi dogrudur. Ayrica,

p(z) eP < p(z)<i—§ve¢(z)e§2 < @(2)<z

gerektirmeleri yazilir.
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Sekil 2: f < g Subordinasyonu

Tamm 2.3.8: f, g e .4 fonksiyonlar1

f(z)= z+ianz"ve 9(z) = z+ibnz”
n=2 n=2

seklinde verilsin. f ve g fonksiyonlarinm Hadamard ¢arpimlari

(f*g)@)=2+Yab2 =(g* 1))

seklinde tanimlanir. Burada "+" Hadamard ¢arpimini gosterir [8, 21].

Tanim 2.3.9. (8" («) smfi): Her z eU ve 0<a <1 olmak iizere

Re(i k(zz>)]>“

kosulunu saglayan f e.A fonksiyonuna «. mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusturdugu sinifa da «. mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir

ve §*(«)ile gosterilir [10, 11].
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Tanim 2.3.10. (C(«) smifi): Her z eU ve 0<a <1 olmak iizere

Re|1+ 2 @) 1,
f'(z)
kosulunu saglayan f .4 fonksiyonuna «. mertebeden konveks fonksiyon ve bu

fonksiyonlarm olusturdugu smifa da «. mertebeden konveks fonksiyonlarmn sinifi denir

ve C(a)ile gosterilir [10, 11].

Subordinasyonu kullanarak S*(«) ve C(«) fonksiyonlarini

S*(a)z{f cq- 2@ _1+l-20)z 0£a<1}

f(2) 1-z

ve

C(a):{f eAd: 1+ 2@ @) <1+(1—2a)z : O£a<1}
f'(2) 1-2

seklinde yazabiliriz.

Yildizil ve konveks fonksiyonlar i¢in biiyiime ve biikiilme teoremleri asagida

verilmistir.

Teorem 2.3.8: f € S fonksiyonu iinivalent olsun. Bu durumda her z €U i¢in

| | <|f(2) | | (Buylme (Growth))
z<|f(2)<

(L+]2) [
[ <|f'(z)| < L+l ,  (Bukillme (Distorsion))
@+[2)? (1-|z))*
ve her k > 2i¢in
k' k
‘ (2 )‘ +|Z|)

| |)k+2



esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerin her birinin esitlik halinin olmasi1 Koebe

fonksiyonunun uygun bir donmesi ile gergeklesir [10].

Teorem 2.3.9: f e C fonksiyonu iinivalent olsun. Bu durumda her zeU i¢in

1+|z| h

<|f(z)| < ||| 7 (Biiyime (Growth))

I()I

(Bukulme (Distorsion))

1
a+zp? | p*

ve her k > 2igin

'(2) —kﬂ
RC wy

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerin her biri f(z) = z/(1—2z) fonksiyonu ile kesindir.
[10].

1975 yilinda Silverman [26] ayni sinirlart 8™ («) ve C(«) igin elde etmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM
Bu boliimde ilk olarak asagidaki yeni bir diferansiyel operatori tanimladik.

Tamm 3.11: feAolsun. 120, zeU ve meN, =NuU{0} olmak iizere A

sinifina ait fonksiyonlarmn D} tiirev operatdrii

D°f (2) = f(2)
D! f(2)=D, f(2) = 12°f "(2) + (24 +1) 2° £ "(2) + 2 (2)

D}'f(2)=D,(D,"*f(2))
seklinde tanimlanir.

f(z)=z+ Z:anzn olmak iizere f fonksiyonu i¢in D] tiirev operatorii

n=2
D" f(z)=z +in2m (A(n-1)+1)"a,2"
n=2

seklinde yazilir. Ayni zamanda D} f(z) e A dur.

D7 f (z) operatoriiniin 6zel durumu Salagean tiirev operatériine indirgenir. Bilindigi

lizere Salagean tiirev operatorii

S°f(2) = f(2)
S'f(2)=Sf(2) =2f'(2)

S™f(z) = S(S™ (2))

seklinde tanimlanir [23]. Dolayisiyla Salagean tiirev operatorii

S"f(z)=z+) n"a,z"

n=2

olur. Dolaysiyla D} ve S™ operatorleri arasinda
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D' f(z)=S"f(2)*S"f(2)=S""f(2)
ve
D"f(z)=S"f(z)*S"f(2)*S"f(z) =S°"f(2)

seklinde bir iliski vardwr. Simdi D] operatorii ile alakali olan asagidaki smiflar:

tanimlayalim.

Tamm 3.1.2: f €A fonksiyonu verilsin. vzeU igin f fonksiyonun S, (o, 1) ve

C, (a, l) siniflar1

z(Dj f (z))’

Sn(a,2)=1feA:Re
D" (2)

>a, 120,0<a<l

ve

2(DI (2))

Co(a,A)=4feA:Rell+ ,
(D f(2))

>a, 120, 0<a<l

seklinde tanimlanir.

Univalent fonksiyonlar teorisinde uygulamalarda 6zellikle katsay1 esitsizlikleriyle

ilgili teoremler genellikle sadece gerek sart olarak verilir. Bunun sebebi f(z)

fonksiyonunun a, € C olmak iizere

f(z)=z+> a,"
n=2

biciminde olmasindan kaynaklanmaktadir. Tersinin dogru olmasi yani yeter sartinin

verilebilmesi i¢in f(z) fonksiyonunun negatif katsayili yani

f(z):z—i|ak|zk (3.1
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olmasi gerekir. Bu yilizden bu tip fonksiyonlar1 ayr1 kategoride inceleriz. Bundan sonra
T ile boyle fonksiyonlarin sinifin1 gosterecegiz. Bu smif ilk defa Silverman tarafindan

1975 yilinda verilmistir. Boylece bu sinifa bagli olarak
18, (a0, A) =Sy (a0, A)NT
1C, (a, 1) =C, (a0, )T
smniflarini tanimlanir. Ozel durumlarda
TS (a, 1) =T (1)
ve

TCy(a,A)=TC(ax)

olup bu smiflar Silverman tarafindan tanimlanmistir [26].
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde S;(a,A) ve C,(a,A) alt smflartyla ilgili sirasiyla katsay: esitsizligi,
konvekslik ve yildizillik yarigaplari, biiylime ve biikiilme teoremleri, ekstremal,

fonksiyonu, kismi toplamlari, komsuluk problemi ve subordinasyon ile ilgili teoremler

ispatlariyla sunulmustur.

4.1. S, (a,2) ve C,(a,A) Alt Simflart i¢in Katsay: Esitsizlikleri

Univalent fonksiyonlar teorisinin olusmasinda énemli bir yeri olan katsay: esitsizlikleri

gliniimiize kadar ¢alisma alan1 bulmustur. Bieberbach’in S sinifina ait bir fonksiyon

i¢in |an| < n sonucunu elde etmesi bu konu tlizerinde ¢alismalar i¢cin bir milat teskil eder.

Bunun yani sira bir¢ok bilim adami iinivalent fonksiyonlarin alt smiflar1 i¢in katsay1
esitsizliklerini kimi durumda gerek sart olarak, kimi durumda sadece yeter sart ve kimi

durumda gerek yeter sart olarak vermislerdir. Ornegin, eger (2.2) seklinde verilen
feS fonksiyonu yildizil ve konveks ise sirasiyla |an| <n ve |an| <1 esitsizlikleri

saglanir. Tersine » nla,|<1 ve Y n’|a,|<1 esitsizlikleri saglanrsa srasiyla feS

n=2 n=2

fonksiyonu yildizil ve konvekstir. Yukaridaki yazilan gerektirmelerin tersleri genelde,

dogru degildir. Bu sonuglar ayni1 zamanda S” (a)ve C(a) smiflart iginde verilir [10,

11, 20]. Schild 1965 yilinda f e S fonksiyonun « mertebeden yildizil ve konveks

[T(k-2a)

olmasit durumunda bu fonksiyonun katsayilar1 i¢in sirasiyla |an|§k:2— ve

(n—-1)!
[T(k-2a)
|an| <¥2 ______ tahminlerini elde etmistir [24]. Daha sonra 1975 yilinda Silverman

(n)!

(2.2) seklinde tanmmlanan bir fonksiyonun sirasiyla Z(n—a)|an|sl—a ve

n=2

Z n (n - a) |an | <1-a esitsizliklerini saglamasi durumunda f nin inivalent «.
n=2
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mertebeden yildizil ve {tnivalent «. mertebeden konveks fonksiyon oldugunu
ispatlamistir [26]. Silverman ayni ¢alismasinda fonksiyonun negatif katsayili olmasi
durumunda yukaridaki son ifadenin gerek ve yeter sart olarak verilmesi gerektigini

ispatlamistir.

Tezin bu béliminde S, (a,4), C,(a 1), TS, (a, 1) ve 1C,(a,A) alt smiflar1 igin

katsay1 esitsizlikleri arastirildi.

Teorem4.1.1: meN,, 420, 0<a<1ve f €A olsun. Eger

inzm a)(A(n-1)+1)"|a,|<1-a (4.7)

n=

esitsizligi saglanirsa, bu durumda f € S, (e, 4) dir [6].

2(Df (2))
(D}'f(2))

1— a yarigaph gemberinde oldugunu gostermek yeterlidir. Yani

Ispat: f €S’ (a, A) oldugunu gdstermek igin ifadesinin w =1 merkezli,

M— <l-« (4.2)
DY f(2)

oldugunu géstermek gerekir. Boylece

n=2

(D7 (@) z+in2”‘(/1(n—l)+1)m a,z"

n=2

(opre) | B9 (2000 s

nZ:(n ~1)n*"(2(n-1)+1)" a,z""

o0

1+ n*"(A(n-1)+1)" a,z""

n=2

inz’“ 1)(A(n-1)+1)"[a,|
<=2
1-

4.3

nz”‘(/l(n—l)+1)m la,|

MS

Il
N

n
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elde edilir. Diger taraftan (4.1) dikkate alindiginda,

> 0" (n-a)(4(n-1)+1)"[a,

n=2

n=2

n2m ~1)(A(n- 1)+1) la, |+ @~ a)(inzm( (n- 1+1) a, |j (4.4)

’|3 st
v

IA

olur. Dolayisiyla (4.4) esitsizliginden

> (n-1)(4(n-1)+1)"[a,
n=2 <l-a (4.5)
1= 0" (A(n-1)+1)"|a, |

NgE

I
N

n

bulunur. Boylece (4.1) ve (4.3) ifadelerinden (4.2) esitsizligi yeni

2(DI f (2))
(D} (2))

elde edilir. Bununla teoremin ispati1 tamamlanmus olur.

Burada dikkat edilmesi gereken husus (4.1) esitsizliginin gegerli olmasi i¢in (4.5)

esitsizligindeki paydanin pozitif olmasi gerektigi unutulmamalidir. Bunun pozitifligi

(4.1) esitsizliginden kolaylikla goriilebilir.

Sonu¢ 4.1.1: 1>0, 0<a<1, meN, ve f €A olsun. Eger

in2m+l(n—a)(/1(n—1)+1)m|an|sl—a (4.6)

n=2
esitsizligi saglamirsa, bu durumda f €C, (o, 1) dir [6].

Ispat: Alexander teoremine gore

D! f (2) €C, (. 2) = 2(DI F(2)) €8, (n A)
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gerektirmesinin dogru oldugunu biliyoruz. Diger taraftan
DI f(2)=z+y 0" (A(n-1)+1)"a,2"
n=2

ve dolayisiyla

yazilir. Teorem4.1.1 de a, yerine na, yazilirsa

inzm a)(A(n-1)+1)" |a|_Zn2m+1 n-a)(A(n-1)+1)"[a,|

<l-«

esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem 4.1.1 geregi z(Dj f (z))' e S, (a,A) olur. Sonug

olarak
D! f (2) €C, (. 2) = 2(DI F(2)) €8, (n 2)
gerektirmesi geregince D} f(z) eC, (a, 1) olur.
Simdi 7S, (a, /1) siifina ait fonksiyonlar i¢in katsay1 esitsizligini verelim.
Teorem4.1.2: 1>0, 0<a<1ve
f(z2)=z —i|an 2"

2

olsun. Bu durumda f 7S (a, 1) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.1) esitsizliginin

saglanmasidir. (4.1) esitsizligi

f(2)=z- 1-a _7°
4m(2—0£)(/1+1)
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ekstremal fonksiyonu ile kesindir [6].

Ispat: Ispatimizin yeter sart1 yukarida verdigimiz Teorem 4.1.1 in ispatinin benzeridir.

Bu yiizden sadece gerek sart1 gosterecegiz.

Hipotez geregi f 7S, (a, 4) oldugundan

2(DI'f(2))
D f(2)
ve dolayisiyla
m ' z—wnzm”ﬂn—l 1)"|a|z"
2(orf@) | 2 (2(n=1)+1)"[a,| g )
Di1(2) z-> "™ (A(n-1)+1)"|a,|2"
n=2

yazilir.

Z degerlerini reel eksende sectigimizde

2(D7 f(2))
D" f (2)

ifadesi reel olacaktir. (4.7) esitsizliginde Z —1" i¢in limit alindiginda

™ (A(n-1)+1)" [a,|

M

1-—

n

1-—

za
" (A(n-1)+1)"|a,|

M8.l>

||
N

n

Olur. Son esitsizlik diizenlendiginde
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1- inzm”( n-1)+1)"|a,|> a- aan’”( n-1)+1)"|a,|

n=

=1-a2) 0" (A(n-1)+1)" |an|—a2n2m(ﬂ(n—1)+1)m|an|
n=2

L4 0

=1-a2) (n-a)n”(A(n-1)+1)"[a,|

>
Il
N

ve nihayetinde,

inzm (n-a)(A(n-1)+1)"|a,|<1-a

n=2
esitsizligi elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonug 4.1.2: Eger f €75, (a, A) ise,

|a,| <

esitsizligi saglanir. Esitlik ise

seklindeki fonksiyonlar ile saglanir [6].

Sonu¢ 4.1.3: f(z)=z-) |a," seklinde tammlanan bir f(z) fonksiyonunun
n=2

7C, (o, A) smifina ait olmast igin gerek ve yeter sart (4.6) olarak ifade edilen

in2m+l(n—a)(/1(n—1)+1)m a,|<1-«a

n=2
esitsizliginin saglanmasidir. Esitlik ise

1
@)=z 2(2-a)(4(2+1))" i

ekstremal fonksiyonu ile saglanir [6].
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Teorem 4.13: 0<4<A4,0<a<l ve meN;, olsun. Bu durumda

I8, (. 4,) = IS, (. 4) Ve TC, (a, 4,) = IC, (@, 4,) i¢erme bagntilar: saglanir [6].

Ispat: Hipotezden 0< ./, <4, oldugundan dolay1

> (1) (4 (n-1)+1)"fa| < 20" (1-a) (4 (1-1)+1)" |

n=2

yazilir. Yine hipotezden f 7S, («, 4,) olmasi ve Teorem 4.1.1 dikkate alindiginda

inz’“ (n-a)(4(n-1)+1)"|a,|<1-«a

=2

>

yazilabilir. Dolayisiyla

inzm (n-a)(4(n-1)+1)"|a,|<1-«

n=2

esitsizligi elde edilir. Bu ise f e7S,(«,4,) olmast demektir. Sonug olarak

1S, (e, A,) = 1S, (a, 4,) dir

Benzer islemler 7C, («, 4, ) ve 1C, («, 4,) smflari igin yapildiginda

inzm”(n—a)(ﬂl(n—l)Jrl)m|an|sénzm”(n—a)(ﬂ?(n—1)+1)m|an| (4.8)

n=2

elde edilir.

Sonug 4.1.3 dikkate alindiginda
i“nzn‘”(n—oz)(ﬂ2 (n-1)+1)"|a,| <1~ (4.9)
yazilabilir. (4.8) ve (4.9) ifadelerinden

in2m+1(n—a)(ﬂi(n—1)+1)m la,|<1-«a

n=2
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olur. Bdylece f eTC,(a,4) dir. Dolaysiyla 7C, (a,4,) = TC, (., 4,) elde edilir.

Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

4.2. 1S, (a,A) ve TC, (a, A) Alt Siniflan i¢in Biiyiime ve Biikiilme Teoremleri

S smifina veya onun alt siniflarina ait bir fonksiyonlarin 6nemli arastirma konularindan

biri de bu fonksiyonlar i¢in bliylime ve biikiilme sinirlarmi elde etmektir. Bu bolimde

7S, (a,A) ve TC,(a,A) smflarma ait fonksiyonlar igin biiylime ve biikiilme

teoremlerini verecegiz.

Teorem 4.2.1: Eger f €75, (a,1) ise 2120, 0<a <1 ve meN; olmak iizere

r— 1-a r’ <|f(z)|<r+ 1-a r? (|z]=r)

(2-a)(4(2+1))" (2-a)(4(2+1))"

esitsizlikleri saglanir. Esitlik ise

l-«
Z2

(2-a)(a(4+1))

f(z)=z2-

ekstremal fonksiyonu ile saglanir [6].

Ispat: Hipotezden f €7S, (, 1) oldugundan Teorem 4.1.2 den

(2-a)4" (2+1)[a| = (2-a) 4" (A +1)" Y Ja,

n=2

NgE

>

Ms*'°

a)(A(n-1)+1)"|a,|<1-a

yazilabilir. 1k ve son terimden

(2—a)4m(/1+1)mi|an|ﬁl—a
n=2

yazilir. Dolayisiyla
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l-«
a,|< — (4.10)
ng | (2-a)(4(A+1))

esitsizligi yazilabilir. (4.10) esitsizligi ve |z|<1 igin 2" <|2| esitsizligi dikkate

alindiginda

[(2)=

z—§:|an|zn
n=2

<+
n=.

£r+rzi|an|£r+r2 17a .
= (2-a)(4(2+1))
esitsizligi elde edilir. i1k ve son ifadeden
l-o

|f(2)|<r+r?

(2-a)(a(2+1)

yazilir. Benzer sekilde

I (2) = z—g|an|z” 2|z|—g|an||z|" Zr—rzg|an|
olur. Dolayisiyla
f@zr-r (2—a)1(;(a/1+1))””
bulunur. Béylece
r— 1-a r’ <|f(z)|<r+ 1-a r* (|z]=r)

(2-a)(4(2+1))" (2-a)(4(2+1))"

elde edilir. Bununla teoremin ispat1 tamamlanmus olur.

Benzer sonucu 7C,, («, A) smifi igin ispatsiz olarak agagidaki sekilde verebiliriz. Ispat1

Teorem4.2.1 dekine benzer sekilde yapilabilir.

33



Sonug 4.2.1: Eger f € 7C, (a, ) ise 120, 0<a <1 Ve me N, olmak iizere,

- e pgi@)<ry Sl A—
2(2-a)(4(A+1)) @) 2(2-a)(4(A+1)) (kl=r)

esitsizlikleri saglanir. Esitlik ise

1
@)=z 2(2-a)(4(2+1))" ‘

ekstremal fonksiyonu ile saglanir [6].

Teorem 4.22: 7S, (a,A) smifina ait herhangi bir fonksiyon birim diski

l-«

W] <1-
(2-a)(4(2+1))

— diskini kapsayan bir bolgeye doniistiirtir. 7C, (a, ﬂ) sinifina

l-a
2(2-a)(4(2+1))

ait herhangi bir fonksiyon birim diski |w] <1- — diskini igeren bir

bolgeye doniistiirir [6].
Ispat: Teorem 4.2.1 de yer alan

r— 1-a —r’<|f(z)|<r+ 1-a 2

(2-a)(4(A+1)) (2-a)(4(2+1))"

esitsizliginde r —1 i¢in limit alinmas1 yeterlidir.

Teorem 4.2.3: Eger f €78, (a,4)ise 120, 0<a <1 ve meN; olmak iizere

2009 ey —2029)

(2-a)(4(2+1)) (2-a)(4(A+1))" '

(121=7)

esitsizlikleri saglanir [6].

Ispat: ilk olarak

f(z)= z—i|an|z” = '(2) =1—in|an|z"‘l
n=2 n=2
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ve dolayisiyla

sl+in|an||z|”_1sl+ rin|an| (4.11)
n=2 n=2

yazilir. Diger taraftan f € 7S, (o, A1) oldugundan

2 (2-a)(2+1)" X nfa|< i a)(A(n-1)+1)"na,|
:inzm(n—a)(;t(n—l)ﬂ) nja,|<l-«
n=2
olmaktadir. Ik ve son terimden

2(1-«a)

(2 a)(4(A+1))

elde edilir. (4.11) ve (4.12) ifadelerinden

(4.12)

Sl

2(1-«a)

(2-a)(4(A+1))"

<1+ r

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde
|£'(2)] 21—in|an|z”‘1 >1- rin|an|
n=2 n=2

ve dolayisiyla

2(1-a)

(2-a)(a(i+0)

|f/(z)| 21~

bulunur. Boylece

2(1-«a) <14 2(1-«a)

(2-a)(4(2+1))" = (2-a)(4(2+1))" '

elde edilip teorem ispat1 tamamlanmis olur.
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Benzer sonug 7C, («, A) smifi iginde asagidaki sekilde verilir. Ispat1 Teorem 4.2.2 nin

ispatina benzerdir

Sonug 4.2.2: Eger f € 7C, (a, 4) ise 120, 0<a <1 Ve me N, olmak iizere

1- L2a <o)<+

(2-a)(4(A+1)) (2-a)(4(2+1))"

1—
(|

z:r)

esitsizlikleri saglanir [6].
43. 1S, (a,A) ve TC, (a,A) Alt Simiflan i¢in Yildizilhk ve Konvekslik Yarigap:

S smifi i¢in yildizilik yangapr: f € S olsun. f(U,) kiimesi 6. mertebeden yildizil

olacak sekilde biitiin r sayilarmin supremumuna S sinifinin §. mertebeden yildizil

yarigapt denir. S smifinin . mertebeden yildizil yarigapr r. () ile gosterilir.

Kisaca 6. mertebeden yildizil yaricap1
_ - zf'(2)
r.(6)=supyr>0: VzelU, icinRe m >0,0<6<1

seklinde de yazilabilir.

Eger yukaridaki tamimda &=0 alinwrsa r. (0) =r_. yildizillik yaricap: elde edilir. r_

yildizillik yarigap1 tlizerine ilk ¢alisma Grunsky tarafindan 1934 yilind yapilmustir.

1— -7/2
Grunsky r. =L7=tanh % 1=0.655794... olarak bulmustur. Daha sonra
o1+ 4

L . [0
Stankiewicz 1968 yilinda ¢. mertebeden yildizillik yarigapminm I (5)=sm(7ﬂj
oldugunu ispatlamustir [8,10, 11].

S smifi igin konvekslik yaricapri: f €S olsun. f(U,) kiimesi 8. mertebeden

konveks olacak sekilde biitiin ' sayilarmin supremumuna S smifinin §. mertebeden

konvekslik yarigap1 denir. S smifinin 8. mertebeden konvekslik yarigap: r,(9) ile

gosterilir.
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Kisaca o. mertebeden konvekslik yaricap1
- zf"(2)
I.(0)=sup<r>0: VzeU, icinRe 1+f’—(z) >0,0<6<1

seklinde de yazilabilir.

Eger yukaridaki tanimda § =0 alinwrsa r,(0) =r, konvekslik yaricap: elde edilir. r,
konvekslik yaricapi lizerine ilk ¢alisma Nevanlinna tarafindan 1922 yilinda yapilmistir.

Nevanlinna rc=2—\/§ =0.267949.... olarak bulmustur. Daha sonra Srivastava ve

2-+3+52

Bajpai 1972 yilinda &. mertebeden konvekslik yarigapininin r,(0) = 115
+

oldugunu ispatlamistir [8, 10, 11].

Biz bu bolimde f e7S,(a,4) ve feTC, (a,A) olmast durumunda 5. mertebeden

yildizil ve 6. mertebeden konvekslik yarigapini elde edecegiz.

Teorem 4.3.1: Eger f 7S, (o, 4) ise, f fonksiyonu 0<5<1, 0<a<l A=0ve

m e N, olmak tizere

(n—a)(l—&)nzm(l(n—l)+1)m”11 o
)i J (n=23,..)

|z|<rl=r1(a,/1,5,m)=inf[

diskinde &.mertebeden yildizildir [6].

Ispat: 0<5<1 igin f(z) fonksiyonunun &. mertebeden yildizil oldugunu géstermek

icin

f(2)

2'(2) —1‘ <1-§

oldugunu gostermek yeterlidir. Dolayisiyla
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|z '(2)

z—§:n|an|zn {z—i|an|z“}
n=2 n=2

| (2)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikler dikkate alindiginda

gostermek icin

veya denk olarak

4

z—in

n=2

22"

- n-1

(-1,

1-Ya ™
n=2

<1-90

0

2.

n=2

n-o

(_j|an||z|“ <1
1-6

2t'(z)

f(2)

oldugunu gostermek gerekir. Bunun igin (4.13) in sol tarafinda

H

m_(1=9)(n-a)n™ (A(n-1)+1)"

(i) (n-0)

J.‘ <1-6 oldugunu

(4.13)

yazilirsa f e 7S, (a,A) oldugundan (4.13) esitsizliginin saglandigi kolayca goriiliir.

Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Simdi ise 7S, (a, i) smifi i¢cin konvekslik yarigapini tayin edecegiz.
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Teorem 4.3.2: Eger 7C, (a, A) ise, f fonksiyonu 0<85<1, 0<a <1, A>0vemeN,

olmak iizere N=2,3,... igin

1

(n—a)(1_5) n2m—1(ﬂ(n_1)+1)m T

(n-0)(-a)

z|<r, = rz(a,}t,&m)—inf[

diskinde &.mertebeden konvekstir [6].

Ispat: Teoremimin ispati i¢in |z| <, olmak iizere

zf"(2)

f'(2)

<1-6

esitsizliginin saglandigini gostermemiz yeterlidir. Bunun i¢in

—in(n—l)anz”‘1

n=2

1-> na,z"*
n=2

>n(n-1)fa 2"

< n=2

1-3 nfa |2

n=2

zf"(2)
f'(2)

elde edilir. Son esitsizlik dikkate alindiginda

<1-6 esitsizliginin saglandigmi

zf"(2)
f(z

gostermek icin

veya

<1 (4.14)
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oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun i¢in (4.14) iin sol tarafinda

(N —a)(1-8)n™* (A(n-1)+1)"

2 (n-5)(1-a)

yazilirsa 7C, (o, A) oldugundan dolay1 (4.14) iin saglandig1 kolayca goriiliir. Boylece

teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

4.4. 1S, (a,A) ve 1C, (a, A) Alt Stmflar Icin Ekstremum Noktalar

Bu bashk altinda 7S, (a,A) ve 7C,(a,A) alt smiflarma ait fonksiyonlar igin

ekstremum noktalar incelenmistir.

Teorem 4.4.1: f(z)=1z ve

(1-a)z"
n*"(n—a)(A(n —1)+1)m

f(2)=2- (n=2,3..)

olsun bu durumda y >0 ve Zyn =1 olmak iizere f e7S («, 1) olmasi igin gerek ve

n=1
yeter sart
f(2)=2 712
n=1
olmasidir [6].
Ispat: <: Farzedelim ki,
(@=Y7h0=2-37 T
= 2 " (n-a)(A(n-1)+1)

olsun. Bu durumda
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elde edilir. Dolayisiyla f € 7S, (o, 4)olur.

=: f €718, (a, ) olsun. Bu durumda
" (n-a)(A(n-1)+1)" |a |<1-a

esitsizligi ve dolayisiyla

l-«
(n—a)(A(n-1)+1)

(n=23,..)

m

|an|S 2m

yazilabilir. Simdi

" (n—a)(A(n-1)+1)" [a,|

l-«o

Vn =

ve
olarak se¢ildiklerinde ise

£(2) =in f.(2)

olur. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Sonug 4.4.1: 7S, (o, ) smfinin ekstremum noktalart

(1-a)z"

f(2)=z—- —
n*"(n—a)(A(n-1)+1)

(n=12,3,..)

fonksiyonlaridir.

Benzer sonucu 7C, («, A) smufi igin asagida verilmistir [6].

Sonug 4.4.2: 7C, (o, A) smifinin ekstremum noktalari
f(z2)=z2

ve

(1-a)z"
n*™ (n—a)(A(n —1)+1)m

f(2)=2—- (n=2,3,..)

fonksiyonlaridir [6].

45. 7S, (a,2) ve 1TC,(a,A) Alt Simflarina ait Fonksiyonlarm Kismi Toplamlar:

Bu béliimde 7S, (a,/I) ve 1C, (a,ﬂ)alt siniflarina ait fonksiyonlarin kismi toplamlar

verilmeden Once iinivalent, yildizil, konveks fonksiyonlarm kismi toplamlar1 hakkinda

bilgi ve bunlarla alakali bazi teoremler verilecek.
Univalent fonksiyonlarin kismi toplamlan: f fonksiyonunun n. kismi toplami f,
ile gosterilir ve

f(2)= z+Zal<zk
k=2

seklinde yazilir. Simdi {inivalent fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yer tutan koebe
fonksiyonunun ikinci kismi toplamini arastiralim. Koebe fonksiyonunun ikinci kismi

toplam1

f,(2)=2+22% (zeU)
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seklinde yazilir. f, nin U, diskinde iinivalent oldugu dogrudan (yada 7| < % i¢in

|f2’(z) —]4 <1 gerceginden hareketle) rahatlikla sdylenebilirken aksine fz' -%)=0

oldugundan daha biiyiik diskler i¢in bu dogru degildir. Bu 6rnekte de goriildiigii gibi
tinivalent fonksiyonlarin kismi toplamlar1t U birim diskinde iinivalent olmayabilir.

Genel olarak
f()=z+), ,az"
fonksiyonunun ikinci kismi toplam fonksiyonu
f,(2)=z+a,2°
seklindedir. a, =0 olarak alimdiginda f,(z)=z olur ki bu fonksiyonun o&zellikleri

: 1
agiktir. Varsayalim ki a, = 0 olsun, bu durumda r < —— olmak sartiyla f,
2|a,

re| 2@ | e[, %2 |sq_ [T g
fz(z) 1+a22 1—|a2|r

1
esitsizligini saglar. Boylece f, nin yildizillik yaricapi m dir. Boylelikle f, nin
2

|z <r de konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart zf, nin |z| <r de yildizil olmasidir.

Bu da f,nin konvekslik yarigapmimn oldugunu gosterir.

1
4la,|
Eger f iinivalent veya yildizil {inivalent oldugu zaman |a2|£2 oldugundan f, nin

tinivalentlik ve y1ldizalhik yarigap1 % , konvekslik yarigap1 ise % olur.

z
2

[k olarak Owa ve arkadaslarmin 2004 yilinda yaptiklari ¢ahsmada  k(z) = (1 )
—Z

Koebe fonksiyonunun ve I(Z)zl— fonksiyonlarmin tgiinci ve dordiincii kismi
—Z

toplamlarmin yildizillik ve konvekslik yarigapini elde etmislerdir [18].
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Koebe fonksiyonunun ikinci kismi toplami, tinivalent fonksiyonlarin kismi
toplamlarmin yarigcapt 7, ten daha biiylik bir diskte iinivalent olamayacagi sonucunu

gosterir. Szegd, biikiilme teoremi ve Lowner teorisinden yararlanarak asagidaki teoremi
ispatlamigtir.
Teorem 4. 5. 1 (Szegd teoremi): S smifina ait f iinivalent fonksiyonlarm kismi

toplamlar1 U y diskinde iinivalenttir. Burada % yarigap1 kesindir [30].

Yildiz1l fonksiyonlarin kismi toplamlari: Kobori 1934 yilinda yildizil fonksiyonlarin
kismi toplamlarinin konvekslik yaricapini asagidaki teoremle vermistir. Ogawa ayni

sonucu 1959 yilinda farkli bir sekilde ispatlamistir [13, 14].
Teorem 4.5.2: Eger f fonksiyonu yildizil bir fonksiyon ise f fonksiyonunun tiim f,

kismi toplamlart |z| < % diskinde konvekstir. Bu % sayisi kendisinden daha biiyiik bir

degerle degistirilemez [13, 14].

Bu teoreme gore Koebe fonksiyonunun kismi toplami |z|<}g diskinde konvekstir.

Ayrica % mertebeden yildizil fonksiyonlar i¢in Re(MJ >% oldugu bilinmektedir

f.(2)

[21]. Bu sonug Singh ve Paul tarafindan asagidaki teoremle genisletilmistir.

Teorem 4.5.3: Eger f € S7(%) ise, bu durumda A ve u negatif olmayan reel sayilar

(veya en az biri sifirdan farkli) veya |ﬂ,| > 4| ,u| sarti saglayan kompleks say1 olmak

uzere

Re(l 4@, , fn(z)}o zeU
f(z) " (2)

dir. Burada A ve u degerleri artirilamaz [29].
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Konveks fonksiyonlarin kismi toplamlan: Bir f konveks fonksiyonu i¢in

Re(ﬂj>% oldugu bilinmektedir. Sheil-Small bu teoremi asagidaki sekilde
z

vermistir.

Teorem 4.5.4: f €C ise bu durumda f nin f, kismi toplamlari

f(2)
)

<lz'<1 (zeU, n>1)

esitsizligini saglar. Boylece

olmaktadir [25].

Teorem 4.5.5: Eger f konveks bir fonksiyon ise, f nin her f kismi toplamlari

|z| < % diskinde konvekstir [12, 30].

Teorem 4.5.6: Eger f konveks bir fonksiyon ise, f fonksiyonunun f n.kismi
toplamlar1 |z|<r, diskinde yildizildir. Burada r,, 1—(n+1)r" —nr™* =0 denkleminin

pozitif kokiidiir. Sonug¢ her n degeri igin

fonksiyonu ile kesindir [2].

Teorem 4.5.7: Eger f fonksiyonu konveks bir fonksiyon ise, tiim n degerleri i¢in f,

kismi toplamlari |Z|<(%jn diskinde yildizildir. Ozellikle, f kismi toplami |z|<%

diskinde yildizildir ve % olan yarigap1 degistirilemez [27].
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Silverman 1997 yilinda f ile onun n. kismi toplamlarinm oranlar1 arasinda bir iliski

kurdu. Silverman ¢aligmasinda . mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlar1 i¢in

Re{ﬂ}, Re{M}, Re{@} ve Re{&} degerleri igin kesin alt simnirlar
f.(2) f(2) f.(2) f'(z)

elde etti [28].

0

f(z)=z- Z|ak | 7" seklinde tanimlanan f € 7 fonksiyonunun kismi toplamlari
k=2

yA : n=1

= n 4.1
fa(2) z-Y lalz“ ; n=23.. (4.1
k=2

seklinde tanimlanir. Bu bolimde 75,"(a,4) ve 7C,(a,A) ait fonksiyonlar igin

Re{ f(z)}’ Re{ f”(z)}, Re{ f’(z)} ve Re{ f“’(z)}oranlarlmn kesin alt siirlar
f.(2) t(2) f(2) F(2)

verildi.

Teorem 4.5.8: fe7 ve f (z) swasiyla (3.1) ve (4.15) seklinde verilsin. Ayrica

farzedelim Ki

9 =
« l-«o

olmak tizere

PICACHES!

k=2
olsun. Bu durumda k > 2 igin,

Re| 1) |oq- L (4.16)
fn(z) €n+l

ve
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Re[ fn(z)j > 9n+1 (417)
f(Z) 1+ 9n+1

dir. Esitlik

f(2)=z —ai Zm (4.18)

n+l

fonksiyonu ile saglanir [7].

Ispat: Teoremin hipotezinden 6,,, > 6, >1, k>2 yazlabilir. Bdylece yine hipotezden

dolay1

6 S [al]z2-23a -6, 3o

k=n+1 k=n+1

:>Z|ak|+ nl Z |ak|<249 la| <1

k=n+1

_ f(m (, 1
w(z) = 9n+l|: @) (1 0 ]:|

0. ¥ j (420)

=1_ k=n+

n
1-Ja,
k=2

(4.19)

olur. Simdi W(z)’yi

seklinde tanimlayalim.
(4.16) y1 gostermek igin Re(W(Z))>0 oldugunu gostermek yeterlidir. Diger taraftan

Re(w(z)) > O@‘W( )-1 . <1 oldugundan (4.19) ve (4.20)ifadelerinden
+
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[w(2)-1] a2 ‘

k=n+1

WA o oS e -, 3 fa
k=2

k=n+1
o0
9n+1 z |ak |

k=n+l <1 zeU:k>2

<
2-23 [a |6, D [a]
k=2

k=n+1

bulunur. Buda Re(W(Z))>001ma51 demektir. Boylece (4.16) nin ispat1 tamamlanmig

oldu.

(4.18) ile verilen f fonksiyonu igin sonucun kesin oldugunu gostermek igin z —1°

alindiginda

f(2) 1 1 1 1

fn (Z) €n+1 0n+1

olur. Bu ise (4.16) deki smirm kesin oldugunu gosterir.

Benzer sekilde

M _ 0n+1 :|

¢(Z):(1+0n+l)|: t(2) 116

(1+6,.,) i la,|z*

=1+ k=n+1

1-3 [, 2
k=2

alinirsa ve tekrar (4.19) kullanilirsa
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(1+6 a |z
#(2)-1 Z' . ‘

KO 223 a2 +(0,,-1) 3 a2

k=n+1

(1+6,,) Z EX
L <1(zeU; k=>2)
2 22|ak| Oris — k_Zl|ak|

elde edilir. Boylece (4.17) de ispatlanmis olur. Dolayisiyla da teoremin ispati

tamamlanmis olur.

Teorem 459: fe7 ve f (z)swrasiyla (3.1) ve (4.15) seklinde verilsin. Ayrica

farzedelim ki

9 =
“ l-«o
olmak tiizere
PICACHES!
k=2
olsun. Bu durumda k > 2 igin,
Re| 1) | q_N+L (4.21)
fn'(z) 9“*'1
ve
Re fn(z) > 0n+1 (422)
f'(z)) n+1+6,,

dir. Esitlik ise (4.18) fonksiyonu ile saglanir [7].
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Ispat: Teoremin hipotezinden 6, > 6, >1, k>2 yazlabilir. Yine hipotezden dolay1

0. 2 Klal<2en(1- 3l -0 Tkl @2

k=n+1 k=n+1

olur. w(z)’yi

w(z) = 0. F'(2) l_n+1
- n +1 fn’(z) 0n+1
e( 5 k|ak|z“j (4.24)
1 k=n+1
(n +1)(1—Zk|ak|zk‘lj

seklinde tanimlayalim.

(4.21) 0 gostermek i¢in Re(w(z))>0 oldugunu gdstermek yeterlidir. Diger taraftan

Re(w(z))> O@‘&)_i <1 oldugundan (4.23) ve (4.24)ifadelerinden
0.y kla "
w(z)-1| Z & ‘
w(z)+1] 2(n +1)(1—Zk|ak|z“j—9n+1 > ka2
k=2 k=n+1
9n+1 Z k|ak|
< - k=n+1 ~ <1 zeU;k=>2
2(n +1)(1—Zk|ak|j—¢9n+l > kla]
k=2 k=n+1

bulunur. Buda Re(W(Z))>0 olmasi demektir. Boylece (4.21) in ispati tamamlanmis

oldu.

(4.18) ile verilen f fonksiyonu i¢in sonucun kesin oldugunu géstermek igin =z —>1°

alindiginda

@y 1, 1

fn (Z) €n+1 0n+1
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olur. Bu ise (4.21) deki smirin kesin oldugunu gosterir. Benzer sekilde

1+9n+l fn'(z)_ _ 0n+1
D=1 n+1 {f’(z) (1 0+l+n+1ﬂ

n

(0,.+1 (Z k|a,|Z" 1j

k=n+1

(n +1)(1—gk|ak|zk‘lj

=1+

alindiginda
(1+0n+1) i k|ak|
IZEHI sl (zebik=2)
2(n+1) (1 Zk|ak|j Ona ~ kz klay|
=n+1

elde edilir. Boylece (4.22) de ispatlanmig olur. Dolayisiyla da teoremin ispati

tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.5.1: fe7 ve f (z) swrasiyla (3.1) ve (4.15) seklinde verilsin. Ayrica

farzedelim Ki

k™ (k—a)[ A(k-1)+1]"

l-«

O =

olmak tuzere

Z(ﬁk |ak| <1
k=2

olsun. Bu durumda k > 2 igin,

Re( f(z)]>1— !
fn(z) (0n+1

ve
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Re fn (Z) > ¢n+l
f(2)) 1+
dur. Esitlik

f(z)= 7oL gm

n+1
fonksiyonu ile saglanir [7].
Ispat: Teorem 4.5.8’in ispatma benzerdir.

Sonu¢ 4.5.2: fe7 ve f (z) swrasiyla (3.1) ve (4.15) seklinde verilsin. Ayrica

farzedelim ki

k™ (k—a)[ A(k-1)+1]"

l-«

D =

olmak tizere

Z(ﬁk |ak| <1
k=2

olsun. Bu durumda k > 2 igin,

Re f'(2) >l_n+1
fn'(z) ¢n+l

ve

Re fn(z) > (0n+l
f'(z)) n+l+e,,
dir. Esitlik ise (4.18) ile saglanir.

Ispat: Teorem 4.5.9° un ispatina benzerdir.
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46. S, (a, 1) ve C, (a,A)Alt Siiflan I¢in Komsuluk Problemi

A smifina ait f fonksiyonlarinin komsuluklariyla ilgili ilk ¢alisma 1957 de Goodman

[9] tarafindan yapilmistir. Goodman’in ¢alismasi daha sonra yapilan g¢alismalara

onciiliik etmistir.

Teorem 4.6.1: |z| <1igin,

olsun. Bu durumda,

in|an| <1
n=2

ise f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir ve bu bolgeyi orijine gore yildizil bir

bolgeye resmeder.

Sifa) <1
n=2

ise f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir ve bu bolgeyi konveks bir bolgeye

resmeder [9].

1981 wyilinda Ruscheweyh, Goodman tarafindan verilen komsuluk kavramini

genellestirerek 4 smifina ait f fonksiyonlarmm 7 — komsulugunu asagidaki gibi

tanmimlamustir [22].

Tanimm 4.6.1: f € Ave §>0 olmak lizere,

N,(f)z{g eA:g(z):z+ibnz”,in|an—bn|£r }

n=2 n=2
kiimesine f fonksiyonunun z — komsulugu denir [22].

Buna gore, e(z) =2z 6zdeslik fonksiyonu igin,
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/\/,(e)z{g eA:g(z)= z+ibnz“,in|bn|£r}
n=2 n=2

olur. Ayrica NV, = S dur.

Pozitif reel kisma sahip analitik fonksiyonlarin komsulugu 1990 yilinda Walker
tarafindan asagidaki gibi tanimlanmustir.
Tamim 4.6.2: peP ve 5§20 i¢in p nin §—komsulugu N (p) ile gosterilir ve bu
kiime

Ns(p):{qeP:q(z):1+anz”,Z|pn—qn|£5}

n=2 n=2

seklinde tanimlanir [31].
Ayrica son yillarda A smifina ait fonksiyonlarm belli altsmiflar1 i¢in komsuluk

problemi Altintas et. al [1], Aouf et. al [3], Orhan and Kadioglu [15], Orhan and Kamali
[16], Orhan [17], Catas [4] ve Deniz and Orhan [5] tarafindan ¢aligilmustir.

Simdi bu boliimde ilk olarak S, (, 4) smifi i¢in komsuluk kavrammi tanimlayip daha

sonra bu sinifin komsuluguna ait bir igerme bagintisi1 verecegiz.

Tanmm 4.6.3: p >0 ve genel terimi

s, = T (A(n _115;1)m (n-2) (neN) (4.25)

olan S={s,}" negatif olmayan bir dizi olsun. (2.2) seklinde tanimlanan f(z)e.A

fonksiyonunun (n, p)—komsulugu

/\/n”(f):{g :g(z):z+ibnz" e Ave isn b, —a,|<p (pZO)} (4.26)
n=2 n=2

seklinde tanimlanir [7].

Tamim 4.6.3 de s, =n alinirsa Ruscheweyh’in tamimladigi NV, —komsulugu elde edilir.
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Teorem 4.6.2: f(z)eS,(a, 1) fonksiyonu (2.2) seklinde tanimlansin. Eger f

fonksiyonu i¢in

f(2)+ez
l+¢

eSy(a,2) (eeCle<p, p=0) (4.27)
ise bu durumda

Ny (f) = Si(ad)
dir [7].

Ispat: Teoremin ispatinda f (z)e S, (cr,A) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul olan

2(D? f(2)) - D' (2) ‘<1

fes, (a, ﬂ,) IS ,
z(DJ f(2)) +(1-2) D] f(2)
gerektirmesi kullanilacak. Son ifadeden |Z'| =1li¢in
2(D" f(z)) D" f(z
( £ ’()) 1) T (ZeU;Te(C) (4.28)
z(D] f(2)) +(1-2a)D} f(2)
olacagi agiktir. Bu ifadesi ise
h(z) = z+icnzn
" (4.29)
2 (z(-n-1+2a)+n-1)n°" (A(n-1)+1)" '
=7+ 2" (neN)
~ 22'(1—0{)
olmak tizere
(0@ o (zeu) (430)

z

ifadesine denktir. (4.29) ifadesinden
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(r(-n-1+2a)+n-1)n*" (2(n-1)+1)"|
2r(1-a) ‘

|Cn| =
(4.31)
. (n—a)n”" (A(n-1)+1)"

l-«

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica hipotezden (4.30) ifadesi

(f(z)+ez)(l+e) *h(z)

. #0 (zeU)
ve
LD 24 (zev)
denk olarak

‘ f(z)*h(z)

z

>p (ZeU;p>0)

seklinde yazilir. Simdi, eger

9(2)=z+) bz"eN?
n=2
alinirsa bu durumda |z[" <1 ve N/ tanimi dikkate alindiginda

‘(f(z)—g(z))*h(z)

z

icn(an —b,)z"*
n=2

5 (n—a)nzml(_/lo(tn—l)+1)m‘

n=2

IA

|an _bn||z|n_l

<p (Z eU;p>O)
elde edilir.

Boylece |Z'| =lolacak sekilde her kompleks 7 sayisi i¢in
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(g*h)(2)

yazilir. Bu ise g€ S, (a, 1) olmas1 demektir. Bdylece teoremin ispat1 tamamlanmig

olur.

Simdi ise C, (a,A) smift i¢in komsuluk kavramini tanimlayip daha sonra bu smifin

komsuluguna ait bir igerme bagintisi1 verecegiz.

Tamm 4.6.4: 17 >0 ve genel terimi

t, = nzmﬂ(ﬂ“(n;]_');l)m (n_a) (n c N)

olan T ={t }"  negatif olmayan bir dizi olsun. (2.2) seklinde tamimlanan f(z)e A

fonksiyonunun (n,7)—komsulugu

Nﬁ(f):{g:g(z):uibnz” e Ave itn|bn —a,|<n (7720)}
n=2 n=2

seklinde tanimlanir [7].

Tanim 4.6.4 de t, =n alinirsa Ruscheweyh’in tanimladigi /\/,] —komsulugu elde edilir.

Teorem 4.6.3: f(z)eC,(a,A) fonksiyonu (2.2) scklinde tamimlansin. Eger f

fonksiyonu igin

f(z)+ez

Tos eC (a,A) (ge(C, le|<m, 7720) (4.32)

ise bu durumda
/\/’,?(f)ch(a,ﬂ)

dir [7].
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Ispat: Teoremin ispatinda f (z)eC,(ar, A) olmas igin gerekli ve yeterli kosul olan

2(DI f (2)) ‘<1

f eCm(Ol,ﬂ)@ " '
2(D7 t(2)) +2(1—a)(D£“f(2))‘

gerektirmesi kullanilacak. Son ifadeden |z| =1igin

2(DP £ (2))

z(D} f(2)) +2(1—a)(D;“f(z))'

T (ZeU; Te(C)

olacagi aciktir. Bu ifadesi ise

h(z)=z+) c,z"
n=2

2 (z(-n-1+2a)+n-1)n*"* (A(n-1)+1)"
:z+nZ:; 27(1—0{) z (I‘IEN)

olmak uzere

%;ﬁo (zeU)

ifadesine denktir. (4.34) ifadesinden

(r(-n-1+2a)+n-1)n*™* (A (n-1)+1)"|
2r(1-a) |

|Cn|:

L (n—a)n”™*(A(n-1)+1)"

l-«

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica hipotezden (4.35) ifadesi

(f(z)+gz)(§+g)l*h(z) L0

ZeU)

ve
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w# (zeU)

denk olarak

Mzn (zeU;n>0)
z

seklinde yazilir. Simdi, eger

g(z)= z+ibnz" e N
n=2

alinirsa bu durumda |z[" <1 ve N tamimi dikkate alindiginda

f(z)-9(z))*h(z > L
%( (2 gz( ) ()§=chn(an—bn)z“-

Z (n—a)n®™ (A(n-1)+1)"|

l-o
<n(zeU;n>0)

IN

|an _bn||z|n_1

elde edilir.

Boylece |Z'| =1lolacak sekilde her kompleks 7 sayisi igin

(g*h)(2)

yazilir. Bu ise geC, (a,A) olmas: demektir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis

olur.
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4.7. S’ (a,A) ve C(a, A) Alt Simiflar i¢cin Subordinasyon Sonuglart

[k defa 1961 yilinda Wilf [31] geC olmak iizere (f*g)(z)<g(z) kosulunu

saglayan f nin katsayilarindan olusan dizi i¢in yeni bir tanim vermistir.

Tanim 4.7.1: {p }* kompleks bir dizi olsun. Eger, f € C fonksiyonu tinivalent ve

Zabz < f(z) (zeU;a =)

sartin1 sagliyorsa {b }” dizisine subordinasyon faktdr dizisi denir [31].

Teorem 4.7.1: {p }” seklindeki bir dizinin bir subordinasyon faktér dizisi olmast igin

gerek ve yeter sart

Re[1+2ibnz”j>0 (zeU)

n=1
olmasidir [31].

Bu bdlimde S, (a,4) ve C (a,A) alt smiflar1 i¢in subordinasyon faktor dizisi ile

alakal1 baz1 sonuclar ve bu sonuglar yardimiyla bazi esitsizlikler elde edildi.

Teorem 4.7.2: f €S, (a, 1) ve g €C olsun. Bu durumda her zeU igin

2" (2—a)(A+1)"
2" (2-a)(2+1)" +(1-a)

(f*g)(z)=<9(z2) (4.37)

olur. Ayrica

27 (2-a)(4+1)" +(1-a)
2" (2-a)(A+1)"

Re(f(z))> (zeU) (4.38)

esitsizligi saglanir. (4.37) de ki subordinasyon sonucundaki sabit faktor daha biiyiik bir

deger ile degistirilemez [7].
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Ispat: f(z)e S, (a,4) ve g(z)=z+ ) c,z" C olsun. Boylece

n=2

2" (2-a)(A+1)"
2" (2-a)(2+1)" +(1-a)

(f*9)(@

2" (2—a)(A+1)"

= (z +icnanz"j (4.39)

2" (2-a)(A+1)" +(1-a)

ifadeleri yazilabilir. Eger

f - { _2M(2-a)( )" aﬁ}“’ (4.40)
2" (2-a)(A+)"+(1-a) "]

dizisi bir subordinasyon faktor dizisi ise Tanim 4.7.1 den dolayr (4.37) i¢in

subordinasyon sonucu dogru olacaktir (a, =1).Dolayisiyla Teorem 4.7.1 den

2" (2-a)(A+1)"
(2-a)(2+1)" +(1

Re(l-F i S
n=1

anz”]>0 (zeU) (4.41)
—a)

oldugunu gostermek yeterli olur. Rez S|Z| =r <1 6zelligi ve Teorem 4.1.1 deki (4.1)

esitsizligi dikkate alindiginda
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2" (2—a)(2+1

© )m )
Re[1+n21:22m(2—a)(ﬂ+1)m+(1—a)anz J

m

2" (2-a)(2+1

=Re(1+ o — ) 4
27 (2-a)(A1+1) +(1-a)

- i[nz”‘(n—a)(/l(n—l)+l)m}|an|r”

2" (2-a)(A+1)" +(1-a) =

2" (2-a)(A+D)" o l-a .
2" (2-a)(2+1)" +(1-a) 27" (2-a)(2+1)"+(1-a)
=1-r>0

elde edilir. Boylece (4.41) esitsizligi gosterilmis olur. Dolayisiyla (4.37) ifadesi

dogrudur.

(4.38) ise (4.37) ifadesindeki esitsizliginin sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir. ¢(z)

fonksiyonu olarak

[e'e]

Z n
)=——=2+) 12
9(z) -~ ;;

seklinde tanimlanan fonksiyonu ve Y(z) € S, (e, A) fonksiyonu olarak da

-«

— —7* (120,0<a<])
2°"(2-a)(2+2)

y(z)=2-

fonksiyonunu segelim. (4.37) den

2" (2—a)(A+1)"
2" (2-a)(2+1)" +(1-a)

y(z)<i (zeU)
1-z

yazilabilir. Buradan Y(z) fonksiyonu i¢in
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_ 2" (2-a)(A+1)" _Lo,
mm{Re[zzm(za)(/1+1)m+(1a)y(2)}_ > (zeU)

oldugu kolayca goriilebilir. Buda gosterir ki

2" (2-a)(A+1)"
2" (2-a)(A+1)" +(1-a)

en iyi sabittir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 4.7.3: f €C(a, A) ve g(z) € C olsun. Bu durumda

2" (2—a)(A+1)"
2™ (2-a)(2+1)" +(1-a)

(f*9)(@)=9(2) (4.42)

olur. Ayrica

2" (2~a)(A+1)" +(1-a)

e ) = ey ae1)

(zeU) (4.43)

esitizligi saglanir. (4.42) de ki subordinasyon sonucundaki sabit deger daha biiyiik bir

deger ile degistirilemez [7].

Ispat: f(z)eC(a,4) ve g(z)=z +icnz" € C olsun. Boylece

n=2

2°"(2—a)(A+1)"
2" (2-a)(2+1)" +(1-a)

(f+9)@

_ 2" (2-a)(2+1)"
2" (2-a)(2+1)" +(1-a)

(Z+chanz"j (4.44)
n=2
ifadeleri yazilabilir. Eger

bn :{ . 122m(2_a)(/1+1)m an}w (445)
2" 2-a)A+D)" +(1-a) ")
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dizisi bir subordinasyon faktor dizisi ise Tammm 4.7.1 den dolayr (4.42) i¢in
subordinasyon sonucu dogru olacaktir (a, =1). Dolayisiyla Teorem 4.7.1 den

2" (2-a)(A+1)"

Re(u; T (@) A1)+ (1-a) a,z ] >0 (zeV) (4.46)

oldugunu gostermek yeterli olur. Rez <|z|=r <1 6zelligi ve sonug 4.1.1 deki (4.6)

esitsizligi dikkate alindiginda

(e 2Meaen
i {1 ézzm”(z— )(A+D)" +(1-a) J
e
27 (2-a)(A+])" +(1-a)
1 2, oma

+22”‘”(2—05)(ﬂb+1) +(1- anzz (2-a)(i+1)"a J

2" (2-a)(A+1)"
2" (2-a)(2+1)" +(1-a)
> [0 (n-a)(4(n-)+1)" [ |
277 (2-a)(A+1) +(1-a)n=

2 (2-a)(4+D)" o 1-a i

2" (2-a)(A+)" +(1-a) 2" (2-a)(A+1)" +(1-a)
=1-r>0

>1-

elde edilir. Boylece (4.46) esitsizligi elde edilmis olur. Dolayisiyla (4.42) ifadesi

dogrudur.
(4.43) ise (4.42)ifadesindeki esitsizliginin sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir.

g(z) fonksiyonu olarak
Z o0
7)=——=2+) 7"eC
90 =1 Z;, €

seklinde tanimlanan fonksiyonu ve h(z) fonksiyonu olarak da
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l-a
2" (2-a)(A+1)"

h(z)=z- 7> (1>0,0<a<])

fonksiyonunu se¢elim. (4.42) den

2" (2-a)(A+1)" h(2) <2 (z€U)
2" (2-a)(2+1)" +(1-a) 1-z

yazilabilir. Buradan h(z) fonksiyonu i¢in

min{Re[ZZM2 (o)Al h(z)}}=% (zeU)

(2-a)(A+1)" +(1-«a)

oldugu kolayca goriiliir. Buda gosterir ki

2" (2-a)(A+1)"
2™ (2-a)(A+1)" +(1-a)

en iyi sabittir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu caliymada D) ile gosterilen yeni bir differensiyel operator tanimlanarak, bu
operatdr yardimiyla analitik fonksiyonlarm S; (a,1) ve C,(a,4) bigimindeki alt

siniflart olusturuldu. Bu alt siniflar i¢in katsayr tahminleri, distorsiyon teoremleri,
konvekslik ve yildizillik yarigaplari, ekstremum noktalar, kismi toplamlar, komsuluk ve

subordinasyon sonuglar1 elde edildi.

Gerek D) operatorii gerekse S, (a,4) ve C,(a,A) smflari bu alanda calisma

yapacak arastirmacilara énemli bir yol gosterir. Oyle ki D] operatorii yardimiyla
analitik fonksiyonlarin yeni alt smiflar1 olusturulabilir. Olusturulan bu siniflarm birgok
ozellikleri arastirilabilir. Diger taraftan S, (a,/l) ve C, (a,ﬂ) smiflar i¢in degisik

subordinasyon sonuclar1 konviilasyon problemleri, bi {inivalentlik fonksiyonlarm alt
smiflart i¢in katsayr tahminleri ve kesirsel tiirev gibi diger bir¢cok oOzellikleri de

arastirilabilir.
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