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ÖZET 

Bu tezde yeni bir diferensiyel operatör yardımıyla tanımlanan analitik fonksiyonların

 ,m  

 
ve  ,m    biçimindeki alt sınıfları tanıtılıp ve çalıĢıldı. Bu sınıflar için 

katsayı tahminleri, büyüme ve bükülme teoremleri, konvekslik ve yıldızıllık yarıçapları, 

kısmi toplamlar, komĢuluk ve subordinasyon sonuçları ile ilgili teoremler verildi. 

Bunlara ilave olarak bu sınıflar için ekstremum noktalar elde edildi. 

 

Anahtar Kelimeler: Analitik fonksiyon, Diferensiyel operatör, Distorsiyon, Ekstremum 

nokta, Kısmi toplam, KomĢuluk, Subordinasyon. 
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ABSTRACT 

In this thesis, we introduce and study two new subclasses  ,m  

 
and  ,m    of 

analytic functions which are defined by aid of a new differential operator. Some results 

connected with coefficients estimates, distortion theorems, radii of starlikeness and 

convexity, partial sums, neighborhoods and subordination results related these 

subclasses are obtained. Additionally extreme points for these subclasses are 

determined. 

Keywords: Analytic function, Differantial operatör, Distortion, Extreme point, Partial 

sum, Neighborhood, Subordinate. 
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1. GİRİŞ 

 

Kompleks analizin önemli konularından biri olan geometrik fonksiyonlar teorisi 

esasında geometri ile analiz arasında önemli bir köprü oluĢturur. Burada bu iliĢkiyi en 

güzel Ģekilde kuran ünivalent (bire-bir) fonksiyonlardır. En basit örnekle, kompleks 

düzlemin herhangi bir alt kümesinde eğer bir fonksiyon analitik ve ünivalent ise 

( ) 0f z   dır. Riemann dönüĢüm teoreminden dolayı ünivalent fonksiyonlar üzerindeki 

çalıĢmalar, 

 : 1U z z    

birim diskinde analitik, ünivalent ve (0) 0f  , (0) 1f    Ģartlarını sağlayan 

fonksiyonların oluĢturduğu bir  sınıfı üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. 

1907 yılında Koebe,  sınıfına ait fonksiyonlar altında U  birim diskinin görüntüsünü 

incelemiĢ ve U  birim diskinin f   altındaki görüntüsünün sınırı olan ( )f U  nun 

orijine olan uzaklığının 41  den küçük olamayacağını ispatlamıĢtır. Literatür de bu 

teorem Koebe çeyrek teoremi olarak bilinmektedir. 

1916 yılında Bieberbach tarafından ileri sürülen Uz  olmak üzere f   fonksiyonu 

2

( ) n

n

n

f z z a z




   biçiminde bir Taylor açılımına sahipse 2,3,...n   için 
na n  

tahmini uzun yıllar matematikçileri devamlı meĢgul eden bir problem olarak uzun yıllar 

güncelliğini korumuĢ ve nihayet 1985 yılında Louis De Branges tarafından çözülmüĢtür. 

Bieberbach teoreminin çok önemli sonuçlarından birisi de  sınıfına ait bir f  

fonksiyonu için 22 a  sonucu kullanılarak Koebe tarafından verilen ve büyüme 

(growth) ve bükülme (distortion) teoremleri olarak bilinen ( )f z  ve ( )f z  nin 

sınırlarının elde edilmesi problemidir. 

Bieberbach tahmininin Louis De Branges tarafından çözülmesine kadar problemin 

çözümü ile ilgilenen matematikçiler  sınıfının bazı alt sınıflarını tanımlamak suretiyle 
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bu alt sınıflara ait fonksiyonlarla ilgili ilginç bağıntılar elde etmiĢlerdir. Bu alt sınıfların 

en önemlilerinden ikisi yıldızıl (starlike) ve konveks (convex)  fonksiyonlardan oluĢan 

alt sınıflardır. Bu alt sınıfların çoğu analitik ve geometrik olarak karakterize edilebilir. 

Yıldızıl ve konveks fonksiyonlar arasındaki ilginç bağıntı ilk kez Alexander tarafından 

verilmiĢtir. 

Bu tez çalıĢmasında ilk olarak analitik fonksiyonların yeni bir mD   operatörü 

tanımlanmıĢtır. Tanımlanan bu operatör yardımıyla analitik fonksiyonların  ,m   ve 

 ,m    gibi iki yeni alt sınıfı verilmiĢtir. Bu sınıflar için sırasıyla katsayı eĢitsizliği, 

konvekslik ve yıldızıllık yarıçapları, büyüme ve bükülme teoremleri, ekstremal 

fonksiyon, kısmi toplamları, komĢuluk problemi ve subordinasyon ile ilgili teoremler 

verildi. 

Tezin kuramsal temeller bölümü tezin diğer bölümlerinde kullanılacak bazı önemli 

tanım ve teoremlerden oluĢturulmuĢtur. Ayrıca ünivalent fonksiyon kavramı tanıtılarak 

bu fonksiyonların oluĢturduğu sınıfına ait önemli özellikler verilmiĢtir. Son olarak  

sınıfının ,  ,  ( )  ve ( )  alt sınıfları verilmiĢtir. 

Materyal ve yöntem olarak verilen bölümde yeni bir mD   operatörü ve bu operatörle 

alakalı olan  ,m    ve  ,m    gibi iki yeni alt sınıf tanımlanmıĢtır. 

AraĢtırma bulguları olarak verilen dördüncü bölümde ise  ,m    ve  ,m    alt 

sınıflarıyla ilgili sırasıyla katsayı eĢitsizliği, konvekslik ve yıldızıllık yarıçapları, 

büyüme ve bükülme teoremleri, ekstremal fonksiyonu, kısmi toplamları, komĢuluk 

problemi ve subordinasyon ile ilgili teoremler ispatlarıyla sunulmuĢtur. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlar sunuldu. 

Tanım 2.1.1 ( r -komşuluğu): 0z 
 
ve 0r  bir reel sayı olmak üzere  

 0 0( , ) :U z r z z z r     ifadesi 0z  merkezli, r  yarıçaplı açık disk (veya 0z  

noktasının r  komĢuluğu) olarak adlandırılır. 
0( ,U z r ) ile 0( , )U z r  nin kapanıĢı 

0( , )U z r
 
ile de onun sınırı ve orijin merkezli r  yarıçaplı disk (0, ) rU r U  ile 

gösterilecektir. 

Özel durumda orijin merkezli açık birim disk  : 1U z z  
 
 ile gösterilecektir. 

Tanım 2.1.2 (İç Nokta): S   herhangi bir küme olsun. Sz 0  noktası için 

0( , )U z r S  olacak Ģekilde bir 0r   sayısı varsa 0z  noktasına S ‟nin bir iç noktası 

denir. 

Tanım 2.1.3 (Açık Küme): Bir S    kümesi verilsin. Eğer S ‟nin her noktası bir iç 

nokta ise S ye açık küme denir.  

Tanım 2.1.4 (Kapalı Küme): S  olsun. S  kümesinin tümleyeni açık küme ise, S  

kümesine kapalı küme denir. Örneğin  : 1z z   kapalı kümedir. 

Tanım 2.1.5 (Bağlantılı Küme): Eğer 21 SSS  , 1S S  , 2S S   ve 

1 2S S S    olacak Ģekilde 1S  ve 2S  gibi boĢ olmayan iki ayrık ve açık küme 

bulunamaz ise S   kümesine bağlantılıdır denir. Aksi halde bağlantısız küme denir. 

Örneğin ‟nin kendisi bağlantılıdır. 

Tanım 2.1.6 (Bölge): Açık ve bağlantılı kümelere bölge denir.  

  hem açık hemde bağlantılı olduğundan bir bölgedir. 
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Tanım 2.1.7 (Süreklilik): S  , :f S   bir fonksiyon ve Sz 0  olsun. Her 0  

için  0zz  olduğunda 
0( ) ( )f z f z    olacak biçimde 0( , ) 0z     sayısı 

varsa f  ye 0z  noktasında süreklidir denir. Eğer f  fonksiyonu S  kümesinin her bir 

noktasında sürekli ise f  ye S  kümesinde sürekli fonksiyon denir. 

Tanım 2.1.8 (Eğri):  ,a b   olmak üzere sürekli bir  : ,a b   fonksiyonuna 

 düzleminde eğri (yol) denir. BaĢka bir ifade ile  ,a b  kapalı aralığından herhangi bir 

topolojik uzaya tanımlı sürekli dönüĢümlere eğri ya da yol denir.  a  ve  b  

noktalarına da sırasıyla eğrinin baĢlangıç ve bitim noktaları denir. 

Tanım 2.1.9 (Kapalı Eğri):  : ,a b  ye bir eğri olsun. )()( ba    ise   ya kapalı 

eğri denir. 

Tanım 2.1.10 (Basit Kapalı Eğri): Uç noktaların çakıĢması hariç, kendini kesmeyen 

eğrilere basit eğri, hem basit hem de kapalı eğrilere de basit kapalı eğri veya Jordan 

eğrisi denir. Jordan eğrisi düzlemi Jordan eğrisinin içi ve dıĢı olmak üzere iki bölgeye 

ayırır. Jordan eğrisinin içine Jordan bölgesi denir.   eğrisi [ , ]a b  kapalı aralığında 

türevlenebilir olsun. Eğer [ , ]a b  kapalı aralığında    türevi sürekli ve sıfırdan farklı ise 

  eğrisine düzgün eğri denir. t , a  dan b  ye artarken, buna karĢılık gelen ( )t  

değerlerinin ( )a  dan ( )b  ye doğru sıralanması eğrinin yönünü belirtir. Kapalı bir 

eğrinin yönü ya pozitif veya negatiftir. Kapalı olmayan eğriler için baĢlangıç 

noktasından bitiĢ noktasına doğru sıralama yön olarak alınır. 

2.2. Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar 

Bu kısımda analitik ve ünivalent fonksiyon kavramları tanıtılacak ve bu kavramlarla 

ilgili bazı tanım ve teoremler verilecektir. 

Tanım 2.2.1 (Diferensiyellenebilme): A  bir bölge olmak üzere :f A  ye bir 

fonksiyon ve Az 0  olsun. Eğer  

   

0

0

0

lim
zz

zfzf

zz 




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limiti varsa f  fonksiyonu Az 0  noktasında diferensiyellenebilirdir ( ya da 

türevlenebilirdir) denir. Bu limit değeri )( 0zf   ile gösterilir ve 0zz   noktasında f  

fonksiyonunun türevi olarak adlandırılır. 

Tanım 2.2.2 (Analitiklik): Bir f  kompleks fonksiyonu bir 0z  noktası ve bu noktanın 

belli bir komĢuluğundaki tüm noktalarında diferensiyellenebiliyorsa f  ye 0z  

noktasında analitiktir denir. Eğer bu f  kompleks fonksiyonu bir S   kümesinin her 

noktasında analitik ise f  ye S  kümesinde analitiktir denir. Tüm kompleks düzlemde 

analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. 

Örneğin ( ) 3 (3 )f z x y i y x     ve ( ) zf z e  fonksiyonları birer tam fonksiyondur. 

Oysa ( )f z xy iy   ve ( ) (cos sin )yf z e x i x   fonksiyonları hiç bir yerde analitik 

değildir. 

Teorem 2.2.1 (Liouville Teoremi): Bir ( )f z  tam fonksiyonu sınırlı ise, sabittir. 

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar için önemli bir yere sahip olan 

Cauchy-Türev formülü aĢağıdaki gibidir. 

Teorem 2.2.2 (Cauchy-Türev Formülü): ,f  pozitif yönlü basit kapalı   eğrisi içinde 

ve üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z  bu eğrinin içinde bir nokta ise 0,1,2...n   için 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

n f z
f z dz

i z z


 


  

dır. 

Cauchy-Türev formülünün en önemli sonuçlarından biri Ģudur: f  fonksiyonu bir 

bölgede analitik ise bu bölgede her mertebeden türevi vardır ve bu türevler de o bölgede 

analitiktir. Bu durumda f  analitik fonksiyonu 0z  noktasında 

( )

0 0

0

( ) ( ) , ( ) !n n

n n

n

f z a z z a f z n




    
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Ģeklinde bir Taylor açılımına sahiptir. Fakat reel değiĢkenli bir fonksiyonun bir noktada 

1. mertebeden türevi varsa bu noktada her mertebeden türevi vardır diyemeyiz. Örneğin, 

3 2( )f x x  

 ve  

2 1
sin ; 0

( )

0; 0

x x
f x x

x




 
 

 

reel değiĢkenli fonksiyonlarının 0x  noktasında birinci mertebeden türevleri olduğu 

halde, 0x  noktasında ikinci mertebeden türevleri yoktur.  

Tanım 2.2.2 (Tekil nokta):  

i. Bir ( )w f z  fonksiyonu bir  0z  noktasında analitik değilse bu noktaya f  

fonksiyonunun tekil noktası denir. 

ii: Bir ( )w f z  fonksiyonu 0z  noktasının bir    0 0,U z r z  delinmiĢ komĢuluğunda 

analitik fakat 0z  noktasında analitik değilse f  fonksiyonu için 0z  noktası bir ayrık 

tekil noktadır denir. 

Teorem 2.2.3 (Laurent Teoremi): 0C  ve 1C , merkezleri 0z  noktasında bulunan 

pozitif yönde yönlendirilmiĢ iki çember olsun. 10 rr   olmak üzere 0C , 0r  yarıçaplı ve 

1C  de 1r  yarıçaplı çemberler olarak alınsın. Eğer bir f  fonksiyonu 0C  ile 1C  in 

üzerinde ve bunların arasında kalan halka bölgenin tamamında analitik ise bu durumda 

bölgedeki her z  noktasında ( )f z  fonksiyonu ve n na b  kompleks sayılar olmak üzere  

 
 

0

0 1 0

( )
n n

n n
n n

b
f z a z z

z z

 

 

  


   

açılımı ile temsil edilir. Buna ( )f z  fonksiyonunun 0z  noktasının delinmiĢ bir 

komĢuluğundaki Laurent serisi (açılımı) denir. 



7 

 

Tanım 2.2.3 (Kutup Noktası): 0z , ( )f z  fonksiyonunun ayrık tekil noktası olsun. 

Laurent açılımındaki nb  katsayılarından sadece sonlu tanesi sıfırdan farklı ise 0z  

noktasına ( )f z  fonksiyonunun kutup noktası denir. 

Tanım 2.2.4 (Meromorf fonksiyon): Kompleks düzlemin bir A  bölgesinde kutup 

noktaları hariç analitik olan ( )f z  fonksiyonuna A  da meromorf fonksiyon denir. 

Örneğin,  

( )
( 1)( 2)

z
f z

z z


 
 

fonksiyonunda 
2

lim ( )
z

f z


   olduğundan 
0 2z    f  nin bir kutup noktasıdır. 

Teorem 2.2.4 (Maksimum Modül Prensibi): f  fonksiyonu kompleks düzlemin bir A  

bölgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A  bölgesinde sabit olmadıkça, )(zf  

maksimum değerini A  bölgesinde maksimum değer alamaz. 

Sonuç 2.2.1: A  kompleks düzlemde sınırlı bir bölge ve sabit olmayan f  fonksiyonuda 

bu bölgenin sınırında sürekli ve içinde analitik olsun. Bu durumda ( )f z  maksimum 

değerini A  bölgesinin sınırında alır. 

Maksimum prensibinin önemli sonuçlarından birisi Schwarz lemmasıdır. 

Lemma 2.2.1 (Schwarz lemması): f  fonksiyonu U  birim diskinde analitik ve 

(0) 0f   olsun. Eğer U  birim diskinde ( ) 1f z   ise bu durumda (0) 1f    ve 

( )f z z  dır. EĢitlik sadece    olmak üzere ( ) if z e z  fonksiyonu ile sağlanır. 

[19]. 
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Teorem 2.2.5 (Minimum Prensibi): ( )f z  fonksiyonu kompleks düzlemin bir A  

bölgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her z A    için ( ) 0f z   olsun. Bu durumda 

( )f z  , A  bölgesinde minimum değer alamaz. 

Sonuç 2.2.2: A  kompleks düzlemde sınırlı bir bölge, ( )f z  sabit olmayan bir fonksiyon 

ve her z A   için ( ) 0f z   olsun. Ayrıca ( )f z  fonksiyonunun A  bölgesinin içinde 

analitik, sınırında sürekli olduğunu kabul edelim. Bu durumda ( )f z  minimum değerini 

A   bölgesinin sınırında alır. 

Tanım 2.2.5 (Ünivalent fonksiyon): ,f  A  bölgesinde tanımlı bir fonksiyon olsun. 

Her 1 2,z z A  için 1 2( ) ( )f z f z  olması sadece 
1 2z z  olmasını gerektiriyorsa (veya 

1 2z z  olduğunda 1 2( ) ( )f z f z oluyorsa) f ye A  bölgesinde ünivalent (yalınkat veya 

schlicht) fonksiyon denir [8]. 

Örneğin, ( ) ,f z z  ( )
1

z
f z

z



 ve 

 
2

( )
1

z
f z

z



 fonksiyonları birer ünivalent 

fonksiyondur. 

Eğer ,f  0z  noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise f  ye yerel ünivalent fonksiyon 

denir. 

Teorem 2.2.6: Analitik bir f  fonksiyonunun 0z  noktasında yerel ünivalent olması için 

gerek ve yeterli koĢul 0( ) 0f z   olmasıdır [8]. 

Ayrıca 0( ) 0f z   Ģartı ( )f z  fonksiyonunun ünivalentliği için gerekli fakat yeterli 

değildir. Yani sadece f  analitik fonksiyonu ünivalent ise 0( ) 0.f z   Tersi daima doğru 

değildir. Bir kümede yerel ünivalent olan analitik fonksiyonların, bu kümede ünivalent 

olması gerekmez. 

Örnek 2.2.1: 
2( )f z z  fonksiyonu { :1 2, 0 arg 3 2}A z z z       bölgesinde yerel 

ünivalent olmasına rağmen ünivalent değildir. Gerçekten 2( )f z z  fonksiyonu, A  
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bölgesinde analitik ve her 
0z A  için 

0( ) 0f z   sağlandığından yerel ünivalenttir. 

Fakat 

5 5 5 5 25

93 2 3 2 3 2 3 2
f i f i i
   

       
   

 

olduğundan 2( )f z z  fonksiyonu A  bölgesinde ünivalent değildir. Eğer A  

bölgesinde f  analitik fonksiyonu yerel ünivalent ise, bu durumda z A  noktasında 

( )f z  türevi, f  nin yerel geometrik davranıĢını belirler. ( )f z  ve arg ( )f z  değerleri 

sırasıyla yerel büyüme (uzunluklar için) ve yerel dönme etkenleridir. Buna ilaveten, 

:f A   analitik dönüĢümünün Jacobian determinantı 
2

( ) ( )Jf z f z  ile 

verilmektedir. Jacobian determinantının 
2

( )f z  ifadesine eĢit olduğu Cauchy-Riemann 

denklemlerinden kolayca görülür. Böylece Teorem 2.2.5 den analitik fonksiyonlar için 

Jacobian determinantının sıfırdan farklı olması, yerel ünivalentlik için gerek ve yeter 

Ģarttır.  

Tanım 2.2.6 (Konform dönüşüm): Eğer bir dönüĢüm, belli bir noktadan geçen iki 

düzgün eğri arasındaki açının büyüklüğünü ve yönünü koruyorsa, bu dönüĢüme bu 

noktada konform dönüĢüm denir. Eğer bir f  fonksiyonu, bir A  bölgesinin tüm 

noktalarında konform ise, f  fonksiyonu A  bölgesinde konformdur denir.  

Örneğin ( ) zf z e  dönüĢümü   düzleminin tamamında konformdur. 

Teorem 2.2.7: f  fonksiyonun analitik olduğu her z  noktasında ( ) 0f z   koĢulu 

sağlanıyorsa, f  fonksiyonu konformdur. 

Dolayısıyla bir bölgede analitik ve ünivalent bir fonksiyon konformdur. En önemli 

konform dönüĢümlerden biri Möbius dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm; , , ,a b c d kompleks 

sabitler olmak üzere 

( ) ,
az b

w f z
cz d


 


0ad bc   
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geniĢletilmiĢ kompleks düzlemi  { }     kendi üzerine konform olarak 

resmeder.  

z  düzlemindeki ( )   bölgesini, w düzlemindeki 
1

 bölgesi üzerine 

resmeden f  analitik fonksiyonunun varlığı 1851 yılında Riemann tarafından ortaya 

atılmıĢtır. 

Teorem 2.2.8 (Riemann Dönüşüm Teoremi): Kompleks düzlemin her 

( )  basit bağlantılı bölgesi konform olarak U  birim diski üzerine 

resmedilir. Ayrıca, 
0z  olmak üzere

0( ) 0f z   ve 
0( ) 0f z  koĢullarını sağlayan ve 

 bölgesini U  birim diski üzerine resmeden bir tek konform dönüĢüm vardır [8]. 

2.3 Normalize Edilmiş Ünivalent Fonksiyonlar 

Bu bölümde geometrik fonksiyonlar teorisinin özel bir konusu olan ünivalent 

fonksiyonları biraz daha ayrıntılı olarak ele alacağız. Analitik olarak, bir ünivalent 

fonksiyon sıfırdan farklı türeve sahip iken; geometrik olarak da basit eğrileri basit 

eğrilere dönüĢtürür. Hem analitik hem de ünivalent fonksiyon ise basit bağlantılı 

bölgeleri basit bağlantılı bölgelere dönüĢtürür. Riemann dönüĢüm teoreminden, keyfi 

bir basit bağlantılı bölgede tanımlı f  ünivalent fonksiyonu yerine U  açık birim diskte 

tanımlı bir f  ünivalent fonksiyonu seçilebilir. Diğer taraftan bir f  analitik 

fonksiyonunun  

0

( ) n

n

n

f z b z




                                                          (2.1) 

Ģeklindeki bir seriyle temsil edildiğini biliyoruz. Burada f  fonksiyonunun ünivalent 

olduğu kabul edilirse  

2

0 1 2( ) ...f z b b z b z     

ifadesinden  
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2 30 32

1 1 1

32
2 3

1 1 1

( )
( ) z ...

, ,..., ,...n
n

f z b bb
g z z z

b b b

b bb
a a a

b b b


    

  

 

alınırsa  

2 3

2 3( ) ...g z z a z a z     

fonksiyonunun da ünivalent olduğu kolayca görülebilir. Son ifadeyi f fonksiyonu için 

(0) 0, (0) 1f f    Ģartlarına da bağlayabiliriz. Bu Ģartlara f  fonksiyonu için 

normalizasyon Ģartları da denilir. Dolayısıyla da normalizasyon Ģartları altında (2.1) 

serisi  

2

( ) ( )n

n

n

f z z a z z U




                                            (2.2) 

Ģeklini alır. Burada (2.2) Ģeklinde tanımlanmıĢ fonksiyona normalize edilmiĢ analitik 

fonksiyon denir. Normalize edilmiĢ analitik fonksiyonların sınıfını  ile göstereceğiz 

ve kısaca 

2

:  için ( )  şeklindeki analitik fonksiyonn

n

n

f z U f z z a z




 
     
 

  

Ģeklinde yazılır. 

Ünivalent fonksiyonlar teorisinin temel taĢı olan bir sınıfı aĢağıda tanımlayalım. 

Tanım 2.3.1 (  Sınıfı): U  birim diskinde ünivalent olan f 

 

fonksiyonların 

oluĢturduğu sınıfa  sınıfı denir ve kısaca  

 da üniv, alent:f f U   

Ģeklinde gösterilir [8, 10, 11, 20].  

 sınıfına ait bazı fonksiyon örneklerini aĢağıda verelim. 
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(i) 1( ) (1 )w f z z z     fonksiyonu U  birim diskini Re( ) 1 2w    sağ yarı düzlemine 

resmeder. 

(ii) 2 1( ) (1 )f z z z    fonksiyonu U  birim diskini     , 1 2 1 2,      bölgesi 

üzerine resmeder. 

(iii) 2( ) (1 )f z z z    Koebe fonksiyonu U  birim diskini  , 1 4    bölgesi üzerine 

resmeder. 

Ayrıca Ģunu da belirtelim ki,  sınıfına ait iki fonksiyonun toplamı  sınıfına ait 

olmayabilir. Örneğin; 

1( )
1

z
f z

z



 ve 2 ( )

1

z
f z

iz



 

fonksiyonları  sınıfına ait olmasına rağmen 

1 2

1
( )

(1 )
f z

z
 


 ve 2 2

1
( )

(1 )
f z

iz
 


 

türevlerinden  

1 2 2 2

2 2(1 )
( ) ( )

(1 ) (1 )

i z
f z f z

z iz

 
  

 
  

elde edilir. Buradan 
1

2

i
z U


   noktasında 1 2( ) ( ) 0f z f z    olduğu görülür. Bununla 

beraber  sınıfındaki birçok özellik bazı dönüĢümler altında korunur. 

Teorem 2.3.1: f   olsun. Bu durumda aĢağıdaki ifadeler doğrudur [8]. 

(i) EĢlenik alma: 2

2( ) ( ) ...g z f z z a z     ise, g  dir. 

 

(ii) Döndürme (Rotasyon):    olmak üzere 

( 1)

2

( ) ( ) ,i i i n n

n

n

g z e f e z z a e z  


 



      ( )z U  
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fonksiyonu  sınıfına aittir. 

      (iii) GeniĢleme (Dilation): 0 1r   olmak üzere  

1 1

2

( ) ( ) ,n n

n

n

g z r f rz z a r z


 



      ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

     (iv) Disk Otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach dönüĢümü): 
0z U  olmak üzere 

0
0

0

2

0 0

( )
1

( ) ,
(1 ) ( )

z z
f f z

z z
g z

z f z

 
 

 


   ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

      (v) Değer bölgesi dönüĢümü:   fonksiyonu ( )f U  da ünivalent ve (0) 0   

(0) 1    koĢulunu gerçekleyen bir fonksiyon ise f   dir. 

     (vi) ÇıkarılmıĢ değer dönüĢümü: ( )w f U  olsun. Bu durumda 

( )
( ) ,

1 ( )

f z
g z

f z w



   ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

      (vii) .n  kök dönüĢümü: Eğer 2,3,...n   ise 

1 2 2 12
3 22

1
( ) ( ) (2 ( 1) ) ...,

2

n n nn
a

g z f z z z na n a z
n n

           ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

Teorem 2.3.3: f   olsun. 1 4( )f U U  dır. Bu sonuç Koebe fonksiyonunun 

rotasyonları için kesindir. Üstelik 1 4( )
f S

f U U


  dır [8]. 
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Teorem 2.3.4: f  olsun. Bu durumda her Uz   için 

2 2
( ) ,       (Büyüme (Growth))

(1 ) (1 )

z z
f z

z z
 

 
           

3 3

1 1
( ) ,       (Bükülme (Distorsion))

(1 ) (1 )

z z
f z

z z

 
 

 
 

ve 

z

z

zf

zfz

z

z













1

1

)(

)(

1

1
 

eĢitsizlikleri sağlanır. EĢitlik sadece Koebe fonksiyonunun rotasyonlarında sağlanır [8]. 

Teorem 2.3.5:   sınıfı kompaktır [8]. 

Tanım 2.3.2 (  sınıfı): U  birim diskinde (0) 1,p  Re ( ) 0p z   koĢullarını sağlayan 

1

( ) 1 n

n

n

p z c z




   Ģeklindeki fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Caratheodory sınıfı veya 

 sınıfı denir [8]. 

Örneğin; ( ) (1 ) (1 ),p z z z z U     fonksiyonu  sınıfına ait olup, U  birim diskini 

sağ yarı düzlem üzerine resmeden bir konform dönüĢümdür. Ayrıca  sınıfına ait bir 

fonksiyonun ünivalent olması gerekmez. Örneğin; ( ) 1 nf z z   fonksiyonu  sınıfına 

ait olmasına rağmen 0 , 2n n   için ünivalent değildir. 

Tanım 2.3.3 (  sınıfı): U  birim diskinde (0) 0   ve ( ) 1z   koĢullarını sağlayan 

analitik fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Schwarz fonksiyonlarının sınıfı denir ve   

ile gösterilir [8]. 

Bunların yanı sıra,  sınıfı ile Schwarz fonksiyonları arasında aĢağıda olduğu gibi 

önemli bir bağ vardır: 

1 ( )
( ) ( ) , ( ) .

1 ( )

z
p z p z z

z







   


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ve   sınıflarını tanımladıktan sonra,  sınıfının iki önemli alt sınıfını aĢağıdaki 

Ģekilde verebiliriz. 

Tanım 2.3.4 (

 sınıfı): B  kümesi verilsin. B  kümesindeki sabit bir 

0w  noktasını 

her w B  noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen B  kümesinde kalıyorsa, B  ye 

0w  noktasına göre yıldızıl küme denir. 
0w  noktası özel olarak orijin seçilirse, bu 

kümeye orijine göre yıldızıl küme (veya kısaca yıldızıl) küme adı verilir.  Eğer bir f  

fonksiyonu U  birim diskini 
0w  noktasına göre bir yıldızıl kümeye resmediyorsa, f  

fonksiyonuna 0w  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. Özel durumda, f  fonksiyonu 

U  birim diskini yıldızıl bir kümeye resmediyorsa, f  fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon 

denir. f  olmak üzere yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

 ile gösterilir [8, 20]. 

Teorem 2.3.5: f   olsun. Bu halde 

( )
( )

( )

zf z
f z

f z

 
    

dır. Ayrıca 
2

( ) ( 2,3...)n

n n

n

f z z a z a n n






       değerlendirmesi doğrudur [10, 

11, 20]. 

Kısaca yıldızıl fonksiyonları 

( )
:  için Re 0

( )

zf z
f z U

f z


  

      
  

 

Ģeklinde gösterebiliriz. Örneğin,  sınıfına ait fonksiyonlardan en önemlilerinden birisi 

Uz   olmak üzere, 

2)1(
)(

z

z
zk


  

Ģeklinde tanımlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu 

2
1 1

( ) 1
4 1

z
k z

z

  
   

   

 

Ģeklinde yazabiliriz. Ayrıca ( )k z  fonksiyonu 
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1
( ) ,

1

z
u z

z





   

2( ) ( ),g z u z    
1

( ) ( ) 1
4

k z g z   

biçiminde yazılarak U  birim diskini  1
4,   ıĢını çıkartılmıĢ kompleks düzlem 

üzerine konform olarak resmettiği görülebilir.  zk  dönüĢümü ünivalent fonksiyonlar 

teorisinde özellikle ekstremal fonksiyon olması yönüyle çok sayıda problemde önemli 

rol oynar. 

 

Şekil 1: Koebe Fonksiyonu  

Yukarıdaki Ģekilden de görüldüğü gibi  
 

2
21

n

n

z
k z z nz

z






   


  dır.  Ayrıca 

Teorem 2.3.5 kullanılarak da iz re    ve  0 1,0 2r       olmak üzere 

 

 
2

2

1 1
Re Re Re

1 1

1 1
0

1 2 cos 1

i

i

zf z z re

f z z re

r r

r r r







     
            

 
  

  

  

elde edilir. Buradan da ( )k z   olduğu görülür. 

Koebe fonksiyonunun dönmeleri (rotation), her Uz  için, 

2)1(
)(

ze

z
zk

i


  
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Ģeklinde tanımlanır ve  zk  fonksiyonları  sınıfına ait fonksiyonlardır. Bu dönüĢüm 

ile birim diskin görüntüsü   dan 4ie  ıĢın hariç kompleks düzlem olur. ]2,0(  

ve Uz  olmak üzere 
























 1

1

1

2

1
)(



 z

z
zf  fonksiyonu, “genelleştirilmiş Koebe 

fonksiyonu” olarak adlandırılır ve  sınıfına aittir. 

Tanım 2.3.5 (  sınıfı): B C  kümesi verilsin. Her 1 2,w w B  için 1w  noktasını 2w  

noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen B  içinde kalıyorsa B  ye konveks küme 

denir.  Eğer bir f  fonksiyonu birim diski, konveks bir kümeye resmediyorsa f  

fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f   olmak üzere konveks fonksiyonların 

sınıfı  ile gösterilir [10, 11, 20]. 

Konveks fonksiyonları analitik olarak ifade eden en önemli teorem aĢağıdaki gibidir. 

Teorem 2.3.6: f   olsun. Bu halde 

( )
( ) 1

( )

zf z
f z

f z


   


 

dır. Ayrıca 
2

( ) 1 ( 2,3...)n

n n

n

f z z a z a n




       değerlendirmesi doğrudur [10, 

11, 20]. 

Teorem 2.3.7 (Alexander Teoremi):  f   ve Uz  olmak üzere    zfzzg   

olsun. Bu durumda f   olması için gerek ve yeter Ģart g   olmasıdır [8, 10, 11, 

20]. 

Tanım 2.3.6  (   sınıfı): f  olsun. Eğer  z D  için 

 

 
Re 0

f z

g z

 
   

 

olacak Ģekilde bir  g C  varsa f  fonksiyonuna konvekse yakın fonksiyon denir. 

Konvekse yakın fonksiyonların sınıfı  ile gösterilir [8, 10, 11]. 
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Yukarıdaki tanımdan açık olarak her konveks fonksiyonun konvekse yakın fonksiyon 

olduğu görülür. Daha genel olarak her yıldızıl fonksiyon konvekse yakın fonksiyondur. 

Ayrıca yukarıdaki tanımlardan anlaĢıldığı üzere fonksiyonun ünivalent olması 

durumunda bu sınıflar arasında      Ģeklinde bir iliĢki vardır.  

Önemli ünivalentlik kriterlerin den biri aĢağıdaki Noshiro-Warschawski (Wolff)  

kriteridir. 

f  fonksiyonu konveks bir D  bölgesinde analitik ve her Dz  için Re ( ) 0f z   

ise f  fonksiyonu D  bölgesi üzerinde ünivalenttir. 

ġimdi ünivalent fonksiyonlar teorisinde önemli bir yere sahip subordinasyon ve 

Hadamard çarpım kavramlarını verelim. 

Tanım 2.3.7: f  ve g  fonksiyonları U  birim diskinde tanımlı iki analitik fonksiyon 

olsun. U birim diskinde ( ) ( ( ))f z g z  olacak Ģekilde bir   fonksiyonu varsa, f  

fonksiyonu U  da g  fonksiyonuna subordinedir denir ve f g  ile gösterilir [8]. 

Eğer g  ünivalent ise f g  (0) (0)f g  ve ( ) ( )f U g U  gerektirmesi doğrudur. 

Subordinasyon prensibi (Lindelöf Prensibi): Eğer f  fonksiyonu U  birim diskinde 

analitik, ünivalent ve g  fonksiyonu da U  birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrıca 

(0) (0)g f  ve ( ) ( )g U f U  ise, bu durumda rU  diskinde her 1r   için 

(0) (0)g f   ve ( ) ( )r rg U f U dir [8]. 

Özellikle, eğer f g  ise 

max ( ) max ( ) , ( (0,1))
z r z r

f z g z r
 

   

eĢitsizliği doğrudur. Ayrıca, 

( )p z  
1

( )
1

z
p z

z




ve ( )z   ( )z z  

gerektirmeleri yazılır. 
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Şekil 2: f g  Subordinasyonu 

Tanım 2.3.8: ,f g fonksiyonları  

2

( ) n

n

n

f z z a z




  ve
2

( ) n

n

n

g z z b z




   

Ģeklinde verilsin. f ve g  fonksiyonlarının Hadamard çarpımları  

2

( )( ) ( )( )n

n n

n

f g z z a b z g f z




      

Ģeklinde tanımlanır. Burada " "  Hadamard çarpımını gösterir  [8, 21]. 

Tanım 2.3.9. ( ( )  sınıfı): Her Uz  ve 0 1   olmak üzere 

 

 
Re

zf z

f z


 
  

 
 

koĢulunu sağlayan f   fonksiyonuna .  mertebeden yıldızıl fonksiyon ve bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da .  mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı denir 

ve ( ) ile gösterilir [10, 11]. 
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Tanım 2.3.10. ( ( )  sınıfı): Her Uz  ve 0 1   olmak üzere 

( )
Re 1

( )

zf z

f z


 
  

 
 

koĢulunu sağlayan f   fonksiyonuna .  mertebeden konveks fonksiyon ve bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da .  mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı denir 

ve ( ) ile gösterilir [10, 11]. 

Subordinasyonu kullanarak ( ) ve ( ) fonksiyonlarını 

'( ) 1 (1 2 )
( ) : , 0 1

( ) 1

zf z z
f

f z z


    

    
 

 

ve 

                 

''( ) 1 (1 2 )
( ) : 1 , 0 1

( ) 1

zf z z
f

f z z


 

  
     

  
 

Ģeklinde yazabiliriz.  

Yıldızıl ve konveks fonksiyonlar için büyüme ve bükülme teoremleri aĢağıda 

verilmiĢtir. 

Teorem 2.3.8: f   fonksiyonu ünivalent olsun. Bu durumda her Uz   için 

2 2
( ) ,       (Büyüme (Growth))

(1 ) (1 )

z z
f z

z z
 

 
           

3 3

1 1
( ) ,       (Bükülme (Distorsion))

(1 ) (1 )

z z
f z

z z

 
 

 
 

ve her 2k  için  

   

 
2

!
( )

1

k

k

k k z
f z

z






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eĢitsizlikleri sağlanır. Bu eĢitsizliklerin her birinin eĢitlik halinin olması Koebe 

fonksiyonunun uygun bir dönmesi ile gerçekleĢir [10]. 

Teorem 2.3.9: f   fonksiyonu ünivalent olsun. Bu durumda her Uz   için 

2
( ) ,       (Büyüme (Growth))

1 (1 )

z z
f z

z z
 

 
           

2 2

1 1
( ) ,       (Bükülme (Distorsion))

(1 ) (1 )
f z

z z
 

 
 

ve her 2k  için  

 

 
1

!
( )

1

k

k

k
f z

z





 

eĢitsizlikleri sağlanır. Bu eĢitsizliklerin her biri (z) (1 z)f z   fonksiyonu ile kesindir. 

[10]. 

1975 yılında Silverman [26]  aynı sınırları ( )  ve ( )  için elde etmiĢtir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM  

Bu bölümde ilk olarak aĢağıdaki yeni bir diferansiyel operatörü tanımladık.  

Tanım 3.1.1: f  olsun. 0  , z U  ve  0 0m    olmak üzere  

sınıfına ait fonksiyonların mD  türev operatörü  

 

 

0

1 3 2

1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) ( )

( ) ( )m m

D f z f z

D f z D f z z f z z f z zf z

D f z D D f z



 

  

 





      



 

Ģeklinde tanımlanır. 

2

( ) n

n

n

f z z a z




   olmak üzere f  fonksiyonu için mD  türev operatörü 

  2

2

( ) 1 1
mm m n

n

n

D f z z n n a z 




     

Ģeklinde yazılır. Aynı zamanda ( )mD f z   dır.  

( )mD f z  operatörünün özel durumu Sălăgean türev operatörüne indirgenir. Bilindiği 

üzere Sălăgean türev operatörü  

0

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))m m

S f z f z

S f z Sf z zf z

S f z S S f z



 



 

Ģeklinde tanımlanır [23].  Dolayısıyla Sălăgean türev operatörü  

2

( )m m n

n

n

S f z z n a z




   

olur. Dolayısıyla mD  ve mS  operatörleri arasında
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2

0 ( ) ( ) ( ) ( )m m m mD f z S f z S f z S f z    

ve 

3

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m m mD f z S f z S f z S f z S f z     

Ģeklinde bir iliĢki vardır. ġimdi mD  operatörü ile alakalı olan aĢağıdaki sınıfları 

tanımlayalım. 

Tanım 3.1.2: f   fonksiyonu verilsin. z U   için f  fonksiyonun  ,m  
 ve  

 m ,   sınıfları  

 
 ( )

, : Re , 0, 0 1
( )

m

m m

z D f z
f

D f z





    

  
  

       
  

  

 

ve 

      

 
 

 

( )
, : Re 1 , 0, 0 1

( )

m

m
m

z D f z
f

D f z





    

  
  

          
  

 

Ģeklinde tanımlanır.  

   Ünivalent fonksiyonlar teorisinde uygulamalarda özellikle katsayı eĢitsizlikleriyle 

ilgili teoremler genellikle sadece gerek Ģart olarak verilir. Bunun sebebi ( )f z  

fonksiyonunun na  olmak üzere  

2

( ) n

n

n

f z z a z




   

 biçiminde olmasından kaynaklanmaktadır. Tersinin doğru olması yani yeter Ģartının 

verilebilmesi için ( )f z  fonksiyonunun negatif katsayılı yani 

2

( ) k

k

k

f z z a z




                                                   (3.1)  
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olması gerekir. Bu yüzden bu tip fonksiyonları ayrı kategoride inceleriz. Bundan sonra 

 ile böyle fonksiyonların sınıfını göstereceğiz. Bu sınıf ilk defa Silverman tarafından 

1975 yılında verilmiĢtir. Böylece bu sınıfa bağlı olarak 

   , ,m m       

   , ,m m      

sınıflarını tanımlanır. Özel durumlarda  

   ,o      

ve  

   0 ,    

olup bu sınıflar Silverman tarafından tanımlanmıĢtır [26]. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde  ,m    ve  ,m    alt sınıflarıyla ilgili sırasıyla katsayı eĢitsizliği, 

konvekslik ve yıldızıllık yarıçapları, büyüme ve bükülme teoremleri, ekstremal,  

fonksiyonu, kısmi toplamları, komĢuluk problemi ve subordinasyon ile ilgili teoremler 

ispatlarıyla sunulmuĢtur. 

4.1.  ,m    ve  ,m    Alt Sınıfları için Katsayı Eşitsizlikleri 

Ünivalent fonksiyonlar teorisinin oluĢmasında önemli bir yeri olan katsayı eĢitsizlikleri 

günümüze kadar çalıĢma alanı bulmuĢtur. Bieberbach‟ın  sınıfına ait bir fonksiyon 

için na n  sonucunu elde etmesi bu konu üzerinde çalıĢmalar için bir milat teĢkil eder. 

Bunun yanı sıra birçok bilim adamı ünivalent fonksiyonların alt sınıfları için katsayı 

eĢitsizliklerini kimi durumda gerek Ģart olarak, kimi durumda sadece yeter Ģart ve kimi 

durumda gerek yeter Ģart olarak vermiĢlerdir. Örneğin, eğer (2.2) Ģeklinde verilen 

f     fonksiyonu yıldızıl ve konveks ise sırasıyla na n  ve 1na   eĢitsizlikleri 

sağlanır. Tersine 
2

1n

n

n a




  ve 2

2

1n

n

n a




 eĢitsizlikleri sağlanırsa sırasıyla f   

fonksiyonu yıldızıl ve konvekstir. Yukarıdaki yazılan gerektirmelerin tersleri genelde,  

doğru değildir. Bu sonuçlar aynı zamanda  
ve   sınıfları içinde verilir [10, 

11, 20]. Schild 1965 yılında f  fonksiyonun  mertebeden yıldızıl ve konveks 

olması durumunda bu fonksiyonun katsayıları için sırasıyla 

 

 
2

2

1 !

n

k

n

k

a
n










 ve 

 

 
2

2

!

n

k

n

k

a
n









 tahminlerini elde etmiĢtir [24]. Daha sonra 1975 yılında Silverman 

(2.2) Ģeklinde tanımlanan bir fonksiyonun sırasıyla  
2

1n

n

n a 




    ve 

 
2

1n

n

n n a 




    eĢitsizliklerini sağlaması durumunda f  nin ünivalent .
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mertebeden yıldızıl ve ünivalent .  mertebeden konveks fonksiyon olduğunu 

ispatlamıĢtır [26]. Silverman aynı çalıĢmasında fonksiyonun negatif katsayılı olması 

durumunda yukarıdaki son ifadenin gerek ve yeter Ģart olarak verilmesi gerektiğini 

ispatlamıĢtır. 

Tezin bu bölümünde  ( , ),m     m , ,   ,m    ve  m ,   alt sınıfları için 

katsayı eĢitsizlikleri araĢtırıldı. 

Teorem 4.1.1: 
0 ,m  0 ,   0 1  ve f   olsun. Eğer  

    2

2

1 1 1
mm

n

n

n n n a  




                                      (4.1)  

eĢitsizliği sağlanırsa, bu durumda ( , )mf    dır [6].  

İspat: ( , )mf    olduğunu göstermek için  
 
 

( )

( )

m

m

z D f z

D f z







 ifadesinin 1w  merkezli, 

1  yarıçaplı çemberinde olduğunu göstermek yeterlidir. Yani  

 ( )
1 1

( )

m

m

z D f z

D f z









                                          (4.2)  

olduğunu göstermek gerekir. Böylece 

 
 

    

  

    

  

    

  

2

2

2

2

2 1

2

2 1

2

2

2

2

2

1 1 1
( )

1
( )

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

mm n
m n

n

m mm n

n

n

mm n

n

n

mm n

n

n

mm

n

n

mm

n

n

n n n a z
z D f z

D f z
z n n a z

n n n a z

n n a z

n n n a

n n a











































  

 

  

  



  

  



  













                      (4.3)  
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elde edilir. Diğer taraftan (4.1)  dikkate alındığında,                 

    

       

2

2

2 2

2 2

1 1

1 1 1 (1 ) 1 1

(1 )

mm

n

n

m mm m

n n

n n

n n n a

n n n a n n a

 

  







 

 

  

 
        

 

 



           (4.4)  

olur. Dolayısıyla (4.4)  eĢitsizliğinden       

    

  

2

2

2

2

1 1 1

1

1 1 1

mm

n

n

mm

n

n

n n n a

n n a















  

 

  




                                    (4.5)  

bulunur. Böylece (4.1)  ve  (4.3)  ifadelerinden (4.2)  eĢitsizliği yeni  

 
 

( )
1 1

( )

m

m

z D f z

D f z









    

elde edilir. Bununla teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur.  

Burada dikkat edilmesi gereken husus (4.1)  eĢitsizliğinin geçerli olması için (4.5)

eĢitsizliğindeki paydanın pozitif olması gerektiği unutulmamalıdır. Bunun pozitifliği 

(4.1) eĢitsizliğinden kolaylıkla görülebilir. 

Sonuç 4.1.1: 0  , 0 1  , 0m  ve f   olsun. Eğer 

    2 1

2

1 1 1
mm

n

n

n n n a  






                                     (4.6)  

eĢitsizliği sağlanırsa, bu durumda  m ,f    dır [6]. 

İspat: Alexander teoremine göre  

     m( ) , ( ) ,m m

mD f z z D f z    
  
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gerektirmesinin doğru olduğunu biliyoruz. Diğer taraftan  

  2

2

( ) 1 1
mm m n

n

n

D f z z n n a z 




     

ve dolayısıyla  

    

  

2 1

2

2 1

2

( ) 1 . 1 1

1 1

mm m n

n

n

mm n

n

n

z D f z z n n n a z

z n n a z

 













 
    

 

   





 

yazılır. Teorem 4.1.1 de 
na  yerine 

nna  yazılırsa  

         2 2 1

2 2

1 1 1 1

1

m mm m

n n

n n

n n n n a n n n a   



 


 

      

 

 
 

eĢitsizliği elde edilir. Böylece Teorem 4.1.1 gereği    ( ) ,m

mz D f z  
  olur. Sonuç 

olarak 

     m( ) , ( ) ,m m

mD f z z D f z    
    

gerektirmesi gereğince  m( ) ,mD f z    olur.  

ġimdi  ,m  
 sınıfına ait fonksiyonlar için katsayı eĢitsizliğini verelim.  

Teorem 4.1.2: 0  , 0 1   ve   

2

( ) n

n

n

f z z a z




   

olsun. Bu durumda  ,mf    olması için gerek ve yeter Ģart  (4.1)  eĢitsizliğinin 

sağlanmasıdır. (4.1)  eĢitsizliği  

  
21

( )
4 2 1

mm
f z z z



 


 

 
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ekstremal fonksiyonu ile kesindir [6]. 

İspat: Ġspatımızın yeter Ģartı yukarıda verdiğimiz Teorem 4.1.1 in ispatının benzeridir. 

Bu yüzden sadece gerek Ģartı göstereceğiz. 

Hipotez gereği  ,mf    olduğundan  

 ( )
Re

( )

m

m

z D f z

D f z







 
 

 
 
 

  

ve dolayısıyla 

    

  

2 1

2

2

2

1 1
( )

Re Re
( )

1 1

mm n
m n

n

m
mm n

n

n

z n n a z
z D f z

D f z
z n n a z




















 
         

    
         




                    (4.7)  

yazılır. 

z değerlerini reel eksende seçtiğimizde  

 ( )

( )

m

m

z D f z

D f z







 

ifadesi reel olacaktır. (4.7)  eĢitsizliğinde 1z   için limit alındığında 

  

  

2 1

2

2

2

1 1 1

1 1 1

mm

n

n

mm

n

n

n n a

n n a
















  



  




 

olur. Son eĢitsizlik düzenlendiğinde  
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     

     

    

2 1 2

2 2

2 1 2

2 2

2

2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

m mm m

n n

n n

m mm m

n n

n n

mm

n

n

n n a n n a

n n a n n a

n n n a

   

   

  

 


 

 


 





      

       

     

 

 



 

 ve nihayetinde, 

    2

2

1 1 1
mm

n

n

n n n a  




      

eĢitsizliği elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 4.1.2: Eğer  ,mf    ise, 

    2

1

1 1
n mm

a
n n n



 




  
 

eĢitsizliği sağlanır. EĢitlik ise  

    2

1
( )

1 1

n

n mm
f z z z

n n n



 


 

  
 

Ģeklindeki fonksiyonlar ile sağlanır [6]. 

Sonuç 4.1.3: 
2

( ) n

n

n

f z z a z




   Ģeklinde tanımlanan bir ( )f z  fonksiyonunun 

 m ,   sınıfına ait olması için gerek ve yeter Ģart (4.6)  olarak ifade edilen   

    2 1

2

1 1 1
mm

n

n

n n n a  






      

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. EĢitlik ise  

    
21

( )
2 2 4 1

m
f z z z



 


 

 
 

ekstremal fonksiyonu ile sağlanır [6]. 
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Teorem 4.1.3: 
1 20 , 0 1       ve 

0m  olsun. Bu durumda

   2 1, ,m m      ve    m 2 m 1, ,     içerme bağıntıları sağlanır [6]. 

İspat: Hipotezden 
 1 20     olduğundan dolayı  

         2 2

1 2

2 2

1 1 1 1
m mm m

n n

n n

n n n a n n n a   
 

 

         

yazılır. Yine hipotezden  2,mf    olması ve Teorem 4.1.1 dikkate alındığında 

    2

2

2

1 1 1
mm

n

n

n n n a  




       

yazılabilir. Dolayısıyla 

    2

1

2

1 1 1
mm

n

n

n n n a  




      

eĢitsizliği elde edilir. Bu ise  1,mf    olması demektir. Sonuç olarak 

   2 1, ,m m      dır. 

Benzer iĢlemler  m 1,  ve  m 2,   sınıfları için yapıldığında 

         2 1 2 1

1 2

2 2

1 1 1 1
m mm m

n n

n n

n n n a n n n a   
 

 

 

       
       

(4.8)
 

elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.3 dikkate alındığında   

    2 1

2

2

1 1 1
mm

n

n

n n n a  





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(4.9)
 

 

yazılabilir. (4.8)  ve (4.9) ifadelerinden  

    2 1

1

2

1 1 1
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n

n

n n n a  






      
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olur.  Böylece  m 1,f   dır. Dolayısıyla    m 2 m 1, ,    elde edilir. 

Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

4.2.  ,m    ve  ,m   Alt Sınıfları için Büyüme ve Bükülme Teoremleri 

 sınıfına veya onun alt sınıflarına ait bir fonksiyonların önemli araĢtırma konularından 

biri de bu fonksiyonlar için büyüme ve bükülme sınırlarını elde etmektir. Bu bölümde 

 ,m    ve  ,m    sınıflarına ait fonksiyonlar için büyüme ve bükülme 

teoremlerini vereceğiz. 

Teorem 4.2.1: Eğer  ,mf    ise 0  , 0 1   ve 
0m  olmak üzere  

         
 2 21 1

( )
2 4 1 2 4 1

m m
r r f z r r z r

 

   

 
    

   
 

eĢitsizlikleri sağlanır. EĢitlik ise  

    
21

( )
2 4 1

m
f z z z



 


 

 
 

ekstremal fonksiyonu ile sağlanır [6]. 

İspat: Hipotezden  ,mf    olduğundan Teorem 4.1.2 den 
 

       

    

2 2

2

2

2 4 1 2 4 1

1 1 1

m mm m

n n

n n
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n

n

a a

n n n a

   

  

 

 





    

     

 


 

 yazılabilir. Ġlk ve son terimden  

   
2

2 4 1 1
mm

n

n

a  




     

yazılır. Dolayısıyla   
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    2

1

2 4 1
n m

n

a


 








 
                                                    (4.10)  

eĢitsizliği yazılabilir. (4.10)  eĢitsizliği ve 1z   için 
n

z z  eĢitsizliği dikkate 

alındığında 

 

    

2 2

2 2

2

1

2 4 1

nn

n n

n n

n m
n

f z z a z z a z

r r a r r


 

 

 





   


   

 

 


 

eĢitsizliği elde edilir. Ġlk ve son ifadeden 

    
2 1

( )
2 4 1

m
f z r r



 


 
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yazılır. Benzer Ģekilde  

2

2 2 2

( )
nn

n n n

n n n

f z z a z z a z r r a
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  

         

olur. Dolayısıyla  

    
2 1

( )
2 4 1

m
f z r r



 


 

 
 

bulunur. Böylece  

         
 2 21 1

( )
2 4 1 2 4 1

m m
r r f z r r z r

 

   

 
    

   
 

elde edilir. Bununla teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Benzer sonucu  m ,   sınıfı için ispatsız olarak aĢağıdaki Ģekilde verebiliriz. Ġspatı 

Teorem4.2.1 dekine benzer Ģekilde yapılabilir. 
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Sonuç 4.2.1: Eğer  m ,f    ise 0  , 0 1   ve 
0m  olmak üzere, 

         
 2 21 1

( )
2 2 4 1 2 2 4 1

m m
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 
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eĢitsizlikleri sağlanır. EĢitlik ise  

    
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( )
2 2 4 1

m
f z z z



 


 

 
 

ekstremal fonksiyonu ile sağlanır [6]. 

Teorem 4.2.2:  ,m    sınıfına ait herhangi bir fonksiyon birim diski 

    

1
1

2 4 1
m

w


 


 

 
 diskini kapsayan bir bölgeye dönüĢtürür.  m ,  sınıfına 

ait herhangi bir fonksiyon birim diski 
    

1
1

2 2 4 1
m

w


 


 

 
 diskini içeren bir 

bölgeye dönüĢtürür [6]. 

İspat: Teorem 4.2.1 de yer alan 

         
2 21 1
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eĢitsizliğinde  1r   için limit alınması yeterlidir. 

Teorem 4.2.3: Eğer  ,mf   ise 0  , 0 1   ve 0m  olmak üzere  
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1 ( ) 1

2 4 1 2 4 1
m m

r f z r z r
 

   

 
    

   
 

eĢitsizlikleri sağlanır [6]. 

İspat: ilk olarak  
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ve dolayısıyla  

1
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( ) 1 1
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n n
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f z n a z r n a
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

 

                                   (4.11)  

yazılır. Diğer taraftan  ,mf    olduğundan 
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olmaktadır. Ġlk ve son terimden  

 

    2

2 1

2 4 1
n m

n

n a


 








 
                                          (4.12)                  

elde edilir. (4.11)  ve (4.12)  ifadelerinden 

 

    

2 1
( ) 1

2 4 1
m

f z r


 


  

 
 

eĢitsizliği elde edilir. Benzer Ģekilde 

1

2 2

( ) 1 1n

n n

n n

f z n a z r n a
 



 

       

ve dolayısıyla  

 

    

2 1
( ) 1

2 4 1
m

f z r


 


  

 
 

bulunur. Böylece  

 

    

 

    

2 1 2 1
( ) 1

2 4 1 2 4 1
m m

r r f z r
 

   

 
   

   
 

elde edilip teorem ispatı tamamlanmıĢ olur. 
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Benzer sonuç  m ,   sınıfı içinde aĢağıdaki Ģekilde verilir. Ġspatı Teorem 4.2.2 nin 

ispatına benzerdir 

Sonuç 4.2.2: Eğer  m ,f    ise 0  , 0 1   ve 
0m N  olmak üzere 

         
 

1 1
1 ( ) 1

2 4 1 2 4 1
m m

r f z r z r
 

   

 
    

   
 

eĢitsizlikleri sağlanır [6]. 

4.3.  ,m    ve  ,m    Alt Sınıfları için Yıldızıllık ve Konvekslik Yarıçapı 

 sınıfı için yıldızıllık yarıçapı: f   olsun. ( )rf U  kümesi .  mertebeden yıldızıl 

olacak Ģekilde bütün r  sayılarının supremumuna  sınıfının . mertebeden yıldızıl 

yarıçapı denir.  sınıfının .  mertebeden yıldızıl yarıçapı ( )r   ile gösterilir. 

Kısaca .  mertebeden yıldızıl yarıçapı 

(z)
( ) sup 0 :   için Re , 0 1

(z)
r

zf
r r z U

f
  

  
        

  
 

Ģeklinde de yazılabilir. 

Eğer yukarıdaki tanımda 0   alınırsa (0)r r   yıldızıllık yarıçapı elde edilir. r   

yıldızıllık yarıçapı üzerine ilk çalıĢma Grunsky tarafından 1934 yılınd yapılmıĢtır. 

Grunsky 
2

2

1
tanh 0.655794...

1 4

e
r

e












  
   

  
 olarak bulmuĢtur. Daha sonra 

Stankiewicz 1968 yılında . mertebeden yıldızıllık yarıçapınının ( ) sin
2

r




 
  

 
 

olduğunu ispatlamıĢtır [8,10, 11]. 

 sınıfı için konvekslik yarıçapı: f   olsun. ( )rf U  kümesi .  mertebeden 

konveks olacak Ģekilde bütün r  sayılarının supremumuna  sınıfının .  mertebeden 

konvekslik yarıçapı denir.  sınıfının .  mertebeden konvekslik yarıçapı ( )r   ile 

gösterilir. 
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Kısaca .  mertebeden konvekslik yarıçapı 

(z)
( ) sup 0 :   için Re 1 , 0 1

(z)
r

zf
r r z U

f
  

  
         

  
 

Ģeklinde de yazılabilir. 

Eğer yukarıdaki tanımda 0   alınırsa ( )r r   konvekslik yarıçapı elde edilir. r  

konvekslik yarıçapı üzerine ilk çalıĢma Nevanlinna tarafından 1922 yılında yapılmıĢtır. 

Nevanlinna 2 3 0.267949....r     olarak bulmuĢtur. Daha sonra Srivastava ve 

Bajpai 1972 yılında . mertebeden konvekslik yarıçapınının 
22 3

( )
1

r





 



 

olduğunu ispatlamıĢtır [8, 10, 11]. 

Biz bu bölümde  ,mf     ve  ,mf    olması durumunda .  mertebeden 

yıldızıl ve . mertebeden konvekslik yarıçapını elde edeceğiz. 

Teorem 4.3.1: Eğer  ,mf    ise, f  fonksiyonu 0 1,   0 1,   0  ve 

0m  olmak üzere 

 
     

  
 

1

12

1 1

1 1 1
, , , inf 2,3,...

1

m nm

n

n n n
z r r m n

n

  
  

 

    
    
  
 

 

diskinde . mertebeden yıldızıldır [6]. 

İspat: 0 1   için ( )f z  fonksiyonunun .  mertebeden yıldızıl olduğunu göstermek 

için  

( )
1 1

( )

zf z

f z



    

olduğunu göstermek yeterlidir. Dolayısıyla   
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   

2 22

2 2

1

2 2

1

2 2

( )
1 1

( )

1 1

1

n nn
n nn

n nn

n n

n n

n n

nn

n n

n n

nn

n n

n n

z n a z z a zz n a z
zf z

f z
z a z z n a z

n a z n a z

z a z a z

 

 

 

 

 


 

 


 

 
         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

elde edilir. Yukarıdaki eĢitsizlikler dikkate alındığında 
( )

1 1
( )

zf z

f z



    olduğunu 

göstermek için 

          

 

 
1

2

1

2

1

1

1

n

n

n

n

n

n

n a z

a z














 






 

veya denk olarak  

1

2

1
1

n

n

n

n
a z










 
 

 
                                                  (4.13)  

olduğunu göstermek gerekir. Bunun için (4.13)  in sol tarafında  

     
  

2
1 1 1 1

1

mm
n n n n

z
n

  

 

    


 
 

yazılırsa  ,mf    olduğundan (4.13)  eĢitsizliğinin sağlandığı kolayca görülür. 

Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

ġimdi ise  ,m  
 sınıfı için konvekslik yarıçapını tayin edeceğiz. 

 

 



39 

 

Teorem 4.3.2: Eğer  ,m    ise, f  fonksiyonu 
00 1, 0 1, 0 vem         

olmak üzere 2,3,...n   için  

 
     

  

1

12 1

2 2

1 1 1
, , , inf

1

m nm

n

n n n
z r r m

n

  
  

 

    
   
  
 

 

diskinde . mertebeden konvekstir [6]. 

İspat: Teoremimin ispatı için 
2z r  olmak üzere 

( )
1

( )

zf z

f z



 


 

eĢitsizliğinin sağlandığını göstermemiz yeterlidir. Bunun için  

 

 

1

2

1

2

1

2

1

2

1
( )

( )
1

1

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n n a z
zf z

f z
na z

n n a z

n a z





















 





















                                             

elde edilir. Son eĢitsizlik dikkate alındığında 
( )

1
( )

zf z

f z



   eĢitsizliğinin sağlandığını 

göstermek için 

 
1

2

1

2

1

1

1

n

n

n

n

n

n

n n a z

n a z















 






 

veya  

1

2

1
1

n

n

n

n
n a z










 
 

 
                                             (4.14)  
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olduğunu göstermemiz gerekir. Bunun için (4.14)  ün sol tarafında  

     
  

2 1
1 1 1 1

1

mm
n n n n

z
n

  

 


    


 
 

yazılırsa  ,m   olduğundan dolayı (4.14)  ün sağlandığı kolayca görülür. Böylece 

teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur.  

4.4.  ,m    ve  ,m    Alt Sınıfları İçin Ekstremum Noktalar 

Bu baĢlık altında  ,m    ve  ,m    alt sınıflarına ait fonksiyonlar için 

ekstremum noktalar incelenmiĢtir. 

Teorem 4.4.1: 1( )f z z  ve  

 

    2

1
( ) ( 2,3,...)

1 1

n

n mm

z
f z z n

n n n



 


  

  
 

olsun bu durumda 0   ve 
1

1n

n






  olmak üzere  ,mf    olması için gerek ve 

yeter Ģart 

1

( ) ( )n n

n

f z f z




  

olmasıdır [6].  

İspat: :  Farzedelim ki,  

    2
1 2

1
( ) ( )

1 1

n

n n n mm
n n

f z f z z z
n n n


 

 

 

 


  

  
   

olsun. Bu durumda   
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    

    

2

2
2

1

2

1 1 1

1 1 1

1 1

m

n mm
n

n

n

n n n

n n n

  


  

 









    
 
     

   




 

elde edilir. Dolayısıyla  ,mf   olur.  

:  ,mf  
 
olsun. Bu durumda  

    2 1 1 1
mm

nn n n a        

eĢitsizliği ve dolayısıyla 

 

    2

1
( 2,3,...)

1 1
n mm

a n
n n n



 


 

  
 

yazılabilir. ġimdi  

    2 1 1

1

mm

n

n

n n n a 




  



 

ve  

1

2

1 n

n

 




   

olarak seçildiklerinde ise  

1

( ) ( )n n

n

f z f z




  

olur. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 
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Sonuç 4.4.1:  ,m    sınıfının ekstremum noktaları   

 

    2

1
( ) ( 1,2,3,...)

1 1

n

n mm

z
f z z n

n n n



 


  

  
 

fonksiyonlarıdır. 

Benzer sonucu  ,m    sınıfı için aĢağıda verilmiĢtir [6]. 

Sonuç 4.4.2:  ,m    sınıfının ekstremum noktaları  

1( )f z z  

ve  

 

    2 1

1
( ) ( 2,3,...)

1 1

n

n mm

z
f z z n

n n n



 


  

  
 

fonksiyonlarıdır [6]. 

4.5.  ,m  

 
ve    ,m    Alt Sınıflarına ait Fonksiyonların Kısmi Toplamları 

Bu bölümde  ,m  
 ve  ,m   alt sınıflarına ait fonksiyonların kısmi toplamlar 

verilmeden önce ünivalent, yıldızıl, konveks fonksiyonların kısmi toplamları hakkında 

bilgi ve bunlarla alakalı bazı teoremler verilecek. 

Ünivalent fonksiyonların kısmi toplamları: f  fonksiyonunun .n  kısmi toplamı nf  

ile gösterilir ve  

2

( )
n

k

n k

k

f z z a z


   

Ģeklinde yazılır. ġimdi ünivalent fonksiyonlar teorisinde önemli bir yer tutan koebe 

fonksiyonunun ikinci kısmi toplamını araĢtıralım. Koebe fonksiyonunun ikinci kısmi 

toplamı  

2

2( ) 2 ( )f z z z z U    
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 Ģeklinde yazılır. 
2f  nin 1

4
U diskinde ünivalent olduğu doğrudan (yada 1

4z   için 

2( ) 1 1f z   gerçeğinden hareketle) rahatlıkla söylenebilirken aksine 1
42 ( ) 0f     

olduğundan daha büyük diskler için bu doğru değildir. Bu örnekte de görüldüğü gibi 

ünivalent fonksiyonların kısmi toplamları U  birim diskinde ünivalent olmayabilir. 

Genel olarak 

2
( ) k

kk
f z z a z




   

fonksiyonunun ikinci kısmi toplam fonksiyonu  

2

2 2( )f z z a z   

Ģeklindedir. 2 0a   olarak alındığında 2( )f z z  olur ki bu fonksiyonun özellikleri 

açıktır. Varsayalım ki 2 0a  olsun, bu durumda 
2

1

2
r

a
  olmak Ģartıyla 

2f  

22 2

2 2 2

( )
Re Re 1 1 0

( ) 1 1

a rzf z a z

f z a z a r

   
            

 

eĢitsizliğini sağlar. Böylece 2f  nin yıldızıllık yarıçapı 
2

1

2 a
 dir. Böylelikle 2f  nin 

z r  de konveks olması için gerek ve yeter Ģart 
2zf   nin z r de yıldızıl olmasıdır. 

Bu da 2f nin konvekslik yarıçapının  
2

1

4 a
 olduğunu gösterir. 

Eğer f   ünivalent veya yıldızıl ünivalent olduğu zaman 
2 2a   olduğundan 2f  nin 

ünivalentlik ve yıldızıllık yarıçapı 1
4  , konvekslik yarıçapı ise 1

8  olur. 

Ġlk olarak Owa ve arkadaĢlarının 2004 yılında yaptıkları çalıĢmada   
 

2
( )

1

z
k z

z



 

Koebe fonksiyonunun ve ( )
1

z
l z

z



 fonksiyonlarının üçüncü ve dördüncü kısmi 

toplamlarının yıldızıllık ve konvekslik yarıçapını elde etmiĢlerdir [18]. 
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Koebe fonksiyonunun ikinci kısmı toplamı, ünivalent fonksiyonların kısmi 

toplamlarının yarıçapı 1
4  ten daha büyük bir diskte ünivalent olamayacağı sonucunu 

gösterir. Szegö, bükülme teoremi ve Löwner teorisinden yararlanarak aĢağıdaki teoremi 

ispatlamıĢtır.  

Teorem 4. 5. 1 (Szegö teoremi):  sınıfına ait f  ünivalent fonksiyonların kısmi  

toplamları 1
4

U  diskinde ünivalenttir. Burada 1
4

  yarıçapı kesindir [30]. 

Yıldızıl fonksiyonların kısmi toplamları: Kobori 1934 yılında yıldızıl fonksiyonların 

kısmi toplamlarının konvekslik yarıçapını aĢağıdaki teoremle vermiĢtir. Ogawa aynı 

sonucu 1959 yılında farklı bir Ģekilde ispatlamıĢtır [13, 14]. 

Teorem 4.5.2:  Eğer f  fonksiyonu yıldızıl bir fonksiyon ise f  fonksiyonunun tüm nf  

kısmi toplamları 1
8z   diskinde konvekstir. Bu 1

8  sayısı kendisinden daha büyük bir 

değerle değiĢtirilemez [13, 14]. 

Bu teoreme göre Koebe fonksiyonunun kısmi toplamı 1
8z   diskinde konvekstir. 

Ayrıca 
1

2
 mertebeden yıldızıl fonksiyonlar için 

( ) 1
Re

( ) 2n

f z

f z

 
 

 
 olduğu bilinmektedir 

[21]. Bu sonuç Singh ve Paul tarafından aĢağıdaki teoremle geniĢletilmiĢtir. 

Teorem 4.5.3: Eğer 1
2( )f   ise, bu durumda   ve   negatif olmayan reel sayılar  

(veya en az biri sıfırdan farklı) veya  , 4   Ģartını sağlayan kompleks sayı olmak 

üzere   

( )( )
Re 0

( ) ( )

nf zzf z
z U

f z f z
 

 
   

 
 

dır. Burada   ve   değerleri artırılamaz [29]. 
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Konveks fonksiyonların kısmi toplamları: Bir f  konveks fonksiyonu için 

( ) 1
Re

2

f z

z

 
 

 
 olduğu bilinmektedir. Sheil-Small bu teoremi aĢağıdaki Ģekilde 

vermiĢtir. 

Teorem 4.5.4: f   ise bu durumda f  nin nf  kısmi toplamları  

 

 
 1 1 , 1

nnf z
z z U n

f z
      

eĢitsizliğini sağlar. Böylece  

 

 
 

1
Re , 1

2

nf z
z U n

f z
  

 

olmaktadır [25]. 

Teorem 4.5.5: Eğer  f  konveks bir fonksiyon ise, f  nin her 
nf  kısmi toplamları 

1
4z   diskinde konvekstir [12, 30]. 

Teorem 4.5.6: Eğer f  konveks bir fonksiyon ise, f  fonksiyonunun nf  n.kısmi 

toplamları  
nz r  diskinde yıldızıldır. Burada nr , 11 ( 1) 0n nn r nr      denkleminin 

pozitif köküdür. Sonuç her n  değeri için   

( )
1

z
f z

z



 

fonksiyonu ile kesindir [2]. 

Teorem 4.5.7: Eğer f  fonksiyonu konveks bir fonksiyon ise, tüm n  değerleri için nf  

kısmi toplamları 

1

1

2

n

z
n

 
  
 

 diskinde yıldızıldır. Özellikle, nf kısmi toplamı 1
2z   

diskinde yıldızıldır ve 1
2  olan yarıçapı değiĢtirilemez [27]. 
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Silverman 1997 yılında f  ile onun .n  kısmi toplamlarının oranları arasında bir iliĢki 

kurdu. Silverman çalıĢmasında .  mertebeden yıldızıl ve konveks fonksiyonları için 

( )
Re

( )n

f z

f z

 
 
 

, 
( )

Re
( )

nf z

f z

 
 
 

, 
( )

Re
( )n

f z

f z

 
 

 
 ve  

( )
Re

( )

nf z

f z

 
 

 
değerleri için kesin alt sınırlar 

elde etti [28]. 

2

( ) k

k

k

f z z a z




   Ģeklinde tanımlanan f   fonksiyonunun kısmi toplamları  

2

; 1

( )
; 2,3,...

n
n k

k

k

z n

f z
z a z n






 
 




                                                    (4.15)           

Ģeklinde tanımlanır. Bu bölümde ( , )m  
 ve ( , )m   ait fonksiyonlar için 

( )
Re

( )n

f z

f z

 
 
 

, 
( )

Re
( )

nf z

f z

 
 
 

, 
( )

Re
( )n

f z

f z

 
 

 
 ve  

( )
Re

( )

nf z

f z

 
 

 
oranlarının  kesin alt sınırları 

verildi.  

Teorem 4.5.8: f  ve ( )nf z   sırasıyla (3.1)  ve (4.15)  Ģeklinde verilsin. Ayrıca 

farzedelim ki  

   2 1 1

1

mm

k

k k k 




    



 

olmak üzere  

2

1k k

k

a




  

 olsun. Bu durumda 2k  için,  

1

( ) 1
Re 1

( )n n

f z

f z  

 
  

 
                                                (4.16)  

ve  
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1

1

( )
Re

( ) 1

n n

n

f z

f z








 
 

 
                                                 (4.17)  

dır. EĢitlik  

1

1

1
( ) n

n

f z z z






                                                           (4.18)  

fonksiyonu ile sağlanır [7]. 

İspat: Teoremin hipotezinden 
1 1, 2k k k       yazılabilir. Böylece yine hipotezden 

dolayı   

                      

1 1

1 2 1

1

2 1 2

2 2

1

n

n k k n k

k n k k n

n

k n k k k

k k n k

a a a

a a a

 

 

 

 

    

 



   

   
     

   

   

  

  

                            

 4.19  

olur. ġimdi ( )w z ‟yi  

1

1

1

1

1

1

2

( ) 1
( ) 1

( )

1

1

n

n n

k

n k

k n

n
k

k

k

f z
w z

f z

a z

a z















 





  
    

  

 
 
  







                                            

 4.20

 

Ģeklinde tanımlayalım. 

 4.16 yı göstermek için  Re ( ) 0w z   olduğunu göstermek yeterlidir. Diğer taraftan 

 
( ) 1

Re ( ) 0 1
( ) 1

w z
w z

w z


  


 olduğundan  4.19  ve  4.20 ifadelerinden  



48 

 

1

1

1

1 1

1

2 1

1

1

1

2 1

( ) 1

( ) 1
2 2

1 ; 2

2 2

k

n k

k n

n
k k

k n k

k k n

n k

k n

n

k n k

k k n

a z
w z

w z
a z a z

a

z U k

a a














 


 



  





 





  





 

   

 



 



 

 

bulunur. Buda  Re ( ) 0w z  olması demektir. Böylece  4.16 nın ispatı tamamlanmıĢ 

oldu. 

 4.18  ile verilen f  fonksiyonu için sonucun kesin olduğunu göstermek için 1z   

alındığında  

1 1

( ) 1 1
1 1

( )

n

n n n

f z
z

f z   

     

olur. Bu ise (4.16)  deki sınırın kesin olduğunu gösterir.  

Benzer Ģekilde 

 

 

1
1

1

1

1

1

1

2

( )
( ) 1

( ) 1

1

1

1

n n
n

n

k

n k

k n

n
k

k

k

f z
z

f z

a z

a z


 















 





 
   

 



 







 

alınırsa ve tekrar  4.19 kullanılırsa  
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 

 

 

 
 

1

1

1

1 1

1

2 1

1

1

1

2 1

1
( ) 1

( ) 1
2 2 1

1

1 ; 2

2 2 1

k

n k

k n

n
k k

k n k

k k n

n k

k n

n

k n k

k k n

a z
z

z
a z a z

a

z U k

a a
















 


 



  





 





  







  



   

  



 



 

 

elde edilir. Böylece  4.17 de ispatlanmıĢ olur. Dolayısıyla da teoremin ispatı 

tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 4.5.9: f   ve ( )nf z sırasıyla (3.1)  ve (4.15)  Ģeklinde verilsin. Ayrıca 

farzedelim ki  

   2 1 1

1

mm

k

k k k 




    



 

olmak üzere  

2

1k k

k

a




  

 olsun. Bu durumda 2k  için,  

1

( ) 1
Re 1

( ) nn

f z n

f z  

  
   
 
 

                                                (4.21)  

ve  

1

1

( )
Re

( ) 1

n n

n

f z

f z n








 
 

   
                                                 (4.22)  

dır. EĢitlik ise (4.18)  fonksiyonu ile sağlanır [7]. 
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İspat: Teoremin hipotezinden 
1 1, 2k k k       yazılabilir. Yine hipotezden dolayı  

1 1

1 2 1

2( 1) 1 1
n

n k k n k

k n k k n

k a n k a k a 
 

 

    

     
         

     
                (4.23)  

olur. ( )w z ‟yi  

 

1

1

1

1

1

1

2

( ) 1
( ) 1

1 ( )

1

1 1

n

n n

k

n k

k n

n
k

k

k

f z n
w z

n f z

k a z

n k a z
















 





   
    

   

 
 
 

 
 

  
 





                                  (4.24)  

Ģeklinde tanımlayalım.  

 4.21 i göstermek için  Re ( ) 0w z   olduğunu göstermek yeterlidir. Diğer taraftan 

 
( ) 1

Re ( ) 0 1
( ) 1

w z
w z

w z


  


 olduğundan  4.23  ve  4.24 ifadelerinden  

1

1

1

1 1

1

2 1

1

1

1

2 1

( ) 1

( ) 1
2( 1) 1

1 ; 2

2( 1) 1

k

n k

k n

n
k k

k n k

k k n

n k

k n

n

k n k

k k n

k a z
w z

w z
n k a z k a z

k a

z U k

n k a k a














 


 



  





 





  





  

   
 

   
 

   
 



 



 

 

bulunur. Buda  Re ( ) 0w z   olması demektir. Böylece (4.21)  in ispatı tamamlanmıĢ 

oldu. 

 4.18  ile verilen f  fonksiyonu için sonucun kesin olduğunu göstermek için   1z   

alındığında  

1 1

( ) 1 1
1 1

( )

n

n n n

f z
z

f z   

     
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olur. Bu ise (4.21)  deki sınırın kesin olduğunu gösterir. Benzer Ģekilde 

 

 

1 1

1

1

1

1

1

2

1 ( )
( ) 1

1 ( ) 1

1

1

1 1

n n n

n

k

n k

k n

n
k

k

k

f z
z

n f z n

k a z

n k a z

 






 








 





  
    

    

 
  

 
 

 
  

 





 

alındığında  

 

   
 

1

1

1

2 1

1
( ) 1

1 ; 2
( ) 1

2 1 1 1

n k

k n

n

k n k

k k n

k a
z

z U k
z

n k a k a











 





  




   
  

    
 



 
 

elde edilir. Böylece  4.22 de ispatlanmıĢ olur. Dolayısıyla da teoremin ispatı 

tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 4.5.1: f   ve ( )nf z  sırasıyla (3.1)  ve (4.15)  Ģeklinde verilsin. Ayrıca 

farzedelim ki  

   2 1 1 1

1

mm

k

k k k 




     



 

olmak üzere  

2

1k k

k

a




  

 olsun. Bu durumda 2k  için,  

1

( ) 1
Re 1

( )n n

f z

f z  

 
  

 
 

ve  
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1

1

( )
Re

( ) 1

n n

n

f z

f z








 
 

 
 

dır. EĢitlik  

1

1

1
( ) n

n

f z z z






   

fonksiyonu ile sağlanır [7]. 

İspat: Teorem 4.5.8‟in ispatına benzerdir.  

Sonuç 4.5.2: f   ve ( )nf z  sırasıyla (3.1)  ve (4.15)  Ģeklinde verilsin. Ayrıca 

farzedelim ki  

   2 1 1 1

1

mm

k

k k k 




     



 

olmak üzere  

2

1k k

k

a




  

 olsun. Bu durumda 2k  için,  

1

( ) 1
Re 1

( ) nn

f z n

f z  

  
   
 
 

 

ve  

1

1

( )
Re

( ) 1

n n

n

f z

f z n








 
 

   
 

dır. EĢitlik ise (4.18)  ile sağlanır. 

İspat: Teorem 4.5.9‟ un ispatına benzerdir. 
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4.6. ( , )m  
 ve ( , )m   Alt Sınıfları İçin Komşuluk Problemi 

sınıfına ait f  fonksiyonlarının komĢuluklarıyla ilgili ilk çalıĢma 1957 de Goodman 

[9] tarafından yapılmıĢtır. Goodman‟ın çalıĢması daha sonra yapılan çalıĢmalara 

öncülük etmiĢtir. 

Teorem 4.6.1: 1z  için, 

 
2

n

n

n

f z z a z




   

olsun. Bu durumda, 

2

1n

n

n a




  

ise f  fonksiyonu U  birim diskinde ünivalenttir ve bu bölgeyi orijine göre yıldızıl bir 

bölgeye resmeder. 

2

2

1n

n

n a




  

ise f  fonksiyonu U  birim diskinde ünivalenttir ve bu bölgeyi konveks bir bölgeye 

resmeder [9]. 

1981 yılında Ruscheweyh, Goodman tarafından verilen komĢuluk kavramını 

genelleĢtirerek  sınıfına ait f  fonksiyonlarının   komĢuluğunu aĢağıdaki gibi 

tanımlamıĢtır [22]. 

Tanım 4.6.1: f  ve 0   olmak üzere, 

   
2 2

: ,   n

n n n

n n

f g g z z b z n a b 
 

 

 
      
 

   

kümesine f  fonksiyonunun   komĢuluğu denir [22]. 

Buna göre,  e z z  özdeĢlik fonksiyonu için, 
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   
2 2

: ,    n

n n

n n

e g g z z b z n b 
 

 

 
     
 

   

olur. Ayrıca 
1

  dır. 

Pozitif reel kısma sahip analitik fonksiyonların komĢuluğu 1990 yılında Walker 

tarafından aĢağıdaki gibi tanımlanmıĢtır.  

Tanım 4.6.2: p  ve 0   için p  nin  komĢuluğu  p  ile gösterilir ve bu 

küme  

   
2 2

: 1 ,   n

n n n

n n

p q q z q z p q 
 

 

 
      
 

   

Ģeklinde tanımlanır [31]. 

Ayrıca son yıllarda  sınıfına ait fonksiyonların belli altsınıfları için komĢuluk 

problemi AltıntaĢ et. al [1], Aouf et. al [3], Orhan and Kadıoğlu [15], Orhan and Kamali 

[16], Orhan [17],  CataĢ [4] ve Deniz and Orhan [5] tarafından çalıĢılmıĢtır.  

ġimdi bu bölümde ilk olarak ( , )m  
 sınıfı için komĢuluk kavramını tanımlayıp daha 

sonra bu sınıfın komĢuluğuna ait bir içerme bağıntısı vereceğiz.  

Tanım 4.6.3: 0   ve  genel terimi  

    
 

2 1 1

1

mm

n

n n n
s n

 



  
 


                           4.25  

olan  
1n n

S s



   negatif olmayan bir dizi olsun.  2.2  Ģeklinde tanımlanan ( )f z   

fonksiyonunun  ,n  komĢuluğu  

         
2 2

: ( ) 0n

n n n n n

n n

f g g z z b z ve s b a  
 

 

 
       
 

              4.26  

Ģeklinde tanımlanır [7].  

Tanım 4.6.3 de ns n  alınırsa Ruscheweyh‟in tanımladığı   komĢuluğu elde edilir. 
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Teorem 4.6.2:   ( , )mf z   fonksiyonu (2.2)  Ģeklinde tanımlansın. Eğer f  

fonksiyonu için 

 
( )

( , ) , , 0
1

m

f z z
     




   


                             4.27  

ise bu durumda  

  ( , )n mf  
 

dır [7]. 

İspat: Teoremin ispatında   ( , )mf z    olması için gerekli ve yeterli koĢul olan  

 
 

   

( ) ( )
, 1

( ) 1 2 ( )

m m

m
m m

z D f z D z
f

z D f z D f z

 

 

 








  

 

 

gerektirmesi kullanılacak. Son ifadeden 1  için  

 

   
 

( ) ( )
;

( ) 1 2 ( )

m m

m m

z D f z D f z
z U

z D f z D f z

 

 

 






  

 

                4.28  

   olacağı açıktır. Bu ifadesi ise  

     
 

 

2

2

2

( )

1 2 1 1 1

2 1

n

n

n

mm

n

n

h z z c z

n n n n
z z n

  

 









 

      
  





        
 4.29                                     

olmak üzere  

  
 0

f h z
z U

z


                                           4.30  

ifadesine denktir.  4.29  ifadesinden  
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     
 

 

2

2

1 2 1 1 1

2 1

( ) ( 1) 1

1

mm

n

mm

n n n n
c

n n n

  

 

 



      




  




                       4.31  

olduğu kolayca görülür. Ayrıca hipotezden  4.30 ifadesi  

  
 

1
( ) 1 ( )

0
f z z h z

z U
z

 


  
   

ve 

 
( ) ( )f z h z

z U
z




   

denk olarak  

 
( ) ( )

; 0
f z h z

z U
z

 


    

Ģeklinde yazılır. ġimdi, eğer  

2

( ) n

n n

n

g z z b z 




    

alınırsa bu durumda  1
n

z   ve 
n

  tanımı dikkate alındığında 

 
 

    

 

1

2

2
1

2

( ) ( ) ( )

1 1

1

; 0

n

n n n

n

mm
n

n n

n

f z g z h z
c a b z

z

n n n
a b z

z U

 



 











 
 

  
 



  



  

elde edilir. 

Böylece 1  olacak Ģekilde her kompleks   sayısı için   
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  
0

g h z

z


  

yazılır. Bu ise ( , )mg    olması demektir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ 

olur. 

ġimdi ise ( , )m    sınıfı için komĢuluk kavramını tanımlayıp daha sonra bu sınıfın 

komĢuluğuna ait bir içerme bağıntısı vereceğiz.  

Tanım 4.6.4: 0   ve genel terimi  

    
 

2 1 1 1

1

mm

n

n n n
t n N

 



   
 


 

olan  
1n n

T t



   negatif olmayan bir dizi olsun.  2.2  Ģeklinde tanımlanan ( )f z   

fonksiyonunun  ,n   komĢuluğu  

   
2 2

: ( ) 0n

n n n n n

n n

f g g z z b z ve t b a  
 

 

 
       
 

   

Ģeklinde tanımlanır [7].  

Tanım 4.6.4 de nt n  alınırsa Ruscheweyh‟in tanımladığı   komĢuluğu elde edilir. 

Teorem 4.6.3:   ( , )mf z   fonksiyonu (2.2)  Ģeklinde tanımlansın. Eğer f  

fonksiyonu için 

 
( )

( , ) , , 0
1

m

f z z
     




   


                             4.32  

ise bu durumda  

  ( , )n mf  
 

dır [7]. 
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İspat: Teoremin ispatında   ( , )mf z    olması için gerekli ve yeterli koĢul olan  

 
 

   

( )
, 1

( ) 2(1 ) ( )

m

m
m m

z D f z
f

z D f z D f z



 

 





  
 
 

 

gerektirmesi kullanılacak. Son ifadeden 1  için  

 

    
 

( )
;

( ) 2 1 ( )

m

m m

z D f z
z U

z D f z D f z



 

 





  
 
 

                4.33  

   olacağı açıktır. Bu ifadesi ise  

     
 

 

2

2 1

2

( )

1 2 1 1 1

2 1

n

n

n

mm

n

n

h z z c z

n n n n
z z n

  

 









 

      
  






       

 4.34                                     

olmak üzere  

 
 

( )
0

f h z
z U

z


                                           4.35  

ifadesine denktir.  4.34  ifadesinden  

     
 

   

2 1

2 1

1 2 1 1 1

2 1

( 1) 1

1

mm

n

mm

n n n n
c

n n n

  

 

 







      




  




                       4.36  

olduğu kolayca görülür. Ayrıca hipotezden  4.35 ifadesi  

  
 

1
( ) 1 ( )

0
f z z h z

z U
z

 


  
   

ve 
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 
( ) ( )f z h z

z U
z




   

denk olarak  

 
( ) ( )

; 0
f z h z

z U
z

 


    

 Ģeklinde yazılır. ġimdi, eğer  

2

( ) n

n n

n

g z z b z 




    

alınırsa bu durumda  1
n

z   ve 
n

  tanımı dikkate alındığında 

 
 

    

1

2

2 1
1

2

( ) ( ) ( )

1 1

1

( ; 0)

n

n n n

n

mm
n

n n

n

f z g z h z
c a b z

z

n n n
a b z

z U

 



 











 
 

  
 



  



  

elde edilir. 

Böylece 1  olacak Ģekilde her kompleks   sayısı için   

  
0

g h z

z


  

yazılır. Bu ise ( , )mg    olması demektir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ 

olur. 
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4.7. ( , ) ve ( , )m    
 Alt Sınıfları İçin Subordinasyon Sonuçları 

Ġlk defa 1961 yılında Wilf [31] g  olmak üzere     f g z g z  koĢulunu 

sağlayan f  nin katsayılarından oluĢan dizi için yeni bir tanım vermiĢtir. 

Tanım 4.7.1:  
1n n

b



 kompleks bir dizi olsun. Eğer, f   fonksiyonu ünivalent ve  

  1

1

( ; 1)n

n n

n

a b z f z z U a




   

Ģartını sağlıyorsa  
1n n

b



 dizisine subordinasyon faktör dizisi denir [31]. 

Teorem 4.7.1:  
1n n

b



Ģeklindeki bir dizinin bir subordinasyon faktör dizisi olması için 

gerek ve yeter Ģart 

1

Re 1 2 0 ( )n

n

n

b z z U




 
   

 
  

olmasıdır [31].  

Bu bölümde  ( , )m  
 ve ( , )m    alt sınıfları için subordinasyon faktör dizisi ile 

alakalı bazı sonuçlar ve bu sonuçlar yardımıyla bazı eĢitsizlikler elde edildi. 

Teorem 4.7.2: ( , )mf    ve g  olsun. Bu durumda her z U  için  

  

    
    

2 1

2

2 2 1

2 2 1 1

m m

m m
f g z g z

 

  


 


   

                    (4.37)  

olur. Ayrıca  

 
    

  
 

2

2

2 2 1 1
Re ( )

2 2 1

m m

m m
f z z U

  

 

   
  

 
                            (4.38)  

eĢitsizliği sağlanır. (4.37)  de ki subordinasyon sonucundaki sabit faktör daha büyük bir 

değer ile değiĢtirilemez [7]. 
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İspat: ( ) ( , )mf z     ve  
2

n

n

n

g z z c z




  
 

olsun. Böylece  

  

    
 

2 1

2

2 2 1
( )

2 2 1 1

m m

m m
f g z

 

  


 


   

 

  

    

2 1

2
2

2 2 1

2 2 1 1

m m

n

n nm m
n

z c a z
 

  






   
  

     
                       (4.39)  

ifadeleri yazılabilir. Eğer
 

2 1

2

1

2 (2 )( 1)

2 (2 )( 1) (1 )

m m

n nm m

n

b a
 

  






  
  

    
                              (4.40)  

dizisi bir subordinasyon faktör dizisi ise Tanım 4.7.1 den dolayı (4.37)  için 

subordinasyon sonucu doğru olacaktır  1 1 .a  Dolayısıyla Teorem 4.7.1 den 

  

    

2

2
1

2 2 1
Re 1 0 ( )

2 2 1 1

m m

n

nm m
n

a z z U
 

  





  
   

     
              4.41   

olduğunu göstermek yeterli olur. Re 1z z r    özelliği ve Teorem 4.1.1 deki (4.1) 

eĢitsizliği dikkate alındığında  
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











  
 

     

  
 

    


   

    

 
 

   

    
    

 
 







         
2 2

1

2 2 1 1 2 2 1 1

1 0

m

m m m m
r r

r



     




       

  

 

elde edilir. Böylece (4.41) eĢitsizliği gösterilmiĢ olur. Dolayısıyla (4.37) ifadesi 

doğrudur. 

(4.38)  ise (4.37) ifadesindeki eĢitsizliğinin sonucu olarak ortaya çıkmaktadır. ( )g z  

fonksiyonu olarak  

2

( )
1

n

n

z
g z z z

z





  


  

Ģeklinde tanımlanan fonksiyonu ve ( ) ( , )my z    fonksiyonu olarak da 

  
2

2

1
( ) ( 0, 0 1)

2 2 1
m m

y z z z


 
 


    

 
 

fonksiyonunu seçelim. (4.37)  den 

  

    

2 1

2

2 2 1
( ) ( )

12 2 1 1

m m

m m

z
y z z U

z

 

  


 


   

 

yazılabilir. Buradan ( )y z  fonksiyonu için  
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  

    

2 1

2

2 2 1 1
min Re ( ) , ( )

22 2 1 1

m m

m m
y z z U

 

  

    
    

       

 

olduğu kolayca görülebilir. Buda gösterir ki 

  

    

2 1

2

2 2 1

2 2 1 1

m m

m m

 

  


 

   
 

 en iyi sabittir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 4.7.3: ( , )f    ve ( )g z   olsun. Bu durumda 

  

    
 

2

2 1

2 2 1
( ) ( )

2 2 1 1

m m

m m
f g z g z

 

  


 


   
                    (4.42)  

olur. Ayrıca  

 
    

  
 

2 1

2

2 2 1 1
Re ( )

2 2 1

m m

m m
f z z U

  

 


   

  
 

                            (4.43)  

eĢitizliği sağlanır. (4.42)  de ki subordinasyon sonucundaki sabit değer daha büyük bir 

değer ile değiĢtirilemez [7]. 

İspat: ( ) ( , )f z     ve  
2

n

n

n

g z z c z




  
 

olsun. Böylece  

  

    
 

2

2 1

2 2 1
( )

2 2 1 1

m m

m m
f g z

 

  


 


   
 

  

    

2

2 1
2

2 2 1

2 2 1 1

m m

n

n nm m
n

z c a z
 

  






   
  

     
                       (4.44)  

ifadeleri yazılabilir. Eğer
 

2

2 1

1

2 (2 )( 1)

2 (2 )( 1) (1 )

m m

n nm m

n

b a
 

  







  
  

    
                              (4.45)
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dizisi bir subordinasyon faktör dizisi ise Tanım 4.7.1 den dolayı (4.42)  için 

subordinasyon sonucu doğru olacaktır  1 1 .a   Dolayısıyla Teorem 4.7.1 den 

  

    

2 1

2 1
1

2 2 1
Re 1 0 ( )

2 2 1 1

m m

n

nm m
n

a z z U
 

  







  
   

     
              4.46   

olduğunu göstermek yeterli olur. Re 1z z r    özelliği ve sonuç 4.1.1 deki (4.6) 

eĢitsizliği dikkate alındığında 
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r
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





 

  
  

       
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

 

elde edilir. Böylece (4.46) eĢitsizliği elde edilmiĢ olur. Dolayısıyla (4.42) ifadesi 

doğrudur. 

(4.43)  ise (4.42) ifadesindeki eĢitsizliğinin sonucu olarak ortaya çıkmaktadır. 

( )g z  fonksiyonu olarak  

2

( )
1

n

n

z
g z z z

z





   


  

Ģeklinde tanımlanan fonksiyonu ve ( )h z  fonksiyonu olarak da 
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  
2

2 1

1
( ) ( 0, 0 1)

2 2 1
m m

h z z z


 
 
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
    
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fonksiyonunu seçelim. (4.42)  den 
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yazılabilir. Buradan ( )h z  fonksiyonu için  
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olduğu kolayca görülür. Buda gösterir ki  

  
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m m
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en iyi sabittir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu çalıĢmada m

  ile gösterilen yeni bir differensiyel operatör tanımlanarak, bu 

operatör yardımıyla analitik fonksiyonların  ,m  

 
ve  ,m   biçimindeki alt 

sınıfları oluĢturuldu. Bu alt sınıflar için katsayı tahminleri, distorsiyon teoremleri, 

konvekslik ve yıldızıllık yarıçapları, ekstremum noktalar, kısmi toplamlar, komĢuluk ve 

subordinasyon sonuçları elde edildi. 

Gerek m

  operatörü gerekse  ,m  
 ve  ,m    sınıfları bu alanda çalıĢma 

yapacak araĢtırmacılara önemli bir yol gösterir. Öyle ki m

  operatörü yardımıyla 

analitik fonksiyonların yeni alt sınıfları oluĢturulabilir. OluĢturulan bu sınıfların birçok 

özellikleri araĢtırılabilir. Diğer taraftan  ,m  
 ve  ,m    sınıflar için değiĢik 

subordinasyon sonuçları konvülasyon problemleri, bi ünivalentlik fonksiyonların alt 

sınıfları için katsayı tahminleri ve kesirsel türev gibi diğer birçok özellikleri de 

araĢtırılabilir.  
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