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OZET

Bu tezde ilk olarak Salagean tiirev operatorii yardimiyla tanimlanan bi-tinivalent

fonksiyonlarm X" 7,7, ile gosterilen alt sinifi tanitilip ve c¢aligildi. Bu smif i¢in

katsay1 tahminleri ve Fekete-Szego esitsizligi ile ilgili teoremler verildi. Bunlara ilave

olarak parametrelerin 6zel durumlari i¢in sonuglar elde edildi.

2015, 59 sayfa
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Salagean tiirev operatorii, Fekete-Szego problemi, Subordinasyon.



ABSTRACT

In this thesis, firstly we introduce and study subclass X" 7,7, of bi-univalent

functions which are defined by Salagean derivative operator. We obtain coeffficient
estimates and Fekete-Szego inequality for this class. Also, some corollaries are given

for special cases of parameters.

2015, 59 pages

Keywords: Analytic function, Univalent function, Bi-univalent function, Salagean

derivative operator, Fekete-Szego problem, Subordination.
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisi yaklasik ylizyila yakin bir zamandir birgok matematikei,
mithendis ve fizik¢inin ilgi odagi olmustur. Bu teoriyi 6nemli kilan sebeplerden birincisi
fonksiyonlarin temsil edildigi serinin katsayilarinin fonksiyonun geometrik 6zellikleri
iizerindeki etkisi (veya tersine fonksiyonun geometrik oOzelliklerinin katsayilar
iizerindeki etkisi) olmustur. Biliyoruz ki, gerek fizikte gerekse miihendislikte
problemlerin olusturulmasi ve ¢dziimii fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri izerinden
yapilir. Dolayisiyla, fonksiyonlarm geometrik Ozelliklerini  arastrmak icin
fonksiyonlarin katsayilar1 iizerinde c¢alismak dogru bir yol olur. Bu zamana kadar

iinivalent fonksiyonlarin alt siniflar1 izerine bir¢ok arastirma yapilmastir.

Univalent bir fonksiyonun tersi {inivalent olmayabilir. Tersi de {inivalent olan yani bi-
tinivalent fonksiyonlarla ilgili ilk caligmayr Lewin [18] 1967 yilinda yapmistir. Bi-

iinivalent fonksiyonlarin smifimm ¥ semboliiyle gostererek bu smifa ait fonksiyonlar

icin ikinci katsayinin |a2| <1.51 oldugu Lewin tarafindan ispatlanmistir. 1967 yilinda,

Brannan ve Clunie [4] her f eX igin |a2|£»\/§ oldugunu ag¢ik problem olarak ortaya
atmstir. Sonra 1969 da Netanyahu [19] her f eX i¢in max|a2|:% ve 1985 te Tan

[30] |a2| <1.485 oldugunu gostermislerdir. 1985 yilinda Kedzierawski [15], Brannan

ve Clunie’nin |a2|£ﬁ tahminini bi-yildizil fonksiyonlar i¢in ispatlamistir. 1985 ve
1986 yillarinda Brannan ve Taha [3] «—mertebeden bi-yildizil ve bi-konveks
fonksiyonlar i¢in |a2| ve |aﬁ| katsayilarinin sinirlariyla ilgili tahminler elde etmistir. Son
zamanlarda Deniz [6] ve S.S. Kumar, V. Kumar, Ravichandran [17] subordinasyan

kullanilarak tanimlanan fonksiyon smiflar1 i¢in Brannan ve Taha’nin sonuglarini hem

genellestirmis hem de st smir igin daha iyi sonuglar elde etmislerdir. Maalesef her
n=2,3,... i¢cin ‘an ‘ nin {ist smir1 heniiz bulunamamustir. Diger bir problem de bulunan
smirlarin  kesin olmayisidir. Son zamanlarda bi-iinivalent fonksiyonlarm ¢esitli

altsiniflari i¢in katsayi tahminleri Srivastava, Mishra ve Gochhayat [26], Frasin ve Aouf
[10], Q.-H. Xu, Y.-C. Gui ve Srivastava [31], Q.-H. Xu, H.-G. Xiao ve Srivastava [32],



Srivastava, Bulut, Caglar ve Yagmur [27], Caglar, Orhan ve Yagmur [6], Bulut [5],

Hamidi ve Jahangiri [13] tarafindan arastirilmistir.

Katsayilarin bir kombinasyonu olan ‘as —azz‘ nin iist smirmi bulma problemine Fekete-

Szegd problemi denir. Bununla ilgili ilk ¢alisma 1916 yilinda Bieberbach tarafindan

verilmistir. Bieberbach her iinivalent fonksiyon i¢in ‘as —azz‘ <1 oldugunu gostermistir.
1933 yilinda Fekete ve Szegd [9] bu problemi genellestirerek 0< x# <1 olmak iizere

‘as— ,uazz‘ icin kesin bir Ust smur elde etmistir. Daha sonra 1969 yilinda 0< <1

olmak iizere ‘ae — yazz‘ icin Keogh ve Merkes [16] yildizil ve konveks fonksiyonlar i¢in

kesin sinirlar bulmuglardir. Son yillarda iinivalent fonksiyonlarm bazi alt siniflar1 i¢in
bu problem birgok arastirmaci tarafindan ele alinmistir. Diger taraftan bi-iinivalent
fonksiyonlarm bazi alt siniflar1 i¢in Fekete-Szegé problemi 2014 yilinda Zaprawa [33]
tarafindan ele alinmistir. Bi-linivalent fonksiyonlarin alt smiflar1 igin hem katsay1

esitsizligi bulma hem de Fekete-Szego problemi halen giincelligini korumaktadir.

Bu tez calismasinda ilk olarak Saldgean tiirev operatorii yardimiyla bi-linivalent
fonksiyonlarm yeni bir alt smifi tanitilmistir. Bu smif i¢in katsay1 esitsizligi ve Fekete-

Szegd problemi ile ilgili teoremler verilmistir.

Tezin kuramsal temeller bolumii, tezde kullanilacak bazi onemli tanim ve teoremlerden
olusturulmustur. Ayrica iinivalent ve bi-iinivalent fonksiyon kavrami tanitilarak bu

fonksiyonlarm olusturdugu siniflara ait onemli 6zellikler verilmistir.

Materyal ve yontem olarak verilen boliimde son yillarda katsayilar ve Fekete-Szego

problemi {izerine yapilan c¢aligmalar tarihsel bir seyir icinde verilmistir. Ayrica

X" 7,9, smift tammmlanmustir.



Aragtirma bulgular1 olarak verilen dordincti bolimde ise X" 7,7v,¢ alt sinift i¢in

sirasiyla katsayi esitsizligi ve Fekete-Szegd problemi ile ilgili teoremler ispatlariyla

sunulmustur. Ayrica bu teoremlerin 6zel durumu olarak bazi sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde tezde kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Tanim  2.1.1 (& -komsulugu): z,eC ve e>0 olmak  fizere
B(zo,g):{ZE(C:|z—zo|<g} kiimesine z, merkezli, ¢ yarigaph agik disk (veya z,
noktasinin & —komsulugu) denir. g(zo,g) ve 0B(z,,¢) ile sirasiyla B(z,, &) nin

kapanis1 ve sinir1 gosterilecektir. Ayrica, orijin merkezli ¢ yarigaph disk B(0,¢&) =B,

ile ifade edilecektir [22].

Ozel durumda. U ={z e C:|z|<1} ile orijin merkezli agik birim disk gdsterilecektir.

Tamm 2.1.2 (i¢ Nokta): S < C bos olmayan bir kiime olsun. z, € S noktasinin en az

bir komsulugu tamamen S kiimesinde kalirsa z, noktasina S kiimesinin bir i¢ noktasi

denir [22].

Tanmim 2.1.3 (Acik Kiime): S — C kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta, yani icS =S ise

S kiimesine agik kiime denir [22].

Tamm 2.1.4 (Kapah Kiime): Tiimleyeni a¢ik olan S — C kiimesine kapali kiime denir
[22].

Tamm 2.1.5 (Baglantih Kiime): Eger ScMUN, SNM =, SAN=J ve
SNAM NN =Y olacak sekilde M ve N gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime
bulunamaz ise S — C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir

[34]. Ornegin, C nin kendisi baglantilidir.



Tanim 2.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir [34].
C hem acik hem de baglantili oldugundan bir bolgedir.

Tanim 2.1.7 (Siireklilik): ScC olmak iizere f:S—C bir fonksiyon ve z, €S
olsun. Her ¢>0 ve |Z — ZO| <0 sartini saglayan her ze€ S i¢in |f(z)— f(ZO)| < ¢ olacak

sekilde 6 =05(z,,&) >0 sayis1 varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir

[22].

Tanmim 2.1.8 (Egri): [a,b] c R olmak tizere siirekli bir y: [a,b] — C fonksiyonuna C

diizleminde egri (yol) denir. 7(a) ve y(b) noktalarina da sirasiyla egrinin baslangic ve

bitim noktalar1 denir [22].

Tanim 2.1.9 (Kapah Egri): Baslangic ve bitis noktasi ayni olan egriye kapali egri denir
[22].

Tanim 2.1.10:
a) Basit Kapah Egri: U¢ noktalarin ¢akismasi hari¢, kendini kesmeyen egrilere basit

egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan egrisi denir.

b) Diizgiin Egri: y egrisi [a,b] kapali araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger [a,b]
kapali araliginda »' tiirevi stirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri denir

[22].

2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve {inivalent fonksiyon kavramlar1 tanitilip bu fonksiyonlarla ilgili

bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.2.1 (Diferensiyellenebilme): A< C olmak tizere f:A— C bir fonksiyon ve

Z,, A nin bir i¢ noktas1 olsun. Eger



()= 1(z)

714 -1,
sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu 2z, noktasinda diferensiyellenebilir (veya
tiirevlenebilir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve Z =2z, noktasinda f(z)

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir [34].

Tanim 2.2.2 (Analitiklik): f(z) fonksiyonu, z, noktasinda ve bu noktanin uygun bir
komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir. Eger bu f(z) kompleks fonksiyonu bir S cC kiimesinin her
noktasinda analitikse f(z) ye S kiimesinde analitik denir. Tiim kompleks diizlemde

analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir [34].
Ornegin; f(z)=e” bir tam fonksiyon fakat f(z) =logz bir tam fonksiyon degildir.

Zz=X+I1y olmak tizere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks degiskenli kompleks degerli
fonksiyonu analitik ise

ou
EY

ile ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

ou ov ov
o N =5 ) ve (6 y) =2 (x.9)

Teorem 2.2.3 (Liouville Teoremi): Tam ve sinirli bir f (z) fonksiyonu sabittir [34].

Analitik fonksiyonlar i¢cin 6nemli bir yere sahip olan Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki

gibidir.

Teorem 2.2.4 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonli basit kapali y ¢evresi
icinde ve ilizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir nokta olsun. Bu
durumda n=0,1,2... i¢in

f(2)

(Z _ Zo)n+1

|
(z)) 27ziJ.

e



olur [34].

Bu teoremin belirtmek istedigi en 6nemli nokta sudur: f, bir bolgede analitik bir
fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0 bolgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f(@)=Ya,-2), a-=1"@)/n

seklinde bir Taylor acilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada

1. mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi vardir diyemeyiz.

Tanmmm 2.2.5 (Aynk Tekil Nokta): w= f(z) fonksiyonu z, noktasmimn bir
U (zy,6)—{z,} delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f

fonksiyonu i¢in Z, noktasi bir ayrik tekil noktadir denir [34].

Teorem 2.2.6 (Laurent Teoremi): f(z) fonksiyonu A(R;R,) halka bdlgesinde

analitik ise bu bolgede a, ve b, kompleks sayilar olmak tizere

:ian (z-z, +Z

= (z-z )
olur. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasmm delinmis bir komsulugundaki Laurent

serisi (a¢ilimi) denir [22].

Tammm 2.2.7 (Kutup Noktast): Eger f(z) fonksiyonunun Laurent agiliminda b,
katsayilarindan sonlu tanesi hari¢ digerlerinin tiimii sifira esitse z, noktas1 f(z)

fonksiyonunun bir kutup noktasidir denir [34].

Ornegin; f(z)_i1 fonksiyonunda Ilmf( )= oldugundan z,=1, f nin bir
z

z—>1

kutup noktasidir.



Tanim 2.2.8 (Meromorf fonksiyon): Kompleks diizlemin bir A bolgesinde kutup

noktalari harig analitik olan f (z) fonksiyonuna A da meromorf fonksiyon denir [22].

Teorem 2.2.9 (Maksimum Modiil Prensibi): f(z), A bolgesinde sabit olmayan
analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda |f(z)|, A bolgesinde maksimum deger

alamaz [22].

Sonug¢ 2.2.10: A sinirh bir bolge ve sabit olmayan f(z) fonksiyonu da bu bélgenin
smirinda siirekli ve i¢inde analitik olsun. Bu durumda |f(Z)| maksimum degerini A

bolgesinin sinirinda alir.

Teorem 2.2.9 un 6nemli bir sonucu olan Schwarz lemmasi asagidaki gibidir.

Lemma 2.2.11 (Schwarz lemmasi): f(z), U birim diskinde analitik ve f(0)=0
olsun. Eger U birim diskinde | (z)| <1 ise | f'(0)| <1 ve | f (z)| <|z| olur. R olmak

tizere f(z)=¢€"z fonksiyonu ile esitlik saglanir [22].

Teorem 2.2.12 (Minimum Prensibi): f(z), A bolgesinde sabit olmayan bir

fonksiyon ve her ze A igin f(z)=0 olsun. Bu durumda |f(z), A bolgesinde

minimum deger alamaz [22].

Sonug 2.2.13: A smirh bir bdlge, (z) sabit olmayan bir fonksiyon ve her ze A igin
f(z)#0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A bdlgesinin iginde analitik, smirinda

stirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda ‘f (Z)‘ minimum degerini A bolgesinin

smirinda alir.

Tamim 2.2.14 (Univalent fonksiyon): f(z), AcC bolgesinde tanimli bir fonksiyon

olsun. Her z,z,eA i¢in z,#2z, oldugunda f(z)# f(z,) gerceklesiyorsa (veya



f(z)=f(z,) olmasi sadece z, =z, olmasini gerektiriyorsa) f (z) fonksiyonuna A

bolgesinde tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir [8].

Ornegin; f (z)=7Z bir iinivalent fonksiyondur.

Eger f (z), z, noktasmm bir komsulugunda iinivalent ise f(z) ye yerel {inivalent

fonksiyon denir.

Teorem 2.2.15: Bir f(z) analitik fonksiyonunun z, noktasinda yerel tinivalent olmas1

i¢in gerekli ve yeterli kosul f'(z,) #0 olmasidir [8].

f'(z,) #0 sarti f(z) fonksiyonunun inivalentligi i¢in gerek sarttir fakat yeterli
degildir. Yani, f(z) fonksiyonu iinivalent ise f'(z,)#0 dir. Tersi her zaman dogru

degildir. Bir kiimede yerel {inivalent olan analitik fonksiyonlarm, bu kiimede iinivalent

olmasi1 gerekmez.

Ornek 2.2.16: f(z)=2" fonksiyonu A={z: 1<|z|<2, O<argz<37/2} bolgesinde

yerel iinivalent olmasma ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z)=2z> fonksiyonu,
A bolgesinde analitik ve her z, € A i¢in f'(z,) #0 saglandigindan yerel {inivalenttir.
Fakat
f[iﬂij: f(—i—iij:i§
W2 32 W2 32) 9
oldugundan  f(z) =z® fonksiyonu A bélgesinde iinivalent degildir. Eger AcC
bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel tinivalent ise, bu durumda z € A noktasinda
f'(z) tirevi, f nin yerel geometrik davranigini belirler. |f’(z)| ve arg f'(z) degerleri
strastyla yerel bliylime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna ilaveten,

f:AcC—>C analitik doniisiimiiniin Jacobian determinant1 Jf (z) = f’(Z)|2 ile

verilmektedir. Jacobian determinantmnim |f’(z)|2 ifadesine esit oldugu Cauchy-Riemann



denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.2.12 den analitik fonksiyonlar i¢in
Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel tinivalentlik i¢in gerek ve yeter

sarttir.

Tammm 2.2.17 (Konform déniisiim): Belli bir noktadan gecen iki diizglin egri
arasindaki a¢inm biiytikliigiinii ve yoniinii koruyan doniisiimlere bu noktada konform

doniigiim denir. Eger bir f(z) fonksiyonu, bir Ac C bdlgesinin tiim noktalarinda

konformise f(z) bu bolgede konformdur denir [22].

Ornegin; f(z) =e’doniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 2.2.18: f(z) fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f’(z)=0 sart1

saglaniyorsa, f(z) ye konformdur denir [22].

Bundan dolay1 bir bolgede analitik ve iinivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli

konform doniisiimlerden biri M6bius doniisiimiidiir. Bu doniisiim; a, b, ¢, d kompleks

sabitler olmak tizere

_az+b

w=1@) cz+d

, ad—bc=0

genigletilmis kompleks diizlemi (C,=Cu{x}) kendi iizerine konform olarak

resmeder.

Teorem 2.2.19 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her

DcC(D#C) basit baglantili alt bolgesi konform olarak U birim diski iizerine
resmedilebilir. Ayrica, z, € D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,) >0 sartlarin1 saglayan

ve D bolgesini U birim diski {izerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir [8].

2.3 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Analitik olarak, bir {inivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik

olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Hem analitik hem de {inivalent
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fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri yine basit baglantili bdlgelere doniistiiriir.

Riemann doniisiim teoremine gore, bir keyfi basit baglantili bolgede tanimli f
inivalent fonksiyonunun yerine U agik birim diskte tanimli bir f {inivalent
fonksiyonu secilebilir. Bu fonksiyon i¢cin f(0)=0, f’'(0)=1 normallestirme

aksiyomlar1 géz Oniine alinirsa,
f(z)=z+) a,2" (zeU) (2.1)
n=2

bi¢iminde olur. Burada (2.1) bigiminde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis
analitik fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarm smifi A ile

gosterilir ve

A :{ f(z)=z+> a,z" f analitik ve z eu}

n=2

seklinde yazilir.

Tanmm 2.3.1 (S Smifi): U birim diskinde iinivalent olan f € .4 fonksiyonlarin
olusturdugu sinifa S sinifi denir ve
S={f eA:vzeU igin f —lnivalent}

seklinde gosterilir [8].
S smifina ait bazi fonksiyon 6rnekleri asagida verilmistir.

(i) w= f(z)=z(1—2z)™" fonksiyonu U birim diskini Re(w)>-1/2 sag yar1 diizlemine

resmeder.

(i) f(z)=2z(-2*)" fonksiyonu U birim diskini C—{(-o0,~1/2]U[/2,0)} bolgesi

uzerine resmeder.

(iii) f(z)=z(1-2)? Koebe fonksiyonu U birim diskini <C—(—oo,—]/4] bolgesi tizerine

resmeder.
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Teorem 2.3.2: f € S olmasi durumunda asagidaki ifadeler dogrudur [8]:

() Eslenik alma: g(z)= f(Z)=z+a,z° +... ise g e S dir.

(i)  Dondiirme (Rotasyon): & € R olmak iizere

9(2)=e"f(e2)=z+ iane““‘”‘gzn (zeV)

n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatation): 0<r <1 olmak iizere
g(z)=r'f(rz)=z+> ar"'z" (zev)
n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, €U olmak iizere

Z+1, |
1E(1+ fozj f(2)
@z ) F'(zo)

9(2) = (zeU)

fonksiyonu S smifina aittir.

(v) Deger bolgesi doniisimii: y fonksiyonu f(U) da {inivalent ve w(0)=0

w'(0) =1 kosulunu gergekleyen bir fonksiyon ise o f € S dir.

(vi) Cikarilmig deger doniisiimii: we f (U) olsun. Bu durumda

f(2)

D= Fw

(zelU)

fonksiyonu S snifina aittir.

(vii) n. kok dontistimii: Eger n=2,3,... ise

g(z)=“f(z“)=z+&z“+l+i(2n —-(n=-Da2)z*"* +..., (zeU)
n 2n? %

fonksiyonu S sinifina aittir.
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Teorem 233: feS olsun. f(U)2U,, dir. Bu sonug Koebe fonksiyonunun

donmeleri i¢in kesindir. Ustelik () f(U) = U,, dr[8].
fes

Teorem 2.3.4: S sinifi kompaktir [8].

Tanim 2.3.5 (P smifi): U birim diskinde p(0)=1, Rep(z)>0 sartlarmi saglayan

p(z)=1+chz” bi¢imindeki fonksiyonlarm olusturdugu smifa Caratheodory sinifi

n=1

veya P snifi denir [8].

Ornegin; p(z) =(+2)/(1-2),z€U fonksiyonu P sinifina ait olup, U birim diskini
sag yar1 diizlem {izerine resmeden bir konform doniisiimdiir. Ayrica P smifina ait bir
fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez. Ornegin; f(z) =1+ 2> fonksiyonu P smifina

ait olmasina ragmen iinivalent degildir.

Lemma 2.3.6: Eger pe P ise
/<2 (neN)

esitsizligi dogrudur ve bu tahmin kesindir [8].

Tamm 2.3.7 (Q smifi): U birim diskinde ¢(0)=0 ve |¢(Z)|<1 sartlarin1 saglayan

analitik fonksiyonlarin olusturdugu sinif Schwarz fonksiyonlar smifi olarak adlandirilir

ve Q ile gosterilir [8].

Bunlara ilaveten, P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasindaki 6nemli bag asagida
verilmistir:

1+¢(2)
1-¢(2)

P ve Q smiflarmin tanimlarindan sonra, & smifinmn iki 6nemli alt sinifin1 asagidaki

p(2)eP <= p(2)= (¢(2) e Q)

bi¢imde verebiliriz.
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Tamm 2.3.8 (8" smifi): B = C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir w, noktasini

her we B noktasia birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye
W, noktasma gore yildizil kiime (starlike kiime) denir. w, noktas1 6zel olarak orijin
secilirse, bu kiimeye orijine gore yildizil kiime (veya kisaca yildizil kiime) ad1 verilir.
Eger bir f fonksiyonu U birim diskini w, noktasma gore bir yildizil kiimeye
resmediyorsa, f fonksiyonuna w, noktasina gére yildizil fonksiyon denir. Ozel
durumda, f fonksiyonu U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f

fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. f € 4 olmasi durumunda yildizil fonksiyonlarin

sinifi S° ile gosterilir [8].

Teorem 2.3.9: f .4 olsun. Bu durumda

. zf'(z)
f(Z)ES QWEP

olur. Ayrica f(z)=z+) a,2"eS =|a,|<n(n=23..) ifadesi dogrudur [11,12].
n=2

Yildizil fonksiyonlarin sinifini

S*:{f e A:Vzel igin Re(mj>0}
f(z)

biciminde gosterebiliriz.

Ornegin, S smifina ait fonksiyonlardan en dnemlilerinden birisi Z €U olmak iizere,

YA
Oy

2
Seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon k(z)=%{(1+—zj —1}

1-z
seklinde de yazilabilir. Ayrica k(z) fonksiyonu

U@ =112, 9@-w'@), k@)=[9()-]
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bi¢iminde yazilirsa U birim diskini —oo dan —1/4 e kadar negatif reel ekseni
cikartilmis kompleks diizlem iizerine konform olarak doniistiirdiigli goriilebilir. k(z)

doniisiimii {inivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde 6nemli rol oynar.

Sekil 1: Koebe Fonksiyonu

> =

Yukaridaki sekilden k(z)= ( : ) =2 +znzn eS" oldugu aciktir. Ayrica Teorem
1-z n=2

2.3.8 kullanilarak da z=re" ve (0<r<1, 0<@< 271) olmak lizere
zf’ 10
Re (Z = Re(“—zj =Re 1+ re_g
f(z) 1-2 1—re'
2

T 141 —2rcosd  1-r

elde edilir. Buradan da k(z) € S* oldugu goriiliir.

Koebe fonksiyonunun dénmeleri (rotation), her z eU igin,

z
k,(2) “ e’

bi¢iminde tanimlanir ve K, (Z) fonksiyonlar1 S smifina aittir. Bu doniisiim ile birim

diskin goriintlisii +oo0 dan —efi9/4 1511 hari¢ kompleks diizlem olur. « €(0,2] ve

zeU olmak iizere f(Z):Zi{GJr—Zj —} fonksiyonu, “genellestirilmis Koebe
a A

fonksiyonu” olarak adlandirilir ve S smifina aittir.
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Tanim 2.3.10 (C smifi): B < C kiimesi verilsin. Her w,,w, € B i¢in w, noktasini w,
noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B icinde kaliyorsa B ye konveks kiime
denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f e A olmast durumunda konveks

fonksiyonlarm smifi C ile gosterilir [8,21].

Konveks fonksiyonlarin analitik ifadesi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.3.11: f .4 olsun. O halde
zf"(2)

f(z)eC<=1+ 2)

o

olur. Ayrica f(z)=z+ Z:anzn eC=> |an| <1(n=2,3...) degerlendirmesi dogrudur
n=2

[11,12,21].

Teorem 2.3.12 (Alexander Teoremi): fe.A ve zeU olmak iizere g(z)=1zf'(z)

olsun. Bu durumda f €C olmasi igin gerek ve yeter sart g € S* olmasidir [8,11,12,21].

Yukaridaki tanimlardan anlasildigi {izere bu smiflar arasinda C <= S* =S < A seklinde

bir iligki vardir.

Univalentlik Kriterlerinden en kolay ifade edilen ve ispatlananlardan biri asagidaki
Noshiro, Warschawski ve Wolff” un kriteridir:

o f fonksiyonu konveks bir DcC bolgesinde analitik ve her zeD igin

Re f'(z)>0ise f fonksiyonu D bdlgesi iizerinde {inivalenttir.’

Simdi tinivalent fonksiyonlar teorisinde onemli bir yeri olan subordinasyon kavramini

verelim.
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Tanmm 2.3.13: f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde taniml iki analitik fonksiyon
olsun. U birim diskinde f(z)=g(w(z)) olacak sekilde bir w < Q fonksiyonu varsa,

f fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir [8].

Eger g tinivalentise f <g < f(0)=g(0) ve f(U) < g(U) gerektirmesi dogrudur.

f nin g ye subordinasyonundan anlasilacak sey asagidaki sekille izah edilmistir.

Sekil 2 : f < g Subordinasyonu

Ornegin; U da analitik olan f(z)=1+z ve g(z) =:|1'+—Z fonksiyonlarinit goz Oniine
-z

alahm. f nin U da g ye subordine olmasi i¢in VzeU igin f(z)=g(w(z)) olacak

sekilde bir w € Q) fonksiyonunun varligini géstermeliyiz. Boylece,

F(2)= g(o(@) > 1+2= 72D iy -2
1-w(z) z+2
bulunur. @(0)=0 ve |w(z)|= L P olup e Q dir. Dolayisiyla f < g dir.
z+2| |z+2|

Ayrica ¢ Ttnivalent oldugundan f(0)=g(0) ve fU)cgU) dur. Bu durum
asagidaki sekilde acik olarak goriilebilir.
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Sekil 3: 1+7 <72
1-z

Teorik olarak subordinasyonun buradaki anlami, o6zelliklerini bilmedigimiz bir

fonksiyonu 6zelligi bilinen bir fonksiyon yardimiyla incelemektir.

Subordinasyon prensibi (Lindelof Prensibi): Eger f fonksiyonu U birim diskinde

analitik, tinivalent ve g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica

g(0)=f(@0) ve gU)c f@) ise, bu durumda U, diskinde
|g'(0)|§|f'(0)| ve gU,)c f(U,) dir [8].

Ozellikle, eger f < g ise
max| f (z)| < r‘n‘§x|g(z)| (re(0,1)

|z|<r
esitsizligi dogrudur. Ayrica,
1+z
p(z) eP < p(z)<ﬁve #2)eQt < ¢(2)<1z

gerektirmeleri yazilir.

Tanim 2.3.14 (S"(«) simfi): Her z eU ve 0<«a <1 olmak lizere
zf’
Re ﬂ >a
f(2)

18
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kosulunu saglayan f .4 fonksiyonuna «. mertebeden yildizil (starlike) fonksiyon ve
bu fonksiyonlarin olusturdugu sinifa da «. mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi

denir ve S"(«) ile gosterilir [11,12].

Tanim 2.3.15 (C(«) simfi): Her z €U ve 0<a <1 olmak tizere

Re (1+ Z: ((ZZ))] >a

kosulunu saglayan f .4 fonksiyonuna «. mertebeden konveks fonksiyon ve bu

fonksiyonlarm olusturdugu smifa da . mertebeden konveks fonksiyonlarin sifi denir

ve C(a)ile gosterilir [11,12].

Subordinasyonu kullanarak S*(«) ve C(«) fonksiyonlarini

S(a)=1feq:F @) 1022z 4
f(z) 1-z

ve

C(a):{f eq: 1. 470 (-2a)2 O£a<l}
f'(z) 1-z

seklinde de yazabiliriz.

Tamm 2.3.16 (R(«) siifi): A sinifinda
Re{f'(z)}>a (zeU)

sartin1 saglayan f(z) fonksiyonlarina R(«), a(O <a <1) smifindandir denir [11,12].

Tamm 2.3.17: ¢:U —C fonksiyonu ¢(0) =1, ¢'(0) >0, Rep(z) >0 ve ¢(u) reel

eksene gore simetrik sartlarin1 saglayan analitik fonksiyonlar Q sinifindandir denir. Bu

durumda @eQ ise
p(2)=1+Bz+B,z2°+... (zeU, B,>0) (2.2)

seklinde Taylor agilimma sahiptir [11,12].
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Ayrica Q smifi ile P smifi arasinda yakindan bir iliski vardir. Oyle Ki;
PP, eP, peQ ve u,v:U —>U, u(0)=v(0) =0 fonksiyonlar i¢in

p,(z )—%—1+clz+czz2 +... (2.3)
ve
1+v(2) ’
pZ(Z)_l—v(z) =1+bz+b,z° +... (2.4)
seklinde tanimlansm. Buradan
_p@-1 o, 1 e
u(z) = p1(2)+1_ > (c )z +.. (2.5)
ve
p@-1_b by
v(z) = 0, ()1 4 2 (b )z +.. (2.6)
yazilir.
Boylece
B¢, 1 12 1.
o(u(z2)) :1+TZ+{2(CZ —)B+-— 4 c, B } (2.7)
ve
p(v(z)) =1+ =2 Bb z+{ (b, — bl 1+%b1282}22+... (2.8)
elde edilir [1].

Univalent fonksiyonlarm énemli ve ilk c¢alismalarindan birisi S smifina ait katsay:
esitsizliklerinin elde edilmesidir. Bu probleme ilk cevabi Bieberbach 1916 yilinda

asagidaki teoremle vermistir.

Teorem 2.3.18 (Bieberbach Teoremi): f € S fonksiyonu igin |a2| < 2 dir. Esitlik hali
ZeU olmak ilizere Koebe fonksiyonunun donmeleri icin yani 6 €R olmak iizere

k,(2) = > seklindeki fonksiyonlar i¢in gegerlidir [8,16].

(L-e"2z)
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Teorem 2.3.19 (Bieberbach Tahmini): f eS fonksiyonu n=2,34,... i¢in |a,[<n

esitsizligi vardir. Esitliginin olmasi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun dénmeleri olmasidir [8,21].

Bu tahmin i¢in bulunan sonuglar asagidaki tarihsel seyir icerisinde elde edilmistir.

la,|<2, Bieberbach (1916).

|a3| <3 Lowner (1923) (Lowner diferensiyel Denklemi).
la,| <4, Garabedian, Schiffer (1955), (Grunsky esitsizligi).
|as| <6, Pederson (1968), Ozawa (1969).

las| <5, Pederson, Schiffer (1972).

la,|<en, Littlewood (1925).

lim m =1, Hayman (1955).

N—o0 n

|a,| < \/7/6n <1.081n, FitsGerald (1972).

***la|<n, neN, n>2 L. De Branges (1984) [2].

Teorem 2.3.20 (Fekete-Szego problemi): Her f € S fonksiyonu igin

—2u

‘as—/ylaﬂsl+2eE (0< u<1)

esitsizligi yazilir. Bu smir [0,1) arahigindaki her 4 degeri igin kesindir [8].

Tamm 2.3.21 (Saligean Tiirev Operatorii): f € A fonksiyonu i¢in, D": A — A

Salagean tiirev operatorii N € N olmak iizere

D°f(z2) = f(2)
D*f (z) = Df (2) = zf '(2)

D"f(z)=D(D"*f(2))

seklinde tanimlanir. Ayrica D" i¢in rekiirans formiilii
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D"'f(2) = 2(D"f(2))

bigiminde de yazilabilir [24].

2.4 Bi-Univalent Fonksiyonlar

Bir f(z) analitik fonksiyonunun tersi olan g(z) analitik fonksiyonu g(f(z))=z

seklinde tanimlanir. Ayrica, Koebe ¢eyrek teoremine gore U nun goriintiisii altinda her
f €S fonksiyonu % yarigaplt bir diski igerir. Boylece, U daki her f iinivalent

fonksiyonunun tersi vardir ve asagidaki sartlar1 saglar:

f*(f(z))=z (zeV)

ve
y ~ 1
£4(F (w))=w (|w|<r0(f)24j.
Bu durumda,
w=frw)+a,[ W) | +a,[ F W) ] +..
ise

g(w) = f*(w) =w-a,w’ +(2a} —a, )W’ —(5a; —5a,8, +a, W' +... (2.9)

seklinde olur.

Eger f ve f™, U daiinivalent ise f € A fonksiyonuna U da bi-iinivalent fonksiyon
denir. U da bi-tinivalent olan ve (2.1) ile verilen tiim f(z) fonksiyonlarmin smifin1 X

ile gosterecegiz.

¥ sinifina asagidaki 6rnekleri verebiliriz:

h(z):é; k(z) =—log(1-2); I(z):%log(t—g.
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ile tanimlanan Koebe fonksiyonu X sinifindan degildir.

YA
Buna ragmen, f(z)= 572

Ciinkii, Koebe fonksiyonu U birim diskini (C—(—oo,—]/4] bolgesi lizerine resmeder. Bu

nedenle, goriintii bolgesi U birim diskini ihtiva etmez.

Ayrica ¥ smifina ait olmayan fonksiyonlara 6rnek olarak asagidaki fonksiyonlar1 da

verebiliriz:

2

t(z)zz—%; s(z) = z

1-722°
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ilk olarak son yillarda bi-tinivalent fonksiyonlarin belli alt siniflar1 igin elde

edilen |a2| ve |a3| katsay1 tahminleri tarihsel bir seyir i¢inde verilmistir.

3.1 Bi-Univalent Fonksiyonlarin Belli Alt Simiflar1 icin Katsayr Tahminleri

Tanmm 3.1.1 : f eX ve g=f " olsun. Eger f €= fonksiyonu

‘arg(f’(z))‘s% (zeU; 0<a<l)

ve

‘arg(g’(w))‘s% (weU; 0<a<1)

sartlarmi sagliyorsa (2.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu H (0<a£1)

sinifindandir denir. Burada g(w) (2.9) da tanimlanan fonksiyondur [26].

Teorem 3.1.2 : f e HY olsun. Bu durumda

2| < a+2
ve
| a(3a+2)
3
dir [26].

Tamm 3.1.3 : f e ve g=f " olsun. Eger f X fonksiyonu
Ref'(z)>p (zeU; 0<pB<1)
ve

Reg'(w)>pf (weU; 0<B<1)
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sartlarini sagliyorsa f fonksiyonu Hs ( ﬁ) smifindandir denir [26].

Teorem 3.1.4: f e Hy () olsun. Bu durumda

o= (252
7\ 3
ve
AG-3)
BN T
dir [26].

Tanmm 3.1.5: f € ve g=f ' olsun. Eger f €= fonksiyonu 0<a <1 ve A>1

olmak tlizere z,weU i¢in

(044
< —

arg[(l_z)¥+zf'(z)j

ve

(074
< —
2

arg[(l_z)$+zg'(w))

sartlarmi sagliyorsa  f fonksiyonu By (o, 4) smifindadir denir [10].

Teorem 3.1.6: f(z) € By(a, 4) olsun. Bu durumda
2c
|a2 < 2 2
JA+D? +a@+22-27%)

ve

4a? N 2a
(Ml)z 21 +1

|| <

dir [10].

Tamim 3.1.7: f €X ve g=f " olsun. Eger f X fonksiyonu

Re((l_z)@mr(z)}ﬂ (0<B<1 421 zeU)
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ve
Re((l_z)$+zg'(w)j>ﬂ (0<B<1, 221 weU)

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonu By (f,1) smifindandir denir [10].

Teorem 3.1.8 : f € B;(5,4) olsun. Bu durumda

o< [24-D)
27N 22+1
ve
| < 44-0) , 20-)
T (A+D)* 2441
dir [10].

Tanim 3.1.9: f €3 ve g = f ' olmak iizere
f'(z2) < o(2)
ve
g'(w) < o(w)

kosulunu saglayan f fonksiyonu Hy (@) smifindandir denir [1].

Teorem 3.1.10 : f e Hy(¢) olmak iizere

|a2| < Bl\/B_l

387 —48B, +4B]

ve
1 B
|83|S (5"‘?1)81

dir [1].

Tamim 3.1.11: f €X ve g=f " olsun. & >0 olmak iizere

z2f'(2) . az’t"(z) -

o e W@
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ve
' 2 M
wgw) | aw' g'w)
g(w) g(w)
kosulunu saglayan fonksiyonlar ST («, ) smifindandir denir [1].

(W)

Teorem 3.1.12: f e STy (a, ) olmak iizere

< BB,

J|BZ (1 +42) + (B,- B,)1+ 20

ve

B, +|B, B
|a3|S (1+4a)
dir [1].

Tamim 3.1.13: f €X ve g=f " olsun. a >0 olmak iizere

(l-a) m +a(l+ w) < (2)

f(2) (2)
ve
1-a) WO | s WO Wy o)
g(w) g'(w)

kosulunu saglayan fonksiyonlar My («,9) smifindandir denir [1].

Teorem 3.1.14: f e My (a,¢) olmak iizere

s — B8

@+ a) B+ 1+ 2)(B- B

ve

a< B,+|B, - B||

l+a
dir [1].
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Tamm 3.1.15: f €X ve g=f " olsun. @ >0 olmak iizere

ANCI NP4 5l CJ New
bl oA U P G2
Cry) @) <o
ve
wg'(w wg" (W),
( g( ))a(1+ g’( ))l
g(w) g'(w)
kosulunu saglayan fonksiyonlar Ly (o, ¢) smifindandir denir [1].

< p(w)

Teorem 3.1.16: f € Ly (a,9) olmak iizere

ja,| < 28,8,

J2(@® -3a+4)B? +4(a-2)*(B,-B,)|

ve
. 23-2a)(B, +|B, - B,)
- \(3—205)(052 —3a+4)\

la|

dir [1].

Tanim 3.1.17: h, p:U — C fonksiyonlar1

min{Re(h(z)), Re(p(z))}>0
ve
h(0)=p(z)=1
kosullarmi saglasin. Ayrica f €% ve g=f ™ olsun. Eger f e fonksiyonu z,weU
icin  f'(z)eh(U) ve g'(z) e p(U) kosullarmi sagliyorsa f fonksiyonuna H;’p
smifindandir denir [31].

Teorem 3.1.18: f e H}? (0< B <1)olsun. Bu durumda

p’(0)

" (0)}+

Iaals\/ o

ve
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dir [31].

Tanim 3.1.19: f €X ve g =f * olsun. Eger f eX fonksiyonu

arg( ;Zf)l(?) 9T (0<a<l 4>0,zeU)
ve
arg( w'g ’l(\iv))‘ (O<a<l, 2>20,wel)
g(w)

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonu P.(a, A) smifindandir denir [23].

Teorem 3.1.20: f e R.(a,4) olsun. 0<a<1ve 1>0 i¢in

| 2| £ 2c
J@+A)(a+1+2)

ve

4a? . 2a
1+2)? (2+A)

jag| <

drr [23].

Tanm 3.1.21: f €X ve g=f * olsun. Eger f eX fonksiyonu

Re[&;(f)}ﬂ (0<B<1 A>0,zeU)
f(2)

ve

g(w)"™
sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonu P.(5,4) smifindandir denir [23].

Re{m}>ﬁ (0<B<1 A>0,wel)
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Teorem 3.1.22: f e R.(B,4) olsun. 0< g <1lve A1 >0 i¢in
< [2=D)
@+

41— p)° +2(1—ﬂ)
1+1)°  (2+2)

ve

|ag| <

dir [23].

Tamm 3.1.23: feX ve g=f " olsun. 0<a<1,1>0,-1<B<A<1ve z,weU

icin f fonksiyonu

2zf'(2) ) 2(zf'(2)) - 1+ Az

a=4) f(2)-f(-2) (f(@—-f(-2)) 1+Bz

)a
ve

2wg'(w) ) 2(wg'(w))’ b 1+ Az
gw)-g(-w)  (gW)-g(-w))" 1+Bz

sartlarmni sagliyorsa f fonksiyonu M (e, A; A, B) smifindandir denir [25].

1-4)

)0{

Teorem 3.1.24: f € M3 (o, A; A, B) olsun. Bu durumda

|a |< a\/(A-B)

ve

a)< a’(A-B)° L a(A-B)
T4+ A 2(1+22)

dir [25].

Tanmm 3.1.25: feX ve g=1f1, peQ olsun. 0<A<1, }/E(C/{O} olmak tizere her
z,weU icin

2f'(z) + 12° £"(2)
228 (2)+ (1= A) f (2)

141 )< p(2)
Ve

ve
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. 1, wg'(w)+Aw’g"(w)

» Gwg ) =g M

kosullar1 saglaniyorsa f fonksiyonu S (4,y;¢) smifindandir denir [7].

Teorem 3.1.26: f €S, (4,7, ¢) olsun. Bu durumda

< |7| Bl\/B_l

|a2_ Y 2
@+ 22-2%) Bl+ 1+ 2)*(B,- B,)|

ve

| |<|7|(Bl+|Bl_Bz|)
T 142127

dir [7].

Tamm 3.1.27: f X ve g = f ! olsun. Eger

fz) fz)"
arg 1—)\[T +>\f’z[T] <% O<a<l p>0,zcU
ve
g W 1t g W n—1 o
argl 1-X\ [T +Ag" w|[T— <7 O<a<l p>0,weU

sartlar1 saglaniyorsa f fonksiyonu N{ «, A smifindandir denir [6].

Teorem 3.1.28: f € N a, A olsun. Bu durumda

2«

2| < >
\/)\Jr,u +a 22—\

ve

40’ 2ce
—+
A4 2N+ 1

2| <

dir [6].
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Tanmm 3.1.29: f €X ve g = f ! olsun. Eger
fz) . (fz
Req{1-\|——| +Af" 2 |——

z z

I
Re! - [u] g w [ﬂ
W W

="
l>6 0<p<l >0, A>1ze€U

ve

n—1
]>B 0<p<1 u=>0, 2> welU

sartlar1 saglaniyorsa f fonksiyonu N{ 3,A smifindandir denir [6].

Teorem 3.1.30: f € N{* 3,A olsun. O halde

. 41-p3 21-83
|a,| < min ,
pw+1l 204+ A4p

ve
' 41— 41-8% 21—
min g , ﬁ2+ B , 0<u<l
p+1l 2 +p o XN4p 2A+ 1
|a3|§‘ 51
v p>1
2+
dir [6].

Tamm 3.1.31: f €X ve g = f ! olsun. Eger
1+1[f’z+yzf”z—1]<goz 0<~y<1,7e€C/ 0,zeU
T

ve
1+£[9’ w +wg” w —1j<pw 0<y<l7eC/ 0, wel
T

sartlar1 saglaniyorsa f fonksiyonu ¥ 7,~v,¢ smifindandir denir [28].

Teorem 3.1.32: f €X 7,7+, olsun. O halde
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7|8/

2| < -
\/‘37812 142y + 1+~ B,—B,

ve

1 Bl|7'|

<B

dir [28].

Tanmm 3.1.33: h 0 =1 z€U,Reh z >0 sartin1saglayan ve h z :1—|—2an”

n=1
seklinde verilen h:U — C bir konveks fonksiyon olsun. f € ve f =g olmak

uzere

e i3

fz) . (f z
1-AN|—| +Af 2z |—
z z

ve
11

<h w cosg+ising

[ﬁe[—z,z], A>1 >0

sartlarini saglayan f fonksiyonu NP4 3,h  smifindandir denir [20].

Teorem 3.1.34: f € NR“* 3,h olsun. Bu durumda

2|B,|cos 3 o ™
Iazlg\/ [ 2§6§2]

1+p 2\+p
ve
AL [-fsﬁsf]
1+p 2 +p 2 2
dir [20].
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Bu kisimda ise son yillarda bi-linivalent fonksiyonlarin belli alt siniflar1 i¢in elde edilen

Fekete-Szego esitsizlikleri tarihsel bir seyir iginde verilmistir.

3.2 Bi-Univalent Fonksiyonlarin Belli Alt Simiflan Icin Fekete-Szegé Problemi:

Tanm 3.2.1: f X ve g= f ' olsun. Eger

f'z <pz
ve

g w<pw

sartlar1 saglanirsa f fonksiyonu Hy. ¢ smifindandir denir [33].

Teorem 3.2.2: f €Hy. ¢ ve p € R olsun. Bu durumda

1 4 B—B
=B, <ppyr— 2
o 3 e T
a, —pay| < s
‘382 Bl|:u_1| , |U_1|Z 1+4 81_282
+4 B —B, | 3B

drr [33].

Tanm 3.2.3: feX, g=f 've 0<a<1 olsun. Eger

#®' 2z +0422f” z
fz fz

<p Z

ve
/ 2 N
wg w aw w
9 n g
gw gw

<@ W

sartlar1 saglanirsa f fonksiyonu STy. «,¢ smifindandir denir [33].

Teorem 3.2.4: f €STy. o, ve p R olsun. O halde
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B, 1 1+2a’ B,—B,
— <—= N4da+t
2 11 3a e T B?
o~ B? |1 1 1+2a° B,—B
1| : 1 |u—1|2—1+4a+ @ 21 2
‘1+4an+1+&x B,—B, 2 143 B
dir [33].
Tanm 3.2.5: f e, g=f * ve 0<a <1 olsun. Eger
"z 7f” z
11—« +a|ll+——(<p 2z
z f'z
ve
wg' w wg” w
11—« c +afl+ g, <@ W
gw g w
sartlar1 saglanirsa f fonksiyonu My. «,¢ smifindandir denir [33].
Teorem 3.2.6: f e My. o, Vve p€R olsun. Bu durumda
B, ’ |M—1|§ 1+« 1+« ?1—82
2 1+ 2« 2 1+ 2« B,
a, — paZ| <
2, — 2| < Blu—1 o Lro | 1ro BB,
‘1—1—& B+ 1ta’ B —B,| 21420 B;
dir [33].

Tamim 3.2.7: f €X, g= f ' olsun. Eger

f! z
<p 7 0<A<lzeU
1-X z+)f z
ve
wf’ w
oW  0<A<1 weU
1-X w+Af w

sartlar1 saglanirsa f fonksiyonu My «,¢ smifindandir denir [14].
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Teorem 3.2.8: f € M ¢ olsun. O halde

B, |
5 <8,
< 3—X

a,——a,|<
o % B> B,

dir [14].

Tanim 3.2.9: f X, g = f ! olsun. Eger

'z +2f" 2
'z + 2" 2z

<y Z 0<A<] zeU

ve
g/ W —f—Wg” W
g w+wg” w

<pw 0<A<l weU

sartlar1 saglanirsa f fonksiyonu Ky. o, A smifindandir denir [14].

Teorem 3.2.10: f € Ky. o, A olsun. Bu durumda

. |8/<B,
214+ L, |61=A
LT %S B,|
2 B,|>B
61—A’|A— '

dir [14].

Tamm 3.2.11: f €3, g= f ' olsun. Eger

AR INED VEh M
f z f z

a<Re

<pf A>0 0<a<l<p, zeU

ve

/ 2 5
wg'w AW w
g n g

gw g w

a < Re

<B A>0 0<a<l<p,weU

sartlar1 saglanirsa f fonksiyonu K \;a, 3 siifindandir denir [29].
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Teorem 3.2.12: f e K \;«,3 ve p € R olsun. Bu durumda

B, 23\+1pu— 2x+1
B, 22417

B1

B |
— 2 < |—1m
‘8.3 uaz‘ \ ax|1,

|

dir. Bu sonug kesindir [29].

Tanim 3.2.13: f X, g= f ' olsun. Eger

n—1

<oz A>1 u>0 zeU

fz) f
1- )\ [—Z] IAf 2 [—Z
Z Z

ve
11

g w
<o W A>1 >0 weU

1
1-) [g—w] g W
W

sartlar1 saglanirsa f fonksiyonu N£&* ¢ smifindandir denir [20].

Teorem 3.2.14: f e N&* ¢ ve §€R olsun. O halde

B, |6—14<“+11+2 B—B, \+p’
A+ -2 B 2\ +pu 1+p
‘as_‘sazz‘g 2
28|51 |5_14>“+11+2 B,—B, Atu
‘2A+p 1+ B24+2B-B, Atp’| T 2 [ B 2A+p ltp
dir [20].

Bizde bu tez ¢alismasinda, Tanim 2.3.21 ve Tanim 3.1.31 yardimiyla, analitik ve bi-

iinivalent fonksiyonlarm belli bir alt sinifin1 asagidaki gibi tanimlayarak, bu sinif i¢in

|a2| ve |a3| katsayr tahminlerini elde ettik. Ayrica, Fekete-Szegd problemi olarak

bilenen ‘ag - ,ua,ﬂ fonksiyoneli i¢in bir {ist sinir bulduk.

Tamim 3.2.15: f €3, g= f ' olsun. Eger
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!/ 1/
D'"f z +~4z D"fz -1

1+1 <pz 0<~4<lL7€C/ 0,neN,zeU

-
ve
1 / "
1+~ D'"gw +ywD'gw —l<pw 0<~y<L7€C/ 0 ,neN,weU
T

sartlar1 saglaniyorsa f fonksiyonu X" 7,7,o smifindandir denir. Burada D"

Salagean tiirev operatoriidiir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. " 7,7, SmufiI¢cin Katsayr Tahminleri:

Teorem 4.11: 0<y<l17€C/ 0,neN,B >0 ve feX" 7,7, olsun. Bu

durumda
B3
2| < R (4.0)
\/3““7812 142y +4"" 14+~ " B,—B,
ve
B, |7 1
2| < B[] — A (4.2)
4" 14~ 3 1+2y
elde edilir.
Ispat: f X" 7,7,¢0 ve g=f" olsun. O halde
1 / "
1+~ D"f z +~4zD"f z -1l=¢uz zeU (4.3)
T
ve
1 / "
1+~ D'gw +ywD'gw -1ll=¢pvw weU (4.4)
T

sartlarini saglayan (2.3) ve (2.4) ile tanimlanan u,v:U —U (u(0)=v(0)=0) analitik

fonksiyonlar1 vardir.

Ik olarak, (2.7) esitligi (4.3) de, (2.8) esitligi (4.4) de dikkate alinarak sirasiyla
asagidaki esitlikler elde edilir:

1 / " 1 2
1+=| D"f z +~z D"f z —1:1+EBlclz+ Z°+...

T

1 2] 1
5 B, [c2 _%]+Z B,c/

(4.5)

ve
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2
1+ orgw fw g w " —1=14+ Lepwt |t b~ 2 | 1e e |we
T 2 2 2) 4
(4.6)
Salagean tiirev operatoriiniin tanimi kullanilarak (4.5) ve (4.6) asagidaki sekilde de
yazilabilir:
1+£[ 1+7 2",z 43" 142y a,2° +..]
T
4.7
1 1 |, 1n 2. @
:1+EBlclz+ EBl cz—? +ZBZC1 2"+
ve
1+1[— T4y 2" a,w+3"" 142y 237 —a, W’ +..]
T
(4.8)
1 i ‘] 1
:1+§Blblw+ EBl bz—%]JrZBbe W ...
(4.7) ve (4.8) de polinom esitligini kullanilirsa
1 2n+1a
ATY 2B — 1 B.C, (4.9)
T 2
3" 142y a 2
#_EBl CZ—C—l +£82C12 (4.10)
T 2 4
ve
1 2n+1a
_L:l 0 (4.11)
T 2
3t 14+2y 2al-a, 1 b2) 1
==B,|b,— X |+=>B,b; 4.12
T 2 l[ 2 2] 4 Zbl ( )
degerleri elde edilir.
(4.9) ve (4.11) den
¢, =—b (4.13)

bulunur.

(4.10) ve (4.12) taraf tarafa toplanip sonra (4.13) goz Oniine alinirsa

40



23" 142y a; 1 1 1
2 :581 b, +c, —EBlcf+EBch (4.14)

-
esitligi elde edilir.
(4.9) da her iki tarafin karesi alinirsa

2;2.2
T°B/C;

2 _
veya
2 n
. 1ty 2773, 4.16
B 2B} (4.16)
1
degerleri bulunur.
(4.16) esitligi (4.14) te yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:
’B} b, +c
a2 — L s (4.17)

4|3"7B2 142y +4" 14+~ ° B —B,

veya

3
2
a TB; a/bz +c, (4.18)

2 pu—
237 7B 142y +4" 14~ B —B,

(4.18) in her iki tarafinin mutlak degeri alinip Lemma 2.3.6 dan |b2| <2, |C2| <2 oldugu

dikkate alirnirsa

3
;| < Ll (4.19)

\/3"+1TBf 1+2y 44" 14~ ° B,—B,

esitsizligi elde edilmis olur.

Simdi |a3| katsay1 smirmni bulalim:

(4.13) dikkate alinarak (4.12) ile (4.10) taraf tarafa ¢ikarilirsa

23" 1+2y a2 23" 1+2y a
i T _lgy o (4.20)

T T 2
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bulunur.

(4.15) esitligi (4.20) de yerine yazilirsa

__Brh BT ¢ _p, (4.21)
1_'—7 24n+2 4.3n+1 1+ 2,)/

elde edilir.

(4.21) in her iki tarafinin mutlak degeri alinip Lemma 2.3.6 dan |b2| <2, |C2| <2 oldugu

g0z Oniine alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilmis olur:

lag| < By |7 (4.22)

Boylece, teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem4.1.1 de n =0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2: 0<~y<1,7€C/ 0 ,B >0 f €X° 7,7,¢ olsun. Budurumda

la,| < |T|\/B_13

\/‘37512 142y +4 1+~ ° B, —B,

ve

Bl|'r| 1
4 1+~ 2 3142y

3] < By|r|

elde edilir.

Teorem4.1.1. de v =0 i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.3: 7€C/ 0 ,neN,B>07€C/ 0 ve feX" 7,0, olsun. Bu

durumda
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|a2|S |T|\fB_13

\/3n+17_Blz+4n+1 Bl_B2 ‘

ve

4n+1 + 3n+l

SELT L
elde edilir.

Teorem4.1.1 de 7 =1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.5: 0<~y<1LneN,B >0ve f €X" 1, olsun. Budurumda

|

B,

ja,| < =
3B 1+2y +4" 144 B,—B,

ve

B 1
4n+l 1+,y 2 3n+1 1_'_27

3| < Bl[

elde edilir.

Teorem4.1.1de n=0 ve v =1 i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.1.6: 7cC/ 0 ve f €X° 7,1, olsun. Bu durumda

|a2| < |T|\jB_13

B +47 BB, |

ve

B |r| 1
SR

elde edilir.
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4.2. " 7,7,¢ Smifiicin Fekete-Szegd Problemi

Teorem 4.2.1: 0<y<1, 7€¢C/ 0, neN, peR, B >0 ve feX" 7,v,¢

olsun. O halde
n 2
B, || |N_1|<1+4+1 1+v° B —B,
3" 142y - 3" 142y 7B
la, — | < ) n 2 |
Bl3|7'| |,u—1| |/L—1|>1+4 214~ % B —B,
3"17B? 142y +4" 14+~ B, —B, B 3" 142y 7B

Ispat: Teorem 4.1.1 in ispatinda katsayilar bulundugu igin ve bu ispatta da ayni
katsayilar kullanilacagi i¢in tekrar hesaplanmaya ihtiya¢ duyulmamastir.

(4.10) esitliginden (4.12) esitligini ¢ikarip bulunan sonugta (4.13) dikkate alinirsa
asagidaki esitlik elde edilir:

2 7B, ¢, —D,

L =a, +t———— 4.23
P43 142y (4.23)
1 € R olmak iizere, (4.17) ve (4.23) ten
B 31—y 142y 7B?
B 112 = 3n+1’r : 2 nil_p2 - n+l — 21 —1b,
437 1+2y |13 7B? 1+2y +4"" 14+~ " B —B,
3" 1—p 142y 7B
pol+2y 7 21 +1fc,
3B 142y +4" 14+ B,—B, }
elde edilir.
3 1—p 142y 7B
h = pooten T - olarak almnirsa
3B 142y +4" 144" BB, |
:____75, hp—1b+hp+1 4.24
as—uaz—m p—Lbo+nhp+lc (4.24)

seklinde yazilir.

(4.24) ifadesinde her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
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|T| B,

|8, — pa| =

olur.

Bj eR, B, >0, |b2| <2, |C2| < 2 oldugu (4.25) esitliginde gdz Oniine alinirsa ele alinan

smif icin Fekete-Szego esitsizligi asagidaki gibidir:

B

e I I E
a2
ol )

i1z, Oshelst

Burada h p ifadesi yerine yazilirsa

n+1 2
A |/L—1|<1+4+ 1+V Bl_BZ
‘ ‘ 3142y - 3 142y 78]
8, — piay| < 2 n 2
813|T| |M_1| |’u_1|> 1_|_4+1 1+v B -B,
3782 142y +4" 14+~ ° B,—B, ‘ I3 142y B
elde edilir.

Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.1 de n =0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.2.2: 0<~y<1,7€C/ 0 , pcR ve f X’ 7,7, olsun. O halde

2
3 1Bl|;| ! -2 ?;7 2 81;282
‘ 2‘< + 2y +27 T
8 — {8y | S
B[ |u—1 Cpgsh 4t B,
‘3TBf 142y +4 1+~ > B,—B, - 3142y 7B

elde edilir.
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Teorem 4.2.1 de n =1 igin asagidaki sonug bulunur.

Sonu¢ 4.2.3: 0<y<1, 7€C/ 0 , u€R ve f €X' 7,4, olsun. O halde

‘aa _:“ag‘ =)

B, |T|
91+2y "

B b 1

=1 <

elde edilir.

p7351+27-+161+72 a;-@‘

’ |,U,—l|2

16 1+~ ° B,—B,

(==Y
_|_

9 1+2y 7B}

16 1+~ ° B,—B,

—
_|_

9 1+2v 7B}

Teorem4.2.1 de n=0 ve v =0 i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc4.2.4: 7cC/ 0 , pcR ve f X’ 7,0, olsun. O halde

elde edilir.

2
‘as_ﬂaz‘g‘

B, |T|
3

By |7 [ —1

[3rB7 +4 B,—B, |

=1 <

—1=

1+

(==Y
+

4 B, —B,
37B?

4 B —B,
37B;

Teorem4.2.1de n=0, y=0 ve 7 =1 i¢in asagidaki sonug bulunur.

Sonug¢ 4.2.5: pc€R ve f €X° 1,0, olsun. Bu durumda

elde edilir.

‘as _:uazz‘ <

Bl

3
Bl |1 —1

387 +4 B,—B, |
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=1

—
+

4 B, —B,

4 B, —B,
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda D"f(z) Saligean tirev operatorii yardimiyla bi-linivalent
fonksiyonlarm X" 7,7, alt smifi tanimlanarak bu smifa ait katsayr tahminleri ve

Fekete-Szego esitsizligi elde edilmistir.

Bu yeni ve popiiler alanda ¢alisacak olan arastirmacilar, tezde kullanilan yontem ile bi-
inivalent fonksiyonlarm yeni alt siniflarin1 tanimlaylp bu smniflar i¢cin katsayi

tahminlerini ve Fekete-Szego esitsizliklerini elde edebilirler.
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