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ÖZET 

Bu tezde ilk olarak Sălăgean türev operatörü yardımıyla tanımlanan bi-ünivalent 

fonksiyonların , ,n  ile gösterilen alt sınıfı tanıtılıp ve çalıĢıldı. Bu sınıf için 

katsayı tahminleri ve Fekete-Szegö eĢitsizliği ile ilgili teoremler verildi. Bunlara ilave 

olarak parametrelerin özel durumları için sonuçlar elde edildi. 

2015, 59 sayfa 

 

Anahtar Kelimeler: Analitik fonksiyon, Ünivalent fonksiyon, Bi-ünivalent fonksiyon, 

Sălăgean türev operatörü, Fekete-Szegö problemi, Subordinasyon. 
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ABSTRACT 

In this thesis, firstly we introduce and study subclass , ,n

 
of bi-univalent 

functions which are defined by Sălăgean derivative operator. We obtain coeffficient 

estimates and Fekete-Szegö inequality for this class. Also, some corollaries are given 

for special cases of parameters. 

2015, 59 pages 

 

Keywords: Analytic function, Univalent function, Bi-univalent function, Sălăgean 

derivative operator, Fekete-Szegö problem, Subordination. 
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1. GĠRĠġ 

Geometrik fonksiyonlar teorisi yaklaĢık yüzyıla yakın bir zamandır birçok matematikçi, 

mühendis ve fizikçinin ilgi odağı olmuĢtur. Bu teoriyi önemli kılan sebeplerden birincisi 

fonksiyonların temsil edildiği serinin katsayılarının fonksiyonun geometrik özellikleri 

üzerindeki etkisi (veya tersine fonksiyonun geometrik özelliklerinin katsayılar 

üzerindeki etkisi) olmuĢtur. Biliyoruz ki, gerek fizikte gerekse mühendislikte 

problemlerin oluĢturulması ve çözümü fonksiyonların geometrik özellikleri üzerinden 

yapılır. Dolayısıyla, fonksiyonların geometrik özelliklerini araĢtırmak için 

fonksiyonların katsayıları üzerinde çalıĢmak doğru bir yol olur. Bu zamana kadar 

ünivalent fonksiyonların alt sınıfları üzerine birçok araĢtırma yapılmıĢtır. 

Ünivalent bir fonksiyonun tersi ünivalent olmayabilir. Tersi de ünivalent olan yani bi-

ünivalent fonksiyonlarla ilgili ilk çalıĢmayı Lewin [18] 1967 yılında yapmıĢtır. Bi-

ünivalent fonksiyonların sınıfını  sembolüyle göstererek bu sınıfa ait fonksiyonlar 

için ikinci katsayının   olduğu Lewin tarafından ispatlanmıĢtır. 1967 yılında, 

Brannan ve Clunie [4] her  için  olduğunu açık problem olarak ortaya 

atmıĢtır. Sonra 1969 da Netanyahu [19] her  için  ve 1985 te Tan 

[30]   olduğunu göstermiĢlerdir. 1985 yılında Kedzierawski [15], Brannan 

ve Clunie‟nin  tahminini bi-yıldızıl fonksiyonlar için ispatlamıĢtır. 1985 ve 

1986 yıllarında Brannan ve Taha [3] mertebeden bi-yıldızıl ve bi-konveks 

fonksiyonlar için  ve  katsayılarının sınırlarıyla ilgili tahminler elde etmiĢtir. Son 

zamanlarda Deniz [6] ve S.S. Kumar, V. Kumar, Ravichandran [17] subordinasyan 

kullanılarak tanımlanan fonksiyon sınıfları için Brannan ve Taha‟nın sonuçlarını hem 

genelleĢtirmiĢ hem de üst sınır için daha iyi sonuçlar elde etmiĢlerdir. Maalesef her 

 için  nin üst sınırı henüz bulunamamıĢtır. Diğer bir problem de bulunan 

sınırların kesin olmayıĢıdır. Son zamanlarda bi-ünivalent fonksiyonların çeĢitli 

altsınıfları için katsayı tahminleri Srivastava, Mishra ve Gochhayat [26], Frasin ve Aouf 

[10], Q.-H. Xu, Y.-C. Gui ve Srivastava [31], Q.-H. Xu, H.-G. Xiao ve Srivastava [32], 



2 1.51a 

f  2 2a 

f  2

4
max

3
a 

2 1.485a 

2 2a 

 

2a 3a

2,3,...n  na
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Srivastava, Bulut, Çağlar ve Yağmur [27], Çağlar, Orhan ve Yağmur [6], Bulut [5], 

Hamidi ve Jahangiri [13] tarafından araĢtırılmıĢtır. 

Katsayıların bir kombinasyonu olan  nin üst sınırını bulma problemine Fekete-

Szegö problemi denir. Bununla ilgili ilk çalıĢma 1916 yılında Bieberbach tarafından 

verilmiĢtir. Bieberbach her ünivalent fonksiyon için  olduğunu göstermiĢtir. 

1933 yılında Fekete ve Szegö [9] bu problemi genelleĢtirerek 0 1    olmak üzere 

 için kesin bir üst sınır elde etmiĢtir. Daha sonra 1969 yılında 0 1    

olmak üzere  için Keogh ve Merkes [16] yıldızıl ve konveks fonksiyonlar için 

kesin sınırlar bulmuĢlardır.  Son yıllarda ünivalent fonksiyonların bazı alt sınıfları için 

bu problem birçok araĢtırmacı tarafından ele alınmıĢtır. Diğer taraftan bi-ünivalent 

fonksiyonların bazı alt sınıfları için Fekete-Szegö problemi 2014 yılında Zaprawa [33] 

tarafından ele alınmıĢtır. Bi-ünivalent fonksiyonların alt sınıfları için hem katsayı 

eĢitsizliği bulma hem de Fekete-Szegö problemi halen güncelliğini korumaktadır. 

Bu tez çalıĢmasında ilk olarak Sălăgean türev operatörü yardımıyla bi-ünivalent 

fonksiyonların yeni bir alt sınıfı tanıtılmıĢtır. Bu sınıf için katsayı eĢitsizliği ve Fekete-

Szegö problemi ile ilgili teoremler verilmiĢtir. 

Tezin kuramsal temeller bölümü, tezde kullanılacak bazı önemli tanım ve teoremlerden 

oluĢturulmuĢtur. Ayrıca ünivalent ve bi-ünivalent fonksiyon kavramı tanıtılarak bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıflara ait önemli özellikler verilmiĢtir.  

Materyal ve yöntem olarak verilen bölümde son yıllarda katsayılar ve Fekete-Szegö 

problemi üzerine yapılan çalıĢmalar tarihsel bir seyir içinde verilmiĢtir. Ayrıca 

, ,n  sınıfı tanımlanmıĢtır. 

2

3 2a a

2

3 2 1a a 

2

3 2a a

2

3 2a a
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AraĢtırma bulguları olarak verilen dördüncü bölümde ise , ,n  alt sınıfı için 

sırasıyla katsayı eĢitsizliği ve Fekete-Szegö problemi ile ilgili teoremler ispatlarıyla 

sunulmuĢtur. Ayrıca bu teoremlerin özel durumu olarak bazı sonuçlar verilmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde tezde kullanılacak olan temel kavramlar verilmiĢtir. 

 

 Tanım 2.1.1 ( -komĢuluğu): 0z 
 

ve 0   olmak üzere  

 0 0( , ) :B z z z z      kümesine 0z  merkezli,   yarıçaplı açık disk (veya 0z  

noktasının   komĢuluğu) denir. 0( , )B z   ve 
0( , )B z   ile sırasıyla 

0( , )B z   nin 

kapanıĢı ve sınırı gösterilecektir. Ayrıca, orijin merkezli   yarıçaplı disk (0, )B B   

ile ifade edilecektir [22]. 

Özel durumda.  : 1U z z  
 
 ile orijin merkezli açık birim disk gösterilecektir. 

 

Tanım 2.1.2 (Ġç Nokta): S   boĢ olmayan bir küme olsun. Sz 0  noktasının en az 

bir komĢuluğu tamamen S  kümesinde kalırsa 0z  noktasına S  kümesinin bir iç noktası 

denir [22]. 

 

Tanım 2.1.3 (Açık Küme): S    kümesinin her noktası bir iç nokta, yani içS S  ise 

S  kümesine açık küme denir [22]. 

 

Tanım 2.1.4 (Kapalı Küme): Tümleyeni açık olan S   kümesine kapalı küme denir 

[22]. 

 

Tanım 2.1.5 (Bağlantılı Küme): Eğer S M N  , S M  , S N   ve 

S M N    olacak Ģekilde M  ve N  gibi boĢ olmayan iki ayrık ve açık küme 

bulunamaz ise S   kümesine bağlantılıdır denir. Aksi halde bağlantısız küme denir 

[34]. Örneğin,  nin kendisi bağlantılıdır. 
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Tanım 2.1.6 (Bölge): Açık ve bağlantılı kümelere bölge denir [34]. 

 hem açık hem de bağlantılı olduğundan bir bölgedir. 

 

Tanım 2.1.7 (Süreklilik): S   olmak üzere :f S   bir fonksiyon ve Sz 0  

olsun. Her 0  ve  0zz  Ģartını sağlayan her z S  için 0( ) ( )f z f z    olacak 

Ģekilde 
0( , ) 0z     sayısı varsa ( )f z  fonksiyonu 0z  noktasında süreklidir denir 

[22]. 

 

Tanım 2.1.8 (Eğri):  ,a b   olmak üzere sürekli bir  : ,a b   fonksiyonuna  

düzleminde eğri (yol) denir.  a  ve  b  noktalarına da sırasıyla eğrinin baĢlangıç ve 

bitim noktaları denir [22]. 

 

Tanım 2.1.9 (Kapalı Eğri): BaĢlangıç ve bitiĢ noktası aynı olan eğriye kapalı eğri denir 

[22]. 

 

Tanım 2.1.10:  

a) Basit Kapalı Eğri: Uç noktaların çakıĢması hariç, kendini kesmeyen eğrilere basit 

eğri, hem basit hem de kapalı eğrilere de basit kapalı eğri veya Jordan eğrisi denir.  

 

b) Düzgün Eğri:   eğrisi [ , ]a b  kapalı aralığında türevlenebilir olsun. Eğer [ , ]a b  

kapalı aralığında    türevi sürekli ve sıfırdan farklı ise   eğrisine düzgün eğri denir 

[22]. 

   

2.2. Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar 

Bu kısımda analitik ve ünivalent fonksiyon kavramları tanıtılıp bu fonksiyonlarla ilgili 

bazı tanım ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 2.2.1 (Diferensiyellenebilme): A  olmak üzere :f A  bir fonksiyon ve 

0z , A  nın bir iç noktası olsun. Eğer  
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   

0

0

0

lim
zz

zfzf

zz 




 

sonlu limiti varsa )(zf  fonksiyonu 0z  noktasında diferensiyellenebilir (veya 

türevlenebilir) denir. Bu limit değeri 
0( )f z  ile gösterilir ve 0zz   noktasında )(zf  

fonksiyonunun türevi olarak adlandırılır [34]. 

 

Tanım 2.2.2 (Analitiklik): ( )f z  fonksiyonu, 0z  noktasında ve bu noktanın uygun bir 

komĢuluğundaki her noktada diferensiyellenebilirse ( )f z  fonksiyonuna 
0z  noktasında 

analitiktir denir. Eğer bu ( )f z  kompleks fonksiyonu bir S   kümesinin her 

noktasında analitikse ( )f z  ye S  kümesinde analitik denir. Tüm kompleks düzlemde 

analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir [34]. 

Örneğin; ( ) zf z e  bir tam fonksiyon fakat ( ) logf z z  bir tam fonksiyon değildir. 

 

z x iy   olmak üzere ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   kompleks değiĢkenli kompleks değerli 

fonksiyonu analitik ise 

( , ) ( , )
u v

x y x y
x y

 


 
 ve ( , ) ( , )

u v
x y x y

y x

 
 

 
 

ile ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini sağlar. 

 

Teorem 2.2.3 (Liouville Teoremi):  Tam ve sınırlı bir ( )f z  fonksiyonu sabittir [34]. 

 

Analitik fonksiyonlar için önemli bir yere sahip olan Cauchy-Türev formülü aĢağıdaki 

gibidir. 

 

Teorem 2.2.4 (Cauchy-Türev Formülü): ,f  pozitif yönlü basit kapalı   çevresi 

içinde ve üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z  bu eğrinin içinde bir nokta olsun. Bu 

durumda 0,1,2...n   için 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

n f z
f z dz

i z z


 


  
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olur [34]. 

Bu teoremin belirtmek istediği en önemli nokta Ģudur: ,f  bir bölgede analitik bir 

fonksiyon ise bu bölgede her mertebeden türevi vardır ve bu türevler de o bölgede 

analitiktir. Bu durumda f  analitik fonksiyonu 
0z  noktasında 

                                              
( )

0 0

0

( ) ( ) , ( ) !n n

n n

n

f z a z z a f z n




                   

Ģeklinde bir Taylor açılımına sahiptir. Fakat reel değiĢkenli bir fonksiyonun bir noktada 

1. mertebeden türevi varsa bu noktada daha yüksek mertebeden türevi vardır diyemeyiz. 

 

Tanım 2.2.5 (Ayrık Tekil Nokta):  zfw   fonksiyonu 0z  noktasının bir 

   0 0,U z z   delinmiĢ komĢuluğunda analitik fakat 0z  noktasında analitik değilse f  

fonksiyonu için 0z  noktası bir ayrık tekil noktadır denir [34]. 

 

Teorem 2.2.6 (Laurent Teoremi): ( )f z  fonksiyonu 1 2( ; )A R R  halka bölgesinde 

analitik ise bu bölgede ve n na b  kompleks sayılar olmak üzere  

                
 

 






 


0 1 0

0

n n
n

nn

n
zz

b
zzazf    

olur. Buna ( )f z  fonksiyonunun 0z  noktasının delinmiĢ bir komĢuluğundaki Laurent 

serisi (açılımı) denir [22]. 

 

Tanım 2.2.7 (Kutup Noktası): Eğer ( )f z  fonksiyonunun Laurent açılımında nb  

katsayılarından sonlu tanesi hariç diğerlerinin tümü sıfıra eĢitse 0z  noktası ( )f z  

fonksiyonunun bir kutup noktasıdır denir [34]. 

Örneğin; ( )
1

z
f z

z



 fonksiyonunda  

1
lim
z

f z


   olduğundan 0 1z  , f  nin bir 

kutup noktasıdır. 
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Tanım 2.2.8 (Meromorf fonksiyon): Kompleks düzlemin bir A  bölgesinde kutup 

noktaları hariç analitik olan  f z  fonksiyonuna A  da meromorf fonksiyon denir [22]. 

 

Teorem 2.2.9 (Maksimum Modül Prensibi): ( )f z , A  bölgesinde sabit olmayan 

analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda )(zf , A  bölgesinde maksimum değer 

alamaz [22]. 

 

Sonuç 2.2.10: A  sınırlı bir bölge ve sabit olmayan ( )f z  fonksiyonu da bu bölgenin 

sınırında sürekli ve içinde analitik olsun. Bu durumda ( )f z  maksimum değerini A  

bölgesinin sınırında alır. 

Teorem 2.2.9 un önemli bir sonucu olan Schwarz lemması aĢağıdaki gibidir. 

 

Lemma 2.2.11 (Schwarz lemması): ( )f z , U  birim diskinde analitik ve (0) 0f   

olsun. Eğer U  birim diskinde ( ) 1f z   ise (0) 1f    ve ( )f z z  olur.    olmak 

üzere ( ) if z e z  fonksiyonu ile eĢitlik sağlanır [22]. 

 

Teorem 2.2.12 (Minimum Prensibi):  f z , A  bölgesinde sabit olmayan bir 

fonksiyon ve her z A  için   0f z   olsun. Bu durumda  f z , A  bölgesinde 

minimum değer alamaz [22]. 

 

Sonuç 2.2.13: A  sınırlı bir bölge,  f z  sabit olmayan bir fonksiyon ve her z A   için 

  0f z   olsun. Ayrıca  f z  fonksiyonunun A  bölgesinin içinde analitik, sınırında 

sürekli olduğunu kabul edelim. Bu durumda  f z  minimum değerini A   bölgesinin 

sınırında alır. 

 

Tanım 2.2.14 (Ünivalent fonksiyon): ( ),f z  A  bölgesinde tanımlı bir fonksiyon 

olsun. Her 1 2,z z A  için 1 2z z  olduğunda 1 2( ) ( )f z f z  gerçekleĢiyorsa (veya 
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1 2( ) ( )f z f z  olması sadece 
1 2z z  olmasını gerektiriyorsa) f (z) fonksiyonuna A  

bölgesinde ünivalent (yalınkat veya schlicht) fonksiyon denir [8]. 

 

Örneğin;  f z z bir ünivalent fonksiyondur. 

Eğer f (z), 
0z  noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise ( )f z  ye yerel ünivalent 

fonksiyon denir. 

 

Teorem 2.2.15: Bir ( )f z  analitik fonksiyonunun 
0z  noktasında yerel ünivalent olması 

için gerekli ve yeterli koĢul 0( ) 0f z   olmasıdır [8]. 

0( ) 0f z   Ģartı ( )f z  fonksiyonunun ünivalentliği için gerek Ģarttır fakat yeterli 

değildir. Yani, ( )f z  fonksiyonu ünivalent ise 0( ) 0f z   dır. Tersi her zaman doğru 

değildir. Bir kümede yerel ünivalent olan analitik fonksiyonların, bu kümede ünivalent 

olması gerekmez. 

 

Örnek 2.2.16: 2( )f z z  fonksiyonu { :  1 2,  0 arg 3 2}A z z z       bölgesinde 

yerel ünivalent olmasına rağmen ünivalent değildir. Gerçekten 2( )f z z  fonksiyonu, 

A  bölgesinde analitik ve her 0z A  için 0( ) 0f z   sağlandığından yerel ünivalenttir. 

Fakat 

5 5 5 5 25

93 2 3 2 3 2 3 2
f i f i i
   

       
   

 

olduğundan  2( )f z z  fonksiyonu A  bölgesinde ünivalent değildir. Eğer A  

bölgesinde f  analitik fonksiyonu yerel ünivalent ise, bu durumda z A  noktasında 

( )f z  türevi, f  nin yerel geometrik davranıĢını belirler. ( )f z  ve arg ( )f z  değerleri 

sırasıyla yerel büyüme (uzunluklar için) ve yerel dönme etkenleridir. Buna ilaveten, 

:f A   analitik dönüĢümünün Jacobian determinantı 
2

( ) ( )Jf z f z  ile 

verilmektedir. Jacobian determinantının 
2

( )f z  ifadesine eĢit olduğu Cauchy-Riemann 
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denklemlerinden kolayca görülür. Böylece Teorem 2.2.12 den analitik fonksiyonlar için 

Jacobian determinantının sıfırdan farklı olması, yerel ünivalentlik için gerek ve yeter 

Ģarttır.  

 

Tanım 2.2.17 (Konform dönüĢüm): Belli bir noktadan geçen iki düzgün eğri 

arasındaki açının büyüklüğünü ve yönünü koruyan dönüĢümlere bu noktada konform 

dönüĢüm denir. Eğer bir ( )f z  fonksiyonu, bir A  bölgesinin tüm noktalarında 

konform ise ( )f z  bu bölgede konformdur denir [22].  

 

Örneğin; ( ) zf z e dönüĢümü  düzleminin tamamında konformdur. 

 

Teorem 2.2.18: ( )f z  fonksiyonun analitik olduğu her z  noktasında ( ) 0f z   Ģartı 

sağlanıyorsa, ( )f z  ye konformdur denir [22]. 

Bundan dolayı bir bölgede analitik ve ünivalent bir fonksiyon konformdur. En önemli 

konform dönüĢümlerden biri Möbius dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm; , , ,a b c d  kompleks 

sabitler olmak üzere 

( ) ,
az b

w f z
cz d


 


 0ad bc   

geniĢletilmiĢ kompleks düzlemi  { }     kendi üzerine konform olarak 

resmeder.  

Teorem 2.2.19 (Riemann DönüĢüm Teoremi): Kompleks düzlemin her 

( )   basit bağlantılı alt bölgesi konform olarak U  birim diski üzerine 

resmedilebilir. Ayrıca, 0z   olmak üzere 0( ) 0f z   ve 0( ) 0f z   Ģartlarını sağlayan 

ve  bölgesini U  birim diski üzerine resmeden bir tek konform dönüĢüm vardır [8]. 

2.3 Normalize EdilmiĢ Ünivalent Fonksiyonlar 

Analitik olarak, bir ünivalent fonksiyon sıfırdan farklı türeve sahip iken; geometrik 

olarak da basit eğrileri basit eğrilere dönüĢtürür. Hem analitik hem de ünivalent 
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fonksiyon ise basit bağlantılı bölgeleri yine basit bağlantılı bölgelere dönüĢtürür. 

Riemann dönüĢüm teoremine göre, bir keyfi basit bağlantılı bölgede tanımlı f  

ünivalent fonksiyonunun yerine U  açık birim diskte tanımlı bir f  ünivalent 

fonksiyonu seçilebilir. Bu fonksiyon için (0) 0,f   (0) 1f    normalleĢtirme 

aksiyomları göz önüne alınırsa, 

2

( )    ( )n

n

n

f z z a z z U




                                             (2.1) 

biçiminde olur. Burada (2.1) biçiminde tanımlanmıĢ fonksiyona normalize edilmiĢ 

analitik fonksiyon denir. Normalize edilmiĢ analitik fonksiyonların sınıfı  ile 

gösterilir ve 

2

 ( ) :   analitik ve n

n

n

f z z a z f z U




 
    
 

  

Ģeklinde yazılır. 

Tanım 2.3.1 (  Sınıfı): U  birim diskinde ünivalent olan f 

 

fonksiyonların 

oluĢturduğu sınıfa  sınıfı denir ve   

 :  için  ünivalentf z U f      

Ģeklinde gösterilir [8]. 

 

 sınıfına ait bazı fonksiyon örnekleri aĢağıda verilmiĢtir. 

 

(i) 1( ) (1 )w f z z z     fonksiyonu U  birim diskini Re( ) 1 2w    sağ yarı düzlemine 

resmeder. 

 

(ii) 
2 1( ) (1 )f z z z    fonksiyonu U  birim diskini     , 1 2 1 2,      bölgesi 

üzerine resmeder. 

 

(iii) 
2( ) (1 )f z z z    Koebe fonksiyonu U  birim diskini  , 1 4    bölgesi üzerine 

resmeder. 
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Teorem 2.3.2: f   olması durumunda aĢağıdaki ifadeler doğrudur [8]: 

(i) EĢlenik alma: 
2

2( ) ( ) ...g z f z z a z     ise g  dir. 

 

(ii) Döndürme (Rotasyon):    olmak üzere 

( 1)

2

( ) ( )i i i n n

n

n

g z e f e z z a e z  


 



     ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

 

      (iii) GeniĢleme (Dilatation): 0 1r   olmak üzere  

1 1

2

( ) ( ) n n

n

n

g z r f rz z a r z


 



     ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

     (iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach dönüĢümü): 0z U  olmak üzere 

0
0

0

2

0 0

( )
1

( )
(1 ) ( )

z z
f f z

z z
g z

z f z

 
 

 


   ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

 

      (v) Değer bölgesi dönüĢümü:   fonksiyonu ( )f U  da ünivalent ve (0) 0   

(0) 1    koĢulunu gerçekleyen bir fonksiyon ise f   dir. 

 

     (vi) ÇıkarılmıĢ değer dönüĢümü: ( )w f U  olsun. Bu durumda 

( )
( )

1 ( )

f z
g z

f z w



  ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

 

      (vii) .n  kök dönüĢümü: Eğer 2,3,...n   ise 

1 2 2 12
3 22

1
( ) ( ) (2 ( 1) ) ...,

2

n n nn
a

g z f z z z na n a z
n n

           ( )z U  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 
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Teorem 2.3.3: f   olsun. 1 4( )f U U  dır. Bu sonuç Koebe fonksiyonunun 

dönmeleri için kesindir. Üstelik 
1 4( )

f S

f U U


  dır [8]. 

 

Teorem 2.3.4:   sınıfı kompaktır [8]. 

 

Tanım 2.3.5 (  sınıfı): U  birim diskinde (0) 1,p   Re ( ) 0p z   Ģartlarını sağlayan 

1

( ) 1 n

n

n

p z c z




   biçimindeki fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Caratheodory sınıfı 

veya  sınıfı denir [8]. 

Örneğin; ( ) (1 ) (1 ),p z z z z U     fonksiyonu  sınıfına ait olup, U  birim diskini 

sağ yarı düzlem üzerine resmeden bir konform dönüĢümdür. Ayrıca  sınıfına ait bir 

fonksiyonun ünivalent olması gerekmez. Örneğin; 2( ) 1f z z   fonksiyonu  sınıfına 

ait olmasına rağmen ünivalent değildir. 

 

Lemma 2.3.6: Eğer p  ise  

2 ( )nc n   

eĢitsizliği doğrudur ve bu tahmin kesindir [8]. 

 

Tanım 2.3.7 (  sınıfı): U  birim diskinde (0) 0   ve ( ) 1z   Ģartlarını sağlayan 

analitik fonksiyonların oluĢturduğu sınıf Schwarz fonksiyonlar sınıfı olarak adlandırılır 

ve   ile gösterilir [8]. 

 

Bunlara ilaveten,  sınıfı ile Schwarz fonksiyonları arasındaki önemli bağ aĢağıda 

verilmiĢtir: 

 
1 ( )

( ) ( ) ( )
1 ( )

z
p z p z z

z







   


 

 ve   sınıflarının tanımlarından sonra,  sınıfının iki önemli alt sınıfını aĢağıdaki 

biçimde verebiliriz. 
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Tanım 2.3.8 (

 sınıfı): B  kümesi verilsin. B kümesindeki sabit bir 

0w  noktasını 

her w B  noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen B  kümesinde kalıyorsa, B  ye 

0w  noktasına göre yıldızıl küme (starlike küme) denir. 
0w  noktası özel olarak orijin 

seçilirse, bu kümeye orijine göre yıldızıl küme (veya kısaca yıldızıl küme) adı verilir.  

Eğer bir f  fonksiyonu U  birim diskini 
0w  noktasına göre bir yıldızıl kümeye 

resmediyorsa, f  fonksiyonuna 
0w  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. Özel 

durumda, f  fonksiyonu U  birim diskini yıldızıl bir kümeye resmediyorsa, f  

fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon denir. f   olması durumunda yıldızıl fonksiyonların 

sınıfı 

 ile gösterilir [8]. 

 

Teorem 2.3.9: f   olsun. Bu durumda 

( )
( )

( )

zf z
f z

f z

 
    

olur. Ayrıca 
2

( ) ( 2,3...)n

n n

n

f z z a z a n n






       ifadesi doğrudur [11,12]. 

 

Yıldızıl fonksiyonların sınıfını 

( )
:  için Re 0

( )

zf z
f z U

f z


  

      
  

 

biçiminde gösterebiliriz.  

 

Örneğin,  sınıfına ait fonksiyonlardan en önemlilerinden birisi Uz  olmak üzere, 

2)1(
)(

z

z
zk


  

ġeklinde tanımlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon 

2
1 1

( ) 1
4 1

z
k z

z

  
   

   

 

Ģeklinde de yazılabilir. Ayrıca ( )k z  fonksiyonu 

1
( ) ,

1

z
u z

z





   

2( ) ( ),g z u z    
1

( ) ( ) 1
4

k z g z   
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biçiminde yazılırsa U  birim diskini   dan 41  e kadar negatif reel ekseni 

çıkartılmıĢ kompleks düzlem üzerine konform olarak dönüĢtürdüğü görülebilir.  zk  

dönüĢümü ünivalent fonksiyonlar teorisinde çok sayıda problemde önemli rol oynar. 

 

 

 

ġekil 1: Koebe Fonksiyonu  

 

Yukarıdaki Ģekilden  
 

2
21

n

n

z
k z z nz

z






   


  olduğu açıktır. Ayrıca Teorem 

2.3.8 kullanılarak da iz re    ve  0 1,  0 2r       olmak üzere 

 

 
2

2

1 1
Re Re Re

1 1

1 1
0

1 2 cos 1

i

i

zf z z re

f z z re

r r

r r r







     
            

 
  

  

  

elde edilir. Buradan da ( )k z   olduğu görülür. 

 

Koebe fonksiyonunun dönmeleri (rotation), her Uz  için, 

2)1(
)(

ze

z
zk

i


  

biçiminde tanımlanır ve  zk  fonksiyonları  sınıfına aittir. Bu dönüĢüm ile birim 

diskin görüntüsü   dan 4ie  ıĢını hariç kompleks düzlem olur. ]2,0(  ve 

Uz  olmak üzere 
























 1

1

1

2

1
)(



 z

z
zf  fonksiyonu, “genelleştirilmiş Koebe 

fonksiyonu” olarak adlandırılır ve  sınıfına aittir. 
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Tanım 2.3.10 (  sınıfı): B  kümesi verilsin. Her 
1 2,w w B  için 

1w  noktasını 
2w  

noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen B  içinde kalıyorsa B  ye konveks küme 

denir. Eğer bir f  fonksiyonu birim diski, konveks bir kümeye resmediyorsa f  

fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f   olması durumunda konveks 

fonksiyonların sınıfı  ile gösterilir [8,21]. 

 

Konveks fonksiyonların analitik ifadesi aĢağıdaki teoremde verilmiĢtir. 

 

Teorem 2.3.11: f   olsun. O halde 

( )
( ) 1

( )

zf z
f z

f z


   


 

olur. Ayrıca 
2

( ) 1 ( 2,3...)n

n n

n

f z z a z a n




       değerlendirmesi doğrudur 

[11,12,21]. 

 

Teorem 2.3.12 (Alexander Teoremi): f   ve Uz  olmak üzere    zfzzg   

olsun. Bu durumda f   olması için gerek ve yeter Ģart g   olmasıdır [8,11,12,21]. 

 

Yukarıdaki tanımlardan anlaĢıldığı üzere bu sınıflar arasında S    Ģeklinde 

bir iliĢki vardır.  

 

Ünivalentlik kriterlerinden en kolay ifade edilen ve ispatlananlardan biri aĢağıdaki 

Noshiro, Warschawski ve Wolff‟ un kriteridir:  

 „ f  fonksiyonu konveks bir D  bölgesinde analitik ve her Dz  için 

 Re 0f z   ise f  fonksiyonu D  bölgesi üzerinde ünivalenttir.‟ 

 

ġimdi ünivalent fonksiyonlar teorisinde önemli bir yeri olan subordinasyon kavramını 

verelim. 
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Tanım 2.3.13: f  ve g  fonksiyonları U  birim diskinde tanımlı iki analitik fonksiyon 

olsun. U  birim diskinde ( ) ( ( ))f z g z  olacak Ģekilde bir   fonksiyonu varsa, 

f  fonksiyonu U  da g  fonksiyonuna subordinedir denir ve f g  ile gösterilir [8]. 

 

Eğer g  ünivalent ise f g  (0) (0)f g  ve ( ) ( )f U g U  gerektirmesi doğrudur. 

f  nin g  ye subordinasyonundan anlaĢılacak Ģey aĢağıdaki Ģekille izah edilmiĢtir. 

 

ġekil 2 : f g  Subordinasyonu 

 

Örneğin; U  da analitik olan ( ) 1f z z   ve 
1

( )
1

z
g z

z





 fonksiyonlarını göz önüne 

alalım.  f  nin U  da g  ye subordine olması için z U   için ( ) ( ( ))f z g z  olacak 

Ģekilde bir   fonksiyonunun varlığını göstermeliyiz. Böylece, 

1 ( )
( ) ( ( )) 1 ( )

1 ( ) 2

z z
f z g z z z

z z


 




     

 
 

bulunur. (0) 0   ve 
1

( ) 1
2 2

z
z

z z
   

 
 olup   dır. Dolayısıyla f g  dir. 

Ayrıca g  ünivalent olduğundan (0) (0)f g  ve ( ) ( )f U g U  dur. Bu durum 

aĢağıdaki Ģekilde açık olarak görülebilir. 
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ġekil 3: 
1

1
1

z
z

z





 

 

Teorik olarak subordinasyonun buradaki anlamı, özelliklerini bilmediğimiz bir 

fonksiyonu özelliği bilinen bir fonksiyon yardımıyla incelemektir. 

Subordinasyon prensibi (Lindelöf Prensibi): Eğer f  fonksiyonu U  birim diskinde 

analitik, ünivalent ve g  fonksiyonu da U  birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrıca 

(0) (0)g f  ve ( ) ( )g U f U  ise, bu durumda rU  diskinde her 1r   için 

(0) (0)g f   ve ( ) ( )r rg U f U  dir [8]. 

 

Özellikle, eğer f g  ise 

max ( ) max ( ) ( (0,1))
z r z r

f z g z r
 

   

eĢitsizliği doğrudur. Ayrıca, 

( )p z  
1

( )
1

z
p z

z




ve ( )z   ( )z z  

gerektirmeleri yazılır. 

Tanım 2.3.14  ( ( )
 sınıfı): Her Uz  ve 0 1   olmak üzere 

 

 
Re

zf z

f z


 
  

 
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koĢulunu sağlayan f   fonksiyonuna .  mertebeden yıldızıl (starlike) fonksiyon ve 

bu fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da .  mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

denir ve ( )  ile gösterilir [11,12]. 

 

Tanım 2.3.15 ( ( )  sınıfı): Her Uz  ve 0 1   olmak üzere 

 

 
Re 1

zf z

f z


 
    

 

koĢulunu sağlayan f   fonksiyonuna .  mertebeden konveks fonksiyon ve bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da .  mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı denir 

ve ( ) ile gösterilir [11,12]. 

 

Subordinasyonu kullanarak ( )  ve ( )  fonksiyonlarını 

 

 

' 1 (1 2 )
( ) : ,  0 1

1

zf z z
f

f z z


 

   
    

  
 

ve 

                  
 

 

'' 1 (1 2 )
( ) : 1 ,  0 1

1

zf z z
f

f z z


 

   
     

   
 

Ģeklinde de yazabiliriz.  

 

Tanım 2.3.16 ( ( )R  sınıfı):  sınıfında 

 Re ( )f z      z U  

Ģartını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına ( ),R    0 1    sınıfındandır denir [11,12]. 

 

Tanım 2.3.17: :U   fonksiyonu (0) 1, (0) 0, (z) 0 ve (u)e       reel 

eksene göre simetrik Ģartlarını sağlayan analitik fonksiyonlar   sınıfındandır denir. Bu 

durumda    ise  

2

1 2 1( ) 1 ... (z ,  0)z B z B z U B                                   (2.2) 

Ģeklinde Taylor açılımına sahiptir [11,12]. 
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Ayrıca   sınıfı ile  sınıfı arasında yakından bir iliĢki vardır. Öyle ki; 

1 2, ,  p p P    ve , : ,  (0) (0) 0u v U U u v    fonksiyonları için  

            2

1 1 2

1 (z)
( ) 1 ...

1 (z)

u
p z c z c z

u


    


                                          (2.3) 

ve  

                 2

2 1 2

1 (z)
( ) 1 ...

1 (z)

v
p z b z b z

v


    


                                          (2.4) 

Ģeklinde tanımlansın. Buradan  

                        
2

21 1 1
2

1

(z) 1 1
( ) (c ) z ...

(z) 1 2 2 2

p c c
u z z

p


    


                               (2.5) 

ve 

  
2

22 1 1
2

2

(z) 1 1
( ) (b ) z ...

(z) 1 2 2 2

p b b
v z z

p


    


                              (2.6) 

yazılır.  

Böylece  

2
2 21 1 1

2 1 1 2

1 1
( ( )) 1 ( )B ...

2 2 2 4

B c c
u z z c c B z

 
      

 
            (2.7) 

ve  

2
2 21 1 1

2 1 1 2

1 1
( ( )) 1 ( )B ...

2 2 2 4

B b b
v z z b b B z

 
      

 
           (2.8) 

elde edilir [1]. 

Ünivalent fonksiyonların önemli ve ilk çalıĢmalarından birisi  sınıfına ait katsayı 

eĢitsizliklerinin elde edilmesidir. Bu probleme ilk cevabı Bieberbach 1916 yılında 

aĢağıdaki teoremle vermiĢtir. 

 

Teorem 2.3.18 (Bieberbach Teoremi): f   fonksiyonu için 22 a  dir. EĢitlik hali 

Uz  olmak üzere Koebe fonksiyonunun dönmeleri için yani    olmak üzere

 21
)(

ze

z
zk

i



  Ģeklindeki fonksiyonlar için geçerlidir [8,16]. 
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Teorem 2.3.19 (Bieberbach Tahmini): f   fonksiyonu 2,3,4,...n   için na n  

eĢitsizliği vardır. EĢitliğinin olması için gerek ve yeter Ģart f  fonksiyonunun Koebe 

fonksiyonunun dönmeleri olmasıdır [8,21]. 

 

Bu tahmin için bulunan sonuçlar aĢağıdaki tarihsel seyir içerisinde elde edilmiĢtir.  

2 2,a           Bieberbach (1916). 

3 3,a   Löwner (1923) (Löwner diferensiyel Denklemi). 

4 4,a      Garabedian, Schiffer (1955), (Grunsky eĢitsizliği). 

6 6,a   Pederson (1968), Ozawa (1969). 

5 5,a   Pederson, Schiffer (1972). 

. ,na e n  Littlewood (1925). 

lim 1,
n

n

a

n
  Hayman (1955). 

7 6 1.081 ,na n n   FitsGerald (1972). 

*** , , 2na n n n      L. De Branges (1984) [2]. 

 

Teorem 2.3.20 (Fekete-Szegö problemi): Her f   fonksiyonu için 

2

2 1

3 2 1 2a a e







     (0 1)   

eĢitsizliği yazılır. Bu sınır  0,1  aralığındaki her   değeri için kesindir [8]. 

 

Tanım 2.3.21 (Sălăgean Türev Operatörü): f   fonksiyonu için, :nD 

Sălăgean türev operatörü n  olmak üzere  

 

0

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( )                                                       

(z) ( )n n

D f z f z

D f z Df z zf z

D f D D f z



 



 

Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca 
nD  için rekürans formülü 
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 1 (z) ( )n nD f z D f z 
  

biçiminde de yazılabilir [24]. 

2.4 Bi-Ünivalent Fonksiyonlar 

Bir ( )f z  analitik fonksiyonunun tersi olan ( )g z  analitik fonksiyonu ( ( ))g f z z  

Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca, Koebe çeyrek teoremine göre U  nun görüntüsü altında her  

f   fonksiyonu 
1

4
 yarıçaplı bir diski içerir. Böylece, U  daki her f  ünivalent 

fonksiyonunun tersi vardır ve aĢağıdaki Ģartları sağlar: 

     1f f z z z U     

ve 

    1

0

1

4
f f w w w r f  

   
 

. 

Bu durumda, 

2 3
1 1 1

2 3( ) ( ) ( ) ...w f w a f w a f w             

ise 

     1 2 2 3 3 4

2 2 3 2 2 3 4( ) 2 5 5 ...g w f w w a w a a w a a a a w                  (2.9) 

Ģeklinde olur.  

Eğer f  ve 1f  , U  da ünivalent ise f   fonksiyonuna U  da bi-ünivalent fonksiyon 

denir. U  da bi-ünivalent olan ve (2.1) ile verilen tüm ( )f z  fonksiyonlarının sınıfını   

ile göstereceğiz. 

  sınıfına aĢağıdaki örnekleri verebiliriz: 

(z)
1

z
h

z



;    (z) log 1k z   ;   

1 1
( ) log

2 1

z
l z

z

 
  

 
. 
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Buna rağmen, 
2

( )
(1 )

z
f z

z



 ile tanımlanan Koebe fonksiyonu   sınıfından değildir.  

Çünkü, Koebe fonksiyonu U  birim diskini  , 1 4    bölgesi üzerine resmeder. Bu 

nedenle, görüntü bölgesi U  birim diskini ihtiva etmez. 

Ayrıca   sınıfına ait olmayan fonksiyonlara örnek olarak aĢağıdaki fonksiyonları da 

verebiliriz: 

2

( )
2

z
t z z  ;     

2
(z)

1

z
s

z



. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde ilk olarak son yıllarda bi-ünivalent fonksiyonların belli alt sınıfları için elde 

edilen 2a  ve 3a  katsayı tahminleri tarihsel bir seyir içinde verilmiĢtir. 

3.1 Bi-Ünivalent Fonksiyonların Belli Alt Sınıfları Ġçin Katsayı Tahminleri 

Tanım 3.1.1  : f   ve 1g f   olsun.  Eğer f   fonksiyonu  

 

    arg ;  0 1
2

f z z U


      

ve 

 

    arg ;  0 1
2

g w w U


      

Ģartlarını sağlıyorsa (2.1) Ģeklinde tanımlanan f  fonksiyonu  0 1H      

sınıfındandır denir. Burada ( )g w  (2.9) da tanımlanan fonksiyondur [26]. 

 

Teorem 3.1.2  : f H

   olsun. Bu durumda  

2

2

2
a 





           

 ve  

  
 

3

3 2

3
a

  
  

dır [26]. 

 

Tanım 3.1.3  : f   ve 1g f   olsun.  Eğer f   fonksiyonu   

 Re f z      ;  0 1z U     

ve 

 Re g w      ;  0 1w U     
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Ģartlarını sağlıyorsa f  fonksiyonu   H   sınıfındandır denir [26]. 

 

Teorem 3.1.4 :  f H   olsun. Bu durumda   

 
2

2 1

3
a


  

ve   

  
3

1 5 3

3
a

  
  

dır [26]. 

 

Tanım 3.1.5 : f   ve 1g f   olsun. Eğer f   fonksiyonu 0 1 1ve     

olmak üzere ,z w U  için  

   
( )

arg 1
2

f z
f z

z


 

 
   

 
 

ve 

   
( )

arg 1
2

g w
g w

w


 

 
   

 
 

Ģartlarını sağlıyorsa  f  fonksiyonu  ,B    sınıfındadır denir [10]. 

 

Teorem 3.1.6: ( ) ( , )f z B    olsun. Bu durumda  

2
2 2

2

( 1) (1 2 )
a



   


   
 

ve 

 

2

3 2

4 2

2 11
a

 


 


 

dır [10]. 

 

Tanım 3.1.7: f   ve 1g f   olsun. Eğer f   fonksiyonu  

   
( )

Re 1 ( ) 0 1,  1,  
f z

f z z U
z

    
 

       
 
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ve 

   
( )

Re 1 ( ) 0 1,  1,  
g w

g w w U
w

    
 

       
 

 

Ģartlarını sağlıyorsa f  fonksiyonu  ( , )B  
 sınıfındandır denir [10]. 

 

Teorem 3.1.8 : ( , )f B    olsun. Bu durumda  

2

2(1 )

2 1
a









 

ve  

2

3 2

4(1 ) 2(1 )

( 1) 2 1
a

 

 

 
 

 
 

dır [10]. 

 

Tanım 3.1.9 : f   ve 1g f   olmak üzere  

( ) (z)f z   

ve  

( ) ( )g w w  

koĢulunu sağlayan f  fonksiyonu  ( )H   sınıfındandır denir [1]. 

 

Teorem 3.1.10 : ( )f H   olmak üzere  

1 1

2
2

1 2 13 4 4

B B
a

B B B


 
 

ve  

1
3 1

1
( )
3 4

B
a B   

dır [1]. 

 

Tanım 3.1.11: f   ve 1g f   olsun. 0   olmak üzere  

2( ) ( )
( )

( ) ( )

zf z z f z
z

f z f z




 
  
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ve 

2g ( ) g ( )
( )

g( ) g( )

w w w w
w

w w




 
  

koĢulunu sağlayan fonksiyonlar ( , )ST  
 sınıfındandır denir [1]. 

 

Teorem 3.1.12 : ( , )f ST    olmak üzere  

1 1

2
2 2

1 1 2(1 4 ) (B )(1 2 )

B B
a

B B 


   
 

ve  

1 2 1

3
(1 4 )

B B B
a



 



 

dır [1]. 

 

Tanım 3.1.13: f   ve 1g f   olsun.  olmak üzere  

( ) ( )
(1 ) (1 ) ( )

( ) ( )

zf z zf z
z

f z f z
  

 
  


  

ve 

( ) ( )
(1 ) (1 ) ( )

( ) g ( )

wg w wg w
w

g w w
  

 
  


 

koĢulunu sağlayan fonksiyonlar ( , )M    sınıfındandır denir [1]. 

 

Teorem 3.1.14 : ( , )f M    olmak üzere 

1 1

2
2

1 1 2(1 ) (1 )(B )

B B
a

B B 


   
 

ve 

1 2 1

3
1

B B B
a



 



 

dır [1]. 

 

 

0 
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Tanım 3.1.15: f   ve 1g f   olsun. 0    olmak üzere  

1( ) ( )
( ) (1 ) ( )

( ) ( )

zf z zf z
z

f z f z

   



 

ve  

1( ) ( )
( ) (1 ) ( )

( ) ( )

wg w wg w
w

g w g w

   



 

koĢulunu sağlayan fonksiyonlar ( , )L  
 sınıfındandır denir [1]. 

 

Teorem 3.1.16:  ( , )f L    olmak üzere  

1 1

2
2 2 2

1 1 2

2

2( 3 4) 4( 2) (B )

B B
a

B B  


    
 

ve 

1 1 2

3 2

2(3 2 )( )

(3 2 )( 3 4)

B B B
a



  

  


  
 

dır [1]. 

 

Tanım 3.1.17: , :h p U   fonksiyonları  

      min ,  0e h z e p z   

ve  

   0 1h p z   

koĢullarını sağlasın. Ayrıca f   ve 1g f   olsun. Eğer f   fonksiyonu  ,z w U  

için  ( ) ( )f z h U   ve ( ) ( )g z p U   koĢullarını sağlıyorsa f  fonksiyonuna ,h pH
 

sınıfındandır denir [31]. 

 

Teorem 3.1.18: ,h pf H   (0 1)  olsun. Bu durumda  

   
2

0 0

12

h p
a

 
  

ve  
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 
3

0

6

h
a


  

dır [31]. 

 

Tanım 3.1.19: f   ve 1g f   olsun. Eğer f   fonksiyonu  

1

1

( )
arg( )

( ) 2

z f z

f z










   (0 1,  0,  )z U      

ve 

                                 
1

1

( )
arg( )

( ) 2

w g w

g w










   (0 1,  0,  )w U      

Ģartlarını sağlıyorsa f  fonksiyonu ( , )P    sınıfındandır denir [23]. 

 

Teorem 3.1.20: ( , )f P    olsun. 0 1  0ve     için  

2

2

(1 )( 1 )
a



  


  
 

ve 

2

3 2

4 2

(1 ) (2 )
a

 

 
 

 
 

dır [23]. 

 

Tanım 3.1.21: f   ve 1g f   olsun. Eğer f   fonksiyonu  

   
1

1

( )
Re

( )

z f z

f z










 
 

 
  (0 1,  0,  )z U      

ve   

    
1

1

( )
Re

( )

w g w

g w










 
 

 
  (0 1,  0,  )w U      

Ģartlarını sağlıyorsa f  fonksiyonu ( , )P    sınıfındandır denir [23]. 
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Teorem 3.1.22: ( , )f P    olsun. 0 1ve 0     için  

2

2(1 )

(1 )
a









 

ve  

2

3 2

4(1 ) 2(1 )

(1 ) (2 )
a

 

 

 
 

 
 

dır [23]. 

 

Tanım 3.1.23: f   ve 1g f   olsun. 0 1, 0, 1 1 ,B A ve z w U          

için f  fonksiyonu  

2 ( ) 2( ( )) 1
(1 ) ( )

(z) f( z) (f(z) f( z)) 1

zf z zf z Az

f Bz

 
   

 
    

 

ve 

2 (w) 2(wg (w)) 1
(1 ) ( )

g(w) ( ) (g(w) ( )) 1

wg Az

g w g w Bz

 
   

 
    

 

Ģartlarını sağlıyorsa f  fonksiyonu ( , ; , )sM A B 
 sınıfındandır denir [25]. 

 

Teorem 3.1.24: ( , ; , )sf M A B   olsun. Bu durumda  

2
2 2

( )

2 (1 )

A B
a



 




   

 

ve  

2 2

3 2

(A B) (A B)

4(1 ) 2(1 2 )
a

 

 

 
 

 
 

dır [25]. 

 

Tanım 3.1.25:  f   ve 1g f  ,   olsun. 0 1  ,  / 0   olmak üzere her 

,z w U  için  

21 ( ) ( )
1 ( 1) ( )

( ) (1 ) ( )

zf z z f z
z

zf z f z




  

 
 

  
 

ve  
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21 ( ) ( )
1 ( 1) ( )

( ) (1 ) ( )

wg w w g w
w

wg w g w




  

 
 

  
 

koĢulları sağlanıyorsa f  fonksiyonu ( , ; )S   
 sınıfındandır denir [7]. 

 

Teorem 3.1.26: ( , ; )f S     olsun. Bu durumda  

1 1

2
2 2 2

1 1 2(1 2 ) B (1 ) (B B )

B B
a



   


    
 

ve  

1 1 2

3 2

( )

1 2

B B B
a



 

 


 
 

dır [7]. 

Tanım 3.1.27: f   ve 1g f  olsun. Eğer 

1

arg 1
2

f z f z
f z

z z
   0 1,  0,  z U  

ve  

1

arg 1
2

g w g w
g w

w w
   0 1,  0,  w U  

Ģartları sağlanıyorsa f  fonksiyonu ,N  sınıfındandır denir [6]. 

 

Teorem 3.1.28: ,f N  olsun. Bu durumda  

2 2 2

2

2
a  

ve 

2

3 2

4 2

2
a  

dır [6]. 
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Tanım 3.1.29: f   ve 1g f  olsun. Eğer 

1

Re 1
f z f z

f z
z z

  0 1,  0,  1,  z U  

ve 

1

Re 1
g w g w

g w
w w

  0 1,  0,  1,  w U  

Ģartları sağlanıyorsa f  fonksiyonu ,N  sınıfındandır denir [6]. 

 

Teorem 3.1.30: ,f N  olsun. O halde 

2

4 1 2 1
min ,

1 2
a  

ve 

2

2

3

4 1 4 1 2 1
min , , 0 1

1 2 2

2 1
, 1

2

a  

dir [6]. 

 

Tanım 3.1.31: f   ve 1g f  olsun. Eğer 

1
1 1f z zf z z     0 1,  / 0 ,  z U  

ve 

1
1 1g w wg w w    0 1,  / 0 ,  w U  

Ģartları sağlanıyorsa f  fonksiyonu , ,  sınıfındandır denir [28]. 

 

 

 

Teorem 3.1.32: , ,f  olsun. O halde 
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3
2

1

2
22

1 1 23 1 2 1

B
a

B B B

 

ve 

1

3 1 2

1

3 1 2 4 1

B
a B   

dir [28]. 

 

Tanım 3.1.33: 0 1h    , Re 0z U h z  Ģartını sağlayan ve 
1

1 n

n

n

h z B z  

Ģeklinde verilen :h U  bir konveks fonksiyon olsun. f   ve 1f g  olmak 

üzere  

1

1 cos sini f z f z
e f z h z i

z z
   

, ,  1,  0
2 2

 

ve 

1

1 cos sini g w g w
e g w h w i

w w
   

, ,  1,  0
2 2

 

Ģartlarını sağlayan f  fonksiyonu , ,NP h  sınıfındandır denir [20]. 

 

Teorem 3.1.34: 
, ,f NP h  olsun. Bu durumda 

1

2

2 cos
    -

1 2 2 2

B
a  

ve 

1

3

2 cos
    -

1 2 2 2

B
a  

dır [20]. 
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Bu kısımda ise son yıllarda bi-ünivalent fonksiyonların belli alt sınıfları için elde edilen 

Fekete-Szegö eĢitsizlikleri tarihsel bir seyir içinde verilmiĢtir. 

 

3.2 Bi-Ünivalent Fonksiyonların Belli Alt Sınıfları Ġçin Fekete-Szegö Problemi: 

Tanım 3.2.1: f   ve 1g f  olsun. Eğer 

f z z  

ve 

g w w  

Ģartları sağlanırsa f  fonksiyonu H  sınıfındandır denir [33]. 

 

Teorem 3.2.2: f H  ve  olsun. Bu durumda 

1 2

1 2

12

3 2 3

1 21

22

11 1 2

41
, 1 1

3 3

41
, 1 1

33 4

B B
B

B
a a

B BB

BB B B

 

dır [33]. 

 

Tanım 3.2.3: f  , 1g f  ve 0 1  olsun. Eğer 

2zf z z f z
z

f z f z
 

ve 

2wg w w g w
w

g w g w
 

Ģartları sağlanırsa f  fonksiyonu ,ST  sınıfındandır denir [33]. 

 

 

 

Teorem 3.2.4: ,f ST  ve  olsun. O halde 
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2

1 21

2

1
2

3 2 23

1 21

222
11 1 2

1 21
, 1 1 4

2 1 3 2 1 3

1 21 1
, 1 1 4

2 1 31 4 1 2

B BB

B

a a
B BB

BB B B

 

dir [33]. 

 

Tanım 3.2.5: f  , 1g f  ve 0 1  olsun. Eğer 

1 1
zf z zf z

z
f z f z

 

ve 

1 1
wg w wg w

w
g w g w

 

Ģartları sağlanırsa f  fonksiyonu ,M  sınıfındandır denir [33]. 

 

Teorem 3.2.6: ,f M  ve  olsun. Bu durumda 

1 21

2

1
2

33 2

1 21

222
11 1 2

11
, 1 1

2 1 2 2 1 2

11 1
, 1 1

2 1 21 1

B BB

B
a a

B BB

BB B B

 

dir [33]. 

 

Tanım 3.2.7: f  , 1g f  olsun. Eğer  

1

zf z
z

z f z
    0 1,  z U  

ve 

1

wf w
w

w f w
   0 1,  w U  

Ģartları sağlanırsa f  fonksiyonu ,M  sınıfındandır denir [14]. 
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Teorem 3.2.8: f M  olsun. O halde 

1
2 1

2

3 2

2

2 1

,
2 3

3
,

3

B
B B

a a
B

B B

 

dir [14]. 

 

Tanım 3.2.9: f  , 1g f  olsun. Eğer 

f z zf z
z

f z zf z
    0 1,  z U  

ve 

g w wg w
w

g w wg w
   0 1,  w U  

Ģartları sağlanırsa f  fonksiyonu ,K  sınıfındandır denir [14]. 

 

Teorem 3.2.10: ,f K  olsun. Bu durumda  

1
2 1

2

3 2

2

2 1

,
6 12 1

3
,

6 1

B
B B

a a
B

B B

 

dir [14]. 

 

Tanım 3.2.11: f  , 1g f  olsun. Eğer 

2

Re
zf z z f z

f z f z
  0,  0 1 ,  z U  

ve 

2

Re
wg w w g w

g w g w
  0,  0 1 ,  w U  

Ģartları sağlanırsa f  fonksiyonu ; ,K  sınıfındandır denir [29]. 
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Teorem 3.2.12: ; ,f K  ve  olsun. Bu durumda  

2 1 2
3 2 12

1

2 3 1 2 1
max 1,

2 3 1 2 1

B B
a a B

B
 

dir. Bu sonuç kesindir [29]. 

 

Tanım 3.2.13: f  , 1g f  olsun. Eğer 

1

1
f z f z

f z z
z z

  1,  0,  z U  

ve 

1

1
g w g w

g w w
w w

  1,  0,  w U  

Ģartları sağlanırsa f  fonksiyonu ,N  sınıfındandır denir [20]. 

 

Teorem 3.2.14: ,f N  ve   olsun. O halde 

2

1 21

2

1
2

3 2 23

1 1 2

222
11 1 2

21
, 1 1

2 2 2 1

2 1 21
, 1 1

2 2 12 1 2

B BB

B

a a
B B B

BB B B

 

dir [20]. 

 

Bizde bu tez çalıĢmasında, Tanım 2.3.21 ve Tanım 3.1.31 yardımıyla, analitik ve bi-

ünivalent fonksiyonların belli bir alt sınıfını aĢağıdaki gibi tanımlayarak, bu sınıf için 

2a  ve 3a  katsayı tahminlerini elde ettik. Ayrıca, Fekete-Szegö problemi olarak 

bilenen 2

3 2a a  fonksiyoneli için bir üst sınır bulduk. 

 

 

Tanım 3.2.15: f  , 1g f  olsun. Eğer 
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1
1 1n nD f z z D f z z    0 1, / 0 , ,n z U  

ve 

1
1 1n nD g w w D g w w   0 1, / 0 , ,n w U  

Ģartları sağlanıyorsa f  fonksiyonu , ,n  sınıfındandır denir. Burada nD  

Sălăgean türev operatörüdür. 
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4. ARAġTIRMA BULGULARI 

4.1. , ,n  Sınıfı Ġçin Katsayı Tahminleri: 

Teorem  4.1.1:  
10 1, / 0 , , 0n B  ve , ,nf   olsun. Bu 

durumda 

3

1

2
21 2 1

1 1 23 1 2 4 1n n

B
a

B B B

                                 (4.1)  

 ve             

 1

3 1 2 11

1

3 1 24 1
nn

B
a B                                              (4.2) 

elde edilir. 

      

Ġspat: , ,nf  ve 1g f   olsun. O halde 

1
1 1n nD f z z D f z u z    z U                                    (4.3) 

ve 

1
1 1n nD g w w D g w v w    w U                          (4.4) 

Ģartlarını sağlayan (2.3) ve (2.4) ile tanımlanan , :u v U U   (0) (0) 0u v   analitik 

fonksiyonları vardır. 

 

Ġlk olarak, (2.7) eĢitliği (4.3) de, (2.8) eĢitliği (4.4) de dikkate alınarak sırasıyla 

aĢağıdaki eĢitlikler elde edilir: 

2
2 21

1 1 1 2 2 1

1 1 1 1
1 1 1 ...

2 2 2 4

n n c
D f z z D f z B c z B c B c z  

(4.5)  

ve 
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2
2 21

1 1 1 2 2 1

1 1 1 1
1 1 1 ....

2 2 2 4

n n b
D g w w D g w B b w B b B b w      

(4.6) 

Sălăgean türev operatörünün tanımı kullanılarak (4.5) ve (4.6) aĢağıdaki Ģekilde de 

yazılabilir: 

1 1 2

2 3

2
2 21

1 1 1 2 2 1

1
1 1 2 3 1 2 ...

1 1 1
1 ...

2 2 2 4

n na z a z

c
B c z B c B c z

                                 (4.7) 

ve  

1 1 2 2

2 2 3

2
2 21

1 1 1 2 2 1

1
1 1 2 3 1 2 2 ...

1 1 1
1 ....

2 2 2 4

n na w a a w

b
B b w B b B b w

                               (4.8) 

(4.7) ve (4.8) de polinom eĢitliğini kullanılırsa 

 

1

2

1 1

1 2 1

2

n a
B c                                                                   (4.9) 

1 2
23 1

1 2 2 1

3 1 2 1 1

2 2 4

n a c
B c B c                                                  (4.10) 

ve  

    

1

2

1 1

1 2 1

2

n a
B b                                                               (4.11) 

1 2 2
2 3 21

1 2 2 1

3 1 2 2 1 1

2 2 4

n a a b
B b B b                              (4.12) 

değerleri elde edilir. 

 

(4.9) ve  (4.11) den 

1 1c b                                                                        (4.13) 

bulunur. 

 

(4.10) ve (4.12) taraf tarafa toplanıp sonra (4.13) göz önüne alınırsa 
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1 2

2 22

1 2 2 1 1 2 1

2.3 1 2 1 1 1

2 2 2

n a
B b c B c B c                                    (4.14) 

eĢitliği elde edilir. 

(4.9) da her iki tarafın karesi alınırsa 

2 2 2
2 1 1
2 2 2 41 2 n

B c
a                                                        (4.15) 

veya 

2 2 4 2

22

1 2 2

1

1 2 n a
c

B
                                                     ( 4.16) 

değerleri bulunur. 

 

(4.16) eĢitliği (4.14) te yerine yazılırsa aĢağıdaki eĢitlik elde edilir: 

2 3

1 2 22

2 21 2 1

1 1 24 3 1 2 4 1n n

B b c
a

B B B
                                  (4.17) 

veya  

3

2
1 2 2

2
21 2 1

1 1 22 3 1 2 4 1n n

B b c
a

B B B

                                 (4.18) 

 

(4.18) in her iki tarafının mutlak değeri alınıp Lemma 2.3.6 dan 2 2b , 2 2c  olduğu 

dikkate alırnırsa 

3

1

2
21 2 1

1 1 23 1 2 4 1n n

B
a

B B B

                                (4.19) 

eĢitsizliği elde edilmiĢ olur. 

 

ġimdi 3a  katsayı sınırını bulalım: 

 

(4.13) dikkate alınarak (4.12) ile (4.10) taraf tarafa çıkarılırsa 

1 2 1

2 3

1 2 2

2.3 1 2 2.3 1 2 1

2

n na a
B b c                          (4.20) 
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bulunur. 

 

(4.15) eĢitliği (4.20) de yerine yazılırsa 

2 2 2

1 1 1
3 2 22 12 4.3 1 21 4

nn

B b B
a c b                                (4.21) 

elde edilir. 

 

(4.21) in her iki tarafının mutlak değeri alınıp Lemma 2.3.6 dan 2 2b , 2 2c  olduğu 

göz önüne alınırsa aĢağıdaki eĢitsizlik elde edilmiĢ olur: 

1

3 1 2 11

1

3 1 24 1
nn

B
a B                                     (4.22) 

 

Böylece, teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 4.1.1  de  0n  alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç  4.1.2: 10 1, / 0 , 0B 0 , ,f  olsun. Bu durumda 

3

1

2
22

1 1 23 1 2 4 1

B
a

B B B

 

ve  

1

3 1 2

1

3 1 24 1

B
a B  

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.1.  de  0  için aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.3: 1/ 0 , , 0n B / 0  ve ,0,nf  olsun. Bu 

durumda 
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3

1

2
1 2 1

1 1 23 4n n

B
a

B B B
 

ve 

1

3 1 1 1

1

4 3n n

B
a B  

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.1 de  1  alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.5: 
10 1, , 0n B  ve 1, ,nf  olsun. Bu durumda 

3

1

2
21 2 1

1 1 23 1 2 4 1n n

B
a

B B B

 

ve  

1
3 1 2 11

1

3 1 24 1
nn

B
a B  

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.1 de  0n  ve 1 için aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.6: / 0  ve 0 ,1,f  olsun. Bu durumda 

3

1

2
2 2 2

1 1 23 4

B
a

B B B
 

ve 

1

3 1 2 2

1

4 3

B
a B  

elde edilir. 
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4.2. , ,n  Sınıfı Ġçin Fekete-Szegö Problemi 

Teorem 4.2.1: 0 1 ,  / 0 ,  n ,  , 
1 0B   ve , ,nf   

olsun. O halde 

21

1 1 2

1 1 2

1
2

3 2 2 23 1

1 1 2

1 221 2 1
11 1 2

4 1
, 1 1

3 1 2 3 1 2

.
1 4 1

, 1 1
3 1 23 1 2 4 1

n

n n

n

nn n

B B B

B

a a
B B B

BB B B

 

Ġspat: Teorem 4.1.1 in ispatında katsayılar bulunduğu için ve bu ispatta da aynı 

katsayılar kullanılacağı için tekrar hesaplanmaya ihtiyaç duyulmamıĢtır. 

(4.10) eĢitliğinden (4.12) eĢitliğini çıkarıp bulunan sonuçta (4.13) dikkate alınırsa 

aĢağıdaki eĢitlik elde edilir: 

2 1 2 2

3 2 14.3 1 2n

B c b
a a                                                 (4.23) 

  olmak üzere, (4.17) ve (4.23) ten 

1 2

12 1
3 2 21 21 2 1

1 1 2

1 2

1

221 2 1

1 1 2

3 1 1 2
1

4.3 1 2 3 1 2 4 1

3 1 1 2
1

3 1 2 4 1

n

n n n

n

n n

BB
a a b

B B B

B
c

B B B

 

elde edilir. 

1 2

1

21 2 1

1 1 2

3 1 1 2

3 1 2 4 1

n

n n

B
h

B B B
 olarak alınırsa 

2 1
3 2 2 21

1 1
4.3 1 2n

B
a a h b h c                                (4.24) 

Ģeklinde yazılır. 

 

(4.24) ifadesinde her iki tarafın mutlak değeri alınırsa 
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12

3 2 2 21
1 1

4.3 1 2n

B
a a h b h c                          (4.25) 

olur. 

jB , 
1 0B , 

2 2b , 
2 2c  olduğu (4.25) eĢitliğinde göz önüne alınırsa ele alınan 

sınıf için Fekete-Szegö eĢitsizliği aĢağıdaki gibidir: 

1

1

2

3 2

1

1

, 1
3 1 2

, 0 1.
3 1 2

n

n

B
h h

a a
B

h

 

 

Burada h  ifadesi yerine yazılırsa 

21

1 21

1 1 2

1
2

3 2 22 13

1 21

1 221 2 1
11 1 2

4 1
, 1 1

3 1 2 3 1 2

4 11
, 1 1

3 1 23 1 2 4 1

n

n n

n

nn n

B BB

B

a a
B BB

BB B B

 

elde edilir.  

 

Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 4.2.1 de  0n  alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.2.2: 0 1, / 0 ,   ve 0 , ,f  olsun. O halde 

2

1 21

2

1
2

3 2 223

1 21

222
11 1 2

4 1
, 1 1

3 1 2 3 1 2

4 11
, 1 1

3 1 23 1 2 4 1

B BB

B

a a
B BB

BB B B

 

 elde edilir. 
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Teorem 4.2.1 de 1n  için aĢağıdaki sonuç bulunur. 

 

Sonuç 4.2.3: 0 1 ,  / 0 ,   ve 1 , ,f  olsun. O halde 

2

1 21

2

1
2

3 2 223

1 21

222
11 1 2

16 1
, 1 1

9 1 2 9 1 2

16 11
, 1 1

9 1 29 1 2 16 1

B BB

B

a a
B BB

BB B B

 

elde edilir. 

 

Teorem 4.2.1 de  0n  ve 0  için aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.2.4: / 0 ,   ve 0 ,0,f  olsun. O halde  

1 21

2

1
2

3 2 23

1 21

22

11 1 2

4
, 1 1

3 3

41
, 1 1

33 4

B BB

B
a a

B BB

BB B B

 

elde edilir. 

 

Teorem 4.2.1 de  0n , 0  ve 1  için aĢağıdaki sonuç bulunur. 

 

Sonuç 4.2.5:   ve 0 1,0,f  olsun. Bu durumda 

1 21

2

12

3 2 3

1 21

22

11 1 2

4
, 1 1

3 3

41
, 1 1

33 4

B BB

B
a a

B BB

BB B B

 

elde edilir. 
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5. TARTIġMA VE SONUÇ 

Bu tez çalıĢmasında ( )nD f z  Sălăgean türev operatörü yardımıyla bi-ünivalent 

fonksiyonların , ,n  alt sınıfı tanımlanarak bu sınıfa ait katsayı tahminleri ve 

Fekete-Szegö eĢitsizliği elde edilmiĢtir. 

Bu yeni ve popüler alanda çalıĢacak olan araĢtırmacılar, tezde kullanılan yöntem ile bi-

ünivalent fonksiyonların yeni alt sınıflarını tanımlayıp bu sınıflar için katsayı 

tahminlerini ve Fekete-Szegö eĢitsizliklerini elde edebilirler. 
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