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ONSOZ

Bu ¢alisma Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda

yiiksek lisans tezi olarak hazirlanmistir.

Calismada durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in 1. ve II. ¢esit baslangi¢ sinir
deger problemleri ele alimmustir. Ilk once ele alman I. gesit baslangi¢ simir deger
problemine Galerkin yontemi uygulanarak problemin ¢6ziimiiniin varhg ve tekligi
ispatlanmis ayrica ¢oziimiin problemin verilerine siirekli bagimliligini gosteren kestirim
elde edilmistir. Daha sonra ise ayni sonuglar kuazi optigin durgun olmayan denklemi
icin II. ¢esit baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimii Galerkin yonteminin yardimiyla
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OZET

Bu tezde durgun olmayan kuazi optik denklem ig¢in baslangi¢ sinir deger problemleri ele
alinmugtir. 3.1 bolumde 1. ¢esit baslangi¢ sinir deger problemi, 3.2 boliimde ise 2. gesit
baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanmigtir. 4.1 boliimde durgun olmayan kuazi optik
denklemi i¢in 1. gesit baslangi¢ sinir deger problemine Galerkin yontemi uygulanarak
problemin ¢oziimiinin varh@ ve tekligi ispatlanmis. Ayrica ¢oziimiin problemin
verilerine stirekli bagimliligini gosteren kestirim elde edilmistir. 4.2 boliimde ise durgun
olmayan kuazi optik denklemi igin 2. gesit baglangi¢ sinir deger problemine Galerkin
yontemi uygulanarak problemin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi ispatlanmistir. Ayrica

¢Oziimiin problemin verilerine siirekli bagimliligini gosteren kestirim elde edilmistir.

2015-31 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Durgun Olmayan Kuazi Optik Denklemi, Baglangi¢ Sinir Deger

Problemi, Galerkin yontemi, Galerkin Yaklasimlar.
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ABSTRACT

In this thesis, the initial boundary value problems for non-stationary quasi-optics
equation are considered. In the sections 3.1 and 3.2 respectively, the first and the second
type initial boundary value problems are described. In the section 4.1 by applying
Galerkin method to the first type boundary value problems for non-stationary quasi-
optics equation, the existence and uniqueness of the solution of the problem are proved.
Also on estimation is obtained which shows the continious dependence of the solution
on data of the problem. In the section 4.2 by applying Galerkin method to the second
type boundary value problems for non-stationary quasi-optics equation, the existence
and uniqueness of the solution of the problem are proved. Also on estimation is

obtained which shows the continious dependence of the solution on data of the problem.

2015-31 Pages

Key Words: Non-Stationary Quasi-Optics Equation, Initial Boundary Value Problem,
Galerkin Method, Galerkin Approximations




SIMGELER DIiZiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

v herhangi

0

A hemen hemen her yerde
[>0 verilen say1

>0 verilen say1

L>0 verilen say1

a(x) Olciilebilir reel degerli fonksiyon
xXe [O,l ] bagimsiz degisken
telo,7] bagimsiz degisken
zelo,L] bagimsiz degisken

bl kaynak numarasi sayfa
(.,.) i¢ carpim isareti

vi




1. GIRIS

Kuazi optigin durgun denklemi i¢in sinir deger problemleri bu ¢alismadan once farkl
caligmalarda da ele alinmigtir [1-8,10-12 ]. Durgun olmayan (non-stationary) kuazi
optik denklem i¢in baslangi¢ sinir deger problemleri lineer olmayan optikte, ¢agdas
teknigin ve fizigin ¢esitli alanlarinda ortaya ¢ikar. Bu nedenle kuazi optik denklemi i¢in
sinir deger problemlerinin incelenmesi onlarin genellestirilmis ¢6ztimlerinin varhigi,

tekligi verilere gore kararligi sorularinin cevaplandirilmasi biiyiik 6nem tasir [8,11].

Durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemleri denklemin
katsayilar1 olgiilebilir sinirli ve 6lgiilebilir sinirli tiireve sahip fonksiyonlar oldugunda
ilk once [6] calismalarinda incelenmis ve s6z konusu problemlerin genellestirilmis
¢ozlimuniin varlig1 ve tekligi, ayrica verilere gore karaligina ait teoremler ispatlanmustir.
Ancak; durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemleri
denklemin Kkatsayilari karesi integrallenebilir fonksiyonlar oldugunda ¢ok az
incelenmistir .[7 ] Calismasinda ilk kez denklemin katsayis1 x degiskenine bagl karesi
integrallenebilir fonksiyon oldugunda kuazi optigin durgun olmayan denklemi igin
baslangi¢ sinir deger problemlerinin genellestirilmis ¢oziimiiniin varligi, tekligi ve
verilere gére kararligina ait hiikiimler ispatlanmistir. Bu tez ¢alismasinda denklemin
katsayis1 yalmiz z degiskenine bagli oldugunda bu katsayilar karesi integrallenebilir ve
karesi integrallenebilir tiireve sahip fonksiyonlar oldugunda durgun olmayan kuazi optik
denklem i¢in baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢6ziimiiniin varlig, tekligi ve verilere
gore kararligi incelenmis bu amagla Galerkin yontemi uygulanmigtir. Durgun olmayan
kuazi optik denklem igin baslangi¢ simir deger problemleri ¢ok az incelendiginden tez
konusu giinceldir ve konunun incelenmesi hem teorik anlamda hem de uygulama

acisindan 6nem tagimaktadir.

Tezin igeriginin materyal ve yontem bolimi iki alt bolimden, yani 3.1 ve 3.2
boliimlerinden olugmaktadir. 3.1 béliimde durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in 1.
cesit baslangig¢ sinir deger problemi tanimlanmistir. 3.2 béliimde ise durgun olmayan
kuazi optik denklemi i¢in 2. gesit baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanmistir. Tezin

arasgtirma bulgular1 boliimii olan 4. bolim iki alt boliimden, yani 4.1 ve 4.2



boliimlerinden olugmaktadir. 4.1 bsliimiinde durgun olmayan kuazi optik denklemi igin
1. gesit baglangic sinir deger problemine Galerkin yontemi uygulanarak problemin
¢oziimiiniin varligi, tekligi ispatlanmig ve ¢Oziimiin problemin verilerine stirekli
bagimliligini gésteren kestirim elde edilmistir. 4.2 boliimiinde ise durgun olmayan kuazi
optik denklemi i¢in 2. gesit baslangi¢ smir deger problemine Galerkin yontemi
uygulanarak problemin ¢oziimiiniin varligi, tekligi ispatlanmis ve ¢éziimiin problemin

verilerine siirekli bagimliliginm gosteren kestirim elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerleyen konularda gegen tanimlar ve lemma verilecektir.

Tamm 2.1: 1>(0,/) Hilbert uzay1 olup elemanlar1 (0,/) araliginda olgiilebilir ve mutlak
degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki gibidir:

‘
<u’v>l,2(0,f) =Iu(x)V(x)dx e "u”/,z(o,r) - <u’u>/,z(o,()'
0

Tamm 2.2: [2(Q) Hilbert Uzay1 olup elemanlari Q2 bolgesinde dlgiilebilir ve mutlak
degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm

asagidaki gibidir:

(v.8), f w(x0¢ (x.0dxd ve |y, o = [vw), o

Tanim 2.3: L.(0,/) Banach uzay1 olup, elemanlar: (0,/) araliginda 6lgiilebilir ve siirh

fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanir:

= yrai max u X ‘
L(0, /) xe OI )

Tamm 2.4: W, (O, K) Sobolev uzay1 olup, elemanlarinin kendisi ve onlarin x’e gore

birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L2(0,/) yani Lebesgue uzayindan olan
fonksiyonlar uzayidir. Bu uzay ayn1 zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve

norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
/ o du(x) dv(x
(o= 1))+ T e, =
0

0 ]
burada V(x) fonksiyonuv(x)’in kompleks eslenigidir. W> (O,l) uzay1 W;(O,l)

uzayinin alt uzay1 olup, elemanlar1 0 ve / noktalarinda 0’a esit olur.



Tamm 2.5: W, (O,l) Sobolev uzayi olup, elemanlarinin kendisi ve x’e gore ikinci

mertebeden genellestirilmis tiirevieri L, (O,l ) den olan fonksiyonlar uzayidir. Aym

zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:
. du(x) d\7(x) 2u(x) dZV( )
W (OI ‘([[u(x)v (x dx dx dx2 de >
"u"wz?(o,/) = <u’u>u/§(0,/)'

0o 2
/& (O,/) uzayr W, (O,l) "in alt uzay: olup elemanlarinin kendisi 0 ve / noktalarinda

0’a esit olur.

Tanmm 2.6: W;"(Q) uzay1 Sobolev uzay1 olup, elemanlarinin kendisi ve onlarin t’ye
gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri L, (Q) Lebesgue uzayindan

olan fonksiyonlar uzayidir. Bu wuzayda i¢ c¢arpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

i =[N T g

ot

”‘//”w;“(g) Ei <‘/”‘//>w2°-‘(n)‘

Tamm 2.7: WZI‘O(Q) uzay1 Sobolev uzay:1 olup, elemanlarinin kendisi ve onlarin x’e
gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri L, (Q)’den olan fonksiyonlar

uzayidir. Bu uzay aym zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki

sekilde tamimlanmaktadir:

Vs ﬂt//(x 1) (x,0)+ Oy (x.t) & (x, f)}

Ox Ox

[0y = ¥ D000y

0 1.0
W, (Q) uzayl1 WZ"O(Q) uzaymin alt uzayr olup, elemanlarnt Q dikdortgeninin yan

taraflarinda sifira esittir.




Tanim 2.8: Wf’[(Q) Hilbert uzay:1 olan Sobolev uzayidir. Elemanlar1 Q bdolgesinde

tanimlanan Gyle (//(x,t.) fonksiyonlaridir ki; i/, 68‘// . g(/z/
X X

: aa"t” e L,(Q) ozelliklerini

saglar. Burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

w (x.1) 6&3(x,t)+

3 0
{¥8),2100 :I acdile ox ox

Q

'y (x.1) 0° ¢ (x.1) i oy (x,1) 0 ¢(x.1)

= : dxdt,
ox Oox ot ot

“W”W;J(Q) = <W’W>W2“(Q)'
02
W (Q) uzayi W;"(Q) uzaymin alt uzayr olup, elemanlar1 Q dikdortgeninin yan
taraflarinda sifira esittir.
2,0,0
Tanmm 2.9: W, (Q) uzayr elemanlarinin ve onlarin xdegiskenine gore ikinci
mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q)’dan olan fonksiyonlarin Sobolev uzayi

olup aym zamanda Hilbert uzayidir.Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

= oy 0® O’y O’D
@Yy = {‘/’q” ox or o ox Jdm’dz’
Q

”W"WZZ"”'“(Q) g2 <V/’W>W;-"-"(Q) e

0,11
Tamm 2.10: W, (Q) uzay elemanlarinin ve onlarin ¢ ve z degiskenlerine gore

genellestirilmis tiirevleri LZ(Q)’dan olan fonksiyonlarin Sobolev uzayi1 olup Hilbert
uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

oy 0D op 0D

dxdtdz,
@rcl oz oz

<l//’q)>w(21.1.1(0) = J. W(D i

Q

W Q) = \/<W’W>W2"""(9) i

b




2.1 2,0,0 0,11

W, (Q)=W, @NW, (Q)dr.

2,11 2.1

W, (Q) uzayt W (Q) uzayinin alt uzay1 olup elemanlari (O,l ) araliginin uglarinda

sifira doniisiir.

Lemma 2.11 (T.H.Gronwall ): Eger g(¢) fonksiyonu , <7<, arahfnda siirekli bir

fonksiyon ve

03g(l‘)$K+ng(s)ds

Iy

esitsizligini saglarsa, 7, <t <t araliginda

0<g(r)<Kexp(L(r~1,))

dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde kuazi optigin durgun olmayan denklemi igin 1. ve 2. gesit baslangi¢ sinir

deger problemleri formiilize edilmistir.

3.1. Durgun Olmayan Kuazi Optik Denklemi i¢in 1.Cesit Baslangic Sinir Deger

Problemininn Formiilize Edilmesi.

Bu alt boliimde ilk 6nce durgun olmayan kuazi optik denklemi igin 1.¢esit baslangig

sinir deger problemini tanimlayalim.

[>0, T>0, L>0 verilen sayilar, 0<xsl, 05t<T,0<5z8 1

Q, =(0,)x(0,£)x(0,z), Q=Q,,,Q, =(0,)x(0,L), Q, =(0,)x(0,T) olsun. Bu

durumda
2 tiy 20, Tk ae)y o Gy s (= £ (502), (v42) €@ 1)
denkleminin
gl 0.z)=glxz). (x.z)eQ,, ()
w(x.1,0)=¢(x.1), (x.1)eQ,, 3)
baslangi¢ ve
w(0,t,z)=y(l,1,z)=0, (1,z)eQ 4)

sinir sartlari altinda ¢oziimiiniin bulunmasi problemini g6z 6ntine alalim. Burada a, >0

ve a, >0 verilen sayilar, a(x) Ol¢iilebilir sinirli reel degerli fonksiyon olup
0<a(x)<y, ,‘g’xe(O,l),,Lt0=sabit>0 )

sartini saglar; v, (z) ve v, (z) fonksiyonlar: 6lgiilebilir reel degerli fonksiyon olup

< =t
1,(0.1) Ml

v

m

<d,.m=0,1,b, b.d,,d =sabit >0,
1,(0,1) (6)

v(2)2 0,‘3’2 €(0,L)



sartlarin1 saglar. @, (x, Z),(pl(x,t) Vel (x,t,z) verilen kompleks degerli fonksiyonlar

olup
heW> (Q,), el (). %
011
few (Q) 8)

sartlarini saglar.

o 211

Tanmm 3.1.1 : (1) — (4) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii olarak W » (Q)

0
uzayina ait olan (1) denklemini ‘v’(x,t,z)e Q igin (2) ve (3) baslangi¢c deger sartlarini

0 0 0
sirast ile V(x,z)eQ, ve V(x,)eQ, icin (4) smr deger sartlarm V(7,z)e Q igin

saglayan /= l//(x, , Z) fonksiyonu anlasilir.

3.2. Durgun Olmayan Kuazi Optik Denklemi I¢cin 2.Cesit Baslangic Simir Deger

Probleminin Formiilize Edilmesi.

Bu alt bolimde ele alinan durgun olmayan kuazi optik denklemi igin 2.¢esit baslangig

sinir deger problemini tanimlayalim.

Farz edelimki, />0, 7 >0, L >0 verilensayilar, 0<x</,0<¢t<7,0<z<L,

Q, =(0,0)x(0,L), Q, =(0,£)x(0,7), Q=(0,£)x(0,7)x (0, L) olsun. Bu durumda

i%—i’+iao %_al (Z;—‘/;+a(x)(// +v (2)y +iv, (2)y = f(x.1,2), (x.1.2)eQ (9)
denkleminin
w(x.0,z)=¢,(x.2z), (x.z)eQ,. (10)
v (x,1,0)=9(x1), (xt)eQ, (11)
baslangic¢ deger ve

w(0,1,2) 2 w(l,t,z2)

- o =i, (t,z)eQ (12)




sinir deger sartlari altinda ¢oziimiiniin bulunmasi problemini g6z 6niine alalim. Burada

a, >0 ve a, >0 verilen sayilar, a(X) Olciilebilen sinirli reel degerli fonksiyon olup;
Mo Sa(x)Sw o po,p =sabit >0 (13)

sartini saglar; v, (Z) ve v, (z) fonksiyonlar1 6lgiilebilir reel degerli fonksiyon olup

B,

dz

%

m

<d,,m=0,1,b, b,d, d, =sabit>0,

m?

oS
- (0.0 (14)

Lo(
v(2)20,Vze(0,L)

sartlanim saglar. ¢, (x, z),¢] (x, t) ve | (x, t,z) verilen kompleks degerli fonksiyonlar

olup;
4 cWs (©,). a¢0gc),z) o a¢°£j’z) =0, z¢(0,L), (15)
= Wi" (52;) . 6¢1(§0,t) = 6¢‘(§:”) =0,1¢(0,7), (16)
X
rems (Q) (17)

sartlarini saglar.

Tamm 3.2.1 : (9) — (12) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimii olarak Wf’”(Q)

0
uzayina ait olan (9) denklemini ‘v’(x,t,z) € Q i¢in (10) ve (11) baslangi¢ deger sartlarini

0 0 0
sirasi ile ‘v’(x,z) €, ve V(x,t) € Q, igin (12) sinir deger sartlarini V(t,z)e Q igin

saglayan Y/ = (//(x, {, Z) fonksiyonu anlagilir.

e SRR



4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde durgun olmayan kuazi optik denklemi ig¢in baslangic simir deger
problemlerinin ¢oziimiiniin varligi, tekligi ve ¢oziimiin problemin verilerine stirekli
bagimliliin1 gosteren hiikimler ispatlanmigtir. Bu amagla Galerkin yonteminden

yararlanilmigtir.

4.1. Durgun Olmayan Kuazi Optik Denklemi i¢in 1.Cesit Baslangic Sinir Deger

Probleminin Galerkin yontemiyle Coziimii.

Bu alt boliimde durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in 1. gesit baslangic sinir deger
problemlerinin ¢6ziimiiniin varhigi, tekligi ve ¢oziimiin problemin verilerine siirekli

bagimliligin1 gosteren teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 4.1.1. Farz edelim ki a(x).,v,(z).v,(2).4(x.2), ¢(x.t) ve f(x.t.z2)

fonksiyonlart (5)-(8) sartlarim1 saglasin. Bu taktirde (1)-(4) baslangi¢ sinir deger

g 21
probleminin W > (Q) uzayina ait olan genellestirilmis ¢6ziimii vardir, ¢6ziim tektir ve

¢ozlim icin asagidaki kestirim gecerlidir:

2211 e 271 zn 2[.“ 3 18
"'// Coge ¢ (”%”’;7 - )+”¢1 S +"f ,.,,72..(9)] (18)

L

Burada ¢, > 0- sabiti ¢, ®, ve f ’den bagimsizdir.

Ispat. Teoremin ispati i¢in Galerkin yontemini kullanacagiz. Bu amacla VOV 2 (0,1 )

uzayinda temel fonksiyonlar olarak L, (O,I ) uzayinda ortogonal olan
LX(x)=/1X(x),xe(O,l),X(O):X(l):O (19)

ozdeger probleminin ¢6ziimii olan ve A=4,, k =1,2,...,6zdegerlerine karsilik gelen

X =u, =u,(x), k=1,2,..., 6zfonksiyonlarim segecegiz. Burada L operatérii agagidaki

bi¢imde tanimlanir:

L=—al—%+a(x). (20)

10



Bilindigi tizere (19) bigiminde 6zdeger problemi [9, sayfa.109-110] calismasinda
incelenmistir. Bu ¢aligmaya dayanarak sdyleye biliriz ki, (19) 6zdeger problemi
A=4.,k=12,.., oldugunda uk=uk(x),k=1,2,... ¢oziimlerine sahiptir ve bu

5

L
¢Oztimler W, (0,1 ) uzayinda temel fonksiyonlar olusturur. Kolay olsun diye farz edelim

ki, bu fonksiyonlar L, (O,I ) uzayinda ortogonal fonksiyonlar olsun:
(e:2),, 00 juA (), (x)dx =8 kom=1,2...... 1)

Burada 9," - sabitleri Kroneker sembolleridir:

. |Lk=m
o, =
O,k ®m k.m=12....
Ayrica sOyleye biliriz ki u, =u, (x),k=1,2,... fonksiyonlar1 asagidaki anlamda da

ortogonaldirlar:

[uk ) um] T L (uk ’um ) & (uk ’u/" )Vll)/lz(Ol) 3
/

& I( duk du”' (x) a(X) U (x)um (x)}b R /1/(5/:”’](’”1 =12,...,

{u/f’ m} (Lu/t’Lu ) 0./) (uk’um uz(o/) 2’2 k k, m=1,2,,,, . (23)

k

(22)

0
a(x)>0,Vxe(0,/) sarti saglandigindan tim A=A,k=12... Ozdegerleri reeller,
pozitifler ve artarak dizilmiglerdir.

Galerkin yontemine gore yaklasimlari agagidaki bi¢imde arayacagiz:

(x.2,2) ch (.2, (). (24)

Burada ¢/ (t,z)= (" (.t.2).u,) 10s) k=L N katsayilart asagidaki sartlardan elde

edilir:
6( N(tz)uk) +1a06(t//(tz) ) (L(//(tz)uk) +
6t 2(0.7) Oz Ly ,(0,0)
+(v0(z)z,// ("t’z)’u")h(o,/)+1(V‘(Z)W ("t’z)’u")z,z(o,/) = f {2}, (25)

k=1,N,0<t<T,0<z<L,

¢ (0.2)=(v" (~0,2) .4, )Iq(w) =@y (2),0<z<L, k=LN, (26)

11
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¢ (1.0)=(y" (~1,0), uk) =% (1), 051<T, k=LN. (27)
Burada f, (t,z)=(f(-t.2).u, )LZ(O./) 0o (2)=(2, (- 2) 1, )on®

ou (2)=(o(~2).u, )1,2(0,/) sk=1N dir.

Kolaylikla gostere biliriz ki, (25) sistemi/V sayida birinci metreden kismi tiirevli lineer

diferansiyel denklemlerden olusur:

= = +;Akm(z = 1. (t.2), k=12, (28)

Burada 4,, = 4,,(z). k=12,.,N fonksiyonlar: karesi integrallenebilir ve karesi

integrallenebilir tiireve sahip fonksiyonlardir. Bu sistemi asagidaki bi¢imde yazabiliriz:

it (z)ed M r.2).(1,2)e O,k =12, N. (29)

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi iizere bu birinci mertebeden
kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemine karsilik gelen birinci mertebeden adi

diferansiyel denklemler sistemi agagidaki gibidir:

a4 _dz_ d k=12,..N. (30)
154y F(tzc,,c2,,cN)

Burada F) ,k =1,2,..,N fonksiyonlar asagidaki formiil ile tammlanir :

N
Bz (t,z,c]N,cg",...,c,'vv) =iY A4, (z)) —if, (t.2z), k=12,.,N. (31)
m=1

(30) sistemini kullanarak (29) sisteminin ¢oziimii olan ¢/ (f,z), k =1,N fonksiyonlarini

asagidaki gibi yazabiliriz:

a (t.2)=¢ (0,z—ay)+

+j:[:ZAkm z—ay(t- z')) (rz a, (- z')) iﬂ(r,z~ao(t—r))]dr,k=L_N,

m=1

(32)

12
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e (t,z)=c,f’(a°t_z,0]+

ay

(33)
1 | & O—-z+ay O—z+ayl —
+—\|iy A4_(8)c| ——=,8 |-if,| ———>.,0 ||d6,k=1,N.
ao'([limz; km( )m( a, ) fk[ a, j:ld
Bu bagintilardan ve
¢ (0,z-a,t) =@, (z—ayt), k=1,N,
c,f/[aot_z,O):@k[aot_z], k=1N
a, a,
sartlarindan agagidaki sartlarin saglandigini elde ederiz:
¢ (0,2) =@ (z), k=1,N, (34)
¢ (1,0)=¢, (¢), k=L N. (35)

Volter tipli lineer integral denklemler teorisinden bilindigi iizere kabullendigimiz sartlar
altinda (32), (33) integral denklemleri (34), (35) baslangi¢ sartlar1 altinda W;"(Q)
uzayindan olan c,ﬁv (t,z), = I,_N bir tek ¢oziimiine sahiptir [6].

Simdi (24) bi¢giminde olan Galerkin yaklagimlari igin kestirim elde edelim.

Lemma 4.1.1. (24) bi¢ciminde olan Galerkin yaklagimlari i¢in asagidaki kestirim

gecerlidir:

. +1Af o J,N:l,z,... (36)
r) w2 (Q)

2
0
Wz(

"t//N ”E/?J(Q) <c, (”% ||;§,,(QI’) + "(PI

Lemmanin ispati. (25) sisteminin her 4 ’ct denklemini kendi ¢,' (t, z) fonksiyonuna

carpip elde edilen esitlikleri kK iizerinden k =1den k=N ’e kadar toplayalim. Bu
taktirde elde edilen esitligin O, = (O,t)X(O, z) bolgesi lizerinden integrasyonunu yapip

kismi integrasyon formiiliinii kullanirsak:

)

oy +a(x)|t//’v'2 +

ox

B
i(z——g]—t—w“’ﬂao g/z v +a,(x)

w, ()| +i (2 [ dsdrdo = [ fi7"asdzao. v [0.7], vz < [0.1],
Q,

13



esitligini elde ederiz. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarip v, (z) icin olan
sarttan yararlanirsak agsagidaki esitligin gegerli oldugu kanisina variriz:

<
12()

b o +anly (o)
: (37)

o

S“V/N (-0, o +a, "WN (- ’() - + J' ll// | dxdrd9+"f”1 ()

Vte [O, Tl Vze [O,L]. (24) formiiliiniin ve (26), (27) sarlarinin yardimiyla asagidaki

bagintilar1 yazabiliriz:

o (OZ)",M glcfiv (0.2)f =g]%k(2)2, (38)
(o) Zick (£0) Z\m - (39)

15(0.1)
(38) esitligini z “ye bagh (O,L) araligi tizerinden , (39) esitligini ise 7 "ye bagh (O, T)

araligi tizerinden integralini alirsak kolaylikla asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:

o o) <l

1(Qr) Ly (!21)

(40)

[ GRS T (a1)

Bu esitsizliklerin ve Gronwall lemmasimin yardimiyla (37) esitsizliginden asagidaki

kestirimi buluruz:

<6 (el o, *loil o)+

“WN(’ ¥ iz(QL)+"y/N (""Z) : 11(0))’ (42)

vt e[0,T],Vz€[0,L].

Burada ¢, > 0 -sabiti N,¢,,@, ve f ’den bagimsizdir.

N N
Simdi % ve Y tiirevleri icin kestirim elde etmege ¢alisalim. Bu amagla (25)

0z
sistemini her iki tarafimin # ye gére tiirevini bulup elde edilen & ’c1 denklemin her iki
ac) (t,z)

o fonksiyonuna carpalim ve elde edilen tiim esitlikleri &

tarafin1 kendi

tizerinden k£ =1’den k =N ’e kadar toplayalim. Bu taktirde elde edilen esitligin Q.

14




lizerinden integrasyonunu yapip u, (0) =u, (l ) =0, k=12,..., smur deger sartlarim

kullanarak kismi integrasyon formiiltinii uygularsak asagidaki esitligi buluruz:

9

N

I Loa b +ia, e 6w IaZ N| +a(x) {4
o o ozor or | axar | o

le

a N
+v, (0)|—:‘g/t ze [O,L].

2 C 2 _N
+iv, (9)6—‘/—/—— dxdrdf = Igal//
ot g O ot

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarip elde edilen esitlikte Cauchy-Bunjakovski

esitsizligini ve denklemin katsayilar1 {izerine konulan sartlar1 kullanirsak esitsizligini

elde ederiz:

dxdrt <

y" (x.1.z)|
I |

oy” (xt H)I

(x,0, 6’) oy" (x.7,0) ’
s

IA

dxdf+a, |

Q

dxdrt + (43)

s
+Q{a‘

Galerkin yaklagimlar i¢in formiilii ve z’ye gore baslangi¢ sartlarn kullanirsak esitligini

yazabiliriz:

oy" (x,1,0) _ i oc;’ (1,0) u, (x)= ‘ZV:dL(’)uk (x). (44)

at =1 at k=1 dt

Bu esitlikten yaralanarak esitsizligin gegerli oldugunu elde ederiz:

J- oy" (x,7,0) :
L

ot

dxdr < (45)

Ly ()
(43) esitsizliginin sag tarafinda yer alan birinci terimi degerlendirmek igin (25)

¢, (0,z)

= fonksiyonuna garpip elde edilen

sisteminin & c1 denklemini # = 0 i¢in kendi

esitlikleri k iizerinden k =1’den kK =N ’e kadar toplayaim. Elde edilen esitligin
(O, L) aralign Ulizerinden integrasyonunu bulup Cauchy-Bunjakovski esitsizligini

uygularsak asagidaki esitsizligi buluruz:

15




oy (-0.-)[
ot

_j|[ ﬂ 20 (20,2) 9l ) (.0,2) +

L(Q) %
+iv, (x)wN (x,O,z)—f(x,O,z)) |2 dxdz.

Galerkin yaklagimlar i¢in formiilii ve t’ye gore baslangi¢ sartlart kullanirsak esitligi

(46)

yazabiliriz:
6(// sz ¥ dc, (0,z Y. déy, (2)
Z )uk(x )= e (2) (47)
=1 =t dz
Bu esitlikten yaralanarak esitsizligin gegerli oldugunu elde ederiz:
2 2
oy™” (-,0,- :
0 00 (48)
0z i£{(90) 0z ()

Ayrica [9, sayfa 78] calismasindan bildigimiz esitsizlikten asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

8|

oy (.0.)

<
P ox

!
o) Ve [0.7]. (49

 (0.)

Iy (.0.)

L(Q;)

1,(0,1)

Burada g > 0 - bilinen sabittir. Buradan (24) formiiline dayanarak =0
icin kolaylikla esitsizligini yazabiliriz:

o 0, o 0y < 2 Wl (50)

Bu esitsizligin ve (48) esitsizliginin yani sira

[ (0N, ) < ||¢O”;’ZU(QL) : (51)
2 ¢ 2 a
17 (20) ,Q(Q,)Scz,[juf N, oy 2+ j y att ) dx], vre[0,7] (52)
0 L(Q,

esitsizliklerinin yardimiyla (46)’dan kolaylikla asagidaki kestirimi buluruz:

N 2
oy (08 J (53)
IH(2)

2 f
<c| o, +\f
2, s[ll °".a:'(n,, 17, +

ot

Burada ¢, > 0-sabiti N den bagimsizdur.

2

oy (x,0,6)[
o

oy (-0.°)
ot

dxdo < (54)

()
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esitsizliginin ve (45), (53) kestirimlerinin yardimiyla (43)’den asagidaki esitsizligi

buluruz:
N 2 N 2
j——a"’ (x”’e)l dxd6’+a0j——————————aw L), P
Q, ot 3, ot
2 2 2 oy" ;
i [||¢o||ﬁ,m+||¢,||,,,;.,(QT,+||f||,,,;,_,_.,m)J+ 2] ainao. 9
Vi e[0,T],Vze[0,L].

Burada ¢, >0 - sabiti N *den bagimsizdir. Bu esitsizlikten Gronwall lemmasinin

yardimiyla kestirimi kolaylikla elde ederiz:

al//N o1,
% <¢ ("¢0

2

o Ml g | welor). 69
Wa (QI.)

Ly(2;)
burada ¢, >0-sabiti @,,®,,f ve N ’den bagimsizdir. Bu kestirimin yardimiyla (55)

esitsizliginden asagidaki kestirimi de buluruz:

2

2

N N
i Ani (x,1,6) dxdo+ [| L A2E2) (5n2) e <
2 ot o ot
x : (57
2 2 2
<a [l Wb, W | vrelorlveloc]
burada ¢, > 0 -sabiti NV ’den bagimsizdir.
e O 4 ] e
Simdi 5 tirevini degerlendirmege c¢alisalim. Bu amagla yine de (25) sistemini
4

kullanalim. (25) sisteminin her iki tarafinin z degiskenine gore tiirevini bulup elde

ac,' (t,z)

3 fonksiyonu ile ¢arpalim. Bu taktirde
z

edilen sistemin k ’c1 denklemini kendi

elde edilen esitlikleri k iizerinden k=1’den k =N ’e kadar toplayip O, bolgesi

17
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tizerinden integrallersek asagidaki esitligi buluruz:
2 N A—N 2o Wi — W 7 N2 N
j iaw 9 +iaoal'lj2 i +allaw +a(x) L
3, otoz 0Oz ' gl e I '
dv, (0 ARG w [
RUAUMaleL. | - a‘/’ (0) +iv (0)| L |dxdrd6 =
dz 0z dz

. I(afa )dxdrd& vre[0.7]. vz e[0.L].

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak ve denklemi katsayilari {izerine

konulan sartlar1 kullanirsak kolaylikla esitsizligini elde edebiliriz:

Iwzdxd9+aoj?—mzd"dfs
: -~ a Oz :
I aV/ (xOH) dxd9+aojw'~dxdr+
Q. % 3
f|dvo<0 b [P asazam s  [4Ny | 2 s
0z ‘ |
. J ag’z dxdrd@ + Qj Zf; dxdrde, Vit €[0,7].Vz €[0,L].

Burada sag tarafta yer alan {iglinci ve dordiincii terimlere Cauchy-Bunjakovski

esitsizligini uygularsak esitsizligini buluruz:

2 2
| ____a;,ﬂg,t,a) dvd6 +a, | ) gx,r,z) dxdr <
Q. Q, 4
2 2

<[22 dedo+a, | _a_;_u_N__(;_,r_,Q dxdr +

Q. 4 Q, “

j dv"(g v dxdzdo + j dv;(e)_}wr dxdrdf +

Q, Q, 4

0

+3 Qj ;’Z [0,L].

(42) kestiriminden ve (6) sartlarindan yaralanirsak kolaylikla bu esitsizligin sag
tarafinda yer alan {iglincii ve dordiincii terimlerin toplamimm asagidaki gibi

degerlendirebiliriz:

18
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dv, (9) 2
dz

i%(;—) - v dedzdd <

!

S¢ (”% iz(

[ dvdzd6 + |
Q,

2(9,) 7 ”f"Z(Q) )

Bu esitsizligi bir 6nceki esitsizlikte dikkate alirsak asagidaki esitsizligi buluruz:

y e,

N 2 N 2
[ v e dxd0+a0.j el
a, 0z o, oz
N N x
< | Oy o 0)‘ dxd0 + j————a‘/’ 50O e+
a, Oz o A
oy
3 [ |2 dvdrado + j
o e

+c9("¢0"L1(QL) +||¢l 1,(Q) +”f||l,2(ﬂ))’ Vie [O’T]’ Vze [O’L]'

(56) ve (57) kestirimlerinin (46) esitsizliginden elde edilmesine denk olarak sonuncu
esitsizlikten kestirimlerin gegerli oldugunu elde ederiz:

61//” (.,.,z)
0z

J

Q.’.’

2
<ol ol Ao ) veclor], 69
() ki

oy (x,7,z) i

oz

dxd0+a, | dxdr <

<

o+,
W2 (Q)

oy (x,t,cS’)l2

(39)

Wz().U.I(Q)

<q (H%IIfV;J(QL) +|e, ] v e[0,T].Vze[0,L].

Burada ¢, >0, ¢;, >0 -sabitleri N *den bagimsizdir.

Simdi Ly" ‘i degerlendirmege ¢alisalim. Bu amagla (25) sisteminin & *c1 denklemini
kendi 4,c," (t,z) fonksiyonuna garpip elde edilen tiim esitlikleri & {izerinden k =1’den
k =N e kadar toplayalim. Bu taktirde Cauchy-Bunjakovski esitsizligini uygulayarak
esitsizligini buluruz:
N
o . 5 o, 2 ) (102) - 3
-iv (z)y" (x,t,z)+f(x,t,z)l dx

19
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Bu esitsizligin her iki tarafim O =(0,7)x(0,L) bolgesi iizerinden integrallersek, bu

taktirde

2 2

oy"
0z

oy"

ot

2
i Oa,

L,(Q)

+

L(9) (61)
p" (x.t,2)| dudrdz + 5[y, (2) Jpr* (x..2)] dvdedz + 5| ]
| _

3

+5£|v0 (2)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafindaki tglincii ve dordiincii terimleri

2

Q)

degerlendirelim. Gergekten v, =v, (z), m=0,1 fonksiyonlari i¢in (6) sartlarini ve

Y (Z)| = “n “vnl“w;,'(o./.)
esitsizligini kullanirsak (42) kestiriminin yardimiyla
SI|v0 (z)|2 lt//N (x,t,z)'2 dxdtdz +5_”V1 (z)l2 |1,//N (x.1, z)l2 dxdtdz
Q Q ;
terimini agsagidaki gibi degerlendirebiliriz:

SHVO (z)|2 lz//N (x,t,z)|2 dxdtdz + 5ﬂv, (z)‘2 ‘1//” (x,t.z)’2 dxdltdz <
Q Q

R iz(m)'

Bu kestirimi ve (56) ve (58) kestirimlerini kullanirsak (61) esitsizliginden asagidaki

(62)

S @y (“(”o “l(a,,) +|e

kestirimi buluruz.

W ) 63)

T

P

2
D2l
W2

Burada ¢, >0 -sabiti/N *den bagimsizdur.

[9, sayfa 118] ¢aligmasindan bildigimiz esitsizlige dayanarak esitsizligini yazabiliriz:
o (-.2)

Bu esitsizligi Q=(0,7)x(0,L) iizerinden integrallersek ve (42) ve (63)

e o ol (62 (64)

=, "Lt//N (-,t,z)

kestirimlerinden yaralanirsak kestirimi elde ederiz:

2 , ,
”WN 5259 ) S G ("(/’ol n,,)+”(pl ltifﬁ'l(a,.)+|| f ||H,,Z‘,J_‘(Q)). (65)

2
02!
W2 (

Burada ¢, >0 -sabiti N den bagimsizdur.
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Buradan (56) kestirimini ¢ ye gore (0,7 ) araligi iizerinden, (58), kestirimini z ye
gore (0,L) arali izerinden integralleyip elde edilen kestirimleri (65) kestirimi ile
toplarsak sonugta kestirimi elde ederiz:

)

;;,;""(Q) Scg (”(ool

”(//N +I|¢l "20 2 +||‘f||i'z“'l'l(Q)J’ N =1, 2, . (66)
(Q.) Wa (Q)

2
021
W2 :
Burada ¢, >0 sabiti N,¢,,¢ ve f ’den bagimsizdir. ¢,=cgalarak lemmann

hiikkmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz. Lemma 1 ispatlandi.

Simdi teoremin ispatina devam edelim. (36) kestirimine dayanarak {l//N(x,t,Z)}

0 211

dizisinden dyle bir {y/"" (x.t.z)} alt diziyi segebiliriz ki bualtdizi W> (Q) uzaymda

W=t//(x,t,z) fonksiyonuna zayif yakinsar. Gosterelim ki bu fonksiyon (1)-(4)

0 2,11 0 2,11
probleminin W, (Q) uzaymna ait olan genellestirilmis ¢oziimidiir. W > (Q) uzayi

(0.7} L,(Q,)) ve C°(0,L] L, (€, )) uzaylarina kompakt gomiildiigiinden asagidaki
limit bagintilarinm yazabiliriz:
m — o0 igin

“WNm (+6:)-w (-1,°)

”l/,Nm (vn2)-w (s .’Z)“h(ﬂr) —0,Vze[0,L]. (68)

—0,Vte[0,7], (67)

e

Asagidaki esitsizliklerin gegerli oldugu agiktir:

b0l 0, b 04" (0, b (001

(69)

L(Q, L(Q,)’

o < (50)=v" (+0)

(. 0)~4 e (0) -4 (70)

1(Q I/'Q(Q/ )
(67) ve (68) limit bagintilarindan dolay1 #=0 ve z=0 oldugunda m — o igin (69),
(70) esitsizliklerinin birinci terimleri sifira yaklasiyor. Ayrica (69), (70)
esitsizliklerinin ikinci terimlerinin de m— o igin sifira yaklastigini gosterelim.

Galerkin yaklagimlarim1 N = N, i¢in kullanirsak asagidaki sartlar yazabiliriz:

w' (x,0,2) = @p" (x,2), (x,2) € Q,, (71)
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y (x,t,O):(ple (x,0), (x,1)€Q,. (72)

, ok
yani y""(x,0,z) fonksiyonu W, (Q,) uzayma ait olan ¢,(x,z) fonksiyonunun

0 2
Fourier serisinin kismi toplami, " (x,t,z) ise W, (Q,)uzayma ait olan ¢, (x,f)
fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamidir. Bu taktide ¢, (x,z). ¢ (x,t)
kismi toplamlari sirasiyla @,(x,z) ve ¢, (x,r) fonksiyonlarma L,(Q,). L,(Q,)

uzaylarinin normlarinda yakinsar. Bu nedenle m — « i¢in

”‘//Nm (+0.) = %”19(9, 7 0, (74

v (--0)-al, =0 (74)

limit bagintilar1 gegerlidir. Boylelikle (67), (68) ve (73), (74) limit bagintilarini kullanip

(69) ve (70) esitsizliklerinin her iki tarafinda  m — o oldugunda limite gegersek

0 0
w(x.t,z) limit fonksiyonunun V(x,z)eQ, icin (2) ve V(x,f)eQ,icin ise (3)

baslangi¢ sartlarimi sagladigini soyleyebiliriz. (4) sinir deger sartlarinin saglanmasi

0 2,11
w(x.t,z) limit fonksiyonunun W, (Q) uzaymn elemam olmasindan ¢ikar.

0 2.1

{w Na (x, t,z)} dizisinin W > (Q) uzayinda t//(x,t,z) fonksiyonuna zayif yakinsamasini
kullanarak  kolaylikla gosterebiliriz ki z//(x,t,z) limit fonksiyonu hemen hemen
(x.t,z)e Q igin (1) denklemin saglar. Ayrica (36) kestiriminde N=N,,m=12,.
icin m — oo oldugunda alt limite gegersek ve normun alttan zayif yari siirekli oldugunu
dikkate alirsak t//(x,t,z) fonksiyonunun (18) kestirimini sagladiginm1 da hiikmedebiliriz.

Bu kestirimden yaralanarak (1)-(4) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin bir tek

oldugu da kolaylikla ispatlanir. Teorem 4.1.1 ispatlandi.

4.2. Durgun Olmayan Kuazi Optigin Denklemi i¢cin 2.Cesit Baslangic Sinir Deger

Probleminin Galerkin Yontemiyle Coziimii.

Bu alt boliimde ele alinan durgun olmayan kuazi optigin denklemi igin 2. gesit

baslangi¢ sinir deger probleminin, yani (9)-(12) baslangi¢ simir deger probleminin
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¢Oziimiine Galerkin yontemini uygulayip ¢6ziimiin varligi, tekligi ve ¢oziimiin verilere

bagl stirekli oldugunu gosteren hiikkmii elde edecegiz.

Teorem 4.2.1. Farz edelim ki a(x).v,(z).v,(2).4,(x.2), ¢(x.1) ve f(xtz2)
fonksiyonlart (13)-(16) sartlarim saglasin. Bu taktirde (9)-(12) baslangi¢ sinir deger
probleminin W, () uzayna ait olan genellestirilmis ¢oziimii vardir, ¢oziim tektir ve

¢oziim igin agagidaki kestirim gegerlidir:

TN Y Y Y 1 | 9

Burada ¢, > 0 - sabiti ¢,,®, ve f *den bagimsizdir.

Ispat. Teoremin ispati igin Galerkin yontemini kullanacagiz. Bu amagla W, (O,I )
uzayinda temel fonksiyonlar olarak L, (O,l ) uzayinda ortogonal olan

LX (x)=24X(x), xe(0,7), X'(0)=X"(1)=0 (76)
ozdeger probleminin ¢oziimii olan ve A=4,, k=1,2,..., 6zdegerlerine karsilik gelen
X=u =u, (x), k =1,2,..., 6zfonksiyonlarim sececegiz. Burada L operatorii asagidaki

bi¢gimde tanimlanir:

L=-a,—+a(x). (77)

Bilindigi lizere (19) bigiminde 6zdeger problemi [9, sayfa.109-110] calismasinda
incelenmistir. Bu ¢alismaya dayanarak soyleye biliriz ki, (19) 6zdeger problemi

A=4,,k=12,., oldugunda u, =u, (x), k=1,2,... ¢oziimlerine sahiptir ve bu
¢oziimler W, (0,1 ) uzayinda temel fonksiyonlar olusturur. Kolay olsun diye farz edelim

ki, bu fonksiyonlar Z, (0, ) uzayinda ortogonal fonksiyonlar olsun:

/

(y.u,, o) = Iuk (xpEtyd = 5,"; km=1,2,... (78)

0

Burada &," - sabitleri Kroneker sembolleridir:
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& I k=tm
oy =
O m — 1.2,

Ayrica soyleye biliriz ki u, =u, (x), k=1,2,... fonksiyonlar1 asagidaki anlamda da

ortogonaldirlar:

[uk’um]: L(uk’u )= (uk’um )WZ(OI) o

y u, (x) du (x 79
‘I[ du, (x) du, () (Ml ,,,(x)de sor i, (79)

{wou,} =(Lu, Lu,,), =, Dz = A6 kom=12,.... (80)

0
0<u,<a(x)<p.Vxe(0,l) sarti saglandifindan tim A=A, k=12.... 6zdegerleri
reeller, pozitifler ve artarak dizilmislerdir.

Galerkin yontemine gore yaklagimlari asagidaki bi¢imde arayacagiz:

(21,7 ch (t,2)u, (x (81)

Burada ¢ (1,z)= (" (-t.2)u,), o, k=LN katsayllan asagidaki sartlardan elde

edilir:

20 (02)8) g 100 20 D)), (0 (),
o

o (2)w” (5t,2), uk) L z(v, (2)y" (-t.2).u, )/7(0./) = fell 2}, (82)
k=1,N,0<t<T,0<z<L,

¢ (0.2)=(v" (~0.2).u, )IQW) =@y (2),0<z<L, k=1, N, (83)

e (1.0)=(v" (~1.0).u, )Lz(o,:) =0, (1), 0<t<T, k=1N. (84)

Burada £, (1,2)=(f (:6:2)) ) P (2) = (00 (-2)ot4)

ou(2)=(2(-2).), - k=LN dir.

Kolaylikla gostere biliriz ki, (82) sistemi N sayida birinci mertebeden kismi tiirevli

lineer diferansiyel denklemlerden olusur:

N N N
ia;; : agk 3 4, (2)c = £, (5,2), k=1,2,.,N. 85)
z m=|
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Burada 4,, = 4,,(z), k=1,2,.,N fonksiyonlar1 karesel integrallenebilir ve Kkaresi

integrallenebilir tiireve sahip fonksiyonlardir. Bu sistemi asagidaki bicimde yazabiliriz:

& N
aaL: aCk Z km _ifk(taz),(t,Z)eQ, k:1,2,..,N, (86)

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi tizere bu birinci mertebeden
kismi tiirevli diferansiyel denklemler sistemine karsilik gelen birinci mertebeden adi
diferansiyel denklemler sistemi asagidaki gibidir:
di_di___ def
1 E{(f,z,c,”,cév, cN)

,k=1,2,..N. (87)

Burada F,, k=1,2,..,N fonksiyonlar agagidaki formiil ile tanimlanir :

N
y o =F,((t,z,c{v,cév,...,cﬁ)=iZAkm(z Y —if (t,2), k=12,.,N. (88)
m=1

(87) sistemini kullanarak (86) sisteminin ¢oziimii olan ¢, (t,z). k=1, N fonksiyonlarim
asagidaki gibi yazabiliriz:

e (t.2)=¢ (0,z—ayt)+

r N 89
+J.[ iy A, (z-a,(1-7))c) (r,z—ao(t—r))—ifk(z‘,z—ao(t—z')):|dr,k=1,N, s
oL m=l
clf/ ([,Z)zcli\/[aot—z,oj_*-
a
° (90)
O—-z+ay O-z+ayt
+— iy 4 ()| =t g | i~ 0 9|6 . k=LN.
ao'!|:;k() [ a, j fk[ 4a, Hd
Bu bagintilardan ve
Ck (O _San aot) %k(z ao’) k=1N
c,ﬁv(“°"z,())=¢,k(a0’“z} k=1N.
a, a,
Sartlarindan asagidaki sartlarin saglandigini elde ederiz:
o (0,2):¢)0k (z), k=1N, 91)
e (,0)=4, (1), k=1LN. (92)
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Volter tipli lineer integral denklemler teorisinden bilindigi {izere kabullendigimiz sartlar
altinda (89) ve (90) integral denklemleri (91) ve (92) baslangi¢ sartlar1 altinda Wz' ’I(Q)
uzayindan olan ¢ (1,z), k =1, N bir tek ¢dziimiine sahiptir [6].

Simdi (81) bigiminde olan Galerkin yaklagimlar i¢in kestirim elde edelim.

Lemma 4.2.1. (81) bigiminde olan Galerkin yaklasimlari i¢in asagidaki kestirim
gecerlidir:

,N=12,... (93)

S | P )

”VIN jVZZ.I,I(Q) = cl9 (||¢0

Bu lemmanin ispati lemma 4.1.1° in ispat1 ile ufak degisikliklerle aymdir.

Simdi teoremin ispatina devam edelim. (93) kestirimine dayanarak {y/‘“'(x,t,z)}

dizisinden Syle bir {y/"" (x,£,2)} alt diziyi segebiliriz ki bu alt dizi ;"' () uzayinda
1//=t//(x,t,z) fonksiyonuna zayif yakinsasin. Gosterelim ki bu fonksiyon (9)-(12)
probleminin W, (€2) uzaymna ait olan genellestirilmis ¢oziimiidiir. W, (Q) uzay:
¢ ([0, I ],L2 (Q,)) ve C° ([O,Ll, L,(Q,)) uzaylarina kompakt gomiildiigiinden asagidaki
limit bagintilarin1 yazabiliriz: m — o igin

o™ ()= (st.7)

™ (o 2)=w (22)|, o, > O Vze[0.L]. (95)

—0, Vee[0,T], (94)

L

Asagidaki esitsizliklerin gegerli oldugu agiktir:
“W (" 0, ) % ”1,2((2,4) - ”I/j (" 0, ) _WNI" (" 0, ')”1,2(9,‘) iy ”V/NM (" O’.) P nli(n, )’ (96)

97

b (0) =i, < (50) 9 (550)], o (0) -4l

1(2) 1(9y) L(Q)
(94) ve (95) limit bagintilarindan dolay1 =0 ve z =0 oldugunda m — o igin (96) ve
(97)  esitsizliklerinin birinci terimleri sifira yaklasiyor. Ayrica (96) ve (97)
esitsizliklerinin ikinci terimlerinin de m —> o i¢in sifira yaklastigini gosterelim.

Galerkin yaklagimlarim1 N = N, i¢in kullanirsak asagidaki sartlari yazabiliriz:

(//Nm (x,O,Z)ZQ,éVm (x’z)’ (x’Z)EQI" (98)
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‘//N”' (xat,0)=¢]N"' (xgt), (X,I)EQI, (99)
yani " (x,0,z) fonksiyonu W;'(Q,) uzayma ait olan @,(x,z) fonksiyonunun

Fourier serisinin kismi toplami, " (x,t,z) ise Wf"(Q,)uzayma ait olan ¢, (x,f)
fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamidir. Bu taktirde (15) ve (16) sartlarindan
yararlanarak ¢, (x,z), " (x,t) kismi toplamlarimin sirasiyla @,(x,z) ve ¢,(x,1)
fonksiyonlarma L,(Q, ). L,(€,) uzaylarimin normlarinda yakinsadigini hiikmedebiliriz.

Bu nedenle m — o igin

v (-0.)-a], ., , =0 (100)

I (.-0)-4], . —o. (101)

L,(Q)
limit bagintilar1 gegerlidir. Boylelikle (94) ve (95), (100) ve (101) limit bagintilarim

kullanip (96) ve (97) esitsizliklerinin her iki tarafinda  m — o oldugunda limite

0 0
gecersek w(x,7,z) limit fonksiyonunun V(x,z)e Q, igin (10) ve V(x,7)e Q, igin ise
(11) baslangic sartlarim1 sagladigim soyleyebiliriz. (12) smr deger sartlarinin

saglanmasi /(x,7,z) limit fonksiyonunun W, () uzaymnin eleman: olmasindan ve

W' (Q)uzaymdan olan w(x,r,z) limit fonksiyonunun (0,/)araligimin uglarinda

oy (O,t,z)}

Ox

oy (0.1,z) oy (l.t.z)
ox g Ox

{awm (1,1,2)

izlerine sahip olmasindan ve bu fonksiyonlara{

r~ } dizilerinin L, (Q) uzayinda zayif yakinsamasindan ¢ikar.

Yo (x,t,2) dizisinin W2 (Q) uzayinda w(x,¢,z) fonksiyonuna zayif yakinsamasim
2
kullanarak  kolaylikla gosterebiliriz ki t//(x,t,z) limit fonksiyonu hemen hemen

(x,t,z)e Q igin (9) denklemini saglar. Ayrica (36) kestiriminde N =N, ., m=12,.
icin m — oo oldugunda alt limite gecersek ve normun alttan zayif yar1 siirekli oldugunu
dikkate alirsak w(x,t,z) fonksiyonunun (75) kestirimini sagladigin1 da hiikmedebiliriz.
Bu kestirimden yaralanarak (9)-(12) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin bir

tek oldugu da kolaylikla ispatlanir. Teorem 4.2.1 ispatlandi.

27

R T T



5. TARTISMA VE SONUC

Tezde ele alinan baslangi¢ sinir deger problemleri formiilize edilme agisindan 6nceki
caligmalardaki [1-8,10-12 ] problemlerden 6nemli bi¢cimde farklhilagmaktadir. Tezde

incelenen problemler ¢ok az incelendiginden tez ¢alismasi biiyiik 6nem tasir.

Bu tezde denklemin katsayisi yalmz z degiskeninin fonksiyonu oldugu ve bu
fonksiyonlarin karesi integrallenebilir, karesi integrallenebilir tiireve sahip olmasi
durumunda  durgun olmayan kuazi optik denklem igin baslangi¢ sinir deger
problemlerinin ¢dziimiiniin varligi, tekligi ispatlanmis ve ¢6ziimiin problemin verilerine
sirekli bagimliligim gosteren kestirimin elde edilmesi i¢in Galerkin yontemi
uygulanmistir. Bu tezde elde edilen arastirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar,

onceki ¢alismalardaki [1-8,10-12 ] sonuglardan farklidir ve onlarla ortiismez.
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