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SINGULER INTEGRAL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMU

Hatice GUNER AKSOY
Yiksek Lisans Tezi
Tez Danigmani: Dog. Dr. Nizami MUSTAFA

OZET

Bu tez calismas1 “Singiiler Integral Denklemlerin Yaklasik Coziimii” konusu iizerine

hazirlanmstir.

Tez ¢ bolimden ibarettir. Birinci bolimde temel bilgiler, ikinci bélimde singuler

integrallerin yaklagimi ve tg¢uncl boliimde nlimerik ¢oziimler verilmistir.

Tezde, singller integral denklemler, kapal1 aralikta ve diizlemde kapali egri tizerinde

incelenmistir.
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THE APPRAXIMATE SOLUTION OF SINGULER INTEGRAL
EQUATIONS

Hatice GUNER AKSOY
M. Sc. Thesis
The Thesis Advisor: Assoc. Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

ABSTRACT

This thesis work has been prepared on the subject “The Approximate Solution of

Singular Integral Equations”.

The thesis includes three main section. In first section major information, in the second
section the approximation of sigular integration and in the third section, numerical

solutions of singular integral equations are given.

In this thesis, singular integral equations are investigated in closed intervals and on

closed curves of the plane as well.
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KISALTMALAR

SIiD Singiiler Integral Denklem



GIRIS

Bilindigi iizere matematigin, fizigin, matematik fizigin ve mekanigin bir¢ok
probleminin ¢dziimii singiiler integral denklemlerin (SID) ¢6ziimiine indirgenmektedir.
Bu sebepten dolayidir ki SID’in ¢dziimii giiniimiizde de 6nem tasimaktadir. Ayrica,
SID’in ¢oziimiine indirgenen birgcok problem icin bu SiD’lerin yaklasik ¢oziimiinii
bilmek yeterli oluyor. Buna gore SID’lerin yaklasik ¢dziimii énem tasimaktadir. Bu

konuda birgok ¢alisma vardir. Bununla ilgili genis bilgiyi [1-8] den gorebiliriz.

Bilindigi tizere [6] klasik Dirichlet probleminin ¢ézumu Cauchy cekirdekli singuler

integral denklemin ¢ozimine indirgeniyor.

Sonlu basit baglantili bolgeler olmasi durumunda Dirichlet modifiyet problemi Dirichlet

klasik problemi ile ¢akisir. Unutmamak gerekir ki eger ; D™ diizgiin L egrisi tarafindan

siirlanan bir bolge ise sinir integral denklemi
Lro(t) g -
o (t,)+ Re;{th = f(t,) (t, L) (1)

seklinde singuler integral denklem yardimu ile yazilabilir. Burada f (tO) L sinir iizerinde

verilen reel bir fonksiyondur.

(p(t) reel fonksiyonu (1) denklemi igin ¢6zim olmak (zere istenen harmonik fonksiyon

u(x,y)=Re%L%tz)dt(z:x+iyeD*) 2)

seklinde olup bir Cauchy integralidir.

D~ sonlu bir bolge olmasi durumunda Dirichlet modifiyet problemi igin u(X, y)

¢6zimi, C 6nceden verilmeyen bir sabit olmak Gzere

gp(to)—Reﬁjgdt: f(t,)+C (Img(t)=0) 3)



sekilde temsil edilebilir. ¢ (t)ve C bulunduktan sonra Dirichlet klasik problemi igin

¢ozimi u(x,y)—C formunda elde edebiliriz.

Ayn1 zamanda matematiksel fizikte sinir deger problemlerin genis bir sinifinin ¢éziimii

f(to)za(to)¢(to)+¥ gdhr%jk(t,to)(p(t)dt (@)

seklindeki singiiler integral denklemlere indirgenebilir. Burada I', herhangi parcali

diizgiin bir egri [9], t, ve t noktalar1 I" egrisi lizerinde noktalar, a(t),b(t) ve k(to,t)
fonksiyonlari Ha(F),O<a£1 Holder sartim1 saglayan I' tlizerinde tanimli bilinen

fonksiyonlardir. Ayrica, T' Uzerindeki her yerde a*(t)—b*(t)= 0 dur.

Bilindigi tizere singiiler integral denklemlerin ¢oziimiiniin varlig1 bilinse bile ¢oziimiin
analitik olarak bulunmasi her zaman kolay olmuyor. Hatta ¢ogu zaman bu denklemleri
analitik olarak ¢ozmek mumkun olmayabilir. Ayrica, birgok uygulama alaninda bu tiir
denklemlerin yaklasik ¢oziimiiniin bulunmasi yeterli olur. Bu sebepten dolay1 bu tiir
denklemleri yaklasik ¢6zmek Onem tasimaktadir. Bunun igin singuler integral
denklemlere karsilik gelen cebirsel denklemler sisteminin olusturulmasi gerekiyor. Bu
denklemleri olusturabilmek i¢in singiiler integral denklemlerin icerdigi singiiler

integrallerin yaklasimi (aproksimesi) onem tagimaktadir.

Bu tez ¢alismasinda Cauchy singiiler integrallerin yaklasik ¢6ziimii i¢in bazi kuadratik

formiiller verilmis ve bu formiillerin uygulanabilirligi ispatlanmgtir.

Tez galismast ii¢ boliimden olusmaktadir. ikinci ve iigiincii béliimler de kendi iginde iki

alt boliime ayrilmaktadir.

Birinci bolimde temel bilgiler, ikinci bolimde singiiler integrallerin yaklagimi i¢in
kuadratik formiiller verilmistir. Once kapali aralikta tanimlanan singiiler integraller icin
iki farkli yaklasim semasi1 verilmistir. Sonra da kapali diizgiin egri lizerinde tanimh
singiiler integraller i¢in ii¢ farkli yaklagim semalar1 verilmistir. Bu kuadratik formiillerin

yakinsaklig1 incelenmistir.



Uglincli béliimde hem kapali aralikta, hem de kapali diizgiin egri iizerinde taniml
singller integraller icin ikinci bolumde verilen yaklagim semalarindan yararlanarak

singiiler integral denklemlerin yaklasik ¢6ziimii incelenmistir.

Ayrica, bu boliimde ¢ok sayida ornekler de verilmistir. Bu orneklerde kesin ¢ozlimle
yaklagik ¢6ziim arasindaki fark farkli normlarda degerlendirilmistir.

Bu tez ¢alismasinda J. Sanikidze, M. Mirianashvili [6] , Z.K. Eshkuvatov, N.M.A. Nik
Long, M. Abdulkawi [10], A. Chakrabarti, G. Vandenberghe [11], M. Nadir, B.
Lakehali [12], M. Nadir, D. J. Antidze [9] kaynaklarindan yararlanilmis bu ¢alismalarda

yapilanlarin bir arada ¢alismas1 yapilmistir.



1. BOLUM

ON BIiLGILER

1.1. Kompleks Diizlemde Egri

Bu kisimda tezle ilgili 6n bilgi olarak kompleks diizlemde egri {izerine gerekli tanimlar

verilmistir [13].

Matematigin temel kavramlarindan olan egri (curve) ve yay (arc) sozcukleri icin kesin
bir terim birligi saglanmis degildir. Bazen yay ve egri kelimeleri es anlamda kullanildig:
gibi bazen de farkli bir kavram gibi kullanilmaktadir. Biz, giinliikk konugsmada kullanilan
egri sozcliglinli benimseyecek ve digerlerini buna bagh olarak tanimlayacagiz. Burada

diizlemdeki egrilerden bahsedilecektir.

Tanim 1.1.1:

a) [a,b]= R olmak Gzere sirekli bir y:[a,b] > C fonksiyonuna C duzleminde bir
egri denir. Burada y(a) ve y(b) noktalarma sirasiyla egrinin baglangic ve bitim
noktalar1 denir.

b) Bir y egrisi verildiginde y(a) = y(b) ise, y ’ya kapali egri denir.

c) Bir y egrisi verildiginde »' turevi var ve surekli ise y diferansiyellenebilir bir

egridir denir.

d) » diferansiyellencbilir bir egri olsun. Eger, y'(t)#0, te[a,b] ise y’ya diizgin

(regtiler) egri denir.



e) [a,b] araligimin sonlu sayida noktast hari¢ y egrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu
s0z konusu noktalarda y ’nin sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar ' turevinin bu

noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse y parcali diferansiyellenebilir egridir denir.

f) » parcali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger, her te[a,b] igin y'(t)=0 ise, y

pargali diizgilin egridir, denir.

g) Bir y egrisi sadece t =t, i¢in y(t)=y(t,) oluyorsay ’ya basit egri denir. Bazen

basit egrilere Jordan egrisi de denir. y basit bir egri ve y(a)=y(b) ise kapali basit egri

(kapal1 Jordan egrisi) denir.

Uyan 1.1.1:

(1) Burada C diizlemindeki egriler s6z konusu oldugundan ¢ogu kez
2(t) = 7 (t) = x(0) +1y(t)
biciminde yazacagiz. Bazen bir y egrisi
yt)=x@)+iyt) x=x(t), y=y(), ast<b

parametrik gosterimi ile de verilebilir.

(2) Bir y egrisi verildiginde

2(t,) = 7'(t) = X (&) +1y'(t,)
var ve z'(t,) # 0 ise, egri z, = z(t,) noktasinda bir tegete sahiptir. Teget z, noktasindan
geger ve pozitif eksenle & =argz'(t,) acis1 yapar. Boylece goriilityor ki, diizgiin egriler
her noktada, diferansiyellenebilir egriler ise tiirevin sifirdan farkli oldugu noktalarda,

tegete sahiptirler. z (t) ve z,(t), t, da tegete sahip iseler, tegetler arasindaki ac1

arg 7, (t,) —arg ,(t,)



dir.

(3) Tanimdan goriilityor ki, basit egri kendisini kesmeyen egridir. Yani bu durumda y

bire-bir surekli fonksiyondur.

Tanmm 1.1.2: Eger, y = y(t) fonksiyonu sinirli degisimli ise, bunun belirttigi y egrisine

dogrultulabilir egri denir.

Uyan 1.1.2: Bir egri sadece bir noktalar kiimesi degildir. Bu noktalarin birbirini takip
edisleri de 6nemlidir. Bir

y(t)=z(t) =x(t)+iy(t), 0<t<1
egrisini ele alalm. Bunun ug¢ noktalart z,=2(0) ve z =z(1) olsun. Eger, egri
Uzerindeki noktalar z,’dan baslamak iizere t’nin artigina karsilik gelis sirasina gore
taranirsa, y pozitif yonde doniilmiis olur. Eger, » kapali egri ise bu egri iizere hareket
zamant y egrisinin smirladig sl bolge solda (sagda) kalirsa y egrisi pozitif

(negatif) yonludur denir.
1.2. Analitik Fonksiyonlar

Analitik fonksiyonlarla ilgili gerekli tanim, teorem ve onermeler bu kisimda 6n bilgi

olarak verilmistir [14].

Tamm 1.2.1: Bir ¢:C—C kompleks fonksiyonu z,eC noktasinin belirli bir
S,(z,) ={z € C:|z—2,| < r} komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa

¢(2), z, noktasinda analitiktir (holomorftur) denir.

Eger, ¢ :C — C fonksiyonu bir D — C kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse, ¢ D
uzerinde analitiktir diyecek ve bunu ¢ € A(D) seklinde belirtecegiz.

Kompleks diizlemin her bir noktasinda analitik fonksiyona tam fonksiyon denir.



Tamm 1.2.2: (Sidorov., Fedaryuk., Sabunin, 1989) Bir ¢:C — C fonksiyonu z, eC
noktasinin belli bir S (z,) komsulugunda tanimli olsun. Eger, ¢(z) fonksiyonu z,

noktasinin herhangi bir S; (z,), 0 <r komsulugunda diizgiin yakinsak bir

PD)=Y (2 -7,)

serisi seklinde gosterilebilirse, ¢(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitik fonksiyon

denir. Tanim 1.2.1 ile Tanim 1.2.2'nin denk oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 1.2.1: ¢:D — C fonksiyonu z, € D noktasinda analitik olmast i¢in onun z,

’da diferansiyellenebilir olmasi gereklidir.

Uyar 1.2.1: Bir ¢:C — C fonksiyonunun z, € C noktasinda analitik olmasi igin onun

Z, ’da diferansiyellenebilir olmas: yeterli degildir.

Tanmm 1.2.3: Bir ¢:C— C fonksiyonu z,=o noktasinin komsulugunda tanimli

olsun. Eger, ¢(z) fonksiyonu z, = o "un herhangi bir komsulugunda yakinsak

p(z)=>c,.z"
n=0

serisi seklinde gosterilebiliyorsa, ¢(z) fonksiyonu z, = o noktasinda analitiktir denir.

Onerme 1.2.1: ¢:C—C fonksiyonunun z, =00 noktasinda analitik olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul ®(&)=¢( }é) fonksiyonunun &, =0 noktasinda analitik

olmasidir.

Bir kompleks fonksiyonun analitikligi i¢in yeterli kosullar olan asagidaki iki teoremi

verelim.



Teorem 1.2.2 (Morera Teoremi): ¢:C — C kompleks fonksiyonu basit irtibatli bir
D < C bolgesinde tanimli ve D fizerinde siirekli olsun. Eger, ¢(z) fonksiyonunun D
bolgesinin iginde kalan her kapali egri {izerinde integrali sifirsa, ¢(z) D Uzerinde

analitiktir.

Teorem 1.2.3 (Weierstrass Teoremi): ¢,(z), neN fonksiyonlart bir DcC
bolgesinde analitik ve Z(pn(z) serisi D’ye ait olan her kapali bolgede diizgiin
n=1

yakinsaksa,

> 0,(2)=0(2)

fonksiyonu D Uzerinde analitiktir.
Analitik fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim:

1. Bir noktada analitik olan fonksiyon bu noktanin belli bir komsulugundaki her bir
noktada da analitiktir. Yani, bir fonksiyonun analitik oldugu noktalarin kiimesi agik bir

kimedir.

2. Eger, f(z), ¢(z) fonksiyonlart D < C kimesi tizerinde analitikse
a. Va,peC icin af(z)+ 41 (2),

b. f(2)p(z)ve

c. ¢(z) =0 olmak tizere f(z)/p(z)

fonksiyonlar1 da D izerinde analitiktir.

3. P()=a,"+a, 2" +. .. +az2+a, (a,,....a,€C,zeC) polinomu bir tam

fonksiyondur.



4. ki analitik fonksiyonun bileskesi de analitiktir.
5. Analitik fonksiyon istenilen mertebeden diferansiyellenebilir.

6. Basit irtibatli bolgede analitik fonksiyonun ilkel fonksiyonu ve tirevi de analitiktir.

7.Bir D={zeC:|z—z,|<r} dairesinde ¢(z) fonksiyonu biitin D’de yakinsak

o) =3 )y

Taylor serisinin toplami seklinde gosterilebilir.

8. Bir z, # o0 noktasinin analitik ¢(z) fonksiyonunun m. dereceden sifir1 olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul h(z) fonksiyonunun (h(z) #0) z = z, noktasinda analitik olmak

Uzere

9(2) =(2-2))"h(2)

seklinde yazilabilmesidir.

9. Eger z, # « noktasi analitik bir ¢(z) fonksiyonunun m. dereceden sifir1 ise z,

O(2)=[e(2)]" (PeN)

fonksiyonunun mp. dereceden sifiridir.

10. ¢(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve ¢(z,) =0 ise, z, 1 dyle komsulugu
vardir ki, bu komsulukta ¢(z,) =0 ya da z,’n dyle komsulugu vardir ki, ¢(z)’nin bu

komsulukta z, disinda sifir1 yoktur.

1.3. Sureklilik Modiili ve Ozellikleri

Tezin bu kisminda siireklilik modulu ile ilgili gerekli tanimlar ele alinmis ve siireklilik

modulunun 6zellikleri verilmistir [14].



o), (p: X 5Y, XcR(XcC), YcR(YcC),teX reel veya kompleks bir

fonksiyon olsun. Matematik Analizden bilindigi gibi ¢(t) fonksiyonu X Uzerinde

stirekliligi dedigimizde t,t, € X ig¢in |'L1—t2

nin ¢ok kiigiik degerine |(0(t1)—(p(t2)|

farkinin ¢ok kiiclik degerinin karsilik gelmesi diisiiniiliir. Yani, bir fonksiyon siirekli ise

degisken artim1 ve fonksiyon artimi ayn1 zamanda sifira gider.

Fakat bir fonksiyonun siirekliligi incelenirken fonksiyon artiminin degisken artimina
ragmen hangi dereceden kiiciikliigii s6z konusu degildir. Bu kiiciikliik derecesi herhangi
olabilir. Ancak, fonksiyonlarin bir¢ok 6zellikleri, 6rnegin, fonksiyonlarin seriye acilimi,
bu serilerin yakinsaklik hiz1 ve bagka birgok 6zellikleri fonksiyonlarin siireklilik modiilii

denilen kavramin kiigiikliik derecesine siki baghdir.

Tanmm 1.3.1: ¢: X —Y fonksiyonu verilsin.
o(p.8) =sup{|p(t) - p(t,) .t € X.Jt, 1| <5},
§(0,0], ¢ =max{|t,—t,|:t,t, & X } = diamX

seklinde tanimlanan w(¢,8), 6 € (0,/] fonksiyonuna ¢(t), te X fonksiyonunun

sureklilik modili denir.

Tammm 1.3.2: ¢: X —Y reel veya kompleks fonksiyonu verilsin. ¢(t) fonksiyonu X
tzerinde dizgiin sureklidir demek ki, Ve>0 icin 35>0 oyle ki, [t —t,]|<o
esitsizligini saglayan Vt,t, € X igin

lp(t) - o(t,)| <&

dur.
Bir fonksiyonun sureklilik moduliiniin baz1 6zelliklerini verelim:

1. w(¢p,d) fonksiyonu tanimli oldugu aralikta azalmayan bir fonksiyondur.

10



2. ¢: X > Y reel veya kompleks fonksiyonu verilsin. ¢(t) fonksiyonunun X tizerinde
diizgiin siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

ggrg w(p,6)=0

olmasidir.

3. 0,,0,>0 igin
(9,6, +6,) < (9, 6,) + (9. 5,)
dir.

Bu 0zellikten asagidaki sonug elde edilir.

Sonug: Her ne N icin
a(p,n.0) <nw(e,d)
dir.

4. Eger ¢(t), X lUzerinde dlzgtn surekli ise w(p,0), o (0, ¢] strekli fonksiyondur.

Tamm 1.3.3: [0,+o0) araliginda siirekli, azalmayan Vo,,0, € (0, /] igin
(0, +6,) < w(5,) + @(5,)
ve w(0)=0 kosullarin1 saglayan w:[0,+0) — R fonksiyonuna streklilik moduli

denir.

Bir fonksiyonun sureklilik modiluniin yukarida verilen 6zelliklerinden de goriiliir ki,
diizglin siirekli bir fonksiyonun siireklilik modiilii sdylenen tanim anlaminda da
stireklilik modiiliidiir. Ayrica, her bir siireklilik modiilii bir diizgiin siirekli fonksiyonun

stireklilik modiludir. Bununla ilgili asagidaki 6zelligi verebiliriz.
5. Eger w(5), & €[0,+x) bir streklilik modilu ise

w(p,6) = (5)

dir. Yani her stireklilik modulii kendi kendisinin sureklilik modulidur.
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6. Eger, X sinirli ve £ =diamX ise ¢ >/ igin
o(p,6) = o(p, 1)
dir.

Tanimm 1.3.4: ¢: X cR—>Y fonksiyonu verilsin ve t, € X bir yigilma noktasi olsun.
Eger,

Plto+) =limo(t) = o(ty)
t>ty

ise ¢(t) fonksiyonu t, ’da sagdan siireklidir denir.

7. Eger, [0,+0) araliginda tanimhi bir @(5) fonksiyonu azalmayan, sifirda sagdan

surekli, @(0) =0 ve w(5)/5 artmayansa w(s5) streklilik modultidir.

Tamm 1.3.5: X c RxR olsun. Eger, X kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren

dogru pargasi1 X kiimesinin iginde kaliyorsa, X’e bir konveks kiime denir.

Tanmm 1.3.6: ¢: X —Y verilsin ve X konveks bir kiime olsun. Eger, her t,t, e X ve
her 2 [0,1] igin

oAy + (1= DL ]1< do(t) + 1-A)o(t,)

(ol + (1=t ]= 2o(t) + 1- o(t,))

oluyorsa, ¢(t) fonksiyonu X (izerinde konvekstir (konkavdir) denir.

8. Eger, [0,+x) araliginda @w(o) fonksiyonu konkav, azalmayan, sifirda sagdan siirekli

ve w(0) =0 ise w(o) sureklilik moduludr.

Bir fonksiyonun sireklilik modili olmasi igin yeterli kosul 7. ve 8. Ozelliklerle ifade
edilir.

9. w(o) =ct”, ¢ >0, 0<a <1fonksiyonu konkav streklilik modultddr.
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1.4. Holder Kosulunu Saglayan Fonksiyonlar Siifi

Bu kisimda tezle ilgili 6n bilgi olarak Holder kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi

hakkinda gerekli tanimlar, sonuglar, notlar ve 6zellikler verilmistir [14].

Tanmm 1.4.1: ¢@:X —>Y reel veya kompleks fonksiyon olsun. Eger, herhangi

t,t, e X veK >0, >0 igin

|(/)(t1) - (/’(t2)| < K-|t1 -1,

oluyorsa ¢(t) fonksiyonu X Uzerinde K sabiti ve o issii ile Holder kosulunu saglar

|0(

diyecegiz ve bunu ¢ € KH_(X) seklinde belirtecegiz.

Uyan 1.4.1: Siireklilik modiiliiniin tanimindan ve Tanim 1.4.1°den goriiliir ki, eger,

p e KH,(X) ise o(p;d) < K.0% dir.

Sonug 1.4.1: C(X), X Gzerinde surekli fonksiyonlar kiimesi olsun.
KH_(X) < C(X)

oldugu agiktir.

Tanmm 1.3.2: ¢: X —Y n.(neN) mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger, herhangi
t,t,e X ve K>0, >0 i¢in
o™ (1) - o™ (t,)| < K.Jt, - t,|"

oluyorsa ¢(t) fonksiyonu X tizerinde KH™(X) simifindandir diyecegiz.

Not 1.4.1: C™(X), n. (n e N) mertebeden tiirevi X iizerinde siirekli fonksiyonlar sinifi
olsun.
KH™(X)c C™(X)

oldugu agiktir.
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Not 1.4.2: (o) bir streklilik modili olsun. H_(X) ile X’de surekli ve sureklilik

modull
(@, 0) <w(5)

kosulunu saglayan ¢(t), t € X fonksiyonlari kiimesini gosterecegiz.

Not 1.4.3: H_(X) ile a, 0<a <1 Ustll ve herhangi K sabiti ile bir Holder kosulunu

saglayan fonksiyonlar sinifin1 gosterecegiz. Yani,

H,(X)=J KH,(X)

K>0

dir.

Uyar1 1.4.2: o >1 ise H_(X) sinifi X’de sabit fonksiyonlar kiimesidir.

Holder siifindan olan fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim:

1. w(5) bir sdreklilik modilu, ¢(t) Xde smrli fonksiyon olsun.

0€[0,5,], 8,>0 i¢in
a(p,0) < w(5)

ise pe H,, (X) olacak sekilde bir K >0 sayis1 vardir.

2. Eger, X kapali ve sinirliise 0< f<a <1 igin
H, (X) c H,4(X)
dir.

3.Eger p:X>Yvef:X>YvepeH, (X)), feH, (X) 0<a, a,<1

Eger,

ise

p+f, o.f, /f (f #0) fonksiyonlar1 H_(X) smifindandir, burada « =min(ey,«,)

dir.
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4. t=t(s), seM fonksiyonu H_ (M), O<a<lve ¢(t) fonksiyonu da t=t(s)
fonksiyonunun deger kiimesi iizerinde H, 0<p<1 smifindansa,

@(s) = o(t(s)), te M fonksiyonu M uizerinde H, ,(M) smifindandir.

5. t=t(s), se M (M-kapali kiimedir) fonksiyonu H_ (M), 0<a <1 smnifindan ¢(t)
fonksiyonu da surekli turevlenebilirse ®(s)=¢(t(s)) fonksiyonu M Uzerinde

H, (M), 0<a <1 smifindandur.

6. t ve t, noktalar1 bir y cC egrisi lizerinde sirasiyla degisken ve kaydolunmus

noktalarsa,
pt)=|t—t,|", 0<a<1

fonksiyonu y Gzerinde H_(y) siifindandir.

7. peH_(y), 0<a <l t,y ilizerinde degisken ve t, € ¥ kaydolunmus noktalar olsun.

Bu takdirde, 0< 8 <« <1 olmak Uzere

t—t,|”

fonksiyonu y egrisi tizerinde H,_,(y) simfindandir.

1.5. Konform Doéniisiimler

Tezin bu kisminda konform dontisiimlerle ilgili gerekli tanim, teorem ve Onermeler

verilmistir [13].

Bir w= f(z) fonksiyonunun bir z, noktasinda siirekli olmasinin geometrik anlami
oldukca agiktir. Ciinkii w, = f(z,) denirse, f ‘nin siirekliligi geregi, z,’in yeterince
kiiciik bir komsulugunun tiim noktalarmin resimleri W, ’in belli bir & komsuluguna

diiser. Ustelik siireklilik baglantiligi da korudugundan, bu séz konusu komsulugun
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resmi w, noktasini bulunduran baglantili bir kiime olur. Ancak tiim bunlar, bize W, n

bir komsulugunun tamamen Ortiiliip Ortiilmedigini veya bir defadan fazla ortiiliip
ortiilmedigini belirtmez. Ortaya ¢ikan bu sorularin cevabini, ancak f ‘nin analitik ve

bire-bir olmasi kosulu ile verebiliriz. Ozellikle f'(z,)#0 kosulu altinda Snemli

sonuclar elde edilecektir.

Teorem 1.5.1: w= f(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve f'(z,) =0 ise, z,’mn

belli bir komsulugu, w, ’1n belli bir komsulugunu tam bir defa orter.

Onerme 1.5.1: Eger f:A— C fonksiyonu analitik ve bltiin ze A noktalar1 igin

f'(z,) # 0 ise f, A’daki agik kiimeleri agik kiimelere resmeder.

Ispat: U, A i¢inde bulunan agik bir kiime olsun ve f(U) iginde bir w, = f(z,) noktas
alalim. Varsayalim geregi f'(z,) #0 oldugundan z,’in dyle bir agik V ve w,’mn da W
actk komsulugu vardir ki, f:V —W fonksiyonu 6ncelikle stireklidir ve f ™ analitiktir.
f* analitik olduguna gore oncelikle siireklidir. Bu nedenle de, UV acgik
oldugundan, (f )™(U nV) kiimesi de agiktir ve iistelik f, V’den W’ye bire-bir Gizerine
oldugundan w, e (f ) (UNV)=fU)nW c f(U) olur. yani fU) acgk bir

kimedir.

Teorem 1.5.2: w= f(z) fonksiyonu bir B bdlgesinde bire-bir ve analitik ise B’nin f

altindaki resmi f (B) "yi bir defa orter ve f(B) bir bolgedir.
Ispat: B’nin f altindaki resminin f (B)’yi tam bir defa orttiigii, f’nin birebirliginden

aciktir. f(B) ’nin acik ve baglantili oldugu ise Onerme 1.5.1. ve f’ nin siirekliliginden

goraldr,
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Onerme 1.5.2: w= f(z) fonksiyonu z,’da analitik, f'(z,) =0 olsun, z,’dan gegen bir
y diizglin egrisinin z,’daki tegeti X-ekseni ile € agis1 yapiyorsa, 7 resim egrisinin de
W, *da tegeti vardir ve tegetinin U-ekseni ile yaptig1 ag1

¢=0+arg f'(z,)
dir.

Ispat: y Uzerinde w, =w, ve fakat w, — w, olacak sekilde bir (w,) noktalar dizisi

alahm. w, = f(z,) denirse y’da z, #z, fakat z, — z, olacak bicimde (z,) noktalar

dizisi vardir. O halde

Sekil 1.5.1

olur. Buradan da

arg(w, —w,) =arg(z, —z,) +arg M (mod 27)

n 0

bulunur.

Dikkat edilirse n — oo igin arg(z, —z,), t’nin x-ekseniyle yaptig1 acidir. Yani,
6 =limarg(z, —z,)

dir. Boylece

limarg(w, —w,) =6 +arg f'(z,)(mod 2r)
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bulunur. Bu son ifade bizi f 'nin 7’ya w, da bir teget oldugunu ve bunun u-ekseni ile
yaptig1 a¢inin da
¢=0+arg f'(z,)(mod 2r)

oldugunu gosterir.

Onerme 1.5.3: f fonksiyonu z, noktasinda analitik ve f'(z,)=0 olsun. z,’dan gecen
ve aralarinda « agis1 olusturan y, ve y, diizgiin egrilerin f altindaki 7, ve 7, resimleri

de, w,’da o agisi olustururlar.

Ispat: Onerme 1.5.2 geregi ¢ =6, +arg f'(z,) ve ¢, =6, +arg f'(z,) olacagindan

$—¢=0,-6=a

bulunur.

Tammm 1.5.1: B, C’de bir bolge olmak tzere f:B — C siirekli doniisiimii verilsin.
Eger, bir z, € B noktasindan gegen ve aralarinda o agis1 yapan herhangi iki diizgiin y,
ve y, egrilerinin f(y,) vef(y,) resim egrileri de w,’da aralarinda yon ve biiytikliik
bakimindan « agis1 yapryorlarsa f fonksiyonuna z,’da bir konform déniistimdiir denir.

Eger, her z, € B noktasinda f konform ise f, B’de konformdur denir.

Onerme 1.5.4: f, bir z, noktasinda analitik ve f'(z,)#0 ise f, z,’da bir konform

dontistimdiir.

Uyan 1.5.1: Eger, f'(z,)=0 ise doniisimiin konform olamayacagimni asagidaki

O6nermeden gorebiliriz.

Onerme 1.5.5: w= f(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve bu noktada

f(z)- f(z,) 'm k. (k >2) mertebeden sifir1 varsa, z,’dan gegen ve aralarinda o agisi
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yapan iki diizgiin egrinin resimleri W, ’da k.o agis1 yaparlar. Dolayisiyla da z,’in bir

komsulugu w, ' bir komsulugunu k defa Orter.

Ispat: f(2) = f(z,)+a (z—2) +a,(z—2,)" +.., k>2,a #0 yazilabilecegi
aciktir. Buradan
w-w, = f(2)-f(z,) =(z-2,)"9(2)
yazabiliriz. g(z) fonksiyonu z,’da analitik ve g(z,) *dir. Boylece,
arg(w—w,) =arg(f(z)- f(z,)) =k.arg(z—-z,) +arg g(z)
elde edilir. Simdi z — z, i¢in iki yamn limiti alimir ve de ¢ ile & Onerme 1.6.2’deki
anlamda simgeler olarak diistiniiliirse,
¢=kO+argg(z,)
bulunur. Ancak, arg g(z,), € ’dan bagimsiz oldugundan Onerme 1.6.3 geregi
¢, — ¢ =k(6,-6)=ka

sonucuna varilir.

Uyan 1.5.2: Aciy1r biiyliklik ve yon bakimindan koruyan doniisiimlere bazen direkt
konform dontisiimler de denir. Aginin biiyiikliigiinii koruyan, fakat yoniinii degistiren
dontisimlere de ters (indirekt) konform dontisimler denir. Dikkat edilirse
¢, — ¢, =0,—-0, ise, agmin yoni korunmustur. Eger, ¢, —¢ =6, —6, ise a¢inin yoni
degismistir. Ornegin, f(z)=z doniisiimii herhangi bir noktada direkt konform, fakat

h(z) =7 ise ters konform doniisiim yapar.
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2.BOLUM

SINGULER INTEGRALLER ICiN BAZI YAKLASIM SEMALARI
VE TEORIK SONUCLAR

2.1. Kapal Arahk Uzerinde Tamimh Singiiler Integraller icin

Yaklasim Semasi-1

Tezin bu kisminda Cauchy cekirdekli SID’in kapali aralik iizerinde yaklasik ¢dziim
yontemleri incelenirken Z.K. Eshkuvatov, N.M.A. Nik Long, M.Abdulkawi’nin

caligmalarindan yararlanacagiz [10].

KO(X,t), K(x,t)ve f (X) Holder sinifina ait reel degerli fonksiyonlar ve go(t) de

catlaklar1 igeren ([15]) izotropik elastik maddeler ve bunun gibi diger problemler igin
matematiksel fizigin ([16,17]) karmasik smir deger problemlerin bir tiiriinde olusan
durumu belirleyen bir fonksiyon olmak lzere

Ko () e(t h

jMdeK(x,t)go(t)dt: f(x), -1<x<1 (2.1.1)

-1 —X -1
bicimindeki bir SID’i gdz oniine alalim. Bu integral bir Cauchy Esas Deger integrali
gibi gbz oniine alinir. Bu tip integral [4, 16,18] referanslarinda bulunabilir. Chakrabarti
ve Berge [19] n.dereceden yaklasim polinomlarini ve biitiin durumlar igin birinci gesit

Chebyshev polinomunun sifirlarindan secgilen collacasiyon noktalar1 kullanarak (2.1.1)

deki denklemi ¢ozmek i¢in bir yaklasim metodu énerdi. Onlar f (t) fonksiyonunun

lineer olmasi durumunda yaklasim metodunun kesin sonu¢ verdigini gosterdiler [19].
Abdou ve Naser [20] de ikinci gesit Cauchy SID i goz 6niine ald1 ve yaklasik ¢dziimii
bulmak igin ortogonal polinomlar1 kullandi. Ayrica, ¢ozimleri bu denklemlerle ifade
edilen fizik problemlerini tartistilar. Rashed [21] de ¢ekirdege ve bilinmeyen fonksiyona
yaklasmak icin birinci ¢esit Chebyshev polinomlarin1 kullanarak birinci ¢esit singiiler
olmayan integral denklemlerin ¢o6zimu icin iki numerik yontem verdi. Kim [22] de
birinci ve ikinci gesit Chebyshev polinomlarinin collocasiyon ve apsis noktalarindaki

sifirlarim1 secerek ve Gauss kuadratik formiluni kullanarak Cauchy SID i yaklasik
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olarak ¢Ozdil. Srivastav ve Zhang [23]’de Cauchy SID i ¢6zmek icin genel kuadratik

collacasiyon diigiimleri kullandi.

Bu calismada K;(x,t)=1veK(x,t)=0 olmasi durumunda (2.1.1) Cauchy SID’in

yaklasik ¢coziimii ele alindi.

Bu durumda (2.1.1) denklemi asagidaki singuler integral denkleme doniisiir:

1
Mdt: f(x), —1<x<Ll. (2.1.2)
St=Xx

Asagida (2.1.2) denkleminin tim analitik ¢ozimlerinin doért durumda verildigini

gorebiliriz [5].

Durum I: x==1 ve
[o(t)dt=C (2.1.3)

icin

L j 1_tzf(t)du ¢ (2.1.4)

X)=—
(ﬂ( ) me1-x*%  t=X 1= X2

olmas1 durumunda ¢6ziim siirh degildir.

Durum Il: x==1 ve

f(x) dx=0

N (2.1.5)

—

[uN

icin
N E ()
AN T

olmasi durumunda ¢6ziim sinirhidir.

()

dt (2.1.6)

Durum Ill: x=-1 ve

21



2.1.7)

(2.1.8)

olmasi durumunda ¢6ziim sinirlydir.

Yaklasik ¢oztimler elde edilirken asagidaki islemler yapilir:

1. Birinci, ikinci, dglncii ve dordiinci ¢esit Chebyshev polinomlari
WP (x),j=0,12,3,4 yogunluk fonksiyonlari gibi disinilir ve (I-IV)

durumlarinin hepsinde yogunluk fonksiyonuna yaklasmak i¢in kullanilir.

2. Collocasiyon noktalari Chebyshev polinomlariin sifirlarindan segilir.

3. (p(t) yogunluk fonksiyonu i¢indeki agirlik fonksiyonlarini temsilen olan

Chebyshev polinomlarini kullanarak elde edilen singiiler integraller tamamen

analitik olmalidir.

1
4. Siirsiz olmast durumu igin Igp(t)dt:O sart1 tek ¢oziimii elde etmek icin
-1

kullanilir.
5. Numerik sonuglari elde etmek i¢in Fortran programi kullanilir.

Simdi (2.1.1) denklemi i¢in bir yaklagim semasi verelim.
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Sirastyla birinci gesit T, (X) , ikinci gesit U, | (X), Ugiincii gesit V, (X) ve dordiincti gesit
W, (X), 1=0,1,2,... Chebyshev polinomlari

_sin[icos™ (x)]
~ sin[cos ()]’

T, (x) = cos[i cos ™ (x)], Ui, (%)

2i+1 . 21+1
cos[——=cos™*(x)] sin[——cos™ (x)]
Vi(x)= 2 ( )' Wi(x)= 2 ( )
1
cos[) cos ™ (x)]

sin[; cos ()]

seklinde tanimlanir [24].

Diger taraftan agirlik fonksiyonlar

dir.

(2.1.2) deki bilinmeyen ¢ fonksiyonuna

0, (x)=W" ()3 576" (x), (i=1234) (2.1.9)

n
=0

seklindeki ¢, polinomu ile yaklasilabilir. Burada ,Bi“), i1=0,1,2,...,n ler bilinmeyen

katsayilar ve durum (1) icin W% (x)= ! — Ve GY(x)=T,(x), durum (1) icin

1-x

W (x)=v1-x* ve G (x)=U,(x), durum (Il igin W(3)(x)—,/1+—X ve

“\1-x

G (x) =V, (x) durum (IV) igin de W' (x) = i_—); ve GY (x) =W, (x) dir.
+

Bu durumda (2.1.2) deki bilinmeyen (p(t) fonksiyonunu (yani ﬂi(”, 1=0,12,...,n

bilinmeyenlerini) yaklasik bulmak icin (2.1.9)’dan elde ederiz.
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ﬂ_(j)j.w(j) (t)G_(i)
]

= (), lax<l (j=1234). (2.1.10)
i=0 -
(2.1.10) denklemi
jiﬁﬁvﬁxx):f(xy ~1<x<1 (j=1234) (2.1.11)
i=0

seklinde yeniden yazilabilir.

Burada

! O)m,(szz&4) (2.1.12)

dir.

X, 1=1,2,3,4 ler sirastyla U, (x), T,., (X),W,., (X) ve V,,(x) in sifirlari olsun. Bu

1 Tn+2

durumda
X = cos| 7| 2~ cos (k1) ,
(n+1) 2(n+2)
x? = cos 2kr_| x = cos (2k-1)7 (2.1.13)
(2n+3) (2n+3)
(k=12,..,n+1) (k=12,..,n+1)
yazilir.
Bilindigi lizere
1 11—t
j T () dt =7U_,(x), I L tU'(t)dt —7T 4 (%),
1 1- 2(t—X) ) 1—X
1 1
[N g ), [ gy ) (2.1.14)
IVI-t t—x VIt t—X
1 1
SVt N1t

esitlikleri her i=1,2,... i¢in dogrudur [24].
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(2.1.11) de (2.1.13) collocasiyon noktalari ve (2.1.14) esitlikleri kullanilirsa

73 AL ()= (), k=120
i=1

w1 (2.1.15)
;ﬂi(l)jlw(l) ()T, (t)dt=78" =0
—nlz:‘pz@)ﬂﬂ(xf)): f(x?), k=12..,n+1 (2.1.16)
;ziznolﬂi“\/vi (%)= (%), k=12,..,n+1 (2.1.17)
—zzn:ﬂi(‘wi (47)= (%), k=12..n+1 (2.1.18)

seklindeki lineer denklem sistemi elde edilir. ', (j=1,2,3,4) bilinmeyen katsayilari

icin (2.1.15)-(2.1.18) sistemi ¢oziiliir ve bu degerler (2.1.9) da yerine yazilirsa (2.1.2)

denkleminin

BIGY (x), (j=12.34) (2.1.19)

p() =W ()Y

n
=0

seklindeki yaklasik ¢6ziimleri elde edilir.
2.2 Kapah Aralik Uzerinde Singiiler Integraller icin Yaklasim Semasi-2

Tezin bu kisminda A.Chakrabarti ve G.Vanden Berghe’nin c¢aligmalarindan
yararlanacagiz [11].Sonlu bir aralikta Cauchy cekirdekli birinci ¢esit SID’ler

jgp(t)[ko(t,x)+k(t,x)]dt: f(x), —1<x<1 (2.2.1)

-1

genel denklemi ile verilir. Burada

Ky (t,%) = ‘zt(i’:), (K(tt)=0) (2.22)

olup k ve k fonksiyonlari iki degiskenli (tvex) dizgiin Karesi integrallenebilir

fonksiyonlar ve k, cekirdegi de Cauchy tipli singiilerligi i¢eren bir fonksiyondur. Gerek

(2.2.1) sekilli integral denklemler, gerckse diger farkli denklemler yariklari olan
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izotropik elastik maddelerin ileri boyutlu bozulma problemlerinde ([16,25,26]) yatay
bariyerler tarafindan iki boyutlu dalgalarin hareketinde ([27,31]) ve bunlarla alakali
diger problemlerin oldugu matematiksel fizigin karisik smir deger problemlerin bazi

tiplerinde karsimiza c¢ikar. (2.2.1) seklindeki en basit integral denklem

Iz(t, x)=1vek(t,x)=0 olmasi durumunda ([16,26])

j dt = f ( (2.2.3)

l

seklindedir.

Burada (2.2.1) denkleminin dort tane Onemli ve ilging durumu vardir.

IZ(t, x)=1ve k(t,x) =0 i¢in bu durumlar asagidaki sekilde verilir.
Durum (1): x =+1 bitis noktalarmmn her ikisinde de ¢(x) smursizdir.

Durum (11): x=-1 bitis noktasinda ¢(x)smursiz fakat x=+1 bitis noktasinda ¢(Xx)

sinirlidir.

Durum (I11): x=-1 bitis noktasinda go(x) sinirh fakat X =41 bitis noktasinda (p(x)

sinirsizdir.

Durum (1V): x = +1 bitis noktalarinin her ikisinde ¢(x) smurlhdur.

Yukaridaki dort durumda (2.2.3) singler integral denklemin tam analitik ¢6zlmlerin
([17,19])

Hal (1):( A, keyfi bir sabit) ¢(x)= dt (2.2.4)
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Hal (11): p(x) = —iz(l_—xj Hlij FO) (2.2.5)
T

1/2 1 _ 1/2f
Ha|(|||):¢(x):_%(i§] I(LU t_(tx)dt (2.2.6)
1_ 2 1/2 1 f
HaI(IV):(p(x)=—( :;2) I(1—t2)”(2tzt—x)dt (2.2.7)

formiilleri kullanilarak belirlenebilir. Burada Hal (IV) ¢6zlimiin varlig1 i¢in gerek ve

yeter sart

j&dt =0 (2.2.8)

olmasidir.

Yukaridaki analitik sonuglara bakildiginda, integrant1 uygun bir yaklagim fonksiyonu ile
yer degistirdigimizde (2.2.1) genel SID’in yaklasik ¢oziimiinii elde etmek igin bir
niimerik sema yapilabilir. Bunun ile ilgili sema ii¢ilincii boliimde verilecek. (2.2.3)

denkleminin 6zel durumu olduk¢a kolaydir. f (x) fonksiyonunun diisiik dereceli

polinomlar olmasi1 durumunda elde edilen 6zel durumlarda analitik ¢oziimler kolaylikla

bulunabilir.

Bilinmeyen ¢(x) fonksiyonunu

X :—hr(x)lr(x) r= —1<x<
o(x) (1_X2)1,2, (r=1234), -1<x<1 (2.2.9)

olarak alalim. Burada h, (x)fonksiyonu Hal (I) de 4, (x)=1, Hal (II) de 4,(x)=1-x,

Hal (I11) de ZS(X):l—i-X ve Hal (1V) de }L4(X)=1—X2 alinmasi durumunda -1<x<1

araliginda degiskeni X olan iyi tanimli bir fonksiyondur.
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Bu durumda yukaridaki dért durumda [-1,1] araliginda T,,, (x) = cos[ (n+1)arccos(x)|
Chebyshev polinomunun ([32]) x; ( 1=012,.., n) stfirlarin1  kullanarak (ki bunun

adina Chebyshev yaklagimi denir) bilinmeyen h, (x) fonksiyonuna

h. () {Zn“c(j”xj}, (r=1,2,34) (2.2.10)

seklinde n. dereceden bir polinomla yaklasilir.

(2.2.1) integral denkleminde ¢(t) yerine (2.2.9) formiislii kullanilir ve buradaki h, (x)

fonksiyonunu da (2.2.10) seklindeki yaklagim alarak r=1,2,3,4 ve —1<x<1 olmak

Uzere alinirsa

A

S AU G A ULICLOL BT R PRT!
j=0 71(1—12) (t—X) -1 (1_t2)

elde edilir.

Yukaridaki (2.2.11) denkleminde -1<t <t <..<t <lve-1<t <t <..<t <1

olmak lizere t,,t,,...,t, noktalari [-1,1] araliginda T, (t) in sifirlari ve Izp (x).kq ()

de t.t, noktalar1 cinsinden elde edilen fonksiyonlar i¢in

A

k(t,x)= Izp(x)t",

(2.2.12)

M- 31

k(t,x)

Q

ko (X)t°

o
I
o

seklinde verilen Iz(t,x) ve k(t,x) cekirdeklerinde ‘Chebyshev Yaklagimlarr’

kullanilir. Bdylece ¢; (j =1,2,...,n) bilinmeyen sabitleri bulmak igin

ol 1 tpﬂ.ﬂr t s 1 tqﬂﬂ.r t
Sk, 00f A S (o[ )

=0 p-0 1(t- x)(l—tz)ll2 -0 1 (1—t )

dt{=f(x) (2213)

28



denklemi elde edilir.

Simdi
1 p+]j
0 dt=ul) (x) (2.2.14)
71(t—X)(l—t2)
ve
1 Q+J;t
j—(l,gdt =y (2.2.15)
71( t)

kisaltmalar1 kullanilarak (2.2.13) denkleminden
Zc [ZIZ +qu yqﬂ} g(x),(r=12,34), -1<x<1 (2.2.16)
=0 q=
elde edilir. (2.2.16) da x=x,1=0,1,..,n alinirsa c (j—Ol ,n) bilinmeyen

sabitlerin determinant1 i¢in

Zc =1, (1=012..n),(r=1234) (2.2.17)

seklindeki (n+1)x(n+1) lineer denklem sistemi elde edilir.

Burada
fi=" (x,) (2.2.18)

ve
o) =Dk, (%)l (%) + 2ok, (%) 747 (2.2.19)
p=0 q=0
dir. (2.2.17) denklemler sisteminin ¢6zimuini ve (2.2.9), (2.2.10) ifadelerini kullanarak
(2.2.1) SID’in
n C(r)xj
o(X)= 2. (X) > ——7 (r=1234) (2.2.20)
i

—~ (1_ 2 )1/2 J

seklindeki yaklasik ¢oziimii elde edilir.
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Eger (2.2.16) deki Izp (x),k, (x) ve g(x) fonksiyonlar: onlarin Chebyshev yaklasimlari

'

. oo e eqe (r) eqe . . - . '
ile yer degistirilirse, c;’ bilinmeyen sabitleri karsihkli x in kuvvetlerine gore

katsayilar1 karsilastirilarak elde edilebilir.
2.3 Kapah Egri Uzerinde Singiiler Integraller icin Yaklasim Semasi-1

Bu ¢aligmada singiiler integraller i¢in bazi kuadratik formiillerin ve Dirichlet modifiyet
probleminin ( [26,33] ) yaklasik ¢6ziimiine uygulamasi incelenirken Jemal Sanikidze ve
Manana Mirianashvili’nin ¢alismalarindan yararlanildi [6]. Bu problem onlarin bilinen
teorik ilgilerinin yan1 sira baz1 énemli pratik uygulamalara da sahiptir. Bilindigi gibi
klasik Dirichlet problemi (Genelde ¢ok baglantili bolgeler i¢in ) ayni zamanda bu

probleme indirgenebilir.

Sonlu basit baglantili bélgeler olmas1 durumunda Dirichlet modifiyet problemi Dirichlet

klasik problemi ile ¢akisir. Unutmamak gerekir ki eger ; D™ diizgiin L egrisi tarafindan

sinirlanan bir bolge ise gbz Oniine alinan sinir integral denklemi

¢_(tt) dt=f (t,) (t, € L) (2.3.1)

1
(p(t0)+ Re;'[t

formunda SID (esas deger anlaminda) yardimi ile yazilabilir. Burada f(to) L smin

uzerinde verilen reel bir fonksiyondur. go(t) reel fonksiyonu (2.3.1) denklemi igin

¢6zim olmak Uzere istenen harmonik fonksiyon

u(x, y):Re% gdt(z:xﬂyeD*) (2.3.2)
L

seklindedir.

D~ sonlu bir bélge olmast durumunda Dirichlet modifiyet problemi (klasik olmayan)

icin u(x, y) ¢6zimi, C dnceden verilmeyen bir sabit olmak (zere

(p(to)—Re%_[:p_(—tt)dt= f(t,)+C (Imp(t)=0) (2.3.3)
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denklemi altinda ze D~ noktasinda (2.3.2) formuyla aym sekilde temsil edilebilir.

¢(t) ve € bulunduktan sonra Dirichlet klasik problemi igin ¢éziimi u(x,y)-C

formunda elde edilebilir.

[26] referansinda yukaridaki C sabiti yay uzunluguna gore bilinmeyen birgo(t)

fonksiyonunu iceren bir integral ile verilebilir. Bu diisiinceden hareketle C sabitini
t
C= Rei_'fmdt
my ot

seklinde vermek daha uygun olur.

Burada orijinin D" bélgesine ait oldugu anlasilacaktir. Bu baglamda uygun integral

denklemini
(Koo )(t,)=0 (2.3.4)

denklemi ile veririz.

N.J. Mushkelishvili ( [26] ) ye gore (2.3.4) denklemi homojen bir denklem olup sifirdan

farkli ¢oziimlere sahip oldugu ispatlanabilir.

Jemal Sanikidze ve Manana Mirianashvili’nin ¢aligmalarinda ([6]) singuler integrallere
yaklasim icin belli niimerik bir sema uygulandi ve (2.3.1) denkleminin nimerik ¢6zimi

icin dogrulandi.

Yukaridaki durumu agiklamak icin ilk olarak Jemal Sanikidze ve Manana
Mirianashvili’nin ¢alismalarinda ([6]) kullanilan sema iizerinde kisaca durmak gerekir.

Diger bir deyisle
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(/’(ka)_ L. (§D;to)

Ta+k - 1:0

¢(Tv+l)_¢(rv) oc+k=v v+l (235)

,o+k#v,v+1

ao‘k ((o1t’t0) =

Ty~ Ty
ter r t,err, (o,v=01..n-1)

o o+l? v
yaklasimi i¢in bir temel teskil eder.
Burada {r j }: (n>2) esitlik kisimlari iginde L egrisini bolen diigiimlerdir. j indeksi
jl

—nin degerlerini belirler, | ise L nin uzunlugudur. 7,7, yayr L Uzerinde pozitif
n

yonde ilerlerken z,7,,, (0<u<n-1 7, =7,) bitis noktalar: ile L nin en kigik

yayidir. |, ve |, de

seklinde olup ve
dir.

Buradan yola ¢ikarak eklenen doniisiimlerden sonra Jemal Sanikidze ve Manana

Mirianashvili'nin ¢alismalarinda ([6]) her n igin (¢,¢)(t,), {(/;(Tj )}“’2 in degerleri

j=

tarafindan belirlenen bir operator fonksiyonu olmak tizere

(S2)(t) = o(t)+(Qu)(t) tel (2:36)
tipli singiiler integralin bir yaklasimi elde edildi. Jemal Sanikidze ve Manana
Mirianashvili’nin ¢alismalarindan ([6]) (2.3.1) denklemi

20, (t0)+ Re(an)n )(to) =f (to)

ile yer degistirir. Fakat genelde, singiiler integrallerin bir yaklasik hesaplamasi ile ilgili
semalarda bir yontemin (yaklasik denklemin ¢oziilebilirliginin ispat1 ve ilgili islemin
yakinsamasi) kullanilmasi Fredholm ¢ekirdek yaklagimlari temelli yontemlerin tersine
gerceklestirilemez. Burada ilgili operatér fonksiyonun kendine has o6zelliklerinin

uygulamasi ve calisilmas1 gerekli olacaktir. (2.3.6) denklemi i¢in bu durum Jemal
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Sanikidze ve Manana Mirianashvili’nin ¢alismalarinda ([6]) yapilmistir. (Sgp)(to)

singuler integral igin benzer bir yaklasim ayni zamanda (2.3.4) denkleminde de

kullanilabilir. Fakat agik olarak belirtmek gerekir ki; bu durumda ¢, (t,) 1 igeren

terimler ortadan kaldirilir ve (2.3.6) tipli bir denklemin yerine benzer yolla arastirilmasi
mimkiin olan baska bir denklem getirilir (diizgiin integralin belli bir yaklasimindan

sonra).

Yukaridaki soru ile ilgili olarak, biz (2.3.4) denkleminde (sonsuz basit baglantili

bolgelerde) (S¢)(t,) singiiler integralinin bir tiir farkli yaklasimini goz oniine alacagiz.

(2.3.5) ifadesinde (p(t) yerine to(t) yazilirsa

1
p(t)= tTO Z a, (pitty) (ter,z . thernt,) (2.3.7)
=0
yaklagimi yazilabilir. Burada o, ifadeleri (z‘g(p(ro)—LnV (to(p;to))/ (7,-t,) ve
( Ty (T ) — rvgo(rv))/(rv+1—tv) olup bunlar swrasiyla (2.3.5) ifadesindeki
(o(z,)- Ly (2it,))/ (7, -t,) ve (@(7,..)-o(7,))!(7,,—t,) ifadeleri olarak bilinen

o, lardan elde edilmistir.

Ayrica,

dir ve (2.3.7) kullanilarak
(So)(t,)=—¢(t)+(Gyo)(t,) (t, er,z,y; v=01..,n-1) (2.3.8)

kuadratik formiilii elde edilmistir. Burada

p%f 'tﬂd (=01 k=01)

clo+l

seklindedir. Bunlarin yan1 sira her yerde

Por + Pouro =(P),

olarak tanimlanmaktadir.
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Burada bu (2.3.8) kuadratik formiiliin sag tarafida bizim igin gereklidir. Benzer

durumlan [6] da gdrebiliriz. Eger [6]’daki gibi her v icin (v=0,1,..,n-1) icin
(Go®)(7,),(Gpua®)(7,,1) degerleri tarafindan lineer interpolasyon yapilabilirse [6]
daki gibi aym dogrultuda keyfi t)eL icin belli (G,¢)(t,) operatér fonksiyonlar:

tarafindan (S(p)(to) operator fonksiyonunun yaklasimini elde edebiliriz. Bu operator

fonksiyonlar1 1 indeksli Holder sinifina aittir.

Boylece (4) denkleminde ¢ reel fonksiyonu igin
1 t
(p(to)_Re__jMdt ~20(t,)~Re(G,0)(t, ), t, € L
7y 1=t

yaklasimi kullanilabilir. Bu denklemde

Loty

iy ot

integrali

(GnCDn )(Tv) _ ( p)v_l Tv1Pn (TV+1) - 7,0, (Tv) + E ( p)(7 T .10, (To+1) —-7,0, (Tv)

Ty — T, T -7

v+l v g;eﬂ o+l v
kuadratik toplamu ile yer degistirebilir.
Boylece (2.3.4) ifadesine yaklasan
1 1
(Ko2:) () =94 (1)~ Re[ (G0 (1) + G (9,) | = 1 (t) (2.3.9)

denklemi elde edilir. Bu denklem (2.3.9) ve (2.3.4) denklemleri alisilmis norm ile

H, (0 <p <1) Holder uzayinda gz Oniine alinacaktir. Bundan sonraki arastirmalarin

amaci (2.3.9) denkleminden yola ¢ikarak
(Kn(pn)(to) =0
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homojen dekleminin yeteri kadar biiyiik n ler i¢in sadece tek bir sifir ¢6ziimiine sahip

oldugunu gostermek olacaktir.

Asagidaki hazirlik asamasi da bu durumun ispati i¢in kullanilacak. Bunun igin 6ncelikle

(Gon)(7,) = t!i_rgv (Gren)(to)

oldugunu kabul edelim.

Bu durumda

(60, ) (1), (G )(vs) (v=0,1,2,..,n-1)

oldugu kolaylikla goriilebilir. Baz1 elemanter doniistimlerden sonra yukaridaki ifadeden

(68, )(z.)=1(p), O (213:? (=) +Z: (p), & (Tflzif (=) (2.3.10)
o
ve
(P)ys@n(7) +izll Tou1) vl[% 7.1) n(Tv)]Jango)(g”n)
ot
olmak Uizere

(Gnv(/)n)(TV):(Gr(;)%)(Tv) ( vl(pn V+l + Z 6+1

elde edilir.

Diger bir deyisle I', (¢, ) kuadratik formiliin kalan terimi olmak tizere

6 ()=~ j‘”“ Yat-r,(a,)

yazilir.

Asagidaki (Gnv)(pn)( ,) ifadesi

(Gr(w)%)( ) Vl[(”n v+1 ~ Py (TV)]
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seklindedir.

Bu durumda
(Gnv¢n)(z—v)+Gr(10)((pn)Z(Gr%)gon)( ) ( nv (pn) ﬂlj.—dt Zr (pn) (2311)
ifadesi elde edilir. (2.3.1 1) esitligi kullanilarak
1ol @ (2)
o, (t,)-Re j ) gt 5 Re{(Gn 2.)(6)+(670, ) (t) -2 (p)} =0 (23.12)

denklemini yazabiliriz.

Burada( )gon)(t ) v (Gr(]z)gon)(to) ifadeleri sirastyla

(GI'(liLl)¢n ) (tv ) ; (Grgxll)ﬂ([’n ) (tv+1 )

ve
(60, ) (1), (G0 )(vs) (v=0,1,2,..,n-1)

degerleri tarafindan olusturulan lineer interpolatdrlerini gosterir.

Lemma 2.3.1. Eger (2.3.12) nin ¢6zimdi igin (pn(ro):(pn(rl):...zqon (z‘n) saglanirsa

@, (7,)=0dur.

Gr(f) ve Gr(]z) nin yapisindan dolay1 G,(]l)(gon;to) =0, Gr(lz) (p,it,)=0 esitlikleri ¢,

fonksiyonlar1 i¢in dogrudur. (2.3.12) denkleminden

| j—dt+ Rer, (¢,)=0 (2.3.13)
72'

elde edilir. Boylece ¢, (t,)=sabit olur. r,(¢,)=0 sartim saglayan fonksiyonlar i¢in

(2.3.13) denkleminden ¢, (t,)=0 bulunur. Diger taraftan h, (¢, ) ve h ;(g,) yi

sirasiyla

Pn (Tj)_¢n (TV)

B

hoy (9
el |t1 —t2 B ! ( n) (J);\\; j<n+1 |z_j —1,
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seklinde tanimlayalim.

Lemma 2.3.2.Yeteri kadar biyuk n degerleri igin

hy (¢,)=0(Inn)h,; (,) (2.3.14)
dir.

Eger L nin diizglinligii ve mall(x| pak| = O(n’l) oldugu kullanilirsa (2.3.12) den lemma

ispatlanir.

Lemma 2.3.3. Yeteri kadar buyik n degerleri igin

max|g, (t,)|=0(nIn*n)h,, (¢,) (2.3.15)

toel

dir.

(2.3.15) ifadesinin ispat1 i¢in, singiiler integral yaklasim metoduyla elde edilebilen hata

tahminlerinin [7]’dekine benzer sekilde oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun yani sira

r.(¢,) igin O(n")h, (¢p,) tahmini kolay bir sekilde bulunabilir. Biitiin bunlardan ve

(2.3.14) den ¢, € H, (¢0ztim) fonksiyonu igin
R, (2,)(t)|=0(n”In*n)h , (,)

dogrudur. Burada (R¢,)(t))=(Ke,)(t,)-2(K,@,)(t,), (2.3.4) denkleminin sag

max
toel

tarafinin yaklagiminin kalan terimidir. Boylece (2.3.12) den

(Kgn)(t) =(Ru ) ()

elde edilir.

L egrisinin yukarnidaki oOzellikleri ve (2.3.4) denkleminin c¢oziilebilirligi dikkate

alindiginda K:H, —H, operatori strekli terslenebilirdir. Bununla birlikte [26]

caligmasindan ayni sartlar altinda K operat0rii C -siirekli fonksiyonlarin uzayinda ayni
Ozelliklere sahiptir. Boylece (2.3.15) esitligi dogrudur.
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Simdi h ,(¢,) ifadesinin tahminine bakalm. (j,) dizisi n—o iken j —o
(n‘ljn - 0) olacak sekilde dogal sayilar kiimesinden bir dizi olsun. Ayrica [ € (0,1)
ve keyfi 6 € (0,1] igin

ir’Inn—0, n”j/? -0 (n>w) (2.3.16)

olsun. (2.3.15) ifadesini kullanarak, |j—v|> j, oldugunda n— oo iken

Pn (TJ)_(pn (z.)

max

“’V‘>jn

=0(j,”Inn)h,,(o,) (2.3.17)

|rj -7,

elde edilir.

li-v|<j, icin h,(¢p,) ifadesinin tahmininde j=v+A(A=24(n)), 1<A<j,

oldugunu g6z oniine almak yeterlidir.

(2.3.12) den
Py (Tv+ﬂ, ) — @, (Tv)
1 (2.3.18)
= E Re {(Gr(1\l/)+/1§0n )(Tw—/l ) - (Gr(nl/)@n )(Tv ) + (Gr(ni)-/l(Dn )(Tw—/l ) - (Gr(15)¢n )(Tv )}
elde edilir. Bu durumda p_, katsayilarinin tahmininden ve Gr(]f) ifadesinden
(Gr(151/1¢n )(Twﬂ ) - (Gr(nf)(on )(Tv) =0 (n_l) {|Tv+ﬂ+l —Tyia |ﬁ + |Tv+1 - z-v|ﬂ} hn/} ((Dn ) (2319)

= O(n_l"ﬁ)hnﬂ (gon)

oldugu gorilur, (th)gon)(fv) icin (2.3.10) ifadesindeki p_, katsayilari igin

1 v
pak = pa + po‘k

v

dOniisiimiini kullanacagiz. Burada

Tolonl

(2.3.6) ifadesindeki katsayilar ve
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dir. (an 19, )( 7,., ) igin bu déniisiimler géz 6niine alindiginda

(61n)(7.) =(Quen)(z.)+ (@) (7,) (u=vv+2)

yazilir. Burada (Qn#(pn )(r#) =(Q,¢,)(t)

4er, + (2:3.6) daki toplam olup (Q/¢p,)(z,)

(#=v,v+1) da p,, katsayilarimin p*, ile yer degistirmesiyle olusan G,(il) (z,) dan elde
edildi. [6]’da (2.3.16) sartindaki 6 nin L egrisinin Lyapunov indeksi olmast durumunda

&,y Epp = 0(N — ) iken

Re{(anM(on )(TVM ) _(anwn )(TV )} _ (l+ g, ) P (T"M)_go” (T )

St eoh, (0,)  (2.3.20)

B
|Tv+i _Tv| |T

2% _Tv|

oldugu gosterilmistir.

Diger taraftan (an o, )(r\,+ i) (an ®, )(rv ) ifadesini g6z Gnine  alahm.

(P, =P+ Psy (0<o<n-1 u=v,v+2) olmak tzere ilk tahminde

Q, [0) V+2 o (7 —o (z
Z =T,., pv+/1 s “( V+l+1) n( v+/1)+ Z (pv+ﬂ) n( 0'+1) n( v+/1)
Bz ™ vz o=V=2], Tonn ~ Tuaa
o#V+A-1
— v+2j, .
| (), AL, S () i) lo)
vil oty Z_zz:lz In o+l fv

yazilir. Burada ve ilerleyen tahminlerde L egrisinin diizglin ve bazi bitis noktalarinda

olusan kiris icin de Lnin en kiiciik yaymi gosterdigini kabul edecegiz. Ozellikle bu

anlamda o,v nin bagimsiz degisken O(n‘z) nin da bir sabit olmasi goz Oniine

alindiginda (pV)U:O(n’2)|0'—V| olur.

Boylece
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() =00 () | Z (5.) 0. (7,4)~2.(7,)

o
Tyn— 7 a:v—12jn Tonn — Ty

7,1 (py), 4

V42, |O'—V|

=|0(n*”)+0(n? h
(n )+ (n )U_V:fjn n71+ﬁ|(j+l—V|l_ﬁ nﬁ(¢n)
“lo(m)+o(n) 3 —Tln (0)=0(n*)h,(0) 30"
o+ &

=0(n " )h 4 (o))
yazilir. 7, , carpani ile alakali toplam i¢in aym1 tahminin elde edildigini asagida

gorecegiz.

Dolayisiyla,

> =0(n*’ i, () (1£2<]) (2.3.21)

olur.

Kalan toplam ise

[ P J{[m(pm)g-fv<pv>J‘”” o) el)

o=V+2j,+l  o=v-a, Tos1 ~ Tysa (2322)
+7, ( Py )G |:¢“ (TU+1) —Pn (TVM ) _ Pn (T¢7+1) — P (Tv ):| }
Tor1 ~ Ty Ton1 — Ty
seklinde yazilabilir.

a, -1 nciftise

: ~ dir.
a,; ntekise

Burada «, =[n/2] olmak tzere «,’ :{

V+A4

Toor P’ =7, P = (70 = 70) Pk (k = 0,1) oldugundan dolay1 v ve o ya gore diizgin

olarak

Z-v+/1 ( pv+l )g - Tv ( pv )0 = O(n_z)ﬂ’

oldugu goriiliir. L nin diizgiinliigiinden dolay1
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V+a, a, 1

>, =0(n*")ih,(g,) D ————=5=0(n")ih,(e,) (2.3.23)
o=v+2j,+1 a:2jn+1(0' +1—ﬂ,)
v—(2j,+1)
elde edilir. Benzer terimler ile Z icin benzer tahminler elde edilebilir.

Ayrica, (2.3.22) ifadesinde 7, carpani ile alakali toplam

Ty [ vf +V(szn:+l) ]( Py )cr {(Tvu - TV)( . (TCHl) % (T"*ﬂ)

o=V+2j,+l  o=v-q, Ton ™70y )(TO'H. —Tyia )

o (n)-0u() }

(2.3.24)

Tonn Ty

olur.

Ik olarak (7,,,—7,) carpami ile alakali toplammn tahminine bakalim. Bunun i¢in

Vta,

Z toplamini goz oniine alalim.

o=v+2j,+1

Bdylece istenilen tahmin

V+a, o — l

o(n**)ih,(e,) >,

oty (0 +1-v=2)(c+1-v-2)"

ve sonucta

V+a, 1

o )iny(a) 3 o)) @3

yazilir. (2.3.24)’de son ifade (z,,,—7,) carpani ile alakali toplami i¢in bir tahmin

belirtir. Dolayisiyla, P, =— p_+ p', (k=0,1) kullanlarak (2.3.24) deki kalan terim
T,

\

icin

wln-al] 33

o=V+2j,+l  o=v-q, Tonn ™70y

:[%(TM)_%(TV)]( Za: +v-(§n:+1> j{ Pot Poa (p), }

o=v+2j,+l  o=v-a, Tonn ™0y Ton— T

(2.3.26)

yazilir.
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Diger taraftan Sanikidze ([6]) n — o i¢in

Vta, v—(2j,+1)
( z N z )pg+po-+l_)ij dt

T o~ Ty myt—1,

o=V+2j,+l  o=v-q,

oldugunu gosterdi.

Benzer sekilde n — oo igin

v+a, v—=(2j,+) ( p)a 1 dt
[ L. ] >l

o=V+2j,+l  o=v-a, o1 Ty 740t

oldugu kolayca gosterilebilir.

Son singiiler integrallerin degerleri dikkate alindiginda, (2.3.26) esitligindeki toplam

2[(0n(Tv+l)—¢)v(2'v):|(l+8nl), £y >0 (N> o)

seklinde olur.

(2.3.19), (2.3.21), (2.3.23), (2.3.25) tahminlerini ve (2.3.16) sartlarini1 kullanarak
(Qr\mH—l(Dn)(Tv+l)_(Q:(0n)(TV)

|Tv+i

(1<a<i,)

_TV|Z
ifadesi icin bir asimptotik temsil elde edilir. Bu durumda bu A icin (2.3.18) ve (2.3.20)

ifadelerine gore

(QHVM%)(TM)—(Q,Y%)_i(lw(l))(ﬂn(TM)—%(TV) () (¢,)

Z =3 p +é&,"’h
_Tv|

A
|Tv+l |Tv+l Z-v |

bulunur. Burada &\, &) —0 (n— ) dir. Son olarak (2.3.17) den yeteri kadar buyiik

n lericin h ;(¢,)=0 ve Lemma 1.1 den ¢, (t,)=0 elde edilir.

Teorem 2.3.1. Belli bir n degerlerinden baslayarak, keyfi reel f e H, fonksiyonlari

icin (2.3.9) denklemi tek bir ¢6ziime sahiptir.

Sanikidze ([29]) nin bulgularina benzer olarak, yaklasik ¢oziimiin hata tahminlerini elde

etmemize imkan saglayarak |K.|=0(Inn) (n— o) oldugu gdsterilebilir. Ozellikle,
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eger ¢(t) fonksiyonu L nin smirinda ikinci mertebeden smnirh ve tiirevienebilirse bu

durumda H, uzayinda O(n*”In?*n) tahminine varilabilir.

2.4 Kapah Egri Uzerinde Singiler integraller icin Yaklasim Semasi-2

Tezin bu kisminda Mostefa Nadir, B. Lakehali’nin ¢alismalarindan yararlanilmigtir

[12]. Bu ¢aligmanin amaci I diizgiin bir egri t ve t, noktalart " Gzerinde noktalar

a(t),b(t),k(t,to) ve f (t) fonksiyonlar1 T" {izerinde tanimlanan fonksiyonlar olmak

Uzere

a(ty)p(ty)+ bf:;’)jf_(? dt+ [k(t.t,)p(t)dt = f (t;) (2.4.2)

seklindeki Cauchy cekirdekli singiiler integral denklemin niimerik ¢oziimii i¢in bazi

niimerik semalar1 olusturmak olacaktir.

Bu semalar olusturulurken, niimerik integrasyon operatorlerin bir dizisi tarafindan

tanimlanan Cauchy ¢ekirdekli

o212

dt, t,t,el (2.4.2)

seklindeki singiiler integral operatdriin yaklagimi i¢in kuadratik formul kullanildi.

Verilen bir go(t) yogunluk fonksiyonu i¢in bu integralin esas degerinin varligi
hususunda bilinen siireklilikten daha fazlasina ihtiya¢ vardir. Diger bir deyisle, go(t)

yogunluk fonksiyonu H ( ,u) Holder sartiz1 saglamak zorundadir. Bdylece Cauchy

cekirdekli birinci gesit singiiler integral operatdrler sifir indekse sahiptir. Ozellikle
birinci gesit bire-bir singiler integral operatrler bire-bir ve (zerine olup sinirli tersi

vardir.
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se[a,b] olmak tizere t=t(s)=x(s)+iy(s), s parametresine gére I' egrisinin
parametrik denklemi olsun. n keyfi yeteri kadar biiyiik bir dogal say1 olmak iizere [a,b]

araligini
[a,b]={a=s,<s <..<5,=b}

seklinde ntane esit alt araliga bolelim.

Bdylece

S, = a+a£,a=0,1,...n
n

icin [a,b] araligi 1_,, =[s,,s,.;] seklinde esit araliklara boliinebilir.
Bunun yan1 sira m dogal bir sayz, {Xk} da [0,1) aralifina alt artan dizinin elemanlari

olmak Uzere [s,,s, ;] alt araliklarin her biri

1Yo+l

S, =S, +hx, , hzl,k:O,l,...,m
n

noktalar1 tarafindan tekrar alt araliklara boliinebilir. Diger taraftan
t =t(s,) t, =t(s4);0=01.nk=01..m

olsun.

Farzedelim ki; o,v=0,1,...,n-1 i¢in t ve t, noktalari taf,ﬂl ve '[va+1 yaylarina ait
olsun.

o,v=0,1..,n-1 keyfisayilariicin S,

v

B (oitty) =U (pit,0)-U (o3, V) (2.4.3)

(p;t,1,) fonksiyonunu
seklinde tanimlayalim. Burada ¢ yogunluk fonksiyonu H ( ,u) sinifindan olup I egrisi

lizerinde tanimlanan bir fonksiyon ve U (¢;t,o’) da T egrisinin [t .t ,,) alt araliklari

tizerinde ¢(t) yogunluk fonksiyonun yaklagimi olmak iizere
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to + -t t_tcr

U(pt,o)=
(¢ O-) to‘(k+1) —t

o(k+1) ok ok
seklinde verilir. Eger o=V almmsa t—t,=0 olur. Bu durumda ﬂw((p;t,to)
fonksiyonu

B, (oit.ty)=U (it,0)-U (g3, 0) (2.4.4)

seklinde olur ve (t—t,) 1igerir.

Simdi
o(t,)+ L., (otty)), tett ,, tyett,
v (oitty) = ()« fn(0i8:8) ' : (2.4.5)
c=01..,n-1v=01..,n-1
fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu durumda (2.4.2) de tanimlanan
t
Flt)=— (1) g
mit-t;
singller integrali
,t,t ,t,t
J'l//av ® dt _ J'/Bcrv ® (246)
7r|

seklinde olur.

Teorem 2.4.1: T diizgiin yonlii bir egri ve ¢ de H (x) Holder kosulunu saglayan bir

yogunluk fonksiyonu olsun.

Bu durumda

Cln(mn) C

|F<to>—s<qo;to>|smax[—y,_J, (1)

()

saglanir. Burada C sabiti sadece T" egrisine baghdir.

ve et t

Ispat: Herhangi tett , o (o #V) icin
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_ — ot )+ —— ot (2.4.7)
{ta(k+l)tak ( k) ta(k+l)_t ( ( l))

t

t

yazilir.

Eger o=V ise

o(t) V.. (2itt)=0(t) -0 (t)

t—t (2.4.8)
_m(w(to(k+l))_¢(tak))
oldugu kolayca goriiliir. Boylece (2.4.7) ve (2.4.8) ifadelerinden
— . n-1 —
i_jco(t) Vo (9315) LS {(o(t) o(t)
7l 1 t—t, o0 i, t—t,
Lo 1 t—t
o(k+1) o
{ta(kﬂ.) _tO'k ¢(to-k ) " tcr(k+l) _ktO'k ¢(ta(k+l)) (249)

L) 1 t —t 1

v(k+1) 0 0 vk

- ¢(tvk ) - 4 tv + } dt
t(k+l) _tk tv(k+1) _tvk ( ( 1)) t_tO

bulunur.

(2.4.9) ifadesinin tahmini t, et t_, ve o=V i¢in

o+l

S50

Loy — 1 t—t Inmn
cr(k+l) o _
_{t —t (o(tO'k)-i_t _kt (o(ta(k+1)) _O(mynyj

o(k+1) ok

ok+1

_to

Ler t, —t 1
_L(D(tvk ) _&(P(tv(km )} _} dt

tv(k+l) - tvk tv(k+1) - tvk t— tO

seklinde olur. Yukaridaki tahmin H ( ,u) Holder uzayinin bir elemani olan ¢ yogunluk

fonksiyonu yardimiyla elde edilir. Bunun yani sira
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1 & dt ‘ Inmn
max O( - #) _[ =0 -~
toetytyg mon 0 k=0t t_tO m n

oldugunu gérmek kolaydir.

Ayrica,c =V , peH ( ,u) ve I' nin diizgiin egri olmas1 durumunda

< AT|S—SO|"_l ds=0(n")

Oy

f ool

elde edilir.

2.5 Kapah Egri Uzerinde Singiiler integraller icin Yaklasim Semasi-3

Bu calismada par¢ali diizgiin bir integrasyon yolu {iizerinde bir singuler integral
denklemin yaklasik ¢o6zUmU icin bir yontem verilirken Mostefa Nadir ve D.Jemal
Antidze’nin ¢aligsmalarindan yararlanildi [9]. Bir sonlu aralik {izerinde, 6zellikle [-1,1]
araligy iizerinde Cauchy SID i ¢6zmek igin bir ¢ok ¢alisma niimerik ¢dziim kullanilarak
yapilmigtir. Cauchy tipli singiiler integral denklemler elastik teorisinde airodinamikler,
elektrodinamikler, teknoloji ve fen bilimlerinin diger dallarindaki problemleri ¢6zmede
sik sik kullanilir. Ayn1 zamanda matematiksel fizikte sinir deger problemlerin genis bir

sinifinin ¢ozimi

F(t,)=a(t,)o(t,)+ b(t?)lf_(tt: d, +%rk(t,t0)(p(t)dt (25.1)

seklindeki singiiler integral denklemlere indirgenebilir. Burada I, herhangi pargali
diizgiin bir egri ([9]), t, ve t noktalar1 " egrisi lizerinde noktalar, a(t),b(t) ve k (t,to)
fonksiyonlart H (a),0<a <1 Holder sartin1 saglayan I'" ilizerinde tanimli bilinen
fonksiyonlardir. Ayrica, ' Uzerindeki her yerde a’(t)—b®(t)#0 dir. Bilindigi gibi

yukaridaki (2.5.1) denkleminin esas kisminn integrali H, (F) Holder sartini saglayan
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biitiin ¢ yogunluk fonksiyonlari i¢in vardir. Ayn1 zamanda bu integral biitiin ¢ € L? (F)

fonksiyonlar1 i¢in de vardir.

Bu c¢alismada Sandikidze ([8]) tarafindan one siiriilen Cauchy tipli singiiler integral

denklemlerin degerlendirilmesi i¢in kuadratik formiiliin sekli verilmistir. Bu kuadratik

formul (p(x) yogunluk fonksiyonunun klasik Langrance interpolasyonu iizerinde insa

edilir.

Cauchy singiler integral denklemi numerik olarak ¢6zmek igin uygun bir kuadratik
formil kullandiktan sonra Lineer cebirsel denklemler sistemine indirgenebilen bir

yontem verecegiz.

Asagida ([8])
~ 'S t_to
¢(t) l//av (t)_q)(tO)—'— Iak (t)Q(tak)t t
- o e (2.5.2)
+z Iak (t) A/ (tO) — ! te Z-o—z-a+l’ t0 ce TvTv+l
k=0 t0 Lok

ifadesindeki yogunluk go(t) fonksiyonu icin y_, (t) yaklagimini tanimlayalim.

Burada
t m-1
|« (t) - (t—t (:))(a))’(t k) ’ a)(t) - L1 (t_tak)
ve
S o(ty)
A\/ (to) - o (to _th)a)r(th ) Q(tvk)
seklindedir.

Yogunluk  ¢(t) fonksiyonunun ve Kk(t,t)) ¢ekirdeginin klasik Langrance

interpolasyonunu kullanarak singiiler integral denklemin diizgiin kismi
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)0t g (2.5.3)

i_jk(t,to)(p(t)dt 1S [ 3 a’(tt)kitg

iy

seklinde verilecektir.

(2.5.3) iin sag tarafi

(24

Tj tw (tt dt

ok =

7Z'|CO

ToTon

olmak Uzere «_, 'nin ve k(t,t,)¢(t) fonksiyon carpiminin ortak bir ifadesiyle temsil

edilebilir. Boylece

= k(tt)e(t)dt= D > a k(t, t)e(t,) (25.4)

yazilir.

(2.5.2) yaklagim formullinli goz 6niine alinarak (2.5.1) SID in karakteristik kisminin

singller integrali

i' ¢(t) d 1 J'l//o-v ((D!t!t )dt
mit=t, 7l s t-t,
1 (¥ o) Al E_ o)  et)
= t +— — 2 dt
(0( O) 7l U_O(T;.‘lk_o (t_tak)a)l(t ) t _t Ta;[+1kz_()(t_tak)a)l(to'k) tO_tO'k
seklinde yazilir.

o #V i¢in yukaridaki ifadeden

%lwdt =p(t))+ nl[’“ (A, () -0 (t))

t— to o=0

n-1|( m-1 m-1
a ot
=@ t0)+ ok % ( 0)
o=0( k=0 to - to‘k p=0 vp
t

ve o =V icin kolayca gorulur ki

i{zl agtk [mzl(tota:()tow)'(tv )(p(tvp)(p(tak)n (2.5.5)

o=0{ k=0 to L%k | p=0
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ifadesi

n-1| m-1 m-1 a)(t)
Z Yok Z ~ ot )—o(ty)
e PR T A e

seklinde olur.

Sonolarak o,v=0,1,..,n-1vei=0,1,..,m-1icin (2.5.5) ifadesi

n-1 E (05 mz—l j—O,J¢|(tai_tUj) ¢(t )—(D(t )
; o ok
A Gt g (i )o ()

m-1

seklinde yazilir.

Teorem 2.5.1: Keyfi bir ¢ € H («) fonksiyonu igin

a

L (t)dt—i_j‘//‘”‘”((p;t’t")dt <Cylnn (n>1)
mit—t, my -

0
tahmini dogrudur. Burada C_ sabiti sadece I'" egrisine ve ¢ fonksiyonunun Holder

sabitine baglidir.

Bu yaklasimin ([34,35]) insaasinda kullanilan alt araliklardaki noktalar sistemine gore

(2.5.1) singuler integral denklemi

seklinde yazilabilir.

Ayni zamanda
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olmak Uzere

ifadesini yazabiliriz.

Diger taraftan t, noktasi z, ver,,, arasindaki alt araliklarin 7, noktalar sistemiyle yer

degistirilirse

ol(t, B il
o o) ) o) frektett)
p=i,a(ty; )20

o=0| k=0
k=i
m-1 ( )
t . —t
m_lb(tal)ao-k = j=0, j=i 7 )
+ t t
% tm t"k p—OZ: (tal tap)a) (tap)¢( Gp) gp( f’k)
1# p=k, p=i
elde edilir.
Buna gC')re
Q(m,n,o,v)
1 nl| m- n—lm—1a{|k VI)
Ta(t,)+b(t,) bt - ko Kt t,
a(tvl)+b( Vi GZ(;) {(ZOEV VI Z::?ZO:‘ t _t tvi to-k aO’k (o‘k )
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olmak Uizere

g (tvi ) = Q)(tvi)+Q(k1 m, n,O',V)(D(tUk),
o,v=01..n-1vek=0,1..m-1

bilinmeyenlerinden olusan mxn tipli Lineer cebirsel denklemler sistemi elde edilir.
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3.BOLUM
SINGULER INTEGRAL DENKLEMLER IiCiN BAZI NUMERIiK SONUCLAR

3.1.Kapah Arahk Uzerinde Tammh Singiiler integral Denklemler icin Baz

NuUmerik Sonuglar

2.1 de yapilan caligmada K, (X,t) =1lve K (X,t) =0 olmast durumunda (2.1.1) Cauchy

SID in yaklasik ¢dziimii ele alindu.

Singuler integral denklemin
1
t
jf’L)dh f(x), ~1<x<1 (3.1.1)
—X
-1

seklinde oldugu verildi. (3.1.1) denkleminin tim analitik ¢ozimleri dort durumda

incelendi.

Y, (i=12,3,4) bilinmeyen katsayilart igin (2.1.15)-(2.1.18) sistemi ¢dziilip ve bu

degerler (2.1.9) da yerine yazilarak (3.1.1) denkleminin
() =W ()Y A6 (x), (j=12.34) (3.12)
i=0

seklindeki yaklasik ¢coziimleri elde edildi.

Sonug 3.1.1. Eger (3.1.1) denkleminde f (X) bir lineer fonksiyon olarak alinirsa bu

durumda (3.1.2) yaklasik ¢oziimii tamdir.

Ispat. (3.1.1) denkleminde, a ve b bilinmeyen sabitler olmak tizere f (x)
f(x)=ax+b, (-1<x<1) (3.1.3)

seklinde bir lineer fonksiyon olsun. (3.1.3) de tanimlanan fonksiyon yerine yazilirsa

Zn:ﬂi“)yi“) (x)=ax+b, (j=1234) (3.1.4)
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elde edilir. Bu durumda asagida verilen tablodaki sonuglar verilebilir.

i=0 i=1 i=2 i=3
e 0 T 27X (4% 1)
1 X —r(2x*-1)  -z(4xX’-3x)  -7z(8x'-8x*+1)
7 4 z(2x+1)  z(4x’+2x-1) 7 (8x*+4x’4x-1)
o d —7(2x-1)  —z(4xX-2x-1) -7z(8x*—4x’ —4x+1)
Tablo 3.1.1

Bilinmeyen ,Bi“) katsayilari, (2.1.15)-(2.1.18) deki denklem sistemini ¢6zmeden de
bulunabilir. Bunun vyerine, (3.1.4) Un her iki tarafindaki X lerin aym1 kuvvetten
terimlerinin katsayilar1 karsilastirilarak ﬁi(j) katsayilar1 bulunabilir. Elde edilen ,Bi(j)
katsayilar1 (3.1.1) denkleminin ¢, (x) yaklasik ¢6ziimiinii vermesi i¢in (2.1.9) da yerine

yazilir.

Bunu Durum (I1) i¢in n=3 segerek yapalim. (2.1.6) dan dolay1 (3.1.4) deki b sabiti

sifir olmalidir.

Bdylece
| A2 (0)+ B (x)+ B (x)+ B (x) | = ax (3.15)
elde edilir. Tablo 3.1.1 den (3.1.5) denklemi
- [ Bx+ B (2xF 1)+ B (4x° - 3x) + B (8 —8X? +1)] —ax (3.1.6)

seklinde olur.

Bu durumda
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~47B% =0,
-8749 =0
bulunur.
Boylece
A2 -2 LY =0, i=1223. (3.1.7)
T

elde edilir. (2.1.9) ifadesinde (3.1.7) degerleri yerine yazilirsa

(3.1.8)

seklindeki yaklasik ¢coziim elde edilir. Bu ¢6ziim ayn1 zamanda (2.1.5) tarafindan elde

edilen tam ¢6zumdar.

Durum (1) icin n =3 secerek, Tablo 3.1.1 den (3.1.4) denklemi
ﬁ[ﬂf) + B (2x+1)+ B (4x* + 2x-1)+ B (8x° + 4 —4x—1)] —ax+b  (3.1.9)
seklinde olur. Boylece

7| B0+ B0 - B0 - B | =b,

7280 +28 -4 | =a,

az| B+ B ]=0,

878 =0

bulunur. Buradan

By = , ﬁf):zi, p¥=0,i1=23 (3.1.10)
ya

elde edilir. (2.1.9) ifadesinde (3.1.10) degerleri yerine yazilirsa

%(X)=% i—i[a(x—lﬁb] (3.1.11)
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seklindeki yaklagik ¢6ziim elde edilir. Bu ¢oziim ayni zamanda (2.1.7) tarafindan elde

edilen tam ¢O6zumle gakisir.

Durum (II) ve Durum (III) i¢in sunulan bu islemlerin benzeri Durum (I) ve Durum (IV)

icinde yapilabilir.

Bu kisimda

h gﬂ(t) 4 3 2
Jt—xdt:x +5x° +2x* +x—-(11/8), -1<x<1 (3.1.12)
v

seklindeki singiiler integral denklemi goz oniine alalim. (2.1.3)-(2.1.8) ifadeleri
kullanilarak (3.1.12) denkleminin

Durum(l): o(t) = t5+5t“+§(t3—t2)—§t—g (3.1.13)
1t 2 2 8
. 1 2|43 mg2 04 1
Durum(I): p(t)=—=+1-t [t +5t +§t+ﬂ (3.1.14)
T
1 1+t 5 7
Durum(l): p(t)==,|— | t* +4t> - =t* +t —— 3.1.15
(:p() =2 (1 v ear -2 (3115
1 1-t 15 7
Durum(IV): o(t)=—=, [—| t* +6t° + —t* + 6t + — 3.1.16
(V:o(t) =~ 1+t{ 2 2} (3.1.16)

tam ¢Oozumleri elde edilir. (3.1.12) denkleminin yaklasik ¢6ziimlerinin hatalar1 asagidaki

tablolarda verilmistir.

n=20
X Error
-0.950 8.881784197001252E-016
-0.900 -6.661338147750939E-016
-0.700 7.494005416219807E-016
-0.500 -5.551115123125783E-016
-0.300 4.163336342344337E-016
-0.100 -3.330669073875470E-016
0.000 1.665334536937735E-016
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0.100

5.551115123125783E-016

0.300 0.00000000000000E+000
0.500 -7.771561172376096E-016
0.700 0.000000000000000E+000
0.900 9.436895709313831E-016
0.950 8.881784197001252E-016
Tablo 3.1.2
n=20
X Error
-0.950 1.665334536937735E-016
-0.900 3.330669073875470E-016
-0.700 1.776356839400250E-015
-0.500 -5.551115123125783E-016
-0.300 2.220446049250313E-016
-0.100 2.220446049250313E-016
0.000 6.661338147750939E-016
0.100 0.000000000000000E+000
0.300 6.661338147750939E-016
0.500 8.881784197001252E-016
0.700 0.000000000000000E+000
0.900 2.220446049250313E-016
0.950 4.440892098500626E-016
Tablo 3.1.3
n=20
X Error
-0.950 5.551115123125783E-016
-0.900 7.771561172376096E-016
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-0.700

2.220446049250313E-016

-0.500 0.000000000000000E+000
-0.300 -1.110223024625157E-016
-0.100 -8.881784197001252E-016
0.000 -4.440892098500626E-016
0.100 0.000000000000000E+000
0.300 0.000000000000000E+000
0.500 -6.661338147750939E-016
0.700 -2.220446049250313E-016
0.900 1.110223024625157E-015
0.950 -6.661338147750939E-016
Tablo 3.1.4
n=20
X Error
-0.950 3.053113317719180E-015
-0.900 3.219646771412954E-015
-0.700 3.330669073875470E-016
-0.500 -2.220446049250313E-016
-0.300 1.443289932012704E-015
-0.100 6.661338147750939E-016
0.000 6.661338147750939E-016
0.100 2.220446049250313E-016
0.300 2.220446049250313E-016
0.500 4.440892098500626E-016
0.700 4.440892098500626E-016
0.900 -8.881784197001252E-016
0.950 -2.220446049250313E-016
Tablo 3.1.5

58



Simdi de 2.2 de yapilan ¢alismada sonlu bir aralikta Cauchy c¢ekirdekli birinci cesit

singller integral denklemler

j.(p(t)[ko(t, X)+k(t, x)]dt = f (x), -1<x<1 (3.1.17)

-1
genel denklemi ile verildi. Burada
IZ(t,x

Ko (t,X) = t_x), (k(t.t)=0) (3.1.18)

olup k ve k fonksiyonlari iki degiskenli (tvex) dizgin Kkaresi integrallenebilir

fonksiyonlar ve k, ¢ekirdegi de Cauchy tipli singiilerligi igeren bir fonksiyondur.

(3.1.17) seklindeki en basit integral denklem Iz(t, x)=1vek(t,x)=0 olmas: durumunda

([6.33])
jf_LtZdt = () (3.1.19)

seklinde oldugu ve burada (3.1.17) denkleminin dort tane Onemli durumu

IZ(t, x)=1ve k(t,x) =0 icin incelendi.

(2.2.3) basit denklemi icin ilk olarak f (x)fonksiyonunu b, ve b, bilinen sabitler olmak
uzere

f(x)=b,+bx, (-1<x<1) (3.1.20)
seklinde birinci dereceden bir polinom olarak secelim. Dolayisiyla (2.2.8) ¢6zumin
varlig1 i¢in, géz Oniine alindiginda Hal (IV) i¢in by =0 olmal1 diger Hal (I), (II), (III)
b, #0 olabilir. Bu durumda (2.2.3) denklemi icin (2.2.12)-(2.2.15) ve (2.2.19)

yardimiyla ve

k(t,x)=1ve k(t,x)=0 (3.1.21)
alinarak (Gakhov’un kitabindaki [ 26] standart bir yel integralini kullanarak)
) 1 -1/2
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elde edilir (PP[V (x)], biiyiik x igin V (x)in esas kismim temsil ediyor). Ayrica

(2.2.16) denklemi

>l (x)=hy +bx, (r=1234) (3.1.23)
j=0
seklindeki basit polinom esitligine indirgenir. Boylece (3.1.23) denkleminin her iki
tarafindaki X in kuvvetlerinin ayn1 oldugu katsayilarini esitleyerek Cgr) bilinmeyen

sabitler bulunabilir. Dolayisiyla bu basit durum icin (2.2.17) denklemler sistemini

cozmeye gerek yoktur. j nin degerlerine gore kolaylikla

j=0 j=1 j=2 j=3
@ 0 T X
Uj r 1+x2j
2
- _
UEZ) 72.(1 X) 7[(__4_)(_)(2} P 1——+X2—X3j
2 (3.1.24)
1+x il 2 X 213
uES) ju 7(1+Xx) ”( +X+Xj | S5 tX +Xj
- 1
(4) TX __X2
Ui 72'(2 j ”(g_xgj 7 1+X—2—X4
8 2

elde edilir. Boylece cgr) sabitleri kolayca belirlenebilir ve bilinmeyen f(x)

fonksiyonunun son hali (2.2.4)-(2.2.7) ifadelerinden bulunabilir.

Ormegin r =4 olmas1 durumunda (3.1.23) denkleminden

et Ml (%) + e u® (%) + Sl (x) +... = b, +byx

et (~zx)+c |:—7Z'(X2 —%ﬂ +cb |:—7Z'(X3 —%ﬂ +...=Db, +bx

veya
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yazilir. Son denklemde ayn1 dereceden X lerin katsayilari karsilastirilirsa ve (2.2.8) de

hesaba katarak

elde edilir. Buradan j=0,12,.. icin c!¥=0ve c(()“)=—ﬁ bulunur. Bu durumda
T

(2.2.9),(2.2.10) ve 4,(x)=1-x"icin f(x) fonksiyonu

¢(X)=—b1@

seklinde olur. Bu da ayn1 zamanda (3.1.20) de verilen g (X) icin (2.2.7) tarafindan elde

edilen kesin bir degerdir.

Ikinci basit bir 6rnek olarak

1 ———+t+x p(t)dt=f(t), -l<x<1 (3.1.25)
(t)dt=1f(t)

denklemini gz Oniine alalim. Bu denklemden IZ(t,x):l ve k(t,x)=t+x yazilir

Boylece j=0,12,... igin

t ()
(N — r
}/. = _—
’ ia—ﬁfz
) 0T (t
Aﬁfﬁ&=f ()m

° (1_t2)1/2
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elde edilir. Ozel durumda r =1 alalim. Bu durumda

(1-12)"
olur. Ozellikle
W= r=0,
=" =0 (3.1.26)
79=%§,
ve

1
ul! =%, uf = E(Xz +Ej,

bulunur. Ayrica (2.1.1) kullanilarak r =1 igin
o =uPx +xp + 0, (51=01,23,..)

elde edilir. Ozel olarak j=0,1,2,3 igin

o) =% +x75) + 77, (3.1.27)

@?=ﬂ(ﬁ+%)+mﬁ”+ﬁﬂ

veya (3.1.26)’da kullanilirsa

a(()%l) =X,
o _ 3z
(04 A
1,1 2
(l) _ 37[ (3.1.28)
Oy =5
2X,

yazilir. Son olarak n=3 secerek Hal (I) ve r=1 icin (2.2.17) sistemini ¢ctzmek

istiyoruz. Bunun igin
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c(jl)af) =f, (1=0123) (3.1.29)

3
j=0

sistemini ¢ozmemiz gerekir. Ozel olarak f (x)=1 alalim. Boylece (3.1.25) denklemini

Hy V& L4
1 1
o ==[tp(t)dt, w=—[p(t)dt (3.1.30)
-1 -1
olmak Uzere
1
[ ‘”t(t)ft = (L+ 11y )+ X (3.1.31)
-1 -

seklinde olur. Hal (1) de (2.2.4) ifadesini kullanarak ve (3.1.30) 6zel sartlar1 yardimiyla
(3.1.31) denklemini kolayca ¢ozebiliriz. Bu durumda go(x) fonksiyonu B, keyfi bir

sabit olmak Uzere

gp(x):(l_'i#Jr%[x— By7x’ | (3.1.32)

seklinde bulunur. Ayni1 zamanda |1 =0,1,2,3 i¢in f, =1 ve (3.1.29) denklemler sistemini

kullanarak x, nin (-1<x <1) herhangi dort degeri i¢in B, keyfi bir sabit olmak tizere

)-8, o =L -2 v -0 3129

elde edilir. Son olarak Hal (I) de (2.2.4) ifadesinde (3.1.33) sabitleri kullanilarak (yani
r =1 icin) (3.1.32) ¢dzimdi elde edilir. Bu da 6zel olarak ¢(x)=1 olmast durumunda

(3.2.8) denklemi icin kesin bir ¢ozumdar.
3.2 Kapah Egri Uzerinde Singiiler Integral Denklemler icin Niimerik Sonugclar

Bu bolimdeki numerik hesaplamalarin birgogu 2.3 deki sema kullanilarak konform
dontigiimler yapilmistir. Testlerde n degerlerinin artmastyla olduk¢a hizli bir yakinsama
ve yiiksek bir dogruluk oldugu gériilmiistiir. Ornek olarak parametrik denklemleri

x = p(+m)cosd, x=pl-m)sind (0<H<2r)
seklinde verilen bir elipsin digin1 bir diskin disina doniistiiren bir doniisiim verilebilir.

Hesaplamalar p ve m nin farkli bircok degerleri i¢in yapildi. Elde edilen sonuglar

63



bilinen test fonksiyonunun degerleriyle karsilastirildi. G6z 6niine alinan semanin basit
yapisi, bolgenin smirinin testi yapilmis bir sinir olmasi durumunda onun gerceklik

oranini belirler.

Ornek 3.2.1. D™ nin smin asagidaki sekilde verilen bir egri olsun. Niimerik sonuglar

Tablo 3.2.1 de verildi. Smirda test igin dort z noktasi alindi. n diigiimlerin sayisi,
¢ =w(z) doniisiimii D™ yi birim diskin digina doniistliren konform bir doniisiim ve |§ |
da donilistim noktalarinin orijinden olan mesafesi olsun. Bu durumda herhangi bir test

fonksiyonunu kullanamayiz fakat son kolon D™ nin sinirinin birim ¢ember iizerine belli
bir hatayla doniistiirildiigiind gosterir. Sinirdaki diiglimler ve test noktalar1 Matlab

programi yardimiyla segilir.

Sekil 3.2.1

Z n ¢ |§|

4.27219 + 0.850571i 100 | 0.96009+0.28074 1.00029
200 | 0.95994+0.28043 1.00006
400 | 0.95991+0.28037 1.00001
-0.40995+4.20951 i 100 | -0.18986+0.98204 1.00022
200 | -0.18990+0.98185 1.00005
400 | -0.18992+0.98181 1.00001
-4.06886-0.525391 100 | -0.98020-0.19925 1.00025
200 | -0.98000-0.19925 1.00005
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400 | -0.97996-0.19927 1.00001

0.68121-4.17829i 100 | 0.20001-0.98003 1.00024

200 | 0.20012-0.97982 1.00005

400 | 0.200018-0.97877 1.00001
Tablo 3.2.1

Burada 2.4 deki yaklasimlari kullanarak, singller integraller icin algoritmalar

uygulandi. Bunun sonucunda hesaplamalarin dogrulugu ile alakali sonuglar verildi.

Tablolarda | ile singiiler integralin esas degerini ve I ile de interpolasyon degerleri

noktalarindaki yaklagim tarafindan iiretilen yaklasik hesaplama gosterilir.

Ornek 3.2.2. T birim gember ve go(t):% olmak tizere

|=F(t0)=i.j¢(t)dt=ij L

miit—t,  miyt(t-ty)

singller integralini gbz oniine alalim. Bu durumda farkli normlarda asagidaki tablo

ortaya cikar:

S B -] -]
1 2 )

10 |3 4.7835599E-03 4.7812131E-03 4.3059266E-03
10 |4 2.8606000E-03 2.4213300E-03 2.2799596E-03
10 |5 1.8950893E-03 1.5464505E-03 1.4939693E-03

Ornek 3.2.3. T birim gember ve q)(t):slnt:—cost olmak tizere

I:F(to):i_ (p(t)dt=i_J.Slnt+COStdt
migt—t, miy t(t-ty)

singller integralini gbz oniine alalim. Bu durumda farkli normlarda asagidaki tablo

ortaya cikar:

65



Jr=1], -1
© 1

-1l
2

4.6366839E-03

4.0219417E-03

3.5962313E-03

3.8213600E-03

3.2955576E-03

3.0960667E-03

10 |3
10 |4
10 |5

1.8740431E-03

1.4832552E-03

1.3956153E-03

Bu bolimde 2.5 deki yaklagimin niimerik ve programlama ile ilgili sonuglar1 verilmistir.
Ayni zamanda yaklasim integralinin hata tahmini elde edilmistir. Bunlarin yani sira

yaklasik ¢coziimlerin bir tam ¢oziime noktasal yakinsamasi elde edilmistir.

Butln durumlarda T" egrisi olarak birim ¢emberi ve sag tarafi da tam ¢oziimiiniin

oldugu bir f(t) fonksiyonu olarak secelim. Bu tam ¢dziim kullandigimiz metottan

dogru bir sekilde elde edilen niimerik ¢oziimii gdstermek amaciyla kullanilda.

Cauchy SID’i ¢oézmek icin [34]’de kullanilan algoritmalar kullamldi. Ayrica niimerik
sonuglardaki hesaplamalarin dogruluguyla alakali sonuglar verildi. Kullanilan yaklagim
tarafindan verilen cebirsel denklemler sisteminin matrisinin terslenebilir oldugu kolayca

goraldr ([34,35]’den bu durum dogrulanabilir).

Her tabloda ¢ Cauchy Esas Degerinin varligi durumunda verilen tam ¢oziimii temsil
eder. ¢ ’da interpolasyonda karsilig1 olan noktalarda yaklasim tarafindan olusturulan

yaklasik ¢oziimii gosterir ([36]).

Ornek 3.2.4.
Bu 6rnekte

O e [ LE

duzgin (regular ) kismi olmaksizin en kolay tipli singiiler integral denklemini g6z

oniine alalim. Burada f (t,) fonksiyonu ¢(t) ¢6ziminin
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| —2t7 +8t+12
4t(t*-t-6)

o(t)

seklinde verilmesi durumunda se¢ilir. Bu durumda asagidaki tablo elde edilir.

nvem

o ~2l, ol |9l
10ve 4 1.6154085 E-03 7.0876902 E-04 4.3220818 E-04
10ve 3 8.2964720 E-03 3.5810359 E-03 2.0005703 E-03
e -2, o~ =9l
9ve4 2.6929409 E-03 1.1711853 E-03 7.0869923 E-04
9ve3 1.2383505 E-02 5.3870520 E-03 3.0545730 E-03
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4. ARASTIRMA BULGUARI

Tez ¢alismasinda kapali aralik ve kapali egri iizerinde taniml1 integrallerin yaklagimi ve

singiiler integral denklemlerin yaklagik ¢6ziimii {lizerine bazi teoremler verildi ve

ispatlandi.
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5.SONUC

Bu tez ¢alismasinda bazi sinif singiiler integral denklemlerin yaklagik ¢6ziimii i¢in birkag

yontem verildi.
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