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OZET

Bu ¢alismada ‘“ Centro-Polyhedral Gruplarda Jacobsthal ve Pell Dizilerinin Orbitlerinin

Uzunluklar1’’ tizerinde duruldu.

Calismanin 2. boliimiinde iizerinde ¢alisilacak gruplar ve lineer indirgemeli diziler tanitildi.
Ayrica 2. ve 3. bolumlerde, gerek lizerinde ¢alisilacak lineer indirgemeli dizilerin fakli
gruplara uygulamalar1 gerekse tizerinde c¢aligilacak gruplara taginmis farkli lineer indirgemeli

diziler hakkinda genis bilgi verildi.

Calismanin 4. boliimiinde ise Centro-Polyhedral gruplarda genellestirilmis k —mertebeden

Jacobsthal ve Pell dizilerinin periyotlarinin uzunluklari hesaplandi.

2015, 85 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Jacosthal dizisi, Pell dizisi, centro-polyhedral grup, orbit, periyot.



ABSTRACT

In this study, “Lenghts of the orbits of Pell and generalized order—k Jacobsthal

sequences in Centro-Polyhedral groups” have been emphasized.

Also, at the 2. section of this study have been introduced basic information about
lineer recurrence sequences and groups which are been studied in thesis. Afterwards
applications of this lineer recurrence sequences in distinct groups have been emphasized.
Later, at the 3. section have been given deteiled infotmation about distinct lineer recurrence

sequences moved to groups which are been studied in thesis.

Furthermore, in section 4 of this study, the Pell length, generalized order —k Jacobsthal

length of orbits of the Centro- Polyhedral groups have been obtained.

2015, 85 Pages

Key Words: The Jacbsthal sequence, The Pell sequence, centro-polyhedral group, orbit,

period.
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1. GIRIS

Lineer indirgemeli diziler; fizik ve bilgisayar bilimlerinden giizel sanatlara kadar

bir¢ok alandaki modern ¢aligmalarda karsimiza ¢ikmaktadir [2 —4,27,31,36 - 40] .

Gruplarda lineer indirgemeli diziler ilk olarak Wall [42] tarafindan ¢alisilmustir.

Wall, bu ¢alismasinda devirli gruplarda klasik Fibanocci dizilerini incelemistir. Daha
sonra yapilan bir ¢cok ¢aligmada, konsept bazi lineer indirgemeli dizilerin grup ailelerin-

de incelenmesi olarak genisletilmistir.

Deveci ve Karaduman ve Saglam,[20] deki ¢alismalarinda bazi gruplarda

Jacobsthal dizisini incelemis ve Jacobsthal orbitini tanimlamislardir. Ayrica Deveci,

tanimlamisglardir.

Deveci ve Karaduman, [14] deki galismalarinda gruplarda m modiiliine gore

genellestirilmis k —mertebeden Pell dizilerini incelemisler ve k —gerenli gruplar igin

genellestirilmis k —basamak Pell orbitini tanimlamislardir.

Bu caligmanin 2. bdliimiinde {izerinde ¢alisilacak gruplar ve lineer indirgemeli
diziler tanitildi. Ayrica 2. ve 3. bolimlerde, gerek tizerinde ¢alisilacak lineer indirgemeli
dizilerin fakli gruplara uygulamalar1 gerekse iizerinde ¢alisilacak gruplara taginmis fark-

11 lineer indirgemeli diziler hakkinda genis bilgi verildi.

Bu ¢alismanin 4. boliimiinde ise Centro-Polyhedral gruplarda genellestirilmis

k —mertebeden Jacobsthal ve Pell orbitlerinin uzunluklari hesaplandi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Grup Takdimleri

Tamim 2.1.1: A bos olmayan bir kiime olmak iizere,

*: AxA—> A

[T3OR L)
k

doniistimiine A {izerinde bir ikili islem denir. Eger , A lizerinde bir ikili islem ise,

(A *) ifadesine A da bir cebirsel yap1 denir (Tasg: 2010).

Tamim 2.1.2: “*”, A kiimesi lizerinde bir ikili islem olsun. Buna gore;
i.Vae A igin,
e *a=a
olacak sekilde e € A varsa, € ’e A kiimesinin “*” islemine gore sol birim (6zdes)
elemani denir.
ii. Vae A i¢in,
axe,=a
olacak sekilde e, € A varsa, €,’ye A kiimesinin “*” iglemine gore sag birim (6zdes)
elemant denir.
iii. e =e, =e ise yani Vae A igin,
axe=e*a=a
ise 0 zaman e e A varsa, e’ye “*” islemine gore A’ nin birim (6zdes) elemani denir.
iv. Va,b,c e A ig¢in,
ax(bxc)=(a*b)*c
ise 0 zaman “*” igslemine gore birlesmelidir (Assosyatif ) denir.
V. Va,b € A igin,
axb=Dbx*a
ise 0 zaman “*” islemine ya da (A, *) cebirsel yapisina degismelidir (Komutatif,

Abelyan) denir.



vi. Va e A i¢in,

axa'=e
(burada e, (A,*) cebirsel yapisinin birimidir) olacak sekilde a'e A varsa a' elemani-
na a’ nin sag tersi, benzer sekilde

a"~a=e
olacak sekilde a" e A varsa a"elemanina da a’ nin sol tersi denir. Eger a'=a"
ise yani a e Aigin,

a*a =a'‘*a=e

ise a"€A’ya a’ nn tersi denir (Tasg1 2010).

Tanmm 2.1.3: Bir A= < kiime ve bu kiime tizerinde bir ikili islem ““#”* olsun. Buna

gore asagidaki sartlar saglanirsa (A, *) cebirsel yapisina bir yar1 grup denir;
I. Va,be Aicin a=xbe A (kapalilik sart1)

ii. va,b,ce A igin ax*(b=* C) =(axb)=c (birlesme dzelligi) (Tag¢1 2010).

Tamm 2.1.4: Bir G # & kiimesinde bir *“ **” ikili islemi asagidaki kurallar1 sagliyorsa,

G ’ ye bir grup denir;

i. Va,b,ceG i¢in a*(b*c)=(a*b)*c asosyatif kural verilir.
ii. VaeG i¢in a*e=e+*a=a olacak sekilde bir e € G vardir. e elemanina
G ’nin birim elemani denir.
iii. vaeG icin a*xa'=a**a=e olacak sekilde bir a'eG vardir. a'eG

elemanina a nin inversi (tersi) denir.

Ornek 2.1.1: Z tamsayilar kiimesi, Q rasyonel sayilar kiimesi, R reel sayilar kiimesi

ve C kompleks sayilar kiimesi toplama islemine gore bir degismeli gruptur.



Ornek 2.1.2: Q" =Q-{0},R* =R—{0},C" =C—{0} olmak iizere bu kiimeler ¢arpma

islemine gore birer degismeli gruptur. Burada hemen belirtelim ki 7Z tamsayilar kiimesi
carpma islemine gore bir grup olmaz. Cilinkii her elemanin tersi yoktur. S6zgelimi;

2 € Zigin

olup,
ez
2

grup tanimindaki ters eleman sart1 saglamadigindan grup olmaz.

Tamm 2.1.5: (G,*) bir grup ve &= H <G bir alt kiime olsun. H,G * de tanimlanan
ikili isleme gore bir grup teskil ederse yani (H ,*) cebirsel yapis1 bir grup ise o takdirde

(H,*)’a, (G,*) grubunun bir alt grubu denir ve H <G ile gésterilir (Tag¢1 2010).

Tamm 2.1.6: H={e} ve H=G alt kiimeleri daima G grubunun alt gruplaridir.

H = {e} alt grubuna agikar alt grup ve G ’den farkli her H alt grubuna da 6z alt grup

denir. Eger H, G’ nin bir 6z alt grubu ise H <G ile gosterilir.

Tamm 2.1.7: G bir grup ve &= Ac G olsun. G grubunun A kiimesini igeren biitiin
alt gruplarmin ailesinin ara kesitini < A > ile gosterelim. Bu takdirde < A>, G’ nin bir
alt grubudur. Bu alt grup A kiimesini i¢eren en kiigiik alt gruptur ve A kiimesi tarafin-

dan {iretilen alt grup olarak adlandirilir.



Tamm 2.1.8: G bir grup ve H <G olsun. Eger her g G icin gHg™ =H oluyorsa

H * ye, G’ nin bir normal alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.
Tamm 2.1.9: Eger G grubu normal alt grup igermiyorsa G ’ ye basit grup denir.

Tammm 2.1.10: N, G’nin bir normal alt grubu olsun. G/N kiimesi {izerinde

(Ng)(Nh)=N(gh) ile bir ¢arpim tanimlansin. Bu takdirde G/N, bu ¢arpima gore

mertebesi [G : N] olan bir gruptur. Bu gruba N ile G’ nin b8liim (faktdr) grubu denir.

Tamm 2.1.11: A bos olmayan bir kiime olmak iizere, (¢ AUA™(A=D) ve
AUAMU{(} nin elemanlar olan (X, X,,-++, %) dizisi verildiginde, uygun bir n>1

icin kelime X=(X,X,,**+,X,,(,(,--+,) n. terimden sonraki terimler ¢ ise, bu diziye A

{izerinde bir kelime denir. Ozel olarak her terimi ¢ olan 1= (C, K,---,) dizide bir kelime

olup, bu kelimeye bos kelime denir (Karakas 2010).

Tanim 2.1.12: Eger X = (Xl, Xoyoooy Xy 0,0y -,) kelimesi asagidaki kosullar1 sagliyorsa

n?
X ’e bir kisaltilmis kelime denir.

i. 1<i<n-1 olan bir i i¢in, x, =ac A ise x,=a’dirve x=a'eA" ise
X . #za dir.

i+1

ii. keN ve x, =0 ise, her i>k igin X, =( dir (Karakas 2010).

Tanmm 2.1.13: A {izerindeki biitiin kisaltilmis kelimerin kiimesi Ser (A) , asagidaki gibi

tanimlanmuis ikili isleme gore bir gruptur. Bu gruba A kiimesi lizerindeki serbest grup

denir.

i. Her x e Ser(A) i¢in 1.x=x.1=Xx

ii.Her x,y eSer(A)/{1} i¢in, x=aj*aj---a/,y =bjbs ---b* ise Xy ¢arpimini
tanimlarken genelligi bozmadan n>r kabul edilebilir. Amacimiz x ile y’ yi yan yana

yazarak bir kisaltilmig kelime olusturmaktir. Burada a™ =b* ise, x ile y yan yana



yazilinca kisaltilmig kelime elde edilmez. Bunun i¢in O<k <r olmak tiizere, her
i=0,12,---,k—1i¢in a™' =b %+ kosulunu saglayan k olsun. Eger,

i+1

aft---abia. b k<r<n

Xy = al--am k=r<n,

Lk=r=n

olarak tanimlanirsa xy bir kisaltilmis kelime olur ve bdylece Ser (A) tizerinde bir ikili

islem elde edilmis olur (Karakas 2010).

Tamim 2.1.14: A bos olmayan bir kiime, BgSer(A) ve B’ nin Sel’(A) icindeki
normal kapanist N olsun. Bu taktirde G =Ser(A)/N grubuna, aeA iiretegleri ve

W = e(W € B) bagintilarinin belirledigi grup denir (Karakas 2010).

Tanim 2.1.15: (G,*) ve (H ,O) iki grup olmak tizere, eger ¢:G —>H doniisiimii
VX, y €G i¢in (p(X * y) = (o(X)O(p(y) sartin1 sagliyorsa, ¢’ ye bir grup homomorfizmi

ya da kisaca homomorfizm denir (Tas¢1 2010).

Tamm 2.1.16: ¢:G — H, orten bir grup homomorfizmi ise ¢’ ye bir epimorfizm de-

nir (Tas¢1 2010).

Tanmm 2.1.17: ¢:G — H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢’ ye bir monomorfiz denir

(Tasc12010).

Tanmm 2.1.18: ¢:G — H, 1-1 ve orten bir grup homomorfizmi ise ¢’ ye bir grup

izomorfizmi denir ve G = H seklinde gosterilir (Tasg1 2010).

Izomorf gruplar arasinda bire bir esleme olup grup yapilarida bu esleme altinda bozul-

maz.



Tanim 2.1.19: ¢:G — G homomorfizmine endomorfizm denir. Eger ¢, 1-1 ve orten

bir grup homomorfizmi ise ¢’ ye bir grup otomorfizmi denir.

Tamm 2.1.20: G bir grup ve aeG olmak iizere, VxeG igin I[,:G—>G
otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun biitin ig

otomorfizmlerinin kiimesi I(G), biitiin otomorfizmlerinin kiimeside Aut (G) ile goste-

rilir (Tasg1 2010).

Tamim 2.1.21: G birgrupve S’ de G’ nin bir alt kiimesi olsun. G’ nin S alt kiime-
sini kapsayan en kii¢iik normal alt grubuna, S alt kiimesinin normal kiimesinin normal

kapanis1 denir.

Tanim 2.1.22: X bir kiime, F ( X ), X fizerinde serbest grup, Rc F (X) ve R,F (X)
deki R kiimesinin normal kapanisi olsun. Yani, <g’1rg :geF(X),re R> kiimesi ile

F(X)’ in alt grubu verilmis olsun. Bu durumda eger G=F(X)/R ise G grubu

(X 1R) seklindeki takdim ile tanimlanmistir denilir (Campbell 2003).

Onerme: Aym grubun iki takdimi verilmis olsun. Tietze doniisiimlerinin sonlu bir dizi-

si kullanilarak verilen bir takdimden diger takdim elde edilebilir (Johnson 1997).

Sonug¢: Eger G sonlu gerilmis bir grup degil ise grup sonlu takdim edilemez. Bu duru-
ma Ornek olarak rasyonel sayilarin normal toplama islemine gore bir grup olan Q rasyo-
nel sayilar kiimesi verilebilir. Fakat baz1 gruplar vardir ki sonlu gerilmistir ama sonlu

takdim edilemezler. Bu sonug asagidaki iki teoremden elde edilir (Campbell 2003).

Teorem 2.1.1: Sayilabilir ¢oklukta nonizomorfik sonlu takdim edilmis grup vardir
(Campbell 2003).



Lemma 2.1.1 (Von Dyck’s Lemma): R<S c F(X) olmak iizere, G=(X/R) ve
H :<X / S> ise, her x e X elemanimi sabitleyen ve Kerld=S/R olacak sekilde bir
.G —>H epimorfizmi vardir. Tersine, G :<X/R> > nin her bolim grubu, R< S

olmak tizere <X /S> seklinde bir takdime sahiptir (Johnson 1997).

Tamm 2.1.23: Bostan farkli bir R kiimesi iizerinde toplama (+) ve ¢arpma () denilen

iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman (R,+,-)
cebirsel yapisina bir halka denir.

i. (R,+) degismeli bir gruptur.

ii. R kiimesi ¢carpma islemine gore kapalidir. Yani Va,b € R igin ab e R’ dir.

iii. R kiimesi ¢arpma islemine birlesme 6zelligine sahiptir. Yani Va,b,c € R i¢in
a(bc)=(ab)c’ dir.

Iv. Carpma isleminin toplama islemine gore sagdan ve soldan dagilma ozelligi
vardir. Yani Va,b,c e R i¢in

a(b+c)=ab+ac
ve

(b+c)a=ba+hbc
dir.

Eger (R, +, ) cebirsel yapist bir halka olmak iizere ¢arpma islemine gore degis-
meli ise yani Va,beR i¢in ab=ba ise o takdirde (R,+) halkasma degismeli
(Komutatif) halka denir. Eger (R,+, ) cebirsel yapist ¢carpma iglemine gore birim ele-
mana sahip ise, VaeR igin

al; =l,a=a

olacak sekilde bir 1; € R varsa o zaman (R,+,) halkasina birimli halka denir.



Tanim 2.1.24: G, p=<)<1,X2,---,Xn : I’l,rz,---,rm> takdimi ile tanimlanmis bir grup ol-
sun. p’ nin bagintt matrisi mxn tipinde bir matris olup, bu matrisin herhangi b, ele-

mani I; bagmtisindaki x; gerenlerinin istlerinin toplamudir.

Ornegin, G grubu, p= <x, v, 2: X =y zxe ' = y,(zx)3 = e,(zy)2 = e> seklinde takdim

edilsin. p bagint1 matrisi,

3 30
1 -1 0
0 0 2

seklinde ifade edilir (Campbell 2003).

Tamm 2.1.25: I,m,n>1 i¢in (I,m,n) seklinde verilen polyhedral grup,

<x,y,z|xI =y"=27" :xyz:l>
veya

<x,y:x' =y" =(xy)" :e>

takdimleri ile tanimlanir.
Tietze doniistimlerinin sonlu bir dizisi kullanilarak (l ,m, n) =~ (m, n, | ) = (n, 1 m) oldugu
goriilebilir.
Eger t=Imn G +%+%} =mn-+Im—Imn pozitif ise (I,m,n) polyhedral grubu sonlu-
dur. Eger 1<l <m<n ise yalnizca asagidaki durumlarda t sayisi pozitif olup (I, m, n)

polyhedral grubunun sonlu oldugu durumlar elde edilir;

i. |I=m=2 ve n,n>2 olacak sekilde bir tamsayu ise,

ii. =2,m=3 ve n, 3<n<5 olacak sekilde bir tamsay ise,

-1
(I, m, n) polyhedral grubu sonlu ise bu grubun mertebesi ZG+£+1—1) = @ dir
m n

(Coxeter ve Moser 1972).

I durumundaki gruplarin yapist asagidaki teoremle belirlenir.



Teorem 2.1.2: D, mertebeleri 2 olan iki eleman tarafindan iiretilmis bir grup olsun. Bu

durumda D grubu asagidaki takdime sahiptir,
D=(xy:x* =y =(xy)" =e),
burada n, ya bir dogal sayidir ya da n=o00" dur. Eger n=o0 ise, (xy)" =e bagmntisi

ihmal edilecektir. n’nin sonlu oldugu durumda ise D grubu mertebesi 2n olan dihedral

gruba izomorf olur. z=xy ve D, =(z) olsun. Bu durumda,
Xzx=ylzy=z"
elde edilir ve D, indeksi 2 olan bir normal alt grup olur. Buna ek olarak eger n bir tek

tamsay1 ise, X Ve y elemanlar1 D grubunda birbirinin eslenigidir (conjugedirler) (Su-

zuki 1982).

(2,2,n) polyhedral grubunda t=4 olup, bu grubun mertebesi 2n’ dir. Bu grup

dihedral grup diye adlandirilir.

il durumundaki gruplarin yapisi agagidaki durumlar s6z konusudur,

(2,3, 5) polyhedral grubu basit bir grup olup, bu grupta t =1"dir. Bu grubun mertebesi

60 olup, A, alterne grupdur. A, alterne grup diizgiin icosahedronun dongiilerinin gru-

buna izomorftur. Ayn1 zamanda icosahedral grup diye adlandirilir.

(2,3, 4) polyhedral grubu indeksi 2 olan bir alt gruba sahip olup, bu grupta t=2" dir.

Bu grubun mertebesi 24 olup, S, simetrik grupdur. S, simetrik grup diizgiin

octahedronun dongiilerinin grubuna izomorftur. Ayn1 zamanda octahedral grup diye
adlandirilir.
(2,3,3) polyhedral grubu indeksi 3 olan bir alt gruba sahip olup, bu grupta t=3" diir.

Bu grubun mertebesi 12 olup, A, alterne grupdur. A, alterne grup diizgiin
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tetrahedronun dongiilerinin grubuna izomorftur. Ayn1 zamanda tetrahedral grup diye

adlandirilir.

Tamim 2.1.26: I,m,n >0 igin <I,m, n> seklinde verilen binary polyhedral grup,
<x,y,z:xI =y"=7" :xyz>
takdimi ile tanimlanur. Burada | =2 alindiginda (2,m,n) igin
<y, z:y"=2" :(yz)2>

gosterimi yazilabilir.

<I ,m, n> seklinde verilen binary polyhedral grubun sonu olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k =Imn(}+£+1+1)=mn+nl +Im—Imn
I m n

sayisinin pozitif olmasidir. Ayrica <I ,m, n> > nin mertebesi 4lmn/k’ dir (Kilig ve Tasc1

2006).

Tamm 2.1.27:1,m,n e Z igin <| ,m, n> seklinde verilen centro-polyhedral grup,

<x,y,z|x' =y"=7z" =xyz>
takdimi ile tanimlanir.

<2, 2,—n> , (2,—n, 2> , (—n, 2, 2> centro-polyhedral gruplarin mertebeleri 4n” dir.
(-2,n,2),(2,n,-2),(n,2,-2),(n,-2,2),(2,-2,n) ve (-2,2,n) centro-polyhedral gru-

plarin mertebeler 4n(n —1) > dir.

2.2. Lineer indirgemeli Diziler
2.2.1. Lineer indirgemeli Dizi

Tamim 2.2.1.1: R birimli ve degismeli bir halka olmak iizere, R’ nin elemanlarinin

a,,a,, -+, a, baslangi¢ elemanlartyla n>1 igin,

11



an+k = Clan+k—l + CZa‘nJrk—Z Tt Cka‘n (21)
seklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli bagintiyr saglayan diziye homojen

lineer indirgemeli dizi denir. Burada c,c,,---,C, € Rolacak sekilde sabit katsayilar olup

C., R halkasimnn sifir bdleni olamaz (Everest, Poorten, Shparlinski ve Ward 2003).

Tamm 2.2.1.2: f(X)=x+c X"+ X+C,

seklindeki k. dereceden polinoma, (2.1) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli

bagint1 i¢in karakteristik polinom denir.

Sirayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer in-

dirgemeli diziler diye adlandirilir. Ayrica 7Z, Q, R, C {izerinde tanimlanan lineer in-

dirgemeli diziler sirayla, tamsayi, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler

olarak adlandirilir.
C., R’ nin terslenebilir bir elemani ise (2.1)’ de tanimlanan dizi ay,a,,a,,,

seklinde devam eder (Everest, Poorten, Shparlinski ve Ward 2003).

Eger R sifir bdlene sahip degilse bu durumda {a,} dizisi minimal uzunluktaki

bir dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine {an} dizisinin mer-

tebesi denir.

Tanmm 2.2.1.3 : R degismeli ve birimli bir halka olmak iizere, R’ nin elemanlarinin

a,,a,, -+, a, baslangi¢ elemanlartyla n>1 igin,
Ay =684 t6a  ,++CGa, +C

seklindeki baginti yardimiyla tanimlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli

dizi denir.

Bu bagit1 kullanilarak

k-1
Ay = (Cl +l)an+k + Z(Ciﬂ -G )an+k—i —C.a, ( 22)

i=1

seklindeki n+1 mertebeli homojen olmayan indirgemeli bagint1 elde edilebilir.

12



(2.2)  bagmtist igin
F()=(x*—cX "6 X =6, ) (x-1)
seklindeki karakteristik polinom elde edilir (Everest, Poorten, Shparlinski ve Ward
2003).

Kalman [28]" de a,,a,,---,a,, baslangi¢ deeri ve C,,C,,---,C,, ler sabitler

olmak iizere,

B = Coy Gy e+ G 18y

seklindeki k —basamak lineer indirgeme bagmtisiyla tanimlanan dizi i¢in, dizinin ele-

manlart;
[0 1 0 0 0 |
0 0 1 0 0
0O 0 O 0 0
A= .
0O 0 O 0 1
_CO Cl CZ Ck 2 Ck 1|
olmak tizere,
_ a, o a _
a1 an+l
A=| =]
_ak—l_ _an+k—l_

seklindeki denklem yardimiyla elde etmistir.

2.2.2. Fibanocci Dizileri

Tamm 2.2.2.1:  {F,} Fibonacci dizisi, n>0 ve F,=0,F, =1 baslangi¢ degerleri

olmak iizere,

F

n+2

—F

n+1

+F

13



seklinde tanimlanir. Yani Fibanocci dizisi,
0,1,1,2,3,58,13,21,--,
seklindedir.

Silvester[35] de

2 L]

esitligini elde etmistir.

Hongsberger [25] ’de Fibanocci sayilarinin

Q_|:F2 Fl}_{l 1:| Qn_|:Fn+1 I:n }
FE R] |10/ F,. F.
olacak sekilde bir Q matrisi tarafindan tiretebilecegini gostermistir. Buradaki Q ma-

trisine Fibanocci Q -matrisi denir.

Tamm 2.2.2.2; {Fn(k)} k —basamak Fibanocci dizisi, n>0 ve F,=F =---=F,_, =0,
F., =1 olmak iizere;
Fn(fk) = Fn(fﬁ_l + Fn(flz—z +eeet Fn(k) (2-3)

seklindedir.

k —basamak Fibanocci dizisi [28] ’de Kalman tarafindan bir lineer kombinasyon olarak

tanimlanan
ay =G, +Ca,,, +--+Ca (2-4)

dizisinin 6zel bir halidir. Burada ¢,,c,,--+,c,_, reel sabitlerdir. Kalman[28] de

14



0 1 0 0 |
0 1 0 0
0 0 O 0 0
Ak :I:aij]kxk - .
0 0 O 0 1
G G G Cez Gy

8 n
A? a1 — a'n+1
ak 1 a'n+k—1
esitligini elde etmistir. Buradan
0 1 0 o]'fo] [ E®™ ]
0 01 0 0[]0 F

n+2

Fn(Jlr(lz—Z
111 - 1 1][1] |[F®,

L d L~d LT n+k

esitligi kolayca goriilebilir.

2.2.3. Jacobsthal Dizi

Tamm 2.2.3.1: {J,} Jacobsthal dizisi, n>0 ve J;=0,J,=1 baslangi¢ degerleri

olmak iizere,

J.,=d . +2)

n+l
seklinde tanimlanir. Yani Jacobsthal dizisi

0,1,1,3,5,11,21,43, - -,
seklindedir.

Koken ve Bozkurt [33] > de Jacobsthal sayilarini

15



12 I, 23,
F= F"=
10 J, 23,

olacak sekilde bir matrisi tarafindan iiretilebilecegini gostermistir.

Yilmaz ve Bozkurt [43] > de genellestirilmis k —mertebeden Jacobsthal sayilarinin Kk
dizilerini,
Ji:{l i+n=1 ise, 1-k<n<0
0 diger durumlarda,
baslangi¢ kosullariyla n>0 ve 1<i <K i¢in;
=30, +23 4t dh

seklinde tanimlamislardir. Burada J!, dizinin n. terimidir. k =2 ve i=1 icin genelles-
tirilmis Kk —mertebeden Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir. Koken ve

Bozkurt [33] > de genellestirilmis Jacobsthal sayilari i¢in asagidaki gibi bir denklem

elde etmislerdir;

I ‘Jri1+1 I ‘]n |
J, s
‘Jrlkl :C ‘]rIFZ
_‘]ri1—k+2_ _‘]ri1—k+1_
burada C, kxk tipindeki matris,
(1 2 1 1]
0 0
C= 1 - 00
10 0 .- 1 0
seklinde olup, genellestirilmis  k —mertebeden Jacobsthal matrisi olarak

adlandirilmistir.

Ayrica, [43] > de genellestirilmis kK — mertebeden Jacobsthal sayilarinin k dizileri igin,

16



n n n
1 2 k
B = J n-1 J n-1 J n-1
n : : :
1 2 k
‘]n—k+1 ‘]n—k+l ‘]n—k+1
olmak tizere,
B =C"

seklinde denklem elde edilmistir.

2.2.4. Pell Dizisi

Tamm 2.2.4.1:{P,} Pell dizisi, n>0 ve P, =0,P, =1 baslangi¢ degerleri olmak iiz-

ere,
P

n+2

=2P

n+l

+R,

seklinde tanimlanir. O halde Pell dizisi
0,1,2,5,12,29,70,169, ---,
seklindedir.

Pell sayilarinin bazi 6zellikleri Horadam tarafindan [24] "de elde edilmistir. Bicknell

ise, [1] > de Pell sayilarinin asagidaki matris tarafindan tiretildigini gostermistir;

e

n e Zigin,

Kilig ve Tasg1 [30] > da genellestirilmis k — mertebeden Pell sayilarinin bir k dizisini,

1 nxl-iise

n

i {1 n=1-iise
baslangi¢ degerleriyle, n >0 ve 1-k <n<0 igin;
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P'=2P ,+P ,+---+P!,

n n

seklinde tanimlamiglardir. Burada P!, i. dizisinin n. terimidir. i =k alinirsa {Pnk},gen-

ellestirilmis k —Pell sayilar1 elde edilir. Ozel olarak k=2 almrsa {Pk} genell-

n

estirilmis k —mertebeden Pell dizisi, {P,} standart Pell dizisine indirgenir ve i=k

n

icin, P* ya genellestirilmis k — Pell sayilar1 denir.

Ayrica Kilig ve Tase1 [30] > da genellestirilmis k —mertebeden Pell matrisini

R=[5],=[0 1 = 00 @9
00 - 0 1]

seklinde tanimlamislardir. Ayn1 zamanda

Pl P2 . Pk
Pl P2 . Pk
E,= [eij }k K " - . i (2.6)
I:)n1—1+k I:)nz—lJrk o I:)nk—1+k
olmak tizere,
En+1 = REn

seklinde esitlik elde edilmistir. Burada R, k x k tipindeki matris, genellestirilmis k —

mertebeden Pell matrisi olarak adlandirilmistir (Kili¢ ve Tas¢1 2006).

Lemma 2.2.4.1: R veE, sirasiyla (2.5) ve (2.6)’daki gibi olsunlar. Bu durumda tim

n>0 tamsayilari i¢in,
En+1 = Rn+l

esitligi yazilabilir (Kili¢ ve Tasc1 2006).

Deveci ve Karaduman [13] ’de genellestirilmis  Pell dizilerini matematiksel tiime-

varimla da ispatlanabilen, & > 0 sabit katsayilar1 i¢in,
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@ @+l o

a(a+1) - |RE ——FR
M@ | &F 2 , (M(a)) = 2
1 0 plr 2@+D) b
n 2 n—.

olacak sekilde bir M () matrisiyle de olusturulabilecegini gostermislerdir.

Deveci and Karaduman ayni ¢alismada Pn(a)k, k —basamak genestirilmis Pell dizi-

a+
sini, & >0 sabit katsayilar, N >0 ve 1< j<k -1 i¢in :( . ;J olacak sekilde
]+

baslangi¢c elemanlar ile

P(a).k = (a +1) Pn(ﬁ?'_kl + ﬂlpn(j().fl teet ﬂk—lpn(a).k

n+k

seklinde tanimlamiglardir. Ayrica burada {Pn(“)'z} = {Pn(a)} esitligine dikkat edilmelidir.

Deveci and Karaduman yine [13] > de k —basamak genellestirilmis Pell dizisi igin,

B (a).k 7 — - (a).k 7
P (a+1) B - By Ben ]| P
Py 1 0 0 0 [P
I:)n f k —k 2 - 0 1 0 0 Pn(f k)—k 3

I Pn(fl)'k L 0 0 1 0 | ] Pn(a) k |

(a+1) B Ber B

1 0 0 0

u:[uij]kxk— 0 1 0 0
0 0 1 0 |

seklinde ifade edilen U matrisine, k —basamak genellestirilmis Pell matrisi denir.
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2.3. m Modiiliine Gore Lineer indirgemeli Diziler

2.3.1. m Modiiliine Gore k —Basamak Fibanocci Dizisi
Bu béliimde bir m  modiiliine gore genellestirilmis k —basamak Fibanocci dizisi aragtiril-

mistir.

Tamm 2.3.1.1: £ 1<i<k i¢in £ =0 ve f® =1 sinrr sartlaryla tamml1, n>k
i¢in,
k
£0=>14 (31)
i1
k— basamak Fibonacci dizisinin n. elemamdir. f*™ = £ (modm) olmak iizere bu

dizi m modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,
f (k,m) :(fl(k'm), flkm f("'m),...,)
dizisi elde edilir ve burada f,*", f*)= (modm) * dir,
O zaman (fl(k'm), £lom ..., fk(k'm)):(o, 0,---,1) olup bu dizi igin (3.1)’ deki tekrar eden

dizi bagintilar1 aymidir ( Lii ve Wang 2007).

Tamm 2.3.1.2: Eger dizi belli bir noktadan sonra sabit bir dizinin tekrar1 seklinde mey-
dana geliyorsa bu diziye periyodik dizi denir. Tekrar eden alt dizideki eleman sayisina
ise dizinin periyodu denir. Ornegin; a,b,c,d,e, f,g,d,e, f,qg,---, dizisi periyodik

olup, dizi her 4 elemanda tekrar ettiginden periyodu 4’ diir.
Tamim 2.3.1.3: Eger bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu

diziye k periyodlu basit periyodik dizi denir. Ornegin; a,b,c,d,e,a,b,c,d,e,---, dizisi

basit periyodik olup, dizi her 5 elemanda tekrar ettiginden periyodu 5’ dir.

Teorem 2.3.1.1: f (k,m)basit periyodik bir dizidir ( Lii ve Wang 2007).
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ispat: S, ={(a,a,,---,a)[0<a <m-1} olsun. S, =m* olup sonludur, yani her u>0
i¢in,
f(k,m) — f(k,m) .. f(k,m) _ f(k,m)

u+l vl T usk o T Mk

olacak sekilde v>u sayisi vardir. Tanimdan,

k-1
k k
=3
j=0
olur. Yani,
K _ 00X (K
fn fn+k_ fn+J
j=0

dir. Buradan kolaylikla,
f(k,m) — f(k,m) f(k,m) — fv(_kl’m), f(k,m) — f(k,m) ..

u \ ' Tu-l u-2 v-2 1

. fz(k’m) — fkm)

= lv-u+2

ve £ = f*" oldugu goriilebilir. Boylece f (k,m) periyodik bir dizidir. Bdylece
ispat tamamlanur.

h.(m) ile f(k,m)’ nin en kiigiik periyodu gosterilir. f (k,m)’ nin periyodu veya m

modiiliine gore k —basamak Fibonacci dizisinin Wall sayis1 diye adlandirilir.

Ornek 2.3.1.1: S(4, 3) = (O, 0,01,1,2120,201222110,10,2,0,0,2,10,0,0,1,-- -,)
dizisi ele alinirsa, bu dizi k =4 basamak i¢in her 26 terimde bir baslangi¢ elemanlartyla

tekrar edip h,(3)=26 olur ( Lii ve Wang, 2007).

. t
p"’ler asal sayilar ve e ler pozitif tamsayilar olmak iizere, m=]]p{ (t=1) ise
i=1

h.(m), h, ( p; ) lerin en kiigiik ortak katidir.

010 ..0
001 .0

G=|: i :
00
111 |

seklinde ifade edilen k xKk tipli karesel bir matris olsun.
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a; ’ler tamsayilar olmak tizere verilen bir A= [aij] matrisi icin, A matrisinin her ele-
maninin - M O dn’ ye gore indirgenmesi Amod m seklinde ifade edilir. Yani,
Amod m=a; (modm )’dir. (G) ={G'(mod m)|i >0} olsun. T, matrisin transpozesi
olmak iizere,

G' (0,0,--',1)T (mod m):(f(k’m), flom ... fi(fk'm))

i+1

dir. Bu durumda h, (m), asagidaki esitligi saglayan en kii¢iik h pozitif tamsayisi ola-
rak elde edilir;

G"(0,0,---,1)" (mod m)=(0,0,---,1).
Simdi, & = (aﬂ, Aty By ) = (0,1, 0,---, O) seklinde k boyutlu bir vektor olsun. Burada,

a,=(a,.a,,"-a,) (n>0) seklinde tanimlanip,

8y = 8y V€ 8y =8y T8y (i>1) 3.2)

dir.
an anl anz ot ank
. a ., Qg Fnap 7 Hnak
G, = . = ) . .
an+k—1 _a(n+k—l)1 a'(n+k—1)2 a'(n+k—1)k |
olsun.

Buradan asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 2.3.1.1: G, = G, *dir ( Lii ve Wang 2007).
gk(p“), <G>p,1 grubunun mertebesi olsun. Asagidaki teorem hk(p“) ve gk(p“)

arasindaki iliskiyi verir ( Li ve Wang 2007).

Teorem 2.3.1.2: h (p“)=g, (p“)’ dir (Lii ve Wang 2007).
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Ispat: g, ( p“) , h ( p“) > a boliinebilir oldugu agiktir. O halde ispati tamamlamak i¢in

h, ( p"‘) ’nin g, ( p"‘) tarafindan boliindiiglinii géstermek yeterli olacaktir. h, ( p“ ) =n
olsun. O zaman n asagidaki esitligi saglayan en kiigiik tamsayidir;
G"(0,0,---,1)" (mod p)=(0,0,--,2)
Buradan ve Lemma 2.3.1.1 ’den kolaylikla goriilir ki, 0< j <k —1i¢in,
8oy =0(mod p*) ve &, ,, =1(mod p*)
olur. Buradan ve (3.2) ’den, tim j=0,1,---,k—1 igin

Anei0i = Fneiyig) T Xk = ey (mOd pa)

olur. Boylece

By = Q) ==k = 1( mod p“)

elde edilir. j+1<i<k oldugu zaman,

a(n+j)i = a(n+j+l)(i+1) == a(ﬂ+k—1)k (mOd pa)

ve j>i oldugu zaman, (3.2)’den a =a

ot jisyn = &ns jip Olur. Bundan dolay:

Anej)i = Anejor)iog) == Qe joivag = Knejoipk = O(mOd pa)

dir. Bu takdirde G" =1 (mod p“) olup bu bize n’ nin g, (p) tarafindan béliindiigiinii

gosterir. Boylece g, ( p”‘) elde edilir ve ispat tamamlanir.
Simdi g, ( p) ve g, ( p"‘) arasindaki iligkiyi verelim.

Teorem 2.3.1.3: t en biiyiik pozitif tamsay1 olmak iizere, g, (p)= gk(pt) > dir. Her

a>t icin, g (p*)=p“'g(p) olup g, (p)=g (p?) ise, her a>1 igin

g, (p*)= p“*g, (p) dir ( Lii ve Wang 2007).
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Ispat: Tanimdan goriildiigii iizere her r pozitif tamsayis1 igin, a0 sl(mod p”l)

gk( pr+1>

oldugunda bu G =1(mod p") olarak elde edilir ki buda g, (p’)’ nin g, (p™)’i

boldiigiinii gosteririr. Diger taraftan, ng(pr) =1+ (b,j(r) p' ) yazilabilir.

1 167w - 3 ) =1

p
i—0

oldugundan gk(p”l)’ nin gk(p')’ i boldigi goriilmektedir. Boylece ya

d, ( p”l) =0, ( pr) ya da g, ( p”l) =0, ( pr) p olmalidir. Burada ikinci durum ancak

p tarafindan boliinemeyen bir biﬁr) elemanin mevcut olmast ile miimkiindiir.

o} ( p' ) #0, ( p”l) oldugundan p tarafindan bélinemeyen bir b” eleman: mevcuttur.

Boylece; g, ( p”l) # 0, ( p”z) elde edilir ve t iizerinden tiimevarim yontemi ile ispat

tamamlanir.

2.3.2: m Modiiliine Gore Genellestirilmis k — Mertebeden Jacobsthal Dizileri

Bu boliimde bir m modiiliine gore genellestirilmis k — mertebeden Jacobsthal dizileri arasti-

rilmistir.

Genellestirilmis k —mertebeden Jacobsthal dizisi, k > 2igin mod m ’ye indirgenirse

[30my = {3Em 35 e JEm M e 3

n 1

esitligi elde edilir, burada J/*" = J) (modm)” dir.

Teorem 2.32.1: {J¢"} (k=>2) dizisi periyodiktir (Deveci, Karaduman ve Saglam

Baskida).
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Ispat: U, ={(%), %, -, %)|0<x <m-1} olsun.|U,|=m" sonlu oldugundan her a>0
i¢in,
Jad =30 = 9k

a+l a+k

olacak sekilde b>a tam sayis1 vardir. {Jr'f'm} (k>2) dizisinin en kiigiik periyodu

hJ*™ ile gosterilir.

Ornek 2.3.2.1: {J3’3}={1, 0,0,1,1,0,0,1,---} seklinde olup dizi her dért terimde bir

n

tekrar eder. Boylece hJ*® =4 dir.

p#2 igin (C) . :{Ci(mod p* )i 20} ve (E) . :{Ei (mod p* )i 20} devirli gruplar

seklinde ifade edilir.

ve [(E)

olup bu gruplarin mertebeleri ‘(C) . .

2

Teorem 2.3.2.2:p=2 ise hJ** =‘<C>pa dir (Deveci, Karaduman ve Saglam

Baskida).

ispat: Oncelikle, hJ** :‘<C>p,, > nm, hJ“"" tarafindan

durumunu ele alalim. ‘(C)pa

boliinebilir oldugu agiktir. Ispati tamamlamak igin hJ“" > nmn ‘<C>pa tarafindan

béliinebilir olmasi gerektigini gostermemiz yeterli olacaktir. hJ“?" =n olsun. [9] > da
B,=CB,, ve B,=C" oldugu gosterilmistir. B, =1(modp“) (I birim matristir)
oldugundan C"*" = C(mod p“) sonucuna varilir. Boylece, C" =1 (mod p“) olup n’nin

‘<C>p“

tarafindan boliinebilir oldugu goriiliir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.3.2.3: t, hJ*P =hJ*" olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Bu

durumda p # 2 olmak iizere her >t i¢in,
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ha*" = p*hy°
dir (Deveci, Karaduman ve Saglam, Baskida).
Ispat:.q bir pozitif tamsay1 olsun. ch™ = (mod pq“) yani cM P o (mod pq)
oldugu igin, h3*p** mn  hJ*p®** y1 boldiigii goriilmektedir. C™™ =1 +(mod p?)

yazilarak,

Chi e’p E(| +(aij(q).pq))p =Z[?j(a”(q),pq)i = | (mod p* +1) elde ederiz ki, bu da

p
-0

ha®*" >nm hd**"* yu boldiiginii gosterir ki, buradaki ikinci durum ancak ve ancak

aij(q)’ nun p tarafindan bolinmemesi halinde saglanir. Bir a;, p tarafindan

t+2

bolinmemek kosuluyla hJ“P hd*? esitligi elde edilir. Boylece hJ*?" =hJ*P

sonucuna ulasilir. q tizerinde tiimevarim yontemiyle ispat tamamlanur.

. t
Teorem 2.3.2.4: p'’ ler farkli asal sayilar olmak lizere eger, m = H p t>1ise,
i=1

ha*" — okek| na“" |
dir (Deveci, Karaduman ve Saglam Baskida).

(Burada Okek[h\]k’p‘ei }; hJ®P  h3%P ... hJ k" lerin en kiigiik ortak katidir.)

Ispat: hJ*" :Okek[h\]k‘p‘e'} durumunu ele alalim. th'piei,{Jr‘f""e'}dizisinin periyodu
oldugunda {J:’pie'} dizisi ueN icin, J“" terimde bir tekrar eder. Buradan {J"'m},
{Jk’m} dizisinin periyodu oldugundan her i degeri igin, {J:’p‘ei} dizisi tekrar eder.

Béylece hJ*™  terimde bir tekrar eder. hJ“", u.J*" formda olup buradan

hkm = okek[h\] k. } elde edilir.
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2.3.3: m Modiiliine Gore Genellestirilmis k — Mertebeden Pell Dizileri

Bu boliimde bir m modiiliine gore genellestirilmis K — mertebeden Pell dizileri arastirilmig-

tir.

Genellestirilmis k — mertebeden Pell dizisini m modiiliine indirgenerek,

{PUm = {RSM B R RET BT BT
ile gosterilen indirgemeli bir dizi elde edilebilir. Burada
P“™ = P¥ (mod m)

dir. ( Deveci ve Karaduman, Baskida).

Teorem 2.3.3.1: {Pk‘m} periyodik bir dizidir ( Deveci ve Karaduman, Baskida).

Ispat:U, ={(x,%,,-, % )|0< X <m-1} olsun. Bu durumda |U,|=m" sonlu olur. Yani

herhangi bir a>0 igin,
LT =R - R =R

a+l a+k

olacak sekilde b>a tamsayisi vardir. {Pk} , genellestirilmis k —mertebeden Pell

n
dizisinin tanimindan

P, =2P%,  +P*

n+k n+k-1 n+k—2

+o+ PE
olacaktir. Boylece ,
Pak,m — IDbk,m, Palijr.n — Ijbli,jr.n,“ . sz,m — Pk,m lle,m — Pk,m

b-a+2? b-a+1

esitlikleri elde edilir ki bu esitlikler {Pk'm} > nin periyodik oldugunu gosterir.

{Pk'm} ’ nin periyodunu gésteren hR, (M)’ ye m modiiliine gére genellestirilmis k - merte-

beden Pell dizisinin periyodu denir. Burada k =2 alindiginda hP, (m)notasyonu m mo-

diiliine gore Pell dizisinin periyodunu gosterir.
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Ornegin;
{Ps,z} ={10,0,1,0,1,1,1,0,0,---,}
olur ve bu her 7 adimda tekrar eder. O halde hP3 (2) =7 yazlabilir,

Teorem 2.3.3.2: ueN igin hP, (2“ ) = 2" olur (Deveci ve Karaduman, Baskida).

Ispat: {Pn} Pell dizisinin tanimindan U € N igin,

P.=2P, +P, =2" (1eN)
u+l u+l
P, =2P,+P, =2""1+2""p+1 (BeN)

yazilabilir. P, =0 (mod2’) ve P, =1(mod2’) oldugundan devir 2'. elemanla

tekrar baglar. Yani

olur. Boylece,

esitligi elde edilir.

Teorem 2.3.3.3: hP, (m) bir ¢ift sayirdir (Deveci ve Karaduman, Baskida).

Ispat: P, =P (modm) ve P, =P, (modm) olsun. {P,}, Pell dizisinin tanimindan
i. Eger P, tekise P, ifttir.

ii. Eger P, ciftise P, tektir.

ifadeleri yazilabilir. Bu ylizden 2, hP, (m) > yi bolmelidir.
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Béylece hP,(m)’ nin 2 tarafindan bdliinmesi gerektigi goriiliir ki, bu da bize hP,(m)

nin ¢ift oldugunu gosterir.

(R)paz{Ri mod(p”’)|i20} devirli bir grup ve ‘(R)pa .(R),.” nn mertebesini

gostersin. Bu durumda asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2.3.3.4: hB, ( p”) = ‘( R> " > dir (Deveci ve Karaduman, Baskida).

ispat:‘<R>pa > nin th(p“) tarafindan boliindiigii aciktir. O halde th(p“)’mnda

KR>W

olsun. E,, =R"™ =R.E, oldugunu biliyoruz. E, =1 mod(p“) (I birim matris olsun)

tarafindan boliindligiinii gosterirsek ispatt tamamlamis oluruz. hP, ( p“)z n

oldugu i¢in R™ =R mod(p“) elde edilir. Boylece R" =1 mod(p*) oldugu goriiliir ki,

bu da [(R),. esitligi

‘nin N’ yi boldigiini gosterir. Boylece hP, ( p“) = ‘(R)pa

yazilabilir.

t
Teorem 2.3.3.5: P’ ler farkli asal sayilar olmak {izere eger m:H p; (tZl) ve

i=1

hR, (p; ) nin en kiigiik ortak kati okek [th (pr )] olsun. Bu durumda

hR, (m) :okek[th ( p’ )]

dir (Deveci ve Karaduman, Baskida).

Ispat: okek[th ( p/ )} =6 olsun. Pf =R(modm), Py, =P (modm),---,ve
PY .. = P¥, (mod m)oldugundan,

hP, (m):okek[th(piei )]
dir.
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Teorem 2.3.3.6:t,hR, (p)=hR, ( pt) olacak sekilde en biiyiik pozitif tam say1 olsun. Bu
durumda her a >t igin,

hR, (p*)=P“*hR (p)
olur. Ozel olarak eger hPR (p)=hP, ( pz) olursa bu durumda her a>1 igin

hP, ( p“) = P“7hR, (p) olur (Deveci ve Karaduman, Baskida).

th(P(M)

Ispat: 6, pozitif bir tamsayr olsun. R =1 (mod p‘M) oldugu i¢in, yani

hRe (P7*)

R =1 (mod pe) oldugundan hP, ( p'g) > nin hP, ( p‘g*l) > yi boldigii aciktir. Diger

taraftan R™") = | +(au(g)pg) ifadesi yazilirsa hﬂ(pgﬂ)’ nin, th(pg), yi boldiigiinii

gosteren
R™ ()P =(1+(ap")) = 2[?}(aﬁ-e)p9)i =1 (mod p°*)
esitligi elde edilir. Boylece hP, ( pM) =hP, ( pg) veya hP, ( p‘m) =hP, ( pg) p oldugu

goriiliir. Burada son yazilan esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart pile

Q)

bolinemeyen bir &;” olmasidir. th(pt);t th(p”l) oldugundan p ile bdliinemeyen

bir a!" vardir. Boylece th(p”l);tth(p”z) yazilabilir ve ispat t iizerinden

1

tiimevarim yontemiyle tamamlanmis olur.
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3. METARYEL VE YONTEMf

3.1. Gruplarda Fibanocci Dizileri

3.1.1. Fibanocci Orbiti ve k —nacci Dizisi

Tammm 3.1.1.1: G grubu A={a,a,,--,a,} tarafindan gerilen bir grup olsun. Bu

takdirde x =a,X, =a,,-:-, X, =a, xm:Hx”H,izl dizisine G grubunun

j-1

Fibanocci orbiti denir ve F, (G)ile gdsterilir (Campell ve Campell 2005).

Tamim 3.1.1.2: Sonlu bir gruptaki bir k —nacci (k —basamak Fibonacci) dizisi, grubun

Xgs Xy X570+, X,+++, elemanlarinim bir dizisidir. Burada dizinin herbir elemani, verilen

Xos Xps Xoy70*s Xj 4 baslangi¢ elemanlari i¢in,

y _{xoxlxzmxnl; j<n<k
n .
Xn—an—k+l N 2 k

seklinde tanimlanir. Ayrica bu dizinin Xor X0 Xo07 00y Xy elemanlar1 grubu germesi
gerekir. Boylece, bu k-—nacci dizisi grubun yapisini yansitir. X, X, X, X
elemanlar tarafindan gerilen sonlu bir gruptaki k —nacci dizisi F, (G;XO,Xi,XZ,---,XH)

ile gosterilir. Buna gore tamsayilardaki modm’ ye gore klasik Fibanocci dizisi,

F, (Zm;O,l) olarak yazilabilir. Grup elemanlarinin bir 2— nacci dizisi sonlu bir grubun
Fibanocci dizisi olarak adlandirilir. Bir F, (G;XO,Xi,XZ,---,Xjfl) k —nacci dizisinin
periyodu Pk(G;xo,xl,xz,---,xjfl) seklinde gosterilir. k —gerenli bir grubun Fibanocci

orbiti bu gruptaki k —nacci dizisidir.

Tamim 3.1.1.2: G bir grup olsun. G’ nin her elemanin i¢inde bulundugu bir k —nacci

dizisi mevcut ise G’ ye k —nacci dizilendirilebilirdir (Knox 1992).
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Simdi baz1 6zel gruplardaki k —nacci dizilerinin periyodlarini arastiralim.

Teorem 3.1.1.1: n>3olmak iizere (X, y:X" =y* =e,yx=x"y) seklinde takdim edilen

D, dihedral grubunda P, (D,;x,y)=PR,(D,;y,x)=2k+2 (Knox 1992).

Teorem 3.1.1.2:G, 2—gerenli bir grup ve G ’nin birim elemani F,(G;X,y) veya

F, (G; Y, X) Fibanocci dizilerinde goriilityorsa G abelyendir (Knox 1992).

Ispat: Genelligi bozmaksizin G’ nin F, (G; X, y) Fibanocci dizisini diigiinelim. n dogal
sayist igin G’ nin birim elemanin bu dizinin (n +1). eleman1 oldugunu kabul edelim.

Bu dizinin n. eleman1 grubun herhangi bir elemani olabilir. Boylece,

X, V)5, €,
seklinde bir dizi elde edilebilir. Yalniz s’l,(n —1). pozisyon i¢in tanimlayict bagintiy1
saglar. Benzer sekilde s* dizinin (n—2). pozisyonunda, s°dizinin (n-3).
pozisyonunda olur. Bu sekilde devam ederek,

73,52,571,51,"'

XY, .87, 8%,
seklinde bir dizi elde edilir. Bu elemanlar iislere sahip oldugundan u;_, =—U,, +U,

bagintist kullanilarak s’ nin islerinde ortaya ¢ikan ardisik pozitif ve negatif isaretli
tamsayilardan bir Fibanocci dizisi olusturulur. Boylece, grubun bir Fibanocci dizisi

asagidaki gibi iki forma sahip olur;

I. n tek ise, dizi,
sh,s 1,82 s
seklinde olur. Bu durumda,
sh=x,s" =y
(bu da s"* = y*olmasini gerektirir.) ve s*2 = xy’ dir.

gUnigth2 — glrattha — gth

oldugundan y'xy = X veya Xy = yx olur. O halde bu grup abelyendir.
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Ii. ngift ise, dizi,
sh,sh s s
seklinde olur. Bu durumda,
sh=xs"=y

1

(buda s =y olmasim gerektirir.) ve s "2 = xy’ dir.

g irigthe — g (thattha) — g7t
oldugu i¢in y'xy =X veya xy = yx olur. O halde bu grup abelyendir.
Bu teoremin tersi dogru degildir. Bu durumu bir 6rnekle agiklayalim,
A=<x,y:x9 =y’ =g xy= yx>

Abelyen grubunu goz oniine alalim. Bu grubun Fibanocci dizileri,

X, ¥, XY, X, X2y, Xy, X0, 8y, Ay 33 Ty xy, X8 y

Xy, X%, X"y, Xy, x*, xy, X2, X%y, X8, XY XBYL X, YL XY, e
ve
VX XY, XY XY, X, XY, XY, XY xy XLy,

Xy, X7y, X8 X xy, X2, Xy, X2y X XYL YL X, XY,

seklinde olur. Dikkat edilirse bu grubun e,x* ve x’elemanlar1 bu dizilerde yer

almamaktadir.
Sonu¢ 3.1.1.1: 2—nacci dizilenebilir bir grup devirlidir (Knox 1992).

Ispat: G, 2—nacci dizilebilir bir grup olsun. Bu takdirde G grubu ya 1—gerenli ya da
2 —gerenlidir. G, 2—gerenli bir grup ise e, G’ nin 2—nacci dizisinde bulunacagindan
yukaridaki teoremin ispatinda oldugu gibi, G ’'nin S elemaninin terimlerinden bir dizi
olusturulabilir. G ’nin her eleman1 kendisinin 2 —nacci dizisinde bulunur ve bu ylizden
G ’nin biitlin elemanlari, sadece S elemaninin terimleri ile takdim edilir (S 'nin sleri
ile). O halde G grubu 1—gerenlidir ya da devirlidir.

Genel olarak k>3 i¢in k —nacci dizilenebilir gruplar abelyen degildir. D, dihedral

grubu 6 elemanli, k —nacci dizilenebilir bir gruptur.
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Teorem 3.1.1.3: G, 2—gerenli bir grup olsun. G ’nin birim elemani bu grubun bir
Fibanocci dizisinde goriiliirse, bu takdirde dizinin X, =€ Ozelligini saglayan X

elemanlarinin indislerinin bir koleksiyonu aritmetik bir dizilige sahip bir dizi ihtiva eder

(Knox 1992).

Ispat: Yukaridaki teorem 3.1.1.2° den G =(X,y) abelyendir. Bu yiizden dizinin n.

terimi x*y™ scklindedir. Wall’ in [42] ’deki ¢alismasindan, u, =0mod(m) olan
terimlerin basit aritmetik diziliste olan indislere sahip olduklari bilinmektedir. Boylece
X, X% X2, X" ve y,y,y%-, ¥y elemanlarinin dizilerinin  her ikisi de indisleri
aritmetik diziliste olan pozisyonda e’ yi ihtiva eder. e’ nin ortaya ¢ikisinin periyodu X
ve Yy’ nin mertebelerine baghdir. X,Y,Xy, Xyz,XzyB,---, e’ nin ortaya c¢ikisinin bu

u

periyodu e’ nin XX, X2, x™ ve Y.V, yz, y3,---, y* deki periyodlarmin en kiigiik

ortak kat1 olur. Boylece, €’nin X, Y, Xy, Xy2,X2y3,---,deki pozisyonlari, bir aritmetik

dizilis ihtiva eden altindisler olacaktur.

k —nacci dizilenebilir bir grubun homomorfik goriintiisii de k —nacci dizilenebilirdir.
k—nacci dizilenebilir ~ bir grubun, k-—nacci dizilenebilir bir grup tarafindan
genislemesinin  k —nacci dizisinin dizilenebilir oldugunu gerektirmez. k —nacci
dizilenebilir gruplarinin direct ¢arpimlarinin da Kk —nacci dizisinin dizilenebilir olmasi

gerekmez. Bu durumu bir 6rnekle gosterelim.
A:<x,y:x9 =y’ =eXxy= yx>

Abelyen grubunu ele alalim, bu grup <X> ve (y) devirli gruplarinin direct carpimudir.

<X> grubu i¢in Fibanocci dizisi,
F, (<x>;e, x) =g, X X, X2, %3, X%, x8, x4 %3, X7, x, X,
e, X3, X8, x", x%, X3, X3, X, e, X, X, -

ve (y) grubu i¢in Fibanocci dizisi,
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F((y)iey)=ey.y.e--
seklinde olup bu iki grup da 2 —nacci dizilenebilir olmasina ragmen bu gruplarin direct

carpimi 2 —nacci dizilenebilir degildir (Knox 1992).
3.2. Centro-Polyhedral Gruplarda k —nacci Periyotlarimin Uzunluklari

u =4a,u,=a,,---,u, =a, olmak ilizere her bir elemant modm ye gore indirgenen
U, =U,; +U, , +--+U, , indirgenme bagmtisinin periyodu h,, . . (m) ile gosteril-

n

sin.

Ornegin u, =2,u, =3 ise h,,5 (M) degerini hesaplamak igin 2-basamak Fibanocci
dizisisinin baslangig degerleri f&m =2 &M =3 veya
W =0,u, =0,u; =0,u, =2,u; =3 ise hy,,,5 (M) dederini hesaplamak i¢in 5-basamak

Fibanocci dizisinin baglangic degerleri
fem =0, f,*™ =0, f,6™ =0, f,®™ =2, {.®™ =30larak  secilmis olur (Deveci,

Karaduman ve Campell 2010)

Lemma 321 : a,a,,-,a,X,X%, X €Zm>0olmak iizere, a,a,,--,a, Ve
X, Xy, -+, X, degerleri hepsi birden modm ’ye gore sifira denk degilse
hk(al,az,---,ak) (m) = hk(xl,xz,---,xk) (m)

esitligi saglanir (Deveci, Karaduman ve Campell 2010).

Ispat : Lii and Wang [34]” daki calismalarinda U, ve G ’yi sirasiyla asagidaki gibi

tanimlamislardir,
Un = I:un,un+1’ T un+k—1:|
ve
0 0 - 0]
0 1 0
G=|: :
0
_1 —
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Bu takdirde U, =U, (G )n *dir. Burada T bir matrisin transpozesini gosterir. Tamsayi-

lar modm’ye gore denklik siniflarinin sonlu bir kiimesi formunda oldugundan (GT )n ,

kxk tipinde bir matris olur. Bdylece U, =U, (mod m) elde edilmistir ki bu da ispat1

tamamlar.

Sonu¢ 3.2.1 :: a,a,, -, a,X, X%, X, & f€Zvea, f>00lmak lizerea ,a,, --,a, Ve
X, Xy, +, X, degerleri hepsi birden modm ’ye gore sifira denk degilse,

hk(al,az,-n,ak) (a)‘hk(x1,x2,~--,xk) (aﬂ)

elde edilir (Deveci, Karaduman ve Campell 2010).

Ispat: Lemma 3.2.1° den hk(al,az,---,ak)(a):hk(xl,xz,---,xk)(a) esitligi elde edilir ve p; ler

t
farkli asal sayilar, & ler farkh pozitif tamsayilar olmak iizere m=]]p{ (t=1) ise
i=1

h.(m), h, ( p.° ) ’nin en kiigiik ortak katina esittir. Bu durumda;

hk(al,az,---,ak) (a)‘hk(xl,xz,m,xk) (“ﬂ)

elde edilir.

Teorem 3.2.1 : n>2i¢in (-2,n,2),(2,n,-2),(n,—2,2)ve(n,2,—2)centro-polyhedral
gruplarinda k -nacci dizisinin periyodu h, (4(n—-1))’ dir (Deveci, Karaduman ve

Campell 2010).

Ispat: Bu gruplarin mertebesi 4n(n—1)dir.
[k olarak <—2, n, 2> takdimi ile verilen grubu ele alalim. Bu grubta X2ve z?merkezi
elemanlart oldugu kolaylikla gériiliir ayrica burada |X|=|z|=4(n-1),|y|=2n(n-1)ve

X~ =yz dur.

Eger k=2 ise,
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seklinde tanimlanan lineer indirgeme bagintilarini goéz ontine alalim. Bu durumda tiime-
varimm yontemi kullanilarak k —nacci dizisinin m. elemanindaki x* ve z bilesenlerinin
kuvvetleri sirastyla u, ve v, olarak elde edilir.

Burada 2 —naccidizi,
X =XX, =Y, % =2,%X, =YZ=X",%X =X"2Xx",
X, = X XX x, = x Xz

seklindedir.

Bu dizi m > 5ig¢in asagidaki formda yazilabilir:

w0 2) Ly V-1 m=0mod§6,
X_(um_l)x_lzvm m=1mod 6,
- (U0 ) 11 m=2mod 6,
T m = 3mod 6,
Xf(um ,1)X,1va m=4mod6
(D) gy L m = 5mod 6.

Simdi X, ., =2 Ve X, 4= X oldugunu gdstermemiz ispati tamamlamak igin yeterli
olacaktir. Buradah,(m), h, ile gosterilir.

2—nacci dizisi yukaridaki formda goriildiigii gibi periyodu 6.x” diir (< N)yani
P+3=3 mod6éve P+4=4 mod6’ dir. Burada PileP,({-2,n,2);x,y,z)’ nin peri-

yodu ifade edilir.
Bu ifade daha ayrintili bir sekilde yazilirsa,

Xp+3 — X7UP+3 Zz(VP+3_l)

D) oL (Vo)
XP+4—X P+4 X Z P+4

elde edilir. Burada P+3=3 mod6 ve P+4=4 mod6 denklikleri kullanilarak,

U,s=U;=0,v, 3=v;=1u,, =u,=3vev,, =v,=0

p+3 p+4

esitlikleri elde edilir.
Boylece yukaridaki birinci denklemden
= X Uraz¥Ps — 7

XP+3

ikinci denklemden ise
— X7UP+4 ZVP+4 — X73

XP+4

37



esitlikleri elde edilir.

Bu sartlar1 saglayan asikar olmayan en kii¢iik tamsay1 h, (4(n —1)) oldugundan dizinin

periyodu h, (4(n-1)) dir.
Eger k =3ise ispat i¢in [5]” e bakiniz.

Eger k >4 ise asagidaki lineer indirgeme bagintilarini g6z oniine alalim.

U =U +U U el

m m-| m—(k-1) m—(k- -1
u3 :0,U4 :0’”"uk+1 :0'uk+2 :3’

V =V 4V 4V etV

-k m—(k-1) m—(k-2) m-1
V=LV, =2,V =2%- v, =2? v, , =2+ 2%+ 4+ 272,
Tiimevarim ydntemi kullanilarak k —nacci dizisinin m. elemanindaki x™* ve z bilesen-

lerinin kuvvetleri sirasiyla u, ve v, olarak elde edilir.

Burada k — nacci dizisi,

i N N N 2 _ 22 i 2k—3
X =X, X, =Y, Xg =Z,X, =2°, % =2° -+, X =2°

k=2 ) _lz(2+22+---+2k’2)

(22+23+---+2k’1)
Xk+l =7 ’Xk+2 =X

y2ou-1
Keps =X 2X7Z :

odylu-1 (23+24+,..+2k) 12 (24+25+___+2k+1)
Xea =X X72XZ Kes =X 2

seklindedir.

Bu dizi m> k +3i¢in asagidaki formda yazilabilir:
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Xf(um—l)xflzvm m =1mod 2k + 2,

X_(um_l)X_lZZVrrl m=2mod 2Kk + 2,

x~Um 77V m = 3mod 2k + 2,

¥ ~Un 7Vm m =4 mod 2k+2,

¥ ~Un 7Vm m = 5mod 2k+2,

x~Un 7Vm m=k mod 2k + 2,

¥~ 7Y% m=k+1mod2k + 2,

X =
M) (D) v m =Kk +2mod 2k + 2,

X—(um—l) Zx—lzvm_l m =k + 3mod 2k + 2,

y(Un=2) y 1y -1V m =Kk +4mod 2k + 2,

U 7% m=k +5mod 2k + 2,

¥ U 2V m=k+6mod2k + 2,

¥ U 7V m= 2k +1mod 2Kk + 2,

~Un 7% m=0 mod 2k + 2.
Simdi,

, 3 k2 _3_[(2+22+.

th+3 =7, th+4 = 22, th+5 = 22 R th+k = 22 ,th+k+1 +1= 22 ,th+k+2 =X 3 (

oldugunu gdstermemiz ispati tamamlamak i¢in yeterli olacaktir.

Buradah, (m), h, ile gosterilir.

Bu ifade daha ayrintil1 bir sekilde yazilirsa,

Vp,3—1

i,
X5 = X 32227,

X

— yv Upia 5 Vpis
P+4 — X z '

X

— y Upis 5 Vpis
P+5 X z '

5
— —Upik 7 Vpik
XP+k =X ZA ’

X7UP+k+1 ZVP+k+1

XP+k+1 =

—(Upyps2-1) -1
Xp+k+2 — X ( P+k+2 )X ZVP+k+2
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elde edilir.
Burada P ile B ((~2,n,2);X,y, ) nin periyodu ifade edilir.

Lemma 3.2.1 kullanilarak yukaridaki esitlikler,
XP+3 — X_UP+3 ZVP+3 — Z,
— X_UP+4 ZVP+4 — ZZ,

XP+4

_ y Upis 5Vpys _ 53
XP+5 =X YA =27,

O

— y Upik 7 VP
Xo, =X Pzl =727
— X_uP+k+1 ZVP+k+1 =7

XP+k+l

X — X7UP+k+2 ZVP+k+2 — X_gz .

P+k+2

seklinde yazilabilir.

Bu sartlar1 saglayan agikar olmayan en kiigiik tamsay1 h, (4(n —1)) oldugundan dizinin

periyodu h, (4(n—1))" dir.
<2, n, —2> , (n, -2, 2)ve (n, 2, —2> gruplart i¢in ispat benzerdir.

Teorem 3.2.2 : n>2igin (2, -2, n)ve(2,—2, n) centro-polyhedral gruplarinda k -nacci
dizisinin periyodu asagidaki gibidir:
i. Eger k=2 ise periyod h,(4(n-1))" dir.

ii. Egerk >3 ise periyod 4n|R ((2,-2,n); X, ¥, 2),h, (4(n-1)|R.({2,-2,n); X, y,2)

olmak ftizere asikar olmayan en kiiclik tam sayidir (Deveci, Karaduman ve Campell

2010).

Ispat: Bu gruplarin mertebeleri 4n.(n—1)’dir. <2,—2, n) takdimi ile verilen grubu ele

alahm. Bu grupta |X|=4(n-1)=|y|,|7|=2n(n-1),z = y*"x,x = yzolup
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Z=y X xz=y " xxz=y 'z’ =y 'y 'xx* =
2
_ y72XX2 _ y4‘x _ (yfz) X = ZZnX
esitlikleri s6z konusudur.

i. Ispat teorem 3.2.1” in ispatina benzerdir.

ii.k =3ise ispat i¢in [5] * e bakiniz.

Egerk >4 ise,

U =U +U +U  +-+U

m m-k m—(k-1) m—(k-2) m-1
u3 :].,U4 :0"”'uk+l :0'uk+2 :O’

V=V 4V +V  4eefV

k m—(k-1) m—(k-2) m-1

Vo =LV, =25 =2" 0 by =257, = (2427 4 27 )4 L
seklinde tanimlanan lineer indirgeme bagmtilarini goz oniine alalim.

Tiimevarim yontemi kullanilarak k —naccidizisinin m. elemanindaki x ™ ve z bilesen-

lerinin kuvvetleri sirasiyla u, ve v, olarak elde edilir.

Burada k — nacci dizisi,

2k—3

2
X =X X =Y, X =2,%, =X X = X7 e X =X,

(2+22+---+2k’2)+l (22+23+~~~+2k’1)

2k—2
X =X 3 X =X 1 Xz = ZXX '

(23+24+- 2K (24+25+. . -+2k+1)

_ _ 2
X4 = XZXX Ky = XZ°XX

seklindedir.

Bu dizi m> k +3i¢in asagidaki formda yazilabilir;
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Z(umf(mfl)lz)nZ(m—l)/4Xvafl, m =1mod 2k + 2,
Z(Um—l)ﬂZXXmel7 ms= 2m0d 2k+2’
Z(um_l)n 7" m =3mod 2k + 2,

Z(um—(m—zl)lz)nZ(m—4)/2xvm ' m=4mod 2k + 2’

oo Am-5)12)n  (m-5)124, m =5mod 2k +2,
2(Un(mK)/2)n (k)2 vy m=k mod2k +2,
ltr{me)2 (k1) 2y, m =k +1mod 2k +2,

Xn = gl (m-(k2)12)n  (m-(k:2))12 v 1. m =k +2mod 2k +2,
720 7yt m =k +3mod 2k + 2,
LDy 2, m=k+4mod 2k +2,
glimAm s Iae2iny  (m- (814522 -y — 4 Bmod 2k + 2,

(Un—(m—(k+6))/4+2)n Xz(m—(k+6))/4+2

z xx" 2 m=k+6mod2k +2,

Z(um—(m—(2k+1))/4+2)nXz(m—(2k+l))/4+2xxvm—2, m = 2k +1mod 2k + 2,

Z(umf(m—(zk+2))/4+2)nXz(mf(2k+2))/4+2Xxvmfz7 m = 2k +1mod 2k + 2.

P, ((2,—2,n);x, y,z) yerine P yazilarak,

Z(UP+371)n ZXVP+3 ,

Xp,3 =

Xo., = Z(uM—(P+4—4)/2)nZ(P+M)/z)(v,,+4 ,

Xo.c = (up+57(P+575)/2)nZ(P+5—5)/2va+5’

Xo., = Z(“P+k_(P+k_k)/2)”Z(P+k—k)/2xvp+k’

Xo 0 = Z(UP+k+1—(P+k+l—(k+1))/2)nZ(P+k+1—(k+l))/2xvp+k+1’
Xoy = Z(Up+k+z—(P+k+2—(k+2))/2)nZ(P+k+2—(k+2))/2va+k+2_l1

esitlikleri elde edilir.

Bu takdirde h, (|x|)|Pyani h (4(n—1))|P oldugunu gostermeliyiz. Burada h, (m),m

pozitif sayisinin K —adim Wall sayisidir.
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Lemma 3.2.1 ve Sonug 3.2.1 kullanilarak yukaridaki esitliklerden

2020 = ¢,
Z(O—(P/Z))nZ(P)/ZXZ _ 7 (PI2)-n)y 2

Xpiz =

X

P+4 —

Xo,q = Z(O—(P/Z))nZ(P)/2X4,

_ (0=(P/2))n_(P)r2 23
Xp, =1 z X",

X Z(O—(P/Z))n Z(P)/2X2k’2

P+k+l —

(P/2)(1-n) (2+22+..,+2k-2)+1

_ 2422 44257241
(0-(P12)n (P2 (2427442 )L X ,

X YA

Pik+2 —

esitliklerine ulasiriz. Bu takdirde eger,

k-3 k-2 (2+22+...+2k*2)+1

2 22 2 2 :
Xpia =X 3 Xp5 =X 5 Xp o = X0 3 Xpiyn = X VE Xpiki2 =X IS€

ZH‘% oldugunu gostermeliyiz. Bdylece P’ nin4n|P ve h, (4(n—1))|P sartlarini sag-

layan en kiiclik tam say1 olmasi gerektigi sonucuna ulasiriz, bu da ispati tamamlar.
Grup <—2, 2, n) icin ispat benzerdir.

Teorem 3.2.3: n>2igin (—n,2, 2)ve(2,—n,2) centro-polyhedral gruplarinda Kk -nacci

dizisinin periodu 2k + 2 ’dir (Deveci, Karaduman ve Campell 2010).

Ispat: Bu gruplarin mertebeleri 4n° dir. {lk olarak (—n,2,2) takdimi ile verilen grubu

ele alalim. Grubun takdiminden kolaylikla gériiliir ki, z° grubun merkezi elemanidir ve

ly|=4.|z|=4,|X =2nvex™" =x""dir.

Eger k=2 ise
X =X X, =Y, X, = Z,X, = YZ,X; = 2YZ, X, = YZZyZ =
=2°yy1=2°y*7=2,%, = 7y722 = 2y2° = Xyyz° = X,
Xg =22y =Y, X =Xy =17:--
seklindeki dizi elde edilir ki bu dizinin periyodu 6’ dir.
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k =3ise ispat igin [5]” e bakiniz.

k >4ise dizinin ilk k terimi
X =XX, =Y, % =2,X, =X, X :xzz,---,xk =x?
seklindedir. Yukaridaki bilgiler kullanilarak bu dizi,

X =XX,=Y,X=2,X =2°,% =1,---,1

sekline indirgenir ve burada 5< j<k i¢in x; =1 dir.

Boylece,
k K+1 k+2
%= LIx =2 =Lx., =[x =y %o =[x =22,
i=1 i=2 i=3
k+3 k+4
Xy 1a :]_[xi =7, X5 :]_[Xi = yZBZ)_/ZZ :y_yQ:]_,...
i=4 i=5

olur. Buradan 5< j<Kk igin x,,, =1 sonucuna ulasilir.

Ayrica,
k o2 k+1 2 k+2
Xo =% =2 =Lx.,=]]x =y, x.. =] [x =2y,
i=1 i=2 i=3
k+3 k+4
3
Xeo = L% =2.%s =[x = vz’ zyzz =yyzz =1,
i~ i=5
Xt =1
k+k+1 3
Xz = | | % = y2’zyzz = yyzz =1,
i=k+2
k+k+2 ) )
Xiikaz = H X =2yZ" = XY_YZ =X,
i=k+3
k+k+3 kK+k+4
Xiikea = H X =X =Y, X i = H X;=Xy=1
i=k+4 i=k+5
elde edilir.
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Xori31 Xoreas Xorss seklinde devam eden terimlerin degerleri x,y ve z’ ye bagh oldu-

gundan  dizi 2k +3. terimle  tekrar  etmeye  baglar  yani
X, =2k+3,X, =2k +4,%, =2k +5,---,” dir.

Boylece R ((—n,2,2);x,y,2)=2k+2 olur.
<2, -n, 2> grup i¢in ispat benzerdir.

Sonu¢ 3.2.2 : n>2 i¢in <2,2—n> centro-polyhedral grubunun k -nacci dizisinin peri-
yodu asagidaki gibidir;
i.(2,2—n) grubunda {z,y,x} geren kiimesine gore k-nacci dizisinin periyodu
2k +2° dir.
ii.(2,2—n> grubunda {X, Y, Z}geren kiimesine gore k -nacci dizisinin periyodu
asagidaki gibidir;
i P,((2,2,-n);X,y,2) =6"dr.

iRy ((2.2-0)x ,2) = {;SZI: +1)i), rr: f;:::

iii’. k >5 olsun (Deveci, Karaduman ve Campell 2010).

1. Eger n’ nin tek ¢arpani t oluyorsa ve [3, k —2] araliginda bir telemani bu-
lunmuyorsa;

n(k+1), n cift ise
P.((2,2,-n);xy,2) = (k+]) “
2n(k +1), n tek ise
2. a, [3, k —2] araliginda n’ nin en biiyiik tek ¢arpani olsun. Bu takdirde iki du-
rum s6z konusudur:

i".Eger jeN icin a.3' ¢[3,k—2] ise,

n(k +1), n cift ise

R((2.2,-n);x,y,2) = {Zn(k +1),  ntekise

ii’. Eger S, [3, k —2] araliginda en biiyiik tek say1 ve je N igin B =a3'ise
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B(n(k +1)), n cift ise

R(2.2,-n);xy,2) = {ﬁ(gn(k +1)),  ntekise

olur.

Ispat: Ilk olarak z’ nin mertebesinin 2n, X ve vy’ nin mertebesinin 4 ve grubun mer-

tebesi nin 4n oldugunu belirtelim.
i. Ispat teorem 3.2.3’¢ benzerdir.
iii’. k=2ise
X =X Xy =Y, X =2,%, = YZ,% = 2X = Y*xx = y’y* =y,
Xs = XY, X; = YXY, Xg = XyYXy = XXXy =Y,
X = YXYY = Y°XZ, X = YZ = X, .

dizisi elde edilir.

Bdylece P,((2,2—n);x,y,z)=6 olur.
<2, 2— n) = <2, 2, n) oldugundan ispat (2, 2, n> icin verilen sonuglarla yapilir.
ii”.k=3ise [5] ’e bakiniz ve k>4 ise ispat i¢in [19] "a bakiniz.

Sonu¢ 3.2.3 : n>2 icin (—2, 2,n),(2,—2,n) ve (2, 2,—n) gruplarmin kK — nacci dizisi-
nin periodu asagidaki gibidir;

i. (-2,2,n),(2,-2,n) ve (2,2,—n) grubunun {z,y,x}ile geren kiimesine bagl
k -nacci dizisinin periodu 2k +2'dir.

ii. (-2,2,n),(2,-2,n) ve (2,2,-n) grubunun {x,y,z} geren kiimesine baglik -
nacci dizisinin periodu asagidaki gibidir;

i". B(G,;X,y,z)=6" dir.
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n(k—ﬂj n=0 mod 4

2
i”. P, (G,;x,¥,2) =4 n(k+1), n=2mod 4
2n(k+1), diger durumlarda

iii’. Eger k >5 ise (Deveci, Karaduman ve Campell 2010).
1. Eger n’ nin tek ¢arpani t olacak oluyorsa ve [3,k—2] araliginda bir tele-

mani1 bulunmuyorsa;

n(k +1), n cift ise

R((2,2,-n);x,y,2) = {Zn(k +1),  ntekise

n(k—ﬂj n=0mod 4

2

R(G,: % y,2) =4 n(k+1), n=2mod 4
2n (k + 1) , diger durumlarda

2. Eger a, n’ nin [3, k —2] araligindaki en biiyiik tek ¢arpaniysa ve j e N igin
B =a3 esitligini sagliyorsa,

i’. Eger .3 ¢[3,k—2] ,jeN ise,

a[n(kTJrlD, n=0mod4

P.(G,ix Y,2) =1 a(n(k+1)), n=2mod 4
a(Zn(k +1)), diger durumlarda

ii’. Eger £, n’ nin [3, k— 2] araligindaki en biiyiik tek carpaniysa ve je N icin

B =a3 esitligini sagliyorsa

ﬂ((n(%n n=0 mod 4

R(Gyixy,2)=1 B(n(k+1)), n=2mod 4
,B(Zn(k +1)), diger durumlarda
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olur.

Burada G,,, (—2, 2, n),(2, —2,n) ve (2, 2, —n) gruplarindan biridir.

Ispat: z’ nin G, grubunda mertebesi n, x ve y’nin G, grubunda mertebesi 2 ve G,
grubunun mertebesi 2n ’dir.
i. Ispat teorem 3.2.3° e benzerdir.
ii. i’. Eger k=2 ise
X =X X =Y, X =2, =YZ=X,X =ZX=YXX =Y,
Xs = XY, X; = YXY, Xg = XYYXy = XXXy = Y,
Xg = YXYY = YX =2, X = YZ =X, -+,

Boylece R,(G,;X,y,z)=6 olur.

G, = (2, 2, n) oldugundan ispatlar, (2, 2, n) i¢in bulunan ispatlardan ¢ikartilir.

igcinde gegerlidir. Eger k =3 ise [5] e, k>4 ise [19] ” a ispatlar i¢in bakilabilir.

Sonu¢ 3.2.4:n>2i¢inG,,(-2,n,2),(2,—n,2),(2:n,-2),(-n,2,2),(n,—2,2) ve (n,2,-2)
gruplarindan birini temsil etmek tizere P, (Gn; X, Y, Z) =2k + 2 dir (Deveci, Karaduman

ve Campell 2010).

Ispat: (-2,n,2)=(2,-n,2)=(2,n,-2)=(2,n,2)

(-n,2,2)=(n,-2,2)=(n,2,-2)=(n,2,2)
oldugundan ispatlar (2,n,2) ve (n,2,2) icin bulunan ispatlardan ¢ikarilir. Eger k=3

ise [5] e, k>4 ve k=2 ise [19] > a ispatlar i¢in bakilabilir.
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3.3. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis k — Mertebeden Jacobsthal Dizileri

Tanim 3.3.1: A= {al, az,---,ak} olmak tizere sonlu tiretilmis G = <A> grubunun A
irete¢ kiimesine gore genellestirilmis k —mertebeden Jacobsthal orbiti,0 <i<k -1
0<i<k-licin x, =a,+1

ve i >0 igin

i+k

_{ () (%), k=2
(X| )“'(Xi+k—2 )2 (Xi+k—1) k>3

seklinde tanimlanan {Xi} dizisidir ( Deveci, Karaduman ve Saglam, Baskida).

Teorem 3.3.1: Sonlu bir genellestirilmis k —mertebeden Jacobsthal orbiti periyodik bir

dizidir ( Deveci, Karaduman ve Saglam, Baskida).

Ispat: G grubunun mertebesi n olsun. G nin elemanlarmin n* tane farkl siral
k —lis1 mevcut olacagindan, bu sirali k —lilardan en az bir tanesi G nin genellestirilmis
k —mertebeden Jacobsthal orbitinde iki defa karsimiza ¢ikacaktir. Bu tekrardan dolay1

genellestirilmis k —mertebeden Jacobsthal orbitinin periyodik oldugu sonucuna ulastlir.

[20] > deki caligmada J (G) genellestirilmis  k —mertebeden Jacobsthal
orbitinin periyodunun uzunlugu LJj(G) seklinde gdsterilmis ve bu ifade G grubunun

genellestirilmis k —mertebeden Jacobsthal uzunlugu diye adlandirilmustir.
Tanimdan da agikca gorildiigii gibi sonlu bir grubun genellestirilmis Kk —

mertebeden Jacobsthal uzunlugu , secilen iirete¢ kiimesine ve bu iirete¢ elemanlarinin

siralamasina bagl olarak degisiklik gosterebilmektedir.
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3.4. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis k — Mertebeden Pell Dizileri

Bu boliimde sonlu gruplarda genellestirilmis k —mertebeden Pell dizileri incelenmis olup,

D, dihedral bir gruptaki genellestirilmis k —mertebeden Pell dizilerinin periyotlar: elde

edilmistir.

Tanmm 3.4.1: Sonlu bir gruptaki k. mertebeden genellestirilmis Pell dizisi, grubun

Xos X, *y Xy,+++, elemanlarinin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verilen
Xg,+*y X;_, baslangig elemanlar ile

%&“(M4Yi j<n<k

o = 2
Xn—an—k+l”'(Xn71) ; n>k

n

seklinde tamimlanir. Ayrica bu dizinin X,,---,X;_, baslangi¢ elemanlarinin grubu germesi
gerekir. Boylece genellestirilmis K —mertebeden Pell dizisi, grubun yapisini yansitir.
X9, +*s X, tarafindan gerilen sonlu bir gruptaki genellestirilmis k —mertebeden Pell dizisi
Q, (G; Xor " Xj_l) ile gosterilir.

Tamsayilarda bir m modiiline gore klasik Pell dizisi Q, (Z,,;0,1) olarak yazilabilir. Grup

elemanlariin genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizisi sonlu bir grubun Pell dizisi olarak

adlandirilir (Deveci ve Karaduman, Baskida).

Teorem 3.4.1: Sonlu bir grupta genellestirilmis k —mertebeden Pell dizileri periyodiktir

(Deveci ve Karaduman, Baskida).

Ispat: G, sonlu bir grup olsun ve |G|, G grubunun mertebesini géstersin. G grubunun

|G|k tane farkli sirali k —lis1 oldugundan bu sirali kK —lilardan en az bir tanesinin grubun

genellestirilmis k —mertebeden Pell dizisinde iki defa goriilecegi agiktir. Sirali k —lilar

tekrar ettiginden dolay1 genellestirilmis k — mertebeden Pell dizisi periyodiktir denir.
Q. (Gi X+, X, ) dizisinin periyodu PerQ, (G;X,,--, X, , ) ile gosterilsin. Tanimdan son-

lu bir gruptaki genellestirilmis K —mertebeden Pell dizisinin periyodunun segilen iireteg
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kiimesine ve X, X, X, --+, X; , baglangi¢ elemanlarinin siralamasina bagli olarak degisecegi

agiktir. Ayrica hR, (m) > nin C devirli grubunun genellestirilmis k — mertebeden Pell dizi-

sinin periyodu oldugu asikardir (Deveci and Karaduman, Baskida)

Tamim 3.4. 2: G sonlu bir grup olsun. Eger G grubunun her bir eleman: dizide goriinecek
sekilde G’ nin elemanlarinin bir genellestirilmis k —mertebeden Pell dizisi varsa bu du-
rumda G grubuna genellestirilmis k —mertebeden Pell dizilenebilirdir denir (Deveci and

Karaduman, Baskida).

Genellestirilmis K —mertebeden Pell dizilenebilir gruplarin direkt ¢arpimlari genellestiril-

mis k —mertebeden Pell dizilenebilir olamayabilir. Ornegin; e birim olmak iizere;
<x,y:x2:y2:e,xy:yx>
seklinde verilen D, grubu ele alnsm. D, grubunun (x)ve (y) gruplarmn direkt
carpimi oldugu agiktir. D, grubunun Pell dizileri
Q (DX, Y) =X, ¥, X, Yo,
Q (D Y, X) =Y, X, ¥y Xy,
seklinde olacaktir. Burada xyelemani iki dizide de olmadigi icin D, grubu
genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilir degildir. Ancak <x> grubu
Q,(D,;e,x) =¢,X,e,X, -,

seklindeki Pell dizisine sahiptir ve genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilirdir.

Benzer sekilde (y) grubu

QZ(DZ;ei y) :el y)e1 yl'";
seklindeki Pell dizisine sahiptir ve genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilirdir

(Deveci ve Karaduman, Baskida).

Sonug 3.4.1: D, grubunun genellestirilmis k — mertebeden Pell dizisinin periyodu hR, (2)’

dir (Deveci and Karaduman, Baskida).
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Teorem 3.4.2:n>2i¢inD, = <x,

=y =(xy)’ :e> olsun. Bu durumda,

i. k=2,4 olsun. PerQ,(D,;x,y)=hR,(2).

(h(R,(2))) n=0(mod4)
ii. PerQ, (D,;x,y) =4 n(hR,(2)) n=2 (mod 4 )
n(hP3(2 ) diger durumlarda.

iii. k >5 olsun.

1. Eger n’nin carpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k —2] araliginda

degil ise periyod asagidaki gibidir;

PerQ (D,;x. y)=

2((R() n
( (2)) n=2(mod4)
2n(hP (2)) diger durumlarda.

=0 (mod 4 )

2. Eger 7, n’nin [3 k—2] aralifinda ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsa-

y1 ise asagidaki iki durum s6z konusudur:

2.1.Eger jeN 3! ¢[3 k-

PerQ (D,;x, y)=

2] ise periyod asagidaki gibidir;

n;(h(Pk(z))) n=0 (mod4)
m(hP, (2)) n=2 (mod4)
772n(h P.(2) ) diger durumlarda.

2.2. Eger u, [3, k —2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve j e N ic¢in u=n3' ise periyod

asagidaki gibidir (Deveci ve Karaduman, Baskida);

PerQ, (D,;x,y)=

uz(h(R(2)) n
,an(hP (2)) n=2 (mod4)
u2n(hR(2))

=0 (mod 4 )

diger durumlarda -

Ispat i. k = 2ise asagidaki dizi elde edilir.

Xa y,X,y,“',
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Béylece bu dizinin periyodu hP, (2) =2 olur. Eger k =4 ise asagidaki dizi elde edilir.
XY X XY, Y, 6,6, XY, XY,
ve periyodu hP,(2)=7" dir.
ii.hP,(2)=7 olup k =3 ise asagidaki dizi edilir.
Xy =X, X =Y, X =X, o+,
s

Xiq :(XY)8 X, X5 :(xy)7 X, X6 :(xy) X,

16 14 8
XZB:(Xy) X’X29:(Xy) X’Xsoz(XY) X,y
seklindedir. Burada v e Nigin 4i=nv olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisina ihtiyag

vardir ve asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger, n=0mod(4) ise bu durumda i :% olur. Bdylece,

n n
PerQ, (D,;X,y) = 257=57 :E(th(Z))

n
>
esitlikleri elde edilir.

Eger, n=2mod(4) ise bu durumda i =2 olur. Boylece,

PerQ, (D, x,y) = 2.2.7 —n.7=n(hR,(2))

esitlikleri elde edilir.

Eger n=1mod(4) veya n=3mod(4) ise i =n olur. Bdylece,
PerQ, (D,;x,y)=2n7=n.7=2n(hP,(2))

esitlikleri elde edilir.

lii.k >5 icin &+, &; € N olmak lizere asagidaki dizi elde edilir,
XO :X7X1:y,X2 :X’X3 :Xy,X4 :ylx5 :X’.--

4i &4 & 4i
X1 ey (2)—k+2 :(yx) + Xoi hR (2)k+3 :(yx) 1 Xoi R, (2)-ked = (yx) 1t

T

X2i-th(2)—1 = ( yx)sk_34i ' X2i.th(2) = ( yx) Xs Xihm(2p1 = ( yx)r_l X--
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Burada we Nigin 4i =n.w olacak sekilde bir en kiigiik i dogal sayisina ihtiyag vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda degil ise li¢

durum s6z konusudur;

1.1. n=0mod(4) ve nlr ise 1<I<k-2 igin,

Xoinp (21 =€

.oonoL.
ve I:ZIQIH,

X =X Vve X

2i.hR(2) sinp 2y = Y
olur. Buradan

PerQ, (Dn;X, Y) = Z.Eth (2) =ghpk (2)

esitlikleri yazilabilir.
1.2. n=2mod(4) ve nlr ise 1<1<k-2 igin,

Xoin (21 = ©

ve i= n igin
2 9

Xoinm(2) = X V€ Xoing 2y = Y

olur. Buradan
PerQ, (D, X, Y) = 2.2th (2)=nhR, (2)

esitlikleri yazilabilir.

1.3. n=1mod(4) yada n=3mod(4)ve n|r ise 1<l <k-2 igin,

Xoinm (21 =€

ve i =n igin,

X =X Vve X

2i.hR,(2) sinp(2)1 = Y
olur. Buradan
PerQ, (D,;x,y)=2nhR,(2)

esitligi yazilabilir.
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2. Eger 17,n nin 3,k —2]araligindaki garpanlarindan olan en biiyiik olan: ise asa-

gidaki iki durum s6z konusudur:

2.1.Eger jeN icin 3 ¢ [3,k —2]ise ii¢ durum s6z konusudur:
21.1.n=0 (mod 4 ) ve n|rise budurumda 1<I<k-2 igin,

Xoing,(2)-1 = ©

ve i —77E igin
4 >

sinp(2) = X V€ Xoipp 2 =Y

olur. Buradan,

n n
PerQ, (D,;x,y)= Z.UZth (2)= ’7§th (2)

esitlikleri yazilabilir.

21.2.n=2 (mod 4 ) ve n|rise budurumda 1<l<k-2 igin,

Xoin (21 = ©

ve i—nn icin
= ,

Xoinm (2) = X V€ Xoing (2 = Y

olur. Buradan,

PerQ, (D, X, y):2.772th (2)=nnhP, (2)

esitlikleri yazilabilir.

2.1.3. n=1mod(4) yada n=3mod(4)ve n|rise budurumda 1<I<k-2 igin,

Xoinp (21 =€

ve i =7n igin,

X =X Ve X

2i.hR,(2) sinp(2)1 = Y
olur. Buradan,

PerQ, (D,; %, y)=2nhP, (2)
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esitligi yazilabilir.

2.2. Eger ,u,[3, k —2] araligindaki en biiyiik tek tamsay1 ve jeN igin = u3'
ise asagidaki ti¢ durum s6z konusudur:

22.1.n=0(mod4) ve g|rise 1<1<k-2 igin,

Xoin (21 = ©

ve i :,u% icin,

s (2) = X V& Xoipp2a =Y

olur. Buradan,

PerQ, (D,ix,y) =247 IR, (2) = 1R, (2)

esitlikleri yazilabilir.
222.n=2(mod4) ve nlrise 1<1<k-2 igin,
=e

Xoihe, (2)-1

. n..
ve I:yE i¢in,

Xoinr(2) = X V€ Xoing(2)1 = Y

olur. Buradan,

PerQ, (D,;X,y) = zﬂghpk (2) = unhR, (2)

esitlikleri yazilabilir.
2.2.3. n=1mod(4) yada n=3mod(4) ve n|rise 1<I<k-2 igin,

Xoinp (21 = ©

ve i = un igin,

X =X Vve X

2i.hR,(2) sinp (2)1 = Y
olur. Buradan,

PerQ, (D,; X, y) = 12nhR, (2)
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esitlikligi yazilabilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

3.5. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis Pell Orbitlerinin Uzunluklar:

Bu boliimde G = <A> sonlu grubu i¢in bir A geren kiimesine gore PASQ) (G) ile gosterilen
genellestirilmis Pell orbitinin tanimi yapilmustir. Daha sonra =2 ve n>3 i¢in Q,,

quaternion gruplarinin genellestirilmis Pell orbitlerinin uzunluklari elde edilmistir.

A={a,a,, - a,} olmak iizere G :<A> sonlu grubu i¢in bir A geren kiimesine gore

a+ ] . ..
Pﬁa) (G) ile gosterilen genellestirilmis Pell orbiti, S :[ ) ::J ve 1< j<n-1 i¢in
)+

0<i<n-ligin X =4,
baslangi¢ elemenlart ile
120 lgln Xi+n - (Xi )ﬂH (Xi+l )ﬂm2 h .(Xi+n—2 )/il (Xi+n—l )(0”'1)

seklinde tanimlanan G ’nin elemammin bir {x} dizisidir.

Ornegin; Az{ai,az,ag}olmak iizere P,&“)(G), i >0igin

a(a+l)(a+2) a(a+l)

X0=a1,X1=a2,X2=a3Xi+3:(Xi) 6 (Xi+1) 2 (Xi+2)(a+l)

esitligi yazilabilir (Deveci ve Karaduman, Baskida).

Teorem 3.5.1. Sonlu bir gruptaki genellestirilmis Pell orbiti periyodiktir (Deveci ve

Karaduman, Baskida).

Ispat: Teoremin ispat: [32] > deki caligmadaki teorem 1° in ispat1 ile benzerdir.

P,g“)(G) dizisinin periyot uzunlugu LEN AP(D’)(G) ile gosterilir ve buna bir A geren

kiimesine gére G grubunun genellestirilmis Pell uzunlugu denir.

[24]" de o =1 alindiginda P,(G)’ ye bir A geren kiimesine gére G * nin Pell orbiti

denir ve bu P, (G) dizisinin periyot uzunlugunu LEN AP(O‘) (G)olarak gosterilir.
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Tanimdan da anlasilacag1 gibi genellestirilmis Pell orbitinin uzunlugu se¢ilmis olan ge-

ren elemanlarinin kiimesine ve X, X,,--+, X, ; geren elemanlarinin sirasina baglidir.
n > 3igin,

Q, = <x, y‘xZ"‘l =g,y =x"?yxy= x‘1>
seklinde takdim edilen Q,, grubuna 2" mertebeli quaternion grup denir. Burada x ve y

> nin mertebelerinin sirastyla 2" ve 4 olduguna dikkat edilmelidir.

Teorem 3.5.2. n > 3igin,
(2) _ (2) __~n-3
LEN,, P (an)_ LEN,, ,P (an)_z 3

olur (Deveci ve Karaduman, Baskida).

Ispat: ilk olarak {X, y} geren ¢ifti ve a=2i¢in genellestirilmis Pell orbiti ele alinsin.
Bu durumda genellestirilmis Pell orbiti 1 >0 igin,

X =X% = Yi %o = (%) (%)
olacaktir. Burada r, ve r, tek sayilar olmak iizere genellestirilmis Pell orbiti asagidaki
formda elde edilir;

X0 =X =Y, % = XY % = X7, X, = yx X = XY,

9 24
Xo =X°, % = yx* oo,
81 240
X12:X ’X7:yX R
_ yh2"t — 2™
X2"*3.3 =X ! Xz"*3.3+1 =¥ oo

Eger n=3 ise dizi asagidaki gibi olur,

Xo =XX =Y,X%X, =x3y3’)(3 =X=Xg, X, =Y =X, .
Boylece LEN,, ,P”(Q, ) =3 esitligi elde edilir.

Eger n>4 ise dizi asagidaki gibi olur,

Xo =X X =Y,y Kono, =X=Xg, Kopoy =Y =X,000,,
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Boylece LEN,, p? (Q, ) =2"°3 esitligi elde edilir.

Simdi  {y,X} geren ¢ifti ve a=2 genellestirilmis Pell orbiti ele alinsin. Bu durumda
genellestirilmis Pell orbiti,
i>0 iginX, =Y, X =%X,, = (%) (%)

olacaktir. Burada @ tek say1 olmak {izere genellestirilmis Pell orbiti asagidaki formda
elde edilir;

X =Y, % =%%X =Y, X, =y, X, =X, % = y°x7°,

Xs =Y, %, =x°,---,

X, =Y, X, = xXB ..

Xopsy =Yy Xpag, = X2
Eger n=3 ise dizi asagidaki gibi olur,

Xo =Y, X =X X% =y3X3,X3 =Y =X, X, =X=X, 0,
Boylece LEN,, ,P®(Q,,)=3 esitligi elde edilir.

Eger n>4 ise dizi asagidaki gibi olur,

XO = y’Xl :X,...’in{(}3 — y:XO’XZ"’33+1 :X:Xl’...’
Boylece LEN,, ,P®(Q, )=2""3 esitligi elde edilir.
3.6. Binary Polihedral Gruplarin Pell Orbitlerinin Uzunluklari

Bu bolimde n>2i¢in (2,2,2),(n,2,2),(2,n,2) ve (2,2,n) Binary Polyhedral grupla-

rin Pell orbitlerinin uzunluklar: incelenecektir.
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Ik olarak {X, y} geren ¢ifti ve {X, Y, Z} geren tg¢liisi i¢in bu gruplarin Pell orbitlerinin
sirastyla agsagidaki gibi olduguna dikkat edilmelidir.
120 igin X =X,% =Y, X, :(Xi)(xi+1)2

ve

2

120 igin X, =X% =Y, % =2,%,, :(Xi)(xi+l)(xi+2) .

Teorem 3.6.1: <2, 2, 2> Binary Polyhedral grubun Pell orbitlerinin uzunluklar1 asagidaki
gibidir (Deveci ve Karaduman 2011);

P((222)-4

i LEN,,

ii. LEN,  ,P((2,2,2))=14.

ispat.i. <2, 2, 2> Binary Polyhedral grubu {X, y} geren kiimesine ve geren elemanlarinin
X, y siralamasina gore <X, y:x*=y*= (Xy)2> takdimi verilir ve

X|=4,|y|=4,xy=y’x ve yx=x’y’ dir. Bu durumda P{X’y}(<2,2,2>) Pell orbiti asag-
daki gibi olur.
X=X X =Y, X =X, X =Y X, = X=X, X =Y =X, 0,
Boylece LEN,, ,P((2,2,2))=4 elde edilir.
ii. (2,2,2) Binary Polyhedral grubu, {x,y,z} geren kiimesi ve geren elemanla-

rmin X,Y,z siralamasia gore <X, y,2:x =y’ =7 = Xyz> seklinde takdimi verilir ve

X|=4,|y|=4,|z|=4,x=yz,y =%’ ve z=xy dir. Bu durumda P

{xy.z}

((2.2,2)) Pell

orbiti asagidaki gibi olur.

3 2

Xo =X, % =Y, X, =2,%, =2°,X, = y2°, X, = 2%, X, = 2X, X, = y2°, X = ZX,
X0 =2 X0 =2, X =X Xy =20, X =Y, Xy = X=X, X =Y =X, Xpg =Z= Xy,

Boylece LEN,, , P((2,2,2))=14 elde edilir.
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Teorem 3.6.2:(n, 2,2) Binary Polyhedral grubun Pell orbitinin uzunlugu asagidaki gi-

bidir (Deveci ve Karaduman 2011);

2n  n cift sayi ise

. LEN{X'V}P«n’ % 2>) B {4n n tek say1 ise

7n  nciftsayi ise

ii. LEN{X’YVZ}P(U" 2, 2>) - {14n n tek sayi ise .

Ispat.i. (n,2,2) Binary Polyhedral grubu {X,y} geren kiimesine ve geren elemanlari-
nn X,y siralamasina gore <X, y:x"=y? =(Xy)2> seklinde takdimi verilir ve

[X|=2n,]y|=4,xy=yx™" ve yx=x"'y" dir. Bu durumlar ele alinarak asagidaki dizi elde
edilir:
X, Y, XY%, Y, X Y XY, YK X YKy

O halde Py ((n,2,2>) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

Xo =X, X =Y,

X, =X, X = yX* -+,

X =X, Xg = YX&, -,

Xy = X, Xy = VXM, oo0)
Burada k € N icin 4i =2kn olacak sekilde bir i dogal sayina ihtiya¢ vardir ve asagi-

daki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift say1 ise bu durumda i :g olur. Boylece 4i=2n v LEN{X’y}P(<n,2,2>) =2n

esitligi elde edilir.

Eger n tek ise i=n olur. Boylece 4i=4n ve LEN{X’y}P(<n,2,2>):4n esitligi elde
edilir.
ii. (n,2,2) Binary Polyhedral grubu {X,y,z} geren kiimesi ve geren elemanlari-

nin X,Y,Z siralamasina gore <X, y,2: X" =y’ =7 = Xyz> seklinde takdimi verilir ve
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|X| =2n, |y| =4, |Z| =4,x=12y°,y=X"z ve z=xy dir. Bu durumlar ele almarak elde edi-

len dizi

n-5 n-8 n-6

X, ¥,2,2%, X X2, 2x X" X x, 2x 7z, X"z, X3, 28, x P,

n-9 ,n-7 n-17 n-16

22X 7 x0T o 2 xR0 x xRz, Xz, X X x e

olur. Yukaridaki dizi kullanilarak
Xo =X, X =Y, X =1,
Xy = X’ X5 = 2x°, X = X323, -,
Xog = x°, Xpg = oM, Xy = Xzx%,- -,

X14i — X4i+1, X14i+1 — ZX8i+l, X14i+2 — X_4i+1ZX4i+l, e

elde edilir.

Burada k € N icin 4i =2kn olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisina ihtiyag vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger n cift say1ise i =2 olur. Boylece 14i =7n ve LEN{X,y’Z}P(<n,2,2>) =7n olur.

Eger n tek ise i =n olur. Bdylece 4i =4n ve LEN,, ,P((n,2,2))=14n olur.

Teorem 3.6.3:(2,n,2) Binary Polyhedral grubun Pell orbitinin uzunlugu asagidaki gi-
bidir (Deveci ve Karaduman 2011);

2n  ngift say ise

. LEN{X'V}P«Z’ M 2>) - {4n n tek sayi ise

i. LEN, . P({2,n,2))=14.

Ispat : i. Ispati teorem 3.4.2. ispatina benzerdir.
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ii. (2,n,2) Binary Polyhedral grubu {X,y,z} geren kiimesine ve geren eleman-
larinin X, Y,z siralamasina gore <X, v,z X =y"=2"= Xyz> seklinde takdimi verilir ve
X =4,|y|=2n,|z|=4,x=yz,y=xz* ve z=y 'x dir. O halde

P

oy ((2,1,2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.
Xo =X, X =Y, X, =2,% =2°,X, = Y2°,% = 2%, X, = 2X, X; = Y°X
X = 2%, % = Y"OX, X0 = VX, Xy = YAX, X, = 22,
Xg =Y Xy = X=X, Xis =Y =X, Xg = 2= X5,

n+2

Boylece LEN{X'y’Z}P(<2,n,2>) =14 esitligi elde edilir.

Teorem 3.6.4:(2,2,n) Binary Polyhedral grubun Pell orbitinin uzunlugu asagidaki gi-
bidir (Deveci ve Karaduman 2011);
i.LEN, ,P((2,2,n))=4

) 7n  ngiftise
ii. LEN{X,y,Z}P(<2’ 2 n>) _{14n n tek ise .

Ispat.i. <2, 2, n> Binary Polyhedral grubu {X, y} geren kiimesine ve geren elemanlarinin
X,y siralamasma gore <X, y:xi=y*= (Xy)n> seklinde  takdimi verilir ve

[X|=4.|y|=4 ve |xy|=2n"dir. Bu durumda Py ((2.2,n)) Pell orbiti asagidaki gibi
olur.
Xo =X X =Y, X = X0 X = Y2 X, S X=X, X = Y =%,
Boylece LEN, ,P((2,2,n))=4 esitlii elde edilir.
ii. (2,2,n) Binary Polyhedral grubu {x,y,z} geren kiimesine ve geren eleman-
larinin X, y, z siralamasina gore <X, y,2: X =y*=27"= Xyz> seklinde takdimi verilir ve

IX|=4,|y|=4.|z|=2n,x=yz,y=xz"" ve z=y’x dir. Buradan asagidaki dizi elde edilir.

XY, 2,2 xz%, 2%, 2" x, 2", 20, 2 2 xz2 2 xe 0 xe B xe 2,

2" xz2, 2% x2™ 2", 2, 27 273 xR 2 xe B xa e ke 0 z,
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O halde P, ((2,2,n)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

X=X % =Y, % =2,

=XZ 8 X, =XZ° X, =2
Xy = 1 X5 = 1 Kig = Zytey
Xog = X272, Xog = X2 %, Xey = 2, -,

—4i-4 —4i-1
X = XZ 1 Xigig = X2 1 Xigivg =2y

Burada k € N icin 4i =2kn olacak sekilde bir i dogal sayina ihtiyag¢ vardir ve asagida-

ki durumlar s6z konusudur;

Eger n ¢ift say1 ise bu durumda,

S ™ - T
2
_4(”%)_1 —4i-1-2n 4i-1
X(”E]l‘“l =Xz =Xz =Xz " =Xy,
2

olur. Boylece LEN,,  P((2,2,n))=14i+7n—14i =7n esitligi elde edilir.

Eger n tek ise bu durumda,

_ o A(i+n)-4 _ _di-4-4n _ ,_-4i-4 _
Xinpa = X2 = XZ =XZ = Xy
_ o A1 o —4i-1-4n _ o —4i-1 _
X(i+n)14+1 =Xz =Xz =Xz - X14i+1’
X

(i+n)14+2 Z=Xyipp1"" s

olur. Boylece LEN{X‘y’Z}P(<2, 2, n>) =14i+7n—7i =14n esitligi elde edilir.
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37. n>2 i¢in (2,2,2),(n,2,2),(2,n,2)ve(2,2,n)  Polyhedral Gruplarm Pell

Orbitlerinin Uzunluklar

Bu bolimde n>2igin {X, y} ve {X, Y, Z} geren kiimelerine gore
(2,2,2),(n,2,2),(2,n,2)ve(2,2,n) Polyhedral gruplarin Pell orbitlerinin uzunluklar

ele alinmustir.

Ik olarak bu gruplarda {X, y} ve {X, Y, Z} geren kiimelerine gore ve geren elemanlari-
nin X, Y,z siralamalarina Pell orbitlerinin sirasiyla asagidaki gibi olduguna dikkat edil-
melidir;

i >0 igin X, =X, X =V, X, :(xi)(xi+1)2
ve

>0 igin X, = X% =Y, % =2,%,, = (%) (%1 ) (%) -

Teorem 3.7.1:(2,2,2) Polyhedral grubun Pell orbitinin uzunlugu asagidaki gibidir
(Deveci ve Karaduman 2011);

i.LEN, ,P((2.2,2))=2

ii. LEN,, ., P((2.2,2))=7.

{xy.z)

Ispat. i. Ispat: teorem 3.6.2.i ispatina benzerdir.

ii. (2,2,2) Polyhedral grubu {X, y,z} geren kiimesine ve geren elemanlarinin
X,Y,Z siralamasina gore <X, V,2: X =y* =2 =xyz= e> seklinde takdimi verilir ve
X =2|y|=2]|z|=2z,x=yz,y=xz ve z=xy’dir. Buradan asagidaki dizi elde edilir;
X Y,2,2,%,6, Y, %, Y, Z, .

Boylece,
LEN,, P ((2, 2, 2)) =7

esitligi yazilabilir.
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Teorem 3.7.2:(n,2,2) Polyhedral grubun Pell orbitinin uzunlugu asagidaki gibidir

(Deveci ve Karaduman 2011) ;

n ngiftsayri
i.LEN,, ,P((n,2,2))= o
) 2n  ntek sayi ise

%n n=0 (mod4)
ii. LEN,,, ,P((n.2,2))=17n n=2 (mod4)
14n diger durumlarda .

ispat.i. (n,2,2) Polyhedral grubu {X, y} geren kiimesine ve geren elemanlarinin X,y
siralamasma  gore <X, y:x"=y? = (Xy)2 =e> seklinde takdimi verilir ve
|X| =2n, | y| =2,Xy =YX ve yx=x"y’dir. Buradan asagidaki dizi elde edilir.

X1 y1Xy21yX2’X’ yX4;"',

Ohalde P, ((n,22)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.

Xo =X, X =Y,
X2 = X’ X5 = yxz’...’
X4 :)(’)(9 = yx4’...’
Xoi =X, X500 = yx* e,
Burada k € N icin 2i =kn olacak sekilde bir i dogal sayina ihtiya¢ vardir ve asagidaki

durumlar s6z konusudur.

Eger n gift sayi ise i =2 olur. Boylece 2i=n ve LEN{X’Y}P((n,Z,Z)) =n esitligi elde

edilir.
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Eger n tekise i=n olur. Boylece 2i =2n ve LEN,, ,P((n,2,2))=2n esitligi elde

X,y
edilir.

ii. (n,2,2) Polyhedral grubu {X,y,z} geren kiimesine ve geren elemanlarmin
X,y siralamasma gore <X, y,2:X"=y?=7° :xyz> seklinde takdimi verilir ve
X =2n,|y|=2|z|=2,x=2y,y =x"'z ve z=xy dir. Buradan asagidaki dizi elde edilir.

X, ¥, 2,2, X7, x%,2x P, P zx % ox B o x, x* o3, xt 2P, X8,

17 -16 16

Xt x7E X o x T o7 o7, 7 x x8 oL x0T zx

O halde P{nyyz} ((n,2,2)) Pell orbiti asagidaki gibi olur.
X =XX=Y,X, =2,
Xy =X, Xs = X, X = X0,

Xog = X7, Xog = ZX, Xgy = ZX° -+,

4i+1 8i+1 8i
Xiai =X Xygig = X775 Xy = 2K 000y

Burada k € N icin 4i =kn olacak sekilde i dogal sayisina ihtiyag vardir ve asagidaki

durumlar so6z konusudur.

Eger n=0 (mod 4) ise bu durumda i =% olur. Boylece 14i =%n ve

LEN,., ,P((n.2,2))= g n esitlikleri elde edilir.

Eger n EZ(mOd 4) ise i:g olur. Boylece 14i=7n ve LEN{nyYZ}P((n,Z,Z)):7n esit-

likleri elde edilir.

Eger n=1 (mod 4) veya n=3 (mod 4)ise i =n olur. Bdylece,14i =14n ve

LEN,, ,P((n,2,2))=14n esitlikleri elde edilir.
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Teorem 3.7.3:(2,n,2) Polyhedral grubun Pell orbitinin uzunlugu asagidaki gibidir

(Deveci ve Karaduman 2011);

n n ¢ift say1 ise

i.LEN, .P((2,n,2))=
' tx} (( ok )) {Zn n tek say1 ise

ii. LEN,,,,P((2,n,2))=14.

{xy.2}

Ispat : i.Ispati teorem 3.6.2.i ispatina benzerdir.

ii. Ispat1 teorem 3.6.1.ii ispatina benzerdir.

Teorem 3.3.4.4: (2,2, n) Polyhedral grubun Pell orbitinin uzunlugu asagidaki gibidir
(Deveci ve Karaduman 2011);

i.LEN, ,P((2,2,n))=2

%n, n=0(mod4)

ii. LEN, ,P((2.2,n))=1 7n, n=2(mod4)
14n, diger durumlarda .

Ispat. i. Ispati teorem 3.6.2.i ispatina benzerdir.

ii. Teorem 3.6.2.ii " in ispatina benzerdir.

38. n>2 ve =2 icin (2,2,2),(n,2, 2),(2,n,2)ve(2,2,n) Polyhedral Gruplarin

Genellestirilmis Pell Orbitlerinin Uzunluklar:

Bu boliimde harhangi bir n>2 ve a=2i¢in {X,y} ve {Xy,z} geren kiimelerine
gore (2, 2, 2),(n,2,2),(2,n,2)ve(2, 2,n) Polyhedral gruplarin genellestirilmis Pell

orbitlerinin uzunluklari ele alinmigtir.
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Ik olarak bu gruplarda {X, y} ve {X, Y, Z} geren kiimelerinin « =2 igin genellestiril-
mis Pell orbitlerinin sirasiyla asagidaki gibi olduguna dikkat edilmelidir;
>0 igin X, =X,% =Y, X, =(X )3(xi+1)3

ve

3

120 icin X, =X% =Y,X, =Z,%,, :(Xi )4(Xi+1)3(xi+2) :

Teorem 3.8.1: =2 i¢in (2, 2,2) Polyhedral grubun Genellestirilmis Pell orbitinin

uzunlugu 3’diir (Deveci ve Karaduman 2011).

Ispat. F}(xz)y} ((2, 2, 2)) grubun genellestirilmis Pell orbiti;
Xo =X X =Y, % =XY, X =X, X, =Y,
ve P?) ((2.2,2)) grubun genellestirilmis Pell orbiti;
Xg =X X =Y, % =Z,% =XX, =Y, X =2,"",

seklinde olup periyotlar1 3’ diir.

Teorem 3.8.2:G,, herhangi bir n>2 icin (n,2,2),(2,n,2)ve(2,2,n) Polyhedral

gruplarindan herhangi biri olsun. Bu durumda (Deveci ve Karaduman 2011),

i. Iki gerenli durumda o =2 igin genellestirilmis Pell orbitinin uzunlugu asagi-
daki gibidir;

i’ Eger ueN igin n=3" ise budurumda LEN, ,P"?(G,)=3.

ii”. 1. LEN,,,

PP (G,)=3.

2.822igin LEN,, ,P? (G, )=2"73.
iii’. Eger n > 3 olacak sekilde bir n asal sayisi varsa bu durumda i, n 3 +1 ola-
cak sekilde en kiiciik tek dogal say1 ya da n ‘Bi —1 olacak sekilde en kiigiik c¢ift dogal

say1 olmak Gizere LEN,, , P?(G,)=3i olur.

vi’. p, p > 3olacak sekilde bir asal say1 ve t,
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LEN,,,,P?(G,)=LEN, ,P? (G, )

{xy {xy

olacak sekilde en biiyiik dogal say1 olsun. Bu durumda her a >t igin,

LEN,,,,P? (G . )= p'LEN,, ,P?(G))

xy)
esitligi elde edilir

v’. p, ler farkli asal sayilar olmak tizere o >1 igin eger n= H p?j oluyorsa bu
-1

durumda,
(2 _ (2
LEN{X’V}P (Gn) = Icm[LEN{X’y}P (Gpjej )}

esitligi elde edilir.

ii. LEN,,, ,P?(G,)=3.

{xy.2}

Ispat: (2, n, 2) grubunu ele alalim. P{(Xz)y} ((2, n, 2)) genellestirilmis Pell Orbiti asagidaki

gibi olur;

-9

3 -3 9
Xg =X X =Y, X = XY, X =XX =Y X=Xy X% =XX% =Y,

X = XY X =X X =Y 7 Xy = XY Xy = XXy =Y

3

Boylece i pozitif tek tamsayist igin Xy =X, X;,, =Y~ Ve i pozitif ¢ift sayis1 i¢in

Xy =X, X5, = y° esitlikleri elde edilir. Buradan,

i.i’. £,i eN i¢gin eger 3°|3' oluyorsa bu durumda 3°(3'** olur. Boylece

@ _
LEN,. ,P?((2,n,2))=3
esitligi dizinin genel formundan kolayca elde edilir.
ii’.1. P{(Xz)y} ((2,4,2)) ifadesi x,=%%=y,% =Xy*, X =X,X, =y, -, seklinde

olup periyodu 3’ diir.
2. P{(j)y} ((2,n,2)) genellestirilmis Pell orbitinin genel formu, e tek dogal say1

olmak tizere,
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9 241
X6:X1X7:y :y R

24541

X12:X’X13=y81=y T
X = XX =yt =yt
seklindedir. Boylece k e N igin 2*** =k2” olmak iizere A dogal sayis1 f—3’e esit
oldugundan £ > 2 igin,
LEN,, ,P?((2,2,2))=2""3
esitligi elde edilmis olur.

iii’. i pozitif tek tamsayisi i¢in Xy =X, X, = y’3i ve i pozitif ¢ift sayis1 igin

Xg =X, Xgi g = y3i oldugundan ya —3'=1 (modn) ya da 3 =1 (modn) olacak sekilde

en kiiciik i dogal sayisina ihtiya¢ vardir ve asagidaki durumlar s6z konusudur;

Eger p, p >3 olacak sekilde bir asal say1 ise ve | ,n‘3i +1 olacak sekilde en kiigiik tek

dogal say1 ise bu durumda —3'=1 (modn) olur ve X, =X,X,,, = y? =y esitlikleri

elde edilir. Boylece,

olur.

Eger p, p >3 olacak sekilde bir asal say1 ise ve i, n‘3i —1 olacak sekilde en kiigiik ¢ift

dogal say1 ise bu durumda 3'=1 (modn) olur ve Xy =X, Xy, = y3i =Yy esitlikleri
elde edilir. Boylece,

{X,y}P@) (G,)=3i

olur.

vi’. p, p > 3olacak sekilde bir asal say1 ve t,ueN olmak iizere,

LEN,,,,P?(G,)=LEN, ,P? (Gpt )

olacak sekilde en biiyiik dogal say1 olsun. Bu durumda u, p'|3" +1olacak sekilde en

kiiciik tek dogal say1 yada p'[3" -1 olacak sekilde en kiigiik ¢ift dogal sayidir.
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3"+1 ise bu durumda her a>t igin p“

Eger, p' p“*(3'+1) olur. Burada

pet (3“ +1)‘3m +1 olacak sekilde en kiiclik m dogal sayisina ihtiya¢ vardir. Bu en kii-

ciik m dogal sayismm, p* (3“ +1)‘3m +1 olmak iizere p“*.u’ ya esit oldugu matema-

tiksel tiimevarim yontemi ile goriilebilir.

t

Eger, p'|3"-1 ise bu durumda her a>t igin p“

p“*(3'-1) olur. Burada

p«t (3“ —1)‘3”1 —1 olacak sekilde en kiigiik m dogal sayisina ihtiyag vardir. Bu en kii-
ciik m dogal sayisinin, p“* (3“ —1)‘3”1 —1 olmak iizere p“ ‘.U’ ya esit oldugu matema-
tiksel tiimevarim yontemi ile goriilebilir.

v’. p,’ler farkl asal sayilar olmak iizere o >1igin n= H p?j ve 7; e N olmak
i=1

uzere

LEN,,,P? ((2.p7,2))=37; (7, €N)
olsun. Burada 7, p;'[3” +1 olacak sekilde en kiigiik tek dogal say1 ya da p;’ ‘3” -1
olacak sekilde en kiigiik ¢ift dogal sayisidir. n |3’7 +1lyadan |3" —1 olacak sekilde en
kiiclik 7 dogal sayisina ihtiya¢ vardir. Bu en kii¢lik 7 dogal sayisinin, n|3" +1 yada

n|3" —1 olmak iizere Icm |:3Z'j ] > ye esit gosterilebilir. Boylece,

LEN,,,P?”((2.n.2))= Icm[LEN{x,y}P(Z) ((2 P} 2))}
esitlikligi elde edilir.

i P{(Xz)y} ((2.n,2)) grubun genellestirilmis Pell orbiti;

X=XX%=YX=2,X%= y321X4 =YX =2,X% = y321"'1
seklindedir ve periyodu 3’ diir.
(n,2,2) ve (2,2,n) gruplar i¢inde ispatlar benzerdir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Centro-Polyhedral Gruplarda Genellestirilmis k — Mertebeden Jacobsthal

Orbitinin Uzunlugu

Teorem 4.1.1: G, (2,—n,2>grubu olsun. Bu durumda G grubunun {x, y,z} geren
kiimesine ve geren elemanlarin X, y, Z siralamasina gore Jacobsthal orbitinin uzunlugu
7’ dir yani

LEN,,,,J((2.-n,2))=7

(xy.2)

seklindedir (Deveci ve Ozturk 2014).

ispat. Hemen belirtelim ki, bu grup (x,y,z:x* =y ™" =2* = xyz) seklinde takdim edilir
ve mertebesi4n’ dir. Grubun takdiminden kolaylhikla gériiliir ki, z*> grubun merkezi
elemanidir ve |y|=2n,|x|=|z|=4 ve y " =y"" dir.

N ’nin tiim degerleri i¢in grubun olusturdugu Jacobsthal dizisi,

X=X, X =Y, X, =2, % = ZX, X, =€, % = VX, X; =X, X, =X, Xy = Y, Xg = 2Z

seklinde meydana gelip, bu dizinin periyodunun uzunlugu 7 olur.

Teorem 4.12: G, (—2,n,2> veya <2,n,—2>centr0-p01yhedral gruplarindan herhangi
birisi olsun. Bu durumda G grubunun {x,y,z} geren kiimesine ve geren elemanlarin
X, Y, Z siralamasina gore Jacobsthal orbitinin uzunlugu

LI%, 0 ((-2.0,2))=L3°%,, , ((2:n,-2)) =hJ3*"D

seklindedir (Deveci ve Ozturk 2014).

n

Ispat. Bu gruplarin mertebesi 4n(n—1)" dir. Ilk olarak <X, y,2:x2=y"=7° =Xyz>
seklinde takdim edilen <—2, n,2> grubunu ele alalim. Grubun takdiminden kolaylikla
goriilir ki, X ve z° grubun merkezi elemanlaridir ve |X| = |Z| = 4(n—1),|Y| = Zn(n —1)

ve X =yz’ dir.
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n > 3 igin asagidaki lineer indirgeme bagmtilarint gz oniine alalim:

u,=Lu, =0 ve u,=0,
v,=0,vy=1 ve v, =0,
w, =0,w, =0 ve w, =1.

Burada U, =u +2u +U , V 3=V +2V 4V Ve W ,=W +2W +w_’dir.

Bu durumda tiimevarim yontemi kullanilarak Jacobsthal dizisinin n. elemanindaki

X,y Ve z bilesenlerinin kuvvetleri sirasiyla u,,v, ve w, olarak elde edilir.

3 -, -
Burada J, ((—2, n, 2)) orbiti,
Xo =X, X =Y, X, =2,% =Xy°, X, = yx2°, x, = x°y'z°,
X, = X°Z2Y X, = XBy P72, x, = xPy®z%, .
seklindedir.

Jacobsthal dizisi asagidaki formda yazilabilir;

x"z"y"™ n=0mod6
x"y"z"  n=1mod6
xny"z" n=2mod6

X =
" x%y"z" n=3mod6
y"x*z" n=4mod6
xny"z% n=0mod6
Simdi X ysann =X X sany = Yo X joatnny,, =2 oldugunda Jacobsthal dizisinin tekrar ettigi

gosterilirse ispat tamamlanir. Yukaridaki formda goriildiigii gibi Jacobsthal dizisinin

periyodu 6.4 diir (xeN)yani P=0 mod6, P+1=1 mod6 ve P+2=2 mod6’ dir.

Burada P ileLJ?

oy ((—2,1,2)) grubu tanimlanir.

Bu ifade daha ayrintili bir sekilde yazilirsa,
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X = X"Pz"y*,

Ups1 v sVpa1 = Wp,:
XP+1=XP1yPIZ P
X

u Vi W,
P2 — X P+2y P+ZZ P+2.

elde edilir. Burada P=0mod 6(2,n-2) , P+1=1mod6 ve P+2=2mod 6 denk-

likleri kullanilarak,

u,=u,=ku,,=u=0u,,=u,=0,
V,=Vy=0,v ,=v,=1v ,=Vv,=0,
w,=w, =0,w,=w, =0w_ ,=w, =1

esitlikleri elde edilir.

Yukaridaki denklemlerden
Xo =X, Xpy = Y1 Xp,, =2

esitlikleri elde edilir.

n

Boylece yukaridaki sartlar saglayan asikar olmayan en kiigiik tamsay1 hJ 22 oldugun-

da LJ?

y.2) (<—2, n, 2>) =hJ**™P elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.

(2,n—2) grubu igin ispat yukaridaki ispata benzerdir.

Teorem 4.1.3: G, (-n,2,2),(2,2,—n) centro-polyhedral gruplarindan herhangi birisi

olsun. Bu durumda G grubunun {X,Y,z} geren kiimesine ve geren elemanlarmn X, Y, z

siralamasina gore Jacobsthal orbitinin uzunlugu

Zn n ¢ift say1 ise
LEN,,,,J(G)=12

7n, ntek sayiise

seklindedir (Deveci ve Ozturk 2014).

Ispat: Tk olarak <X, y,2:Xx"=y*=72"= XyZ> seklinde takdim edilen <—n, 2, 2> grubunu
ele alalim. Grubun takdiminden kolaylikla gériiliir ki |X| =2n ve |y|=|z| =4 *diir.

3y ((-1,2,2)) dizisi,
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Xo =X, X =Y, Xy =2,
-3
X, =X, Xg =Y, Xg =270+,

-7
X=X X5 =Y, Xg =2 500y

Xi =X X =Y X540 = z (i21)
seklinde olup, bu dizinin periyodunun uzunlugunu  belirlemek  i¢in
Xy =X =X Xy =% =Y, Xy, =% =2 2nk =4i (ke N)olacak sekilde en kiigiik i

dogal saymi belirlemek gerekir.

n ¢ift sayi iseli :% olur. Boylece 14i = % n ve LEN{x,y,z}P<(_n’ 2, 2)> :%n olur.

n tek olursai =g olur. Boylece 14i=7n ve LEN, P((-n,2,2))=7n olur.

Lemma4.1.

i. LEN,,, J ((-2,2,3)) = LEN,,, ,J ((3,2,-2)) = LEN,,, ,J ((2,-2,3)) = LEN,,, ,J ((3,-2,2))=42.
ii. LEN,,, ,J ((-2,2,4)) = LEN,,, ,J ((4,2,-2)) = LEN,,, ((2,-2,4)) = LEN,,, ,J ((4,-2,2))=28.
ii. LEN,  J3((-2.2,5))=LEN., J((5.2-2)) =LEN J({(2,-25))=LEN,  J((5-2.2))=140.

Ispat. Ispat Teorem 4.1.1” nin ispatina benzer olarak direk hesaplama ile yapilir ( Deve-

ci ve Ozturk 2014).

4.2. Centro-Polyhedral Gruplarda Pell Orbitinin Uzunlugu

Teorem 4.2.1: G, (—n,2,2),(—2,n,2),(2,2,—n) centro-polyhedral gruplarindan her-

hangi birisi olsun. Bu durumda G grubunun {X,y,z} geren kiimesine ve geren

elemanlarin X, Y, Z siralamasina gore Pell uzunlugu

{Yn, n gift ise,

LEN,,,P(G)=
(xy.2) (©) 14n, ntekise

seklindedir (Deveci ve Ozturk 2014).
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ispat: ispati (-n,2,2) grubu icin yapacagiz. Hemen belirtelim ki, bu grup

-n 2 2

=y =7"= xyz> seklinde takdim edilir ve |X|=2n ve |y|=|z|=4" diir.

N’ nin durumuna gore P(x,y,z) ((—n, 2, 2)) orbiti i¢in asagidaki iki durum s6z konusudur;

Eger N sayisinin tek carpani var ise, szyyyz)((—n,2,2>) orbiti,

Xo =X, X =Y, X, = 2,0,
X, =x°, X = XAZ, X = X722+,

) _ ya+2h a2,
Xog = X, Xog = XA1Z, Xy = X275%7,0 0,

_ ot _ yaut2il _ y2t2ik
Xigiaai = Xy Xispai = X7 Z, Xigs1ai = X Zy-r

seklinde olup burada o, 2, e N ve 4 ve 4, yalyada 2’ dir. Bu dizinin periyodunun
uzunlugunu belirmek i¢in X,,14 = X141 Xis.04i = Xi5, Xi5,141 = X Olacak sekilde en kiigiik i
dogal saymi belirlemek yeterli olacaktir. Dolaysiyla 2nk =4i (ke N) yani nk =2i

olacak sekilde en kiigiik i dogal sayin1 bulmamiz gerekmektedir.

. N
Eger n ¢ift ise I=§ bu sarti1 saglayan en kiiciik dogal sayr olacagindan

LEN,,,,, P((-n.2,2)) =142 =7n olur

Eger N tek ise i=n bu sarti saglayan en kiiciik dogal say1r olacagindan

LEN,,,.P((-N.2.2))=14n olur.

Eger n=2", (e N) seklinde ise, B, ((-n,2,2)) orbiti

Xg =X, X =Y, X, = 7,7,

5 _
Xy =X X5 =Y, X =2,
9 _
Xog = X5 XKog =Yy Xgg = 2y
1+4i
Xgi =X Xgin = Yo Xy = 24,0

seklinde olup bu  dizinin  periyodunun  uzunlugunu  belirmek  i¢in

Xuui =X =X, Xizin =X =Y, Xuip =%, =2 olacak sekilde en kiigik 1 dogal saymni
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belirlemek yeterli olacaktir. Dolayistyla 2nk =4i (ke N) yani nk =2i olacak sekilde

. . N
en kiiciik I dogal saymi bulmamiz gerekmektedir. N c¢ift oldugundan IZE bu sart1

n
saglayan en kiigiik dogal olup LEN(X‘y’Z)P«—n, 2, 2>) :145 =7n olur.

<—2, n, 2> ve <2, 2, —n) gruplari i¢in ispat benzer sekildedir.

Teorem 4.2.2: G, (2,-n,2) gurubu olsun. Bu durumda G grubunun {X,Yy,z} geren

kiimesine ve geren elemanlarin X, Y, Z siralamasina gore Pell uzunlugu 14’ diir yani

LEN(XM)P(<2, -n, 2>) =14

seklindedir (Deveci ve Ozturk 2014).

Ispat. Hemen belirtelim ki, bu grup (x, y,2:x=y"=72"= xyz) seklinde takdim edilir
ve |y|=2nve |x|=|z|=4" diir.
N’ nin tiim degerleri i¢in grubun olusturdugu Pell dizisi
X=XX=Y,%=2X= 23’X4 :X3,X5 :X21X6 =Y. X :XS’XB =Y. X = Zg’xlo =4, X5 =X X :XZ'
X =Y Xy =X X5 =Y, X =2,

seklinde olup bu dizinin peryodunun uzunlugu 14 olur.

Teorem 4.2.3: G, (2,-2,n), veya(n,—2,2) centro-polyhedral gruplarindan herhangi
birisi olsun. Bu durumda G grubunun {X,y,z} geren kiimesine ve geren elemanlarin
X, Y, Z siralamasima gore Pell uzunlugu
B gth(4(n—1)), n Gift ise,

nhP,(4(n-1)), ntekise

seklindedir (Deveci ve Ozturk 2014).
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Ispat1  (2,-2,n) grubu icin yapacagiz. Hemen belirtelim ki, bu grup
<x, y,2:X°=y?=2"= Xyz> seklinde takdim edilir ve
x| =|y| =4(n-1) ve |z|=2n(n-1)" dir.

N nin durumuna gore P(x,y,z) ((2, -2, n)) orbiti i¢in asagidaki iki durum s6z konusudur:

Eger N sayisinin tek carpani var ise, szyyyz)((2,—2, n)) orbiti,

Xo =X, X =Y, X, =2,

8 (24
Xoey(ana) = X2 Ko anapr = X Xipanaee = 50
= xz° _ yoaH(n)a _
Xaney(a(n-1)) = X Xanpy(an-n = X2 » Kompy(an-nyz = &7
= xz°"® _ yoa+(n+)ia 3
o) ne(sn-1) = 72 R Kby (a(n-))riney(an-1) = X » Kopy(a(na))rinpy (a2 = 57

seklinde olup burada a,4 € N’ dir. Bu dizinin periyodunun uzunlugunu belirmek i¢in

= Koy (a(n-1)) " Knpy(a(n-)inpy(a(n-2)}1 - Rnpy(a(n-1))1? Knpy(a(n-1)sinpy(a(n-1))s2 — Nnpy(a(n-1))2

olacak sekilde en kiigiik i dogal saymi belilemek yeterli olacaktir. Dolayisiyla

XhP3(4(n—1))+ihP3(4(n—1))

2n(n-1)k =(n+1)i ven(n-1)k,=4i (keN) olacak sekilde en kiiciik i dogal

saymi bulmamiz gerekmektedir.

Eger N gift ise i= bu sarti saglayan en kiigiik dogal sayr olacagindan

NS

LEN(x,yVZ)P(<2,—2,n>)=gh%(4(n—1)) olur.

Eger N tek ise i=n bu sarti saglayan en kiiciik dogal sayr olacagindan

LEN,,,,P({(2.-2,n))=nhR,(4(n-1)) olur.

(xy.2)

Eger n=2", (ueN) seklinde ise, B, ((2,-2,n)) orbiti,

79



Xopsan1) = % Xopy(an 1)) = yz"" Y, Xep ez = 27
X2hP3(4(n_1)) =X, XhP3(4( 1) yZ , hP3( (1) =7,
iRy (4(n-1) X, X'th( an-)1 yz ’ XihP3(4(n71))+2 =27,

seklinde  olup bu  dizinin  periyodunun  uzunlugunu  belirmek  i¢in

Xep(ann) = %0 =% Xpanayia = % = Y Xipanayie = X =2 olacak sekilde en kiigik i

dogal saymni belirlemek yeterli olacaktir. Dolayisiyla 2n(n—1)k =4(n-1)i (keN)

yani Nk =2i olacak sekilde en kiiciik i dogal saymi bulmamiz gerekmektedir. N ¢ift

. N
oldugundan I = 2 bu sarti saglayan en kiigiik dogal olup

LEN(nyVZ)P(<2,—2,n>):gh%(4(n—l)) olur.

Varsayim 4.2.1: G, (2,n,—2) gurubu olsun. Bu durumda G grubunun {X,y,z} geren

kiimesine ve geren elemanlarin X, Y, Z siralamasina gore Pell uzunlugu hP3(4(n _ 1))
dir yani
LEN(,P((21,-2)) =hP,(4(n-1))

seklindedir (Deveci ve Ozturk 2014).

Lemma4.2.1i. LEN,  P({-223)

/\
_N
N
S
~—
\_/v
|_
m
Z

ii. LEN, . P((-
iii. LEN,,P((-2.25

iv. LEN,,,,P((-2.2,6))= LEN(WP(<62 ~2))=168.

Ispat. Ispat Teorem 4.2.2° nin ispatina benzer olarak direk hesaplama ile yapilir (Deveci
ve Ozturk 2014).
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5.TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢aligmasinda; Centro-Polyhedral gruplarin genellestirilmis k — mertebe-
den Jacobtshal ve Pell orbitleri galisildi. Bu ¢alismlarin - sonucunda bu orbitlerin uzun-
luklar1 hesaplandi. Yapilan bu arastirmalari en iyi sekilde ifade eden teoremler verilerek

ispatlandi.
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