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OZET

Bu c¢alismada Fibonacci p-dizileri gruplara tasindi ve bu dizilerin gruplardaki

uygulamalari tizerinde duruldu.

Bu caligmanin 2. Boliimiinde sonraki asamalarda kullanilacak temel kavramlar, 3.

Boliimiinde ise calismaya esas teskil edecek metodlar verilidi.

Calismanin 4.1. boliimde, Fibonacci p-dizileri m modiiliine gére incelendi ve fakli m

degerleri i¢in elde edilen periyotlar arasinda ¢esitli kurallar bulundu. Ayrica bu boliimde
Qp Fibonaccisinin elemanlarinin m modiiliine goére indirgenmesi suretiyle bu matris

tireteg olarak secilerek devirli gruplar elde edildi ve bu gruplarin mertebeleri ile Fibonacci

p-dizilerinin m modiiliine gore periyotlari arasinda bagntilara ulasildi.

4.2. boliimde, Fibonacci p-dizileri iki ve daha fazla iiretece sahip gruplara tasindi ve bu
anlamda p tane tiretece sahip gruplarin Fibonacci p-orbitleri ve esas Fibonacci p-orbitleri
tanimlandi. Tanimlanan bu kavramlar iizerinde genis bir sekilde duruldu ve sonuglar

ispatlariyla birlikte verildi. Son olarak Fibonacci p-dizilerinin gruplardaki karsiliklarinin

kullanilabilir olup olmadiklarinin test edilmesi icin (2,2,2) ve n>3 icin (n,2,2) ,

(2,n,2) ve (2,2,n) polyhedral gruplarinin esas Fibonacci p-orbitlerinin ve Fibonacci p-

orbitlerinin periyodlari hesaplandi.
2015, 68 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Fibonacci p-dizisi, Fibonacci p-orbiti, Esas Fibonacci p-orbiti,

Polyhedral grup, Periyot, Matris.



ABSTRACT

In this work, the Fibonacci p-Sequences have been extend to groups and then it has been

focused on applications of these sequences.

In the section 2, we give the main concepts that will be used in further steps, and in the
third section, the methods which are the fundamental for the work are being given.

In the section 4.1 of work, Fibonacci p-Sequences have been researched according to m

module and various rules are found between the obtained periods for different values of
m. Also, there, by reducing the terms of Qp Fibonacci according to modulo m, the

corresponding matrix is choosen as the generator and this enables us to find cyclic groups
and then the relations between the degree of these groups and the periods of p-Fibonacci

sequence according to modulo m are reached.

In the section 4.2, Fibonacci p-sequences moved to the group of two or more amount
generators and in this sense Fibonacci p-orbits and basic Fibonacci p-orbits of groups
with p amount generators have been defined. These defined concepts have been broadly
focused and the results have been provided with their proofs. Finally, in order to test
whether or not there is usability of the correspondance of Fibonacci p-sequences in the
groups, the periods of the basic Fibonacci p-orbits and the Fibonacci p-orbits of the

polyhedral groups (2,2,2) and (n,2,2), (2,n,2) and (2,2,n) for n>3 have been

calculated.
2015, 68 Page

Keywords: Fibonacci p- Sequences, Fibonacci p- orbital, main Fibonacci p- orbital,

Polyhedral group, Periyot, Matrix
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1. GIRIS

Indirgemeli diziler ve bu dizilerle alakali kavramlar modern bilimin bir¢ok alaninda
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu anlamda indirgemeli diziler disiplinler aras1 iliski noktasinda
son derece 6neme sahiptir. [2,3,17-21,25,27,28,33,37-39,43,45,46] deki bilimsel ¢iktilar,
indirgemeli diziler konu alinarak farkli bilimsel disiplinlerde yapilan giincel ¢alismalara

ornek olarak verilebilir.

Indirgemeli diziler cebirsel yapilara ilk olarak Wall [47] caligsmast ile tasmmustir. Wall,
bu ¢alismasinda devirli gruplarda klasik Fibonacci dizilerini incelemistir. Wilcox, [48]
deki galismasiyla teoriyi abelyen gruplara genisletmistir. Gruplarda indirgemeli diziler
izerine olusturulan konsept, daha sonra yapilan ¢aligsmalarla ¢esitli indirgemeli dizilerin
farkli grup ailelerinde incelenmesi seklinde genisletilmistir [1,4,5,8-12,14,15,29, 30,32,
34,35].

Deveci ve Avc, [13] deki ¢alismalarinda indirgemeli diziler ailesinden olan Fibonacci p-
dizilerini gruplara tagimis ve bu dizileri grup elemanlar1 yardimiyla yeniden
tanimlamiglardir. Bu ¢alismada ilk olarak m modiiliine gére Fibonacci p-dizilerinin
periyotlar1 elde edilmistir dyle ki indirgemeli bir dizinin m modiiliine gore periyodu bu
dizinin m. mertebeden devirli bir gruptaki periyoduna karsilik gelmektedir. Daha sonra
grup elemanlar1 ve otomorfizm kavrami yardimiyla Fibonacci p-orbiti ve esas Fibonacci
p-orbiti tanimlanmis ve bu kavramlar {izerinde durulmustur. Bu ¢alismada ayrica, grup

elemanlar1 yardimiyla tanimlanan bu dizilerin kullanisl olup olmadiklarinin test edilmesi
amaciyla (2, 2, 2) ve N>3 igin (n, 2, 2) : (2, n, 2) ve (2, 2, n) polyhedral gruplarinin

Fibonacci p-orbitleri ve esas Fibonacci p-orbitlerinin periyodlar1 hesaplanmustr.



2. GENEL BILGILER

2.1. Grup Takdimleri

Tamm 2.1.1: A bos olmayan bir kiime olmak iizere (¢ AU Aﬁl(Ai @) ve
AUA? U{ﬁ} nin elemanlar1 olan (Xl,XZ..., Xk) dizisi verildiginde, uygun bir n>1 i¢in
kelime x:(xl,xz...,xn,ﬂ,f,....) n . terimden sonraki terimler ¢ ise, bu diziye A
tizerinde bir kelime denir. A tlizerinde bir kelime X=(X1,X2,---,Xn,|,|,---) seklinde bir

dizidir. Ozel olarak her terimi [ olan 1= (f L, ) dizide bir kelime olup, bu kelime bos

kelime denir[31].

Tanmm 2.1.2: Eger X =(X1, Xyueny Xn,ﬂ,f,....) kelimesi asagidaki kosullar1 sagliyorsa X’e

bir kisaltilmig kelime denir [31].

za dirve x,=a'‘eAlise x,#a

i+1

i. 1<i<n-1 olan bir i i¢in x =aeA ise x

i+1

dir.

ii. keN ve x, =0 ise, her i>k igin x, =( dir.

Tammm 2.1.3: Bir G# O kiimesinde bir (a,b)—>ab ikili igslemi asagidaki kurallart
sagliyorsa, G ye bir grup denir.

1. va,b,c eG i¢in a(bc)— (ab)c asosyatif kural verilir.

2. VaeG i¢in ae=ea=a olacak sekilde bir e € G vardir. € elemanina G nin birim

elemani denir.

3. VaeG igin aa'=a'a=e olacak sekilde bir a'eG vardir. a'eG elemanina a

nin inversi (tersi) denir.



Tamm 2.1.4: (G,*) birgrupve @=H G biraltkiime olsun. H,G *de tammlanan ikili
isleme gore bir grup teskil ederse yani (H,*) cebirsel yapis1 bir grup ise o takdirde

(H,*)’a (G,*) grubunun bir alt grubu denir ve H <G ile gosterilir[44].

Tamm 2.1.5: H :{e} ve H=G alt kiimeleri daima G grubunun alt gruplaridir.

H= {e} alt grubuna asikar alt grup ve G den farkli her H alt grubuna da 6z alt grup

denir. Eger H, G nin bir 6z alt grubu ise H <G ile gosterilir.

Tammm 2.1.6: G bir grup ve @J=# Ac G olsun. G grubunun A ’y1 igeren biitiin alt
gruplarinin ailesinin ara kesitini < A> ile gosterelim. Bu takdirde < A>, G nin bir alt
grubudur. Bu alt grup A ’y1 igeren en kiigiik alt gruptur ve A tarafindan {iretilen alt grup

olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.7: G bir grup ve H <G olsun. Eger herg e G i¢in gHg™ =H oluyorsa H,

G nin bir normal alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.

Tanmm 2.1.8: Eger G grubu normal alt grup igermiyorsa G Yye basit grup denir.

Tamm 2.1.9: N, G nin bir normal alt grubu olsun. G/N kiimesi iizerinde (Ng)(Nh) =

N (gh) ile bir carpim tanimlansin. Bu takdirde G/N bu ¢arpima gére mertebesi [G : N]

olan bir gruptur. Bu gruba N ile G nin boliim (faktor) grubu denir.

Tamim 2.1.10: A iizerindeki biitiin kisaltilmis kelimelerin kiimesi Ser ( A) , asagidaki gibi

tanimlanmis ikili isleme gore bir gruptur. Bu gruba A kiimesi iizerindeki serbest grup

denir [31].
i. Her xeSer(A) igin 1.x=x1=x dir.
ii. Her x,yeSer(A)/{l} i¢in, x=aay...ay,y=hb"b..b" ise xy carpimim

tanmimlarken genelligi bozmadan n>r kabul edebiliriz. Amacimiz X ile y’ yi yan yana

yazarak bir kisaltilmig kelime olusturmaktir. Burada a™ =b/* ise X ile y yan yana



yazilinca kisaltilmis kelime elde edilmez. Dolayisiyla i¢gin 0 <k <r olmak iizere her

i=0,12,..,k-1 igin a:“i’i‘ =D 7 bukosulu saglayan k var olsun. Eger,

ajr---alnbe-.bx, k<r<n,

Xy =4a"---ar, k=r<n,

1 k=r=n

olarak tanimlanirsa Xy bir kisaltilmis kelime olur ve bdylece Ser(A) tizerinde bir ikili

islem elde etmis oluruz.

Tammm 2.1.11: A bos olmayan bir kiime, B < Ser(A) ve B nin Ser(A) igindeki
normal kapamst N olsun. Bu takdirde G=Ser(A)/N grubuna acA iiretegleri ve

W =e(W e B) bagntilarmin belirledigi grup denir [31].

Tanim 2.1.12: X bir kime F(x) X iizerinde serbest grup ve R<F(x) olsun
G=(X:R)’ a G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine

tanimlayict gerenler kiimesi ve reR i¢in r=¢€ olacak sekildeki denklemlerinin
kiimesine ise tanimlayici bagintilar kiimesi denir. I elemanlarina da bagintilar denir.

Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak iizere, Eger bir G grubu (X : R) seklinde takdim

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir [24].

Tamm 2.1.13: (G,*) ve (H,0) iki grup olmak iizere eger 9:G — H , doniisimii her

X,yeG i¢in
P(x*y)=p(X) > p(y)
esitligi saglarsa ¢ ’ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir [44].

Tamim 2.1.14: ¢:G — H, o6rten bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ye bir epimorfizm denir

[44].



Tamm 2.1.15: ¢:G —> H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ye bir monomorfizm

denir[44].

Tanmm 2.1.16 ¢:G —> H , 1-1 ve orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ye bir grup

izomorfizmi denir ve G =H seklinde gosterilir [44].

Tamm 2.1.17: ¢:G —» G, grup homomorfizmine, endomorfizm denir. Eger ¢, 1-1,

orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ye bir grup otomorfizmi denir.

Tamm 2.1.18: G bir grup ve aeG olmak iizere her xeG igin I (x)=axa ile

tanimlanan
,:G—>G

otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun biitin i¢

otomorfizmlerinin kiimesini I(G) , butin otomorfizmlerinin kiimesi de AutG ile
gosterilir [44].

Tamm 2.1.19: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. G ’nin S alt kiimesini

kapsayan en kiigiik normal alt grubuna S alt kiimesinin normal kapanisi denir [44].

Tanim 2.1.20: P = <X; r) bir grup sunusu olsun. P sunusundan bir takim islemler ile

ayni grubun bagka bir sunusu elde edilebilir. P iizerindeki bu islemlerden biri Tietze

dontistimleridir ve asagidaki dort madde ile tanimlanir.

T1) X kiimesi lizerinde kelimelerin sonlu bir kiimesi S olsun. Eger S kiimesindeki her

eleman, r kiimesindeki elemanlardan elde edilebiliyorsa P sunusunu <X;|’,S> ile
degistiririz.
T2), T1) doniisiimiiniin tersidir.

T3) x kiimesindeki sembollerden farkli olan sembollerin sonlu bir kiimesi t olsun. X
kiimesi iizerinde bir kelime U (tet) ise P sunusunu <X,t;r,t‘lUt(t et)> ile

degistiririz.



T4), T3) donilistimiini tersidir.

Onerme 2.1.1:Ayn1 grubun sonlu iki takdimi verilmis olsun. Tietze déniisiimlerinin

sonlu bir dizisi kullanilarak verilen bir takdimden diger takdim elde edilebilir [6].

Eger G sonlu gerilmis bir grup degil ise bu grup sonlu takdim edilemez. O halde 6rnek

olarak rasyonel sayilarin normal toplama islemine gore bir grubu olan Q rasyonel sayilar

kiimesi verilebilir. Fakat bazi gruplar vardir ki sonlu gerilmistir ama sonlu takdim

edilemezler. Bu sonug asagidaki iki teoremden elde edilir [6].

Teorem 2.1.1: 2™ tane non-izomorfik 2-gerenli grup vardir [36].
Teorem 2.1.2: Sayilabilir ¢goklukta nonizomorfik sonlu takdim edilmis grup vardir [6].

Lemma 2.1.1: R<S < F(x) olmak iizere, G=(X/R) ve H =(X/S) ise her x € X

elemanini sabitleyen ve Kero = S/_R olacak sekilde bir o :G — H epimorfizmi vardir.
Tersine G =(X/R) nin her bolim grubu, R<S olmak iizere (X /S) seklinde bir

takdime sahiptir [24].

Tanm 2.1.21: G, p:<X1,X2, ---,Xn> takdimi ile tanimlanmig bir grup olsun. p nin
baginti matrisim mxn tipinde bir matris olup, bu matrisin herhangi b; eleman: r,

bagintisindaki X; gerenlerinin Ustlerinin toplamdir.

2

Ornegin, G grubu, p= <x, y,2:x3 =y’ zxet = y,(zx)3 =e,(zy) e> seklinde takdim

edilsin. p bagint1 matrisi,

3 30
1 -1 0
0O 0 2

seklinde ifade edilir [6].

Tanim 2.1.22: (I,m,n) ve I,m,n>0 i¢in



<x,y,z|xI =y"=27" :xyz:e>
veya
<x, y:x =y"=(xy)" :e>
seklinde takdim edilen gruba polyhedral grup denir.
Tietze dontistimlerinin sonlu bir dizisi kullanilarak (I ,m, n) =~ (m, n, I) = (n, 1, m) oldugu

goriilebilir.

Eger t = Imn(%+£+lj: mn+Im—Imn pozitifise (I,m,n) polyhedral grubu sonludur.
m n

Eger 1<l <m<n ise yalmzca asagidaki durumlarda 1 sayis1 pozitif olup (I,m,n)

polyhedral grubunun sonlu oldugu durumlar elde edilir;

i. | =m=2 ve n>2 olacak sekilde bir tamsayu ise,

ii. I =2,m=3 ve 3<n<5 olacak sekilde bir tamsay ise.

-1
(I,m,n) polyhedral grubu sonlu ise bu grubun mertebesi ZG+£+E_1J :_ZI;“n dir
m n

[7].
2.2.Lineer indirgemeli Diziler

Tamm 2.2.1: R degismeli ve birimli bir halka olmak iizere, R ’ nin elemanlarinin

a,a,, --,a, baslangi¢ elemanlariyla n>1 igin

A = G800 168, o+ G A, (1.1)



seklindeki homojen lineer indirgemeli bagintiyr saglayan dizisine, homojen lineer

indirgemeli dizi denir. Burada c,,c,,---,C, € R olacak sekilde sabit katsayilar olup ¢, , R

halkasinin sifir boleni olamaz [16].
Tamm 2.2.2: f(X)=x +c X +-4C_ +---+C,

seklindeki k .dereceden polinoma, (1.1) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli

bagint1 i¢in Karakteristik polinom denir [16].

Eger R sifir bolene sahip degilse bu durumda {an} dizisi minimal uzunluktaki bir
indirgemeli bagintiyr saglar. . Minimal uzunluktaki bagitinin karakteristik polinomu
{eg} dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine {an} dizisinin

mertebesi denir [16].

2.3. Fibonacci Dizileri

Tamm 2.3.1: {f } Fibonacci dizisi >0 ve f, =0, f, =1 olmak iizere

f ,=f  +f

n+2 = '+l n
seklinde tanimlanir. Yani Fibonacci dizisi

0,1,1,2,35,8,13,21,---

seklinde dir. [42] de

0 1]'[o] [ f,
11| |1] | f,
esitligi elde edilmistir.

[22] de Fibonacci sayilarinin



o [ BB [01] o [fa fo
f, f, 11" foof,
olacak sekilde bir Q matrisi tarafindan iretilebilecegi gosterilmistir. Buradaki Q

matrisine Fibonacci Q -matrisi denir.

Tamm 2.3.2: {f(k)} k -basamak Fibonacci dizisi, 1<i<k-1 icin f* =0 ve

n 1

fk(k) =1 simir sartlariyla, n > K igin

k
fn(k) = z fn(f]) (1.2)

-1
seklinde tanimlanir. Burada fn(k) , k-basamak Fibonacci dizisinin n. elemanidir.

k-basamak Fibonacci dizisi, [26] da Kalman tarafindan bir lineer kombinasyon olarak

tanimlanan

an+k = COan +Cla t+ee +Ck—1an+k—l (13)

n+1

dizisinin 6zel bir halidir . Burada Cy,C ,*+,C,; reel sabitlerdir. [26] da

01 0...0 0
001...0 O
00 O0...0 0
Ak:l:aij]kxkzs U
000...0 1
CoC Cper G p Gy

matrisi yardimiyla (1.3) deki lineer indirgemeli diziler i¢in

Al 7 (1.4)



esitligi elde edilmistir. Bu esitlik yardimiyla da

010--0 07707 | frs
001---00/|0| | f¥
000---00||0| |f®
000---01]|0| |f®
_111---1 l_ 1 £ (0

esitligine ulagilmistir.

2.4.Fibonacci p-Dizileri

Verilen bir p  (p=123.--) i¢in {F,(n)} Fibonacci p-dizisi F,(0)=0,

F (1):---: F ( p)zl olmak iizere N> P igin
F,(n)=F,(n-1)+F (n-p-1)
seklinde tanimlanir ([40,41])

[41] de Q, Fibonacci p-matrisi

0 O 01
o - 0
01 0 00
Qp - [aij ](p+1)x(p+1) - :
0 0 1 0
0 0 0]

seklinde tanimlanmis olup Qp Fibonacci p-matrisi ile Fibonacci p-dizisinin terimleri

arasinda
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F,(n+1) F,(n-p+1) - F(n-1) F,(n) |
F.(n) F(n-p) - F(n-2)  F(n-1)
Q= : : : ; ; (15)
F.(n-p+2) F,(n-2p+2) - F, (n-p) F (n—p+1)
_Fp(n—p+1) F,(n-2p+1) - F,(n-p-1) F,(n-p) |

seklinde bagint1 elde edilmistir.

Eger bir dizi belli bir noktadan sonra sadece sabit bir alt dizinin tekrar1 seklinde ise
periyodiktir ve tekrar eden alt dizideki elemanlarin sayisina dizinin periyodu denir.
Omegin; a,b,c,d,e,b,c,d,e,b,c,d,e,... dizisi periyodik olup baslangic elemani

ave periyodu 4 tiir.

Eger bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye k-periyotlu
basit periyodik dizi denir. Omegin; a,b,c.,d,e, f,a,b,c,d,e, f,a,b,c,d,e, f...

dizisi periyodu 6 olan basit periyodiktir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. m Modiiliine Gore k-basamak Fibonacci Dizileri

fkm) _ (k)

(modm) olmak tizere k -basamak Fibonacci dizisi m modiiline gore

indirgenirse, tekrar eden,

n

f (k,m):( fl(k,m)’ fz(k,m)’_”, f(k,m),.”)

dizisi elde edilir. O zaman ( f,*™, £ ..., ™) =(0,0,--,1) olupbu diziile (1.2) deki
indirgemeli dizi ayn1 bagintilara sahiptir [32].

Teorem 3.1.1: f (k,m) basit periyodik bir dizidir [32].

Ispat:

S ={(a,a,3,):0<a <m-1}

olsun. |S,|=m" olup sonludur. Yani,
f(k,m) — f(k,m) . f(k,m) — f(k,m)

u+l v+l ! ! Tu+k v+l

olacak sekilde u>0 i¢in v>u sayisi vardir. Tanimdan,

£ _ f(k)

n+k — n+j

olur. Yani

dir. Buradan kolaylikla,

12



flom) _ g (kim) g (km) _

u v v lu-1 T

f(k,m) f(k,m) — f(k,m) .

v-1 1 "u-2 v-2 !

gl =g m o ve £5M = £57 oldugu

vV—u+2 v—u+1

goriilebilir. Boylece f (k,m) basit periyodik bir dizidir.
hk(m) ile f(k,m) nin en kii¢iikk periyodu gosterilir, f(k,m) nin periyodu veya m
modiiliine gore k -basamak Fibonacci dizisinin Wall sayist diye adlandirilir [32].

Ornek olarak,

s(4,3)=(0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1,--*)

dizisi ele alinirsa, bu dizi k =4 basamak i¢in her 26 terimde bir baslangi¢ elemanlariyla

tekrar edip h,(3)=26 olur.

t
p, ler farkli asal sayilar ve e ler pozitif tamsayilar olmak tizere, m=] ] pf (t >1) ise
i=1

h,(m) sayist h, ( p/ ) lerin en kiigiik ortak katidir [32].

Teorem 3.1.2: h (p)=h, ( pt) olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Her
a>tigin, h (p*)=p**h (p) olur. Ozellikle eger h (p)=h, (p*) ise her a>1
igin, h, (p*)=p**h, (p) dir [32].

Varsayim 3.1.1: Eger p>k bir asal sayr ise, h,( p)|( p* — pi) olacak sekilde
0<i<k-1 araliginda bir i sayis1 vardir [32].

Yukaridaki varsayimi dogrulayan baz1 Ornekler asagidaki tablolar yardimiyla

gosterilmistir.
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Cizelge 3.1.1: p>5 olacak sekildeki p asal sayisi igin h, ( p)|( p®-p' ) ’nin durumu

p h,(p) Sonug
5 31 h,(p)|p°-1
13 168 h,(p)|p° - p’
23 553 h,(p)|p°-1
67 1519 h,(p)| p*~1
107 1272 hy(p)|p°-p
179 32221 h,(p)|p°-1
241 29040 h,(p) p*-p
317 100807 h,(p)|p°-1
389 151711 h,(p)[p°-1
557 103416 h,(p)|p°-p
839 704761 h,(p)|p°-1
881 777043 h,(p)|p°-1
971 943813 h,(p)|p°-1
1033 1067088 h,(p) p*-p
1103 1217713 h,(p)[p°-1
1301 1693903 h,(p)|p’-p
1447 2093808 hy(p)|p*~p
1759 3094080 h(p)p’-p
2851 8128200 h,(p)[p°-p
3347 11205757 hy(p) p°-1
4831 11669280 h,(p) p*—p
13367 7444862 h,(p)[p°-p
15791 10389820 h,(p) p*-p
17207 17206 hy(p)|p* - p*
18047 1696324 h,(p) p*-p
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Cizelge 3.1.2: p>5 olacak sekildeki p asal sayisiigin h, ( p)|( p*—p' ) ’nin durumu

p h,(p) Sonug
5 312 h,(p)|p* -1
11 120 h, (p)| p* - p?
13 84 h, (p)| p* - p?
19 6858 h,(p)[p*—p
29 280 h,(p)|p* - p?
37 1368 h, (p)| p* - p’
41 240 h,(p)|p* - p?
67 100254 h,(p)|p*-p
83 1157520 h,(p)p* -1
151 533216 h,(p)p*-1
211 9393930 h,(p)|p*-p
433 23248760 h,(p)|p* -1
907 822648 h,(p)| p* - p’
1277 1630728 h,(p) p*-p’
1579 623310 h,(p) p*-p?
1973 1946364 h,(p)| p* - p?
2593 1680912 h,(p) p* - p?
2749 7557000 h, ( p)‘ p*-p’
3079 4740120 h, (p)| p* - p*
3331 369270 h,(p)| p* - p?
3581 3205890 h,(p) p*-p’
3733 2322548 h,(p) p*-p°
3823 3822 h,(p)p*-p’
4019 8076180 h,(p)|p* - p?
4253 6029336 h,(p)| p* - p?
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Cizelge 3.1.3: p>5 olacak sekildeki p asal says1 igin h( p)|( p°—p' ) ’nin durumu

p hs(p) Sonug
5 781 hy (p)| p° -1
7 2801 hy (p)| p° -1
11 16105 hy(p)| p° -1
19 13032 he(p)|p°—p
31 190861 hy(p) p°—1
41 2896405 hy (p)| p° -1
53 8042221 h(p)| p°-1
79 39449441 h(p)|p°-1
89 3690720 hy (p)|p° - p
163 176477940 hs(p)|p°—p
283 20022 hy(p)| p° - p°
419 35112 h(p)[p° - p°
503 127263526 hy (p)| p° - p?
683 159305993 he (p)| p° - p?
823 677328 hy (p)| p° - p°
1259 317016 h(p)[p° - p°
1709 1460340 hy (p)| p° - p°
2287 50292 hy (p)| p° - p°
2549 6497400 h(p)| p° - p°
2957 8743848 hy (p)| p° - p°
3163 3162 hy(p)| p° - p*
3541 12538680 hy (p)| p° - p°
3929 15437040 he (p)| p° - p°
4159 17297280 hy (p)| p° - p°

[32]
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3.2. Sonlu Gruplarda Fibonacci Dizileri

A={a,a,,a,} olmak iizere G =(A) olsun.

X, =8y Xy =80

baslangi¢ degerleri ile i >0 i¢in

seklinde tanimlanan grup elemanlarinin dizisine, A geren kiimesine goére G nin

Fibonacci orbiti denir ve F, (G) ile gosterilir [5].

F,(G) dizisi periyodik olup dizinin periyodunun uzunluguna, A geren kiimesine gore

G nin Fibonacci uzunlugu denir ve LEN, (G) ile gosterilir [4].

G j-gerenli sonlu bir grup ve X de (XX, ;) olacak sekilde GxGx---xG nin
bir alt kiimesi olsun. Bu durumda G grubu x,,x,---, X1 tarafindan uretilmektedir ve

(X, X;_, ) ifadesine de G grubu icin bir geren j-tiplisi denir.
Tanim 3.2.1: (X, y) € X geren ¢ifti icin G "nin elemanlarnin F,  orbiti,

=X, a =Y, a,, =aa , 120

i+l

seklinde tanimlanan {ai} dizisidir.[6].

Bu dizinin periyodunun uzunluguna, (X, y) geren ¢iftine G grubunun Fibonacci uzunlugu

denir.

Tamm 3.2.2: (X,y)e X geren cifti icin M esas uzunluguna sahip F, esas Fibonacci

orbiti, G nin elemanlarinin
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by=x, b=y, b,=bb ,i>0

olacak sekilde {bi} dizisidir. Burada m>1, herhangi bir 8 € AutG ic¢in
b, =b,0, b =b, .0
sartin1 saglayan en kiigiik tamsayidir.

b

m?

b

m+1 7

G’ i irettigi igin 6 teklikle belirlenmektedir. Her bir (x,y)e X geren ifti,

AutG ’nin elemanlarinin etkisi altinda X ’in farkl |AutG| elemanlarina doniisiir. Bundan

dolay1
d; (G)=|X|/|AutG|
dir [6].
d; (G) notasyonu hakkinda daha fazla bilgi igin [23] ¢alismasina bakilmalidur.

Tamim 3.2.3: Sonlu bir gruptaki bir k -nacci (k -basamak Fibonacci) dizisi, grubun

Xgs Xys X5 X5, ++, X, -+ €lemanlarinin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verilen

Xort* s Xja baslangi¢ elemanlari igin,

{ XX X, <n<Kk,
X, =

X X X n>Kk,

n—k “n—k+1 """ Mn-1

seklinde tammlanir. Ayrica bu dizinin X,,--, X; ; baglangi¢ elemanlarinin grubu germesi
gerekir. Boylece, bu k -nacci dizisi grubun yapisini yansitir. X,--+,X;_, tarafindan gerilen
sonlu bir gruptaki bir k -nacci dizisi F (G;X,,--+,X;,) ile gosterilir. Buna gore
tamsayilardaki mod m ye gore klasik Fibonacci dizisi FZ(Zm;O,l) olarak yazilabilir.

Grup elemanlarinin bir 2-nacci dizisi sonlu bir grubun Fibonacci dizisi olarak adlandirilir.
Bir F, (G;x0,~~-,xj71) k- nacci dizisinin periyodu P, (G;xo,n-,xjfl) seklinde gosterilir.
k -gerenli bir grubun Fibonacci orbiti bu gruptaki k -nacci dizisidir [30].

18



Tamm 3.2.4: j-tuple (xo,xi,---,xjfl)ex m temel periyodunun esas k-nacci dizisi
olan Fu (G;Xo,xl,'--,xj_l), by.b,,--,b,,---  grubundandir. = Baslangi¢  kiimesini
by =Xp,0 =X%,---,b; , =X;, seklinde verelim herhangi bir elemani asagidaki gibi

tanimlanir.

o _[Pbibs j=n<k,
" bn—kbn—k+l“'bn—l nZk’

En kiigiik tam say1 m >1 oldugunda,

b, =b,6, b =b_.0, - b, =b .0

k- m-+k—1

(6 e AutG) bu durumda G, j sonlu bir j-iireteci ve b, ,b b, ., ve @ birlesik

m+1r "y m+j—1
determinantidir. Temel k -nacci dizisi F (G;Xo,xl,---,xjfl) sonlu m elemanini kapsar

[10].

Tamim 3.2.5: G bir grup olsun. G nin her elemaninin i¢inde bulundugu bir k -nacci dizisi

mevcut ise G ye k-nacci dizilenebilirdir denir [30].
Teorem 3.2.1: n>3 olmak iizere (X, y: X" = y* =€, yx=x"'y) seklinde takdim edilen

D, dihedral grubunda P, (D,;x,y)=P,(D,;y,X)=2k +2 dir [30].

Teorem 3.2.2: G, 2-gerenli bir grup ve G nin birim elemamt F,(G;X,y) veya

F,(G;y,x) Fibonacci dizilerinde goriiliiyorsa G abelyendir [30].

Ispat: Genelligi bozmaksizin G nin F, (G;X, y) Fibonacci dizisini diisiinelim ve n

dogal sayisi i¢in G nin birim elemanin bu dizinin (n +1). eleman1 oldugunu kabul

edelim. Bu dizinin n. eleman1 grubun herhangi bir elemani olabilir. Boylece,
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seklinde bir dizi elde edilir. Bu elemanlar islere sahip oldugundan u,_, =-u,, +U,

bagmtis1 kullanilarak S nin Uslerinde ortaya ¢ikan ardisik pozitif ve negatif isaretli
tamsayilardan bir Fibonacci dizisi olusturulur. Boylece, grubun bir Fibonacci dizisi

asagidaki iki forma sahip olur:

I n tek ise, dizi,

seklinde olur. Bu durumda,
st =x,s "=y
(buda s"* =y™ olmasim gerektirir.) ve s = xy dir.
Sun—lsun—z — Sun—1+un—2 — Sun

oldugundan y™xy = x ve xy = yx olur. O halde bu grup abelyendir.

ii. n ¢ift ise, dizi,

seklinde olur. Bu durumda,
sh=x,s" =y
(bu da s =y olmasini gerektirir.) s = xy dir.
g lrigtne _ g (thittnz) _ gty
oldugu icin y—*xy = x veya xy = yx olur. O halde bu grup abelyendir.
Bu teoremin tersi dogru degildir. Bu durumu bir 6rnekle agiklayalim,

A=<x,y:x9=y2=e, xy=yx>

20



abelyen grubunu g6z 6niine alalim. Bu grubun Fibonacci dizileri,

X, ¥, XY, % X2y, Xy, 30 3Py, xty k3 xTy xy, xB Ly
X2y, X8 X"y, Xy, x4, xy, X%y, X8, X2y, xBy, X, Y, XY, -

ve

v, % Xy, X2y, X3, Xy, Xy, xE Py, Ty, x, <Py, X8
Xy, Xy, X8 XAy, Xy, X2, XY, X2y, X3 XYL Y X XY, e

seklinde olur. Dikkat edilirse bu grubun e, x* ve x’ elemanlar1 bu dizilerde yer

almamaktadir.
Sonug 3.2.1: 2-nacci dizilenebilir bir grup devirlidir [30].

Ispat: G, 2-nacci dizilenebilir bir grup olsun. Bu takdirde, G grubu ya 1-gerenli ya da
2-gerenlidir. G, 2-gerenli bir grup ise e, G nin 2-nacci dizisinde bulunacagindan
yukaridaki teoremin ispatinda oldugu gibi, G nin bir $ elemaninin terimlerinden bir dizi
olusturulabilir. G nin her eleman1 kendisinin 2-nacci dizisinde bulunur ve bu yiizden,
G nin biitiin elemanlari, sadece bir Selemaninin terimleri ile takdim edilir( S nin {isleri

ile). O halde, G grubu 1-gerenlidir ya da devirlidir.

Genel olarak k >3 i¢in k-nacci dizilenebilir gruplar abelyen degildir. D, dihedral grubu

6 elemanl, k-nacci dizilenebilir bir gruptur.

Teorem 3.2.3: G, 2-gerenli bir grup olsun. G nin birim elemani bu grubun bir
Fibonacci dizisinde goriiliirse, bu takdirde dizinin X, =e ozelligini saglayan X

elemanlarinin indislerinin bir koleksiyonu aritmetik bir dizilisi sahip bir dizi ihtiva eder

[30].
Ispat: Teorem 3.2.2° den G :<X, y) abelyendir. Bu ylizden, dizinin n.terimi x"ty™
seklindedir, Wall’ 1n [47] deki g¢alismasinda, unEO(mOd m) olan terimlerin basit

Uy

aritmetik diziliste olan indislere sahip olduklar1 bilinmektedir. Boylece, X, X, X2, - X

ve V,Y,y%, y3, -, y* elemanlarinin dizilerinin her ikisi de indisleri aritmetik diziliste
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olan pozisyonda eyi ihtiva eder. Dolayisiyla e nin periyodu x ve Y nin mertebelerine
baghdir. X, y, xy, xy?, x*y®,--- de enin bu periyodu x,x,x*,---,x" ve y,y,y?, y°,---, y*
deki periyodlarmm en kiiciik ortak kati olur. Boylece € ninx,y,xy,xy*, x>y?,--- deki

pozisyonlari, bir aritmetik dizilig ihtiva eden alt indisler olacaktir.

k-nacci dizilenebilir bir grubun bir homomorfik goriintiisii de k -nacci dizilenelebilirdir.
k -nacci dizilenelebilir bir grubun, bir k -nacci dizilenelebilir grup tarafindan genis-
lemesinin k-nacci dizilenelebilir olmasi gerekmez. k-nacci dizilenebilir gruplarin direkt

carpimlarin k-nacci dizilenelebilir olmast gerekmez bu durumu bir 6rnekle gosterelim.

A=<x,y:x9=y2=eveyx=xy>

abelyen grubunu ele alalim, bu grup <X> ve <y> devirli gruplarinin direk ¢carpimidir. <X>

grubu i¢in Fibonacci dizisi,

F, ((X)ie, %) =, %%, %%, %, %%, %%, x*, %, %7, x, %,

e, X%, X%, X", x%, x5, %%, X, 8, X, X, -+
ve <y> grubu i¢in Fibonacci dizisi,

F2(<Y>;e. Y)=e, Yy, Y,

seklinde olup bu iki grup da 2-nacci dizilenelebilir olmasina ragmen bu gruplarin direkt

carpimi 2-nacci dizilenelebilir degildir [30].
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3.3. Polyhedral Gruplarda k-nacci Dizileri

Teorem 33.1: (x,y,z:x*=y*=2"=xyz=e) seklinde takdim edilen G, =(2,2,2)

polyhedral grubu i¢in k -nacci dizisinin periyodu k+1 dir[29].
Ispat: lk olarak bu grubun iki gerenli durumunu ele alalim. Bu grup iki gerenli durumda
<X, yixi=y’=27"= (Xy)2 = e> seklinde takdim edilir ve burada |X| = 2,|y| =2 dir.
Eger k =2 ise agsagidaki dizi elde edilir,

X, Yy XY, YXY = X, XyX = Y, XY, -+
Bu diziden goriildiigii gibi 2-nacci dizisinin periyodu 3 tiir.
Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,

X, Y, xy,(xy)2 =8, YXy =X, XyX =Y, XY,&,---.

Ayni sekilde bu dizinden de 3-nacci dizisinin periyodunun 4 oldugu goriiliir.

Eger k >4ise dizinin ilk k tane eleman1 asagidaki gibidir.

2k73

Xo = X% = Y, X = XY, X = (X)X = (x) "1+ %y = (xy)

burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j <k -1 i¢in X; =€ olmak lizere

Xo =X X% =Y, X =Xy, X; =6€,6,--+,€

yazilir. Boylece,

23



=~
|
iR
N
>
o

o =TTx =00 =e

i=0
k

X =[x =x
i=1
k+1

Xiso = H X =Y,
i=2
k+2

Xivz = X =Xy
i=3
k+3

Xia = X =6,

o 1
i

k+k
olur. Burada 4< j<k igin x.; =€ olup ayrica, X, =[] % =€ dir. X ;. X2 %3
i=k+1

elemanlar1 X,y ve xy nin degerlerine bagl ¢iktig1 i¢in dizi K+1 inci elemanla basa
doner yani, X,=X,,%X =X X, = X5, -+ olur. Boylece B, (62 T X, y) =k+1 oldugu

goriiliir.

Simdi bu grubun {i¢ gerenli durumu ele alalim. Bu grup ii¢ gerenli oldugu durumda

(x,y:x* =y® =7* =xyz =e) seklinde takdim edilir ve burada [x|=2,|y| = 2,|z| = 2 dir.

Eger k =2 ise agagidaki dizi elde edilir,
X, Y,Z,YZ=XZIX=Y, Xy =Z,---.
Bu diziden goriildiigii gibi 2-nacci dizisinin periyodu 3 tiir.
Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,
X, Y,Z,XyZ=€,YZ=X,ZX=VY,Z,6,X,Y,Z, .
Ayni sekilde bu diziden de 3-nacci dizisinin periyodunun 4 oldugu goriiliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk k tane elemani agsagidaki gibidir;

2k—4

Xo =X, % =Y, X, = Z,X; = XYZ, X, :(xyz)z,---,xk_1 =(xyz)
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Burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j<k -1 i¢in X; =€ olmak tizere

Xy =X, X =Y,X, =2,X =€,e,---,e

yazilir. Boylece,

i=0

K

X1 = H X =X,
i=1
k+1

Xey2 = H X =Y,
i=2
k+2

Xisz = H X =1,
i=3

K+3

X = [X =xyz=¢,

i=4

k+k
olur. Burada 4< j<k igin X,;=€ olup ayrica, X, = H X, =xyz=e dir.
i=k+1

Xk +11

X2 X3 €lemanlar1 X,y ve z nin degerlerine bagh ¢iktig1 igin dizi (k +1) . elemanla basa
doner yani, X;=X.,X =X, X =X,,4, olur. Bdylece B (G,;X,y,z)=k+1 oldugu

gortliir.

2. Yol: G,grubu Z,®Z, olup R, (Z,;0,1)=k+1 dir. Gruplarin direkt ¢arpimimnn bir
Fibonacci dizisinin periyodu her bir carpandaki periyodlarin en kii¢iik ortak kati

oldugundan PR (G,;x,y)=k+1 dir. Ayrica Z=Xy dersek 3-gerenli durumda k+1

periyodla tekrar ettigi i¢in dizinin periyodu 2-gerenli durumdaki periyod ile aynidir [23].

Teorem 332: (x,y,z:X"=y’=2"=xyz=e) , N>2 scklinde takdim edilen G,

=(n,2,2) polyhedral gurubu i¢in k-nacci dizisinin periyodu 2k +2 dir [29].

Ispat: Bu gurubun ii¢ gerenli durumunu ele alalim, burada |x| =n, |y| =2, |Z| =2 dir.
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Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,

X, Y,2,Y2,2Y2,2,X, Y, -
bu diziden goriildiigii gibi 2-nacci dizisinin periyodu 6 dir.

Eger k =3 ise, dizinin periyodu 8 dir.

Eger k >4 ise dizinin ilk k tane eleman1 asagidaki gibidir;

2k74

Xo =X, X =Y, % =2, X = XYZ, X, =(Xyz)’, -+, X, =(xyz)

Burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j<k —li¢in X; =e olmak lizere

Xo =X, X, =Y, X, =2, X; =€,€,--,€&

yazilir. Boylece,

k-1
k-2

x =[x =(xz) =e

i=0

k

n-1

Xk+1:HXi =Yyz=x,
i=1

k+1

X = [ X = 2yz=xz,
i=2
K+2

Xivz = Hxi =1z,
i=3

k+3

Xi+a :Hxi =&,

i=4

olur. Burada 4 < j <kicin x,; =€ olup ayrica,
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K+k

Xops1 = H X =€,

i=k+1
k+k+1
Xoks2 = | I X =X,
i=k+2
k+k+2

Xoks3 = H X =Y,
i=k+3
k+k+3

Xoksa = H X =1,
i=k+4

OIUr. Xy, Xpi,3, Xoi,4 Clemanlart X,y Ve z nin degerine bagh ¢iktigi icin dizi (2k +2).

elemanla basa doner yani, X, =Xy, ,, X = Xo, .3 X, = Xp 4, --OlUI.
Boylece P, (G,;X,Y,2)=2k+2 oldugu goriiliir [29].

Iki gerenli durumda, n>2 icin (n,2,2) = (2, n,2) = D, olup aym1 zamanda bu guruplar
benzer takdimlere sahip olduklar1 i¢in X,y ve y,x baslangic elemanlarina gore
(n.2,2),(2,n,2) guruplan ile D, dihedral gurubundaki k -nacci dizilerinin periyodlar:

ayni olup 2Kk + 2 dir.

Teorem 333: (x,y,z:x=y"=z"=xyz=e),n>2 scklinde taktim edilen G,

=(2,n,2) polyhedral grubu igin k - nacci dizisinin periyodu 2k + 2 dir[29].
Ispat: Bu gurubun ii¢ gerenli durumunu ele alalim, burada |X| = 2,|y| =n, |Z| =2dir.
Eger k =2 ise agagidaki dizi elde edilir,

X, Yy Z, X, ZX, XZX, X, Y, Z, -+
bu dizide goriildigi gibi 2-nacci dizisinin periyodu 6 dir.
Eger k =3 ise, dizinin periyodu 8 dir.

Eger k >4 ise dizinin ilk k tane elemani agagidaki gibidir,

k-4

Xo =X, % = Y, X, =2, X = X2, X, = (xyz)" -, X4 = (xy2)
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Burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j<k -1 igin x; =€ olmak tzere

Xy =X, X =Y,X, =2,X =€,e,---,e

yazilir. Boylece,

k
Xis :Hxi =YZ=X,
i=L

k+1

Xso = H X = X,
i=2
k+2

Xes = [ % =x2x,
i=3
k+3

Xisa = H X; =€,
i=4

olur. Burada 4 < j <kigin x,,; =eolup ayrica,

K+k

Xops1 = H X =6,
i=k+1

Xops2 = H X =X,
Koz = H X =Y,

olur. X, ;, X, X,, €lemanlar1 X,y ve znin degerine bagh ¢iktig1 i¢in dizi 2k +2 inci

elemanla basa ddner yani, X; =X, X =X, X, = X,,5, olur. Boylece B (G,;X,Y,2)

=2k +2 oldugu goriiliir.
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Teorem 334: (x,y,z:x*=y’=2"=xyz=¢e),n>2 seklinde takdim edilen G,

:(2,2,n) polyhedral gurubundaki k -nacci dizilerinin periyodlar1 igin asagidaki

durumlar s6z konusudur[29].

Ik olarak bu gurubun <X, y,Z2: x> =y? =(Xy)n =e>, n>2 seklinde takdim edilen 2-

gerenli durumunu ele alalim. 2 -gerenli durumda hem x,y hemde y,x baslangi¢

elemanina gére bu guruptaki k -nacci dizilerinin periyodu i¢in asagidaki durumlar s6z

konusudur:

. P, (G % Y) R (G, Y, x) =6.

n(kTJrl , n=0 mod4

. P.(Gixy)=P, (G, y.x)=4 n(k+1), n=2 mod4
2n(k+1),  diger durumlar

iii. k >5 olsun.

1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda degil

ise periyod asagidaki gibidir;

n(kTHj n=0 mod4
P.(G,:x,¥)=PR(G,;y.x)=1 n(k+1), n=2 mod4

2n ( K+ 1) , diger durumlar

2. Eger a,n ‘nin [3, k- 2] araligindaki carpanlarindan olan en biiytik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

29



. Eger jeN i¢in a.3' ¢[3,k—2] ise periyod asagidaki gibidir;

a(n(%)j, (n=0mod4)

P.(Gi%¥)=P (G, ¥,x)=1a(n(k+1)), (n=2mod4)
a(Zn(k+l)), diger durumlarda

i’ Eger B,[3k-2] arahfindaki en biiyik tek say1 ve jeN i¢in B=a.3' ise
periyod asagidaki gibidir;

Yij n(kTJrlD (n=0mod4)

P.(G,i%.y)=P (G, y.x)=4 B(n(k+1)), (n=2mod4)
ﬁ’( n(k+1) ), diger durumlarda

simdiki gurubun (x,y,z:x* = y* =z" = xyz =e}, n>2 seklinde takdim edilen 3- gerenli
durumunu ele alalim. X, y,z baslangi¢ elemanlar1 i¢in bu guruptaki k -nacci dizisinin

periyodu i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

i P, (G,;x y,z)=6.

n(%) (n=0 mod4)

. P.(Gyixy,2)=1 n(k+1), (n=2 mod4)
2n(k +1), diger durumlarda

iii. k >5 olsun.

1. Eger n’ nin carpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda degil

ise periyod asagidaki gibidir;
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n(%) (n=0 mod4)

P(G.:x,y,z)=1 n(k+1), (n=2 mod4)
2n (k +1), diger durumlarda

2. Eger a,n’nin [3, k— 2] araligindaki carpanlardan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i’ Eger jeNicin .3 ¢ [3,k—2]ise periyod asagidaki gibidir;

a(n(%ﬂn, (n=0mod4)

P (Gyix.y,z)=1a(n(k+1)), (n=2mod4)
a(Zn(k +1)), diger durumlarda

ii’.  Eger B, [3k—-2]aralifindaki en biiyik tek sayi ve jeN i¢cin B=a3' ise
periyod asagidaki gibidir;

Yij n(%n (n=0mod4)

R(Gyix y.2)=4 B(n(k+1)), (n=2mod4)
ﬂ(2n(k +1)), diger durumlarda

Z,X, Yy baslangi¢ elemanlari i¢in ise bu guruptaki k -nacci dizisinin periyodu 2k + 2 dir.

Ispat: ilk olarak bu gurubun 2-gerenli durumu icin ispati yapalim. Grubun 2-gerenli

takdimine gore,

X|=2,y| :2,|(x, y)|: n dir.

I. Eger k = 2ise asagidaki dizi elde edilir.

XO=X,X1=y,X2=Z,X3:XyZ,X4=y,X5=yX'X6 :X,X7=y,..-.

Bu diziden goriildiigii gibi 2-naccidizisinin periyodu 6 dir.
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ii. Eger k = 3ise asagidaki dizi elde edilir,
XY,y xyxy = (xy) vy (xy) =y (xy)’,
Xy (xy)" y(xy) = (xy) y(xy)’ = v,
() y(xy)"y = yxyy = yx,
y(xy) yyx=y(xy) x=(yx)",
yyx(yx)" =x(yx)" = (xy)" x,
yx(yx)4 (xy)4 X=yXX =Y,
(yx)4 (xy)4 Xy = Xy,

simdi yukarida 3-nacci dizisinin belli bir kesiti ~~-,(xy)a X, Y, Xy,--- formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir,

(xy)"x,

Y,

XY,

() xymy = (xy)* (xy)” = (%)™,
yry (xy)* =y (xy)*”,

xy (xy)™ y(xy)"™ = xyyxy = xxy =y,
(xy)" y(xy)™ y = yxyy = yx,

y ()" yyx =y (xy)* x = (yx)*,
()" = X3 = () x,
yx(yx)a+4 (xy)a+4 X = yXX =Y,

(yx)a+4 (Xy)a+4 Xy _ Xy'-- .

Buradan 3-nacci dizisinin her sekiz terimde bir ayni1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugunu goriiliir. Boylece 3-nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:
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Xo =X X =Y, X, = XY,

4
Xg :(Xy) X, Xg =Y, Xg = XY, 00,
X6 =(Xy)8 X, X7 =Y Xg = XY,y

4i
%si =(Xy) Xy Xgivg = Yi Xgip = XY,

Burada dizinin periyodunu belirlemek i¢in, v e Ni¢in 4i = nvolacak sekilde en kiiciik I
dogal saymin belirlenmesi gerekmektedir. 3-nacci dizisinin periyodu igin 1 dogal

sayisinin durumuna gore asagidaki i durum s6z konusudur:

Eger n=0(mod4) ise izg olup, 8i=2n olur ki, buradan P,=(G,=x,y)

_ n(kT”) — 2n elde edilir.

Eger n=2(mod4) ise 8i=4n olur ki, buradan P,=(G, =x,y)=n(k+1)=4n elde

edilir.

Eger n=1(mod4) veya n=3(mod4) ise i=n olup, 8i=8n olur ki, buradan

P, =(G, =x,y)=2n(k+1)=8n elde edilir.

k = 4i¢in de benzer ifadeler kullanilarak ispat edilir.

iii. Eger k >5ise dizinin ilk k+1 tane elaman1 agagidaki gibidir;

2k—2

Xo =X, X =Y, % =Xy, % =(xy)", %, = (xy)", -, x = (xy)
olur.

Simdi k -nacci dizisinin belli bir kesiti --',(Xy)a X, Y, Xy,--- formunda yazilirsa asagidaki

dizi elde edilir,
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2k+1 a
Xoks2 = H X; :(XY) X,
i=k+2
2k+2
Xokso41 = H X =Y,
i=k+3
2k+3

Xoki2e2 = H X = XY,

i=k+4
2k+4

Xoks243 = H X = (Xy)b '
i=k+5
2k+5

Kokroea = H X = (Xy)u1 '
i=k+6
2k+6

2k+2+5 H X - Xy

i=k+7

3k+6

2k+2+k H X - Xy

i=2k+2

buradan k-nacci dizisinin 2k + 2 terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugu goriiliir. Boylece k-nacci dizisini asagidaki gibi ifade edilebilir:

X, =X, X =Y, X, = XY, X =(xy)2 X, :(xy)4 o X :(xy)zf
2+4i
X(2k+2 (Xy) ! I (2k+2)+ y’ X| 2k+2)+ = Xy’ XI 2k+2)+ (Xy)

Xi(2k+2)+4 (Xy) i(2k+2)+ (Xy) Xi(2k+2)1k (Xy)uk S

Burada dizinin periyodunu belirlemek i¢in, Ve N igin 4i =nv olacak sekilde en kiigiik

I dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.
1. Eger n’ nin carpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, K —2] araliginda degil

ise, li¢ alt durum ortaya ¢ikar:
1. Durum: Eger n=0(mod4)ve n|a, n|u, ,---, n|u,_,ise i:%dﬁr. Boylece i (2k +2)
k+1
= n(kTﬂj oldugu i¢in B =(G, =x,y)= n(Tj elde edilir. (burada n|a, n boler a

anlamina gelir.)
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2. Durum: Eger n=2(mod4) ve n|a, nlu, -+, nlu,_, ise izg dir. Béylece

i(2k+2)=n(k+1) oldugu i¢in B, =(G, =x,y)=n(k+1)elde edilir.

3. Durum: Eger n=1(mod4)ve n=3(mod4)ve n|a, nu, -, nlu,_, ise i=ndir.

Boylece i(2k+2)=2n(k +1)oldugu i¢in B, =(G, =x,y)=2n(k+1)elde edilir.

2. Eger a,n’ nin [3,k—2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiylik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i”. Eger jeN igin a.3' ¢ [3,k—2] ise ii¢ alt durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Eger n=0(mod4) ve n|a, nlu, -+, nlu,_, ise i:a% dir. Boylece
i(2k+2):a(n(%n oldugu i¢in B, =(G, =X, y):a(n[kTﬂD elde edilir.

2. Durum: Eger n=2(mod4) ve nla, nlu, -+, nlu,, ise i:ag dir. Boylece

i(2k+2)=a(n(k+1)) oldugu igin B, =(G, =x,y)=a(n(k+1))elde edilir.

3. Durum: Eger n=1(mod4) veya n=3(mod4) ve nla, nu, ---, nu,_, ise i=an
dir. Boylece i(2k+2):a(2n(k+1)) oldugu i¢in B, =(G, =X, y)=(2n(k+1)) elde

edilir.

i”. Eger B ,[3 k—2]araligindaki en biiyiik tek sayr ve jeNi¢in fB=a.3 ise ii¢ alt

durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: n=0(mod4)ve nla, nju, -, nu_, ise i:ﬂ%dir. Boylece i(2k +2)

:ﬂ(n(%n oldugu i¢in B, =(G, =X,Y) :ﬂ[n(%n elde edilir.
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2. Durum: n=2(mod4) ve nja, nlu, ---, nfu,_, ise i:ﬁg dir. Boylece i(2k +2)

:,B(n(k +1))oldugu igin P, =(G, =x,y)=8(n(k+1))elde edilir.

3. Durum: n=1(mod4)veya n=3(mod4) ve na, nju,, ---, nu._, ise i=gn dir.
Boylece i(2k+2)=p(2n(k+1)) oldugu igin B =(G,=x,y)=p(2n(k+1)) elde

edilir.
Yy, X baslangi¢ elemanlari i¢in de, ispat benzer ifadeler kullanilarak yapilir.

Simdi bu gurubun 3-gerenli durumu igin ispati yapalim, burada |X| =2, | y| = 2,|Z| =n dir.
I. Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,
Xo = Vo X, =X, Xy =2, X = XZ, X, =X, X = XY, Xg = Y, Xo = X, Xg = 2,

Bu diziden goriildiigii gibi 2-nacci dizisinin periyodu 6 dir.
ii. Eger k = 3ise, dizinin periyodu asagidaki gibidir,

2n, n=0 mod4
LEN(x,y,z)((z'z’n)): 4n, n=2 mod4
8n, diger durumlarda

Eger k =4 ise agsagidaki dizi elde edilir,

X, Y,Z,XyZ =€, XyZXyz =€, yz = X,
IX = Y, XZX = XY, XZXXZX = XZZX = X2°X,
XZXXZXXZ® X = 2 X, 2xxzxxz?xxz*x = 2%,
xzxxz?xxz*xz28x = xz"xz® = zx,
2 4 8 6 8 2
X2°xxz*xz8xzx = xz°xz®xzx = xz?XZX = XX2XX = Z,
Xz*xz8xzxz = xxz*xzxz = 2*xx = 2%, 28xaxzz* = 2®xxz* = 7,

X227 = x2* 7% = x2*% -,

Simdi yukaridaki 4-nacci dizisinin belli bir kesiti ---z%x,zx,z,--- formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir,

36



28xzxzz® = 2°x%z° = 2°7° = za +b,

b,a+bh _

X172 Xz

Zzbza+bX22b+a —7X = y’

7°7%"Pxz %" 7x = xzX,

7 a+b X7 2b+a 7XXZ = XZ b+2X,

b+a+b __ 2b+a

Xz )

X22b+a ZXXZXXZMZX — X23b+a+4x’

ZXXZXXZb+2XXZSb+a+4X — 24b+a+8X,

XZXXZb+2XXZ3b+a+4XZ4b+a+8X — Xz4b+a+7 Xz4b+a+8x —7X = y,
XZb+2XXZ3b+a+4X24b+a+8XZX — XZ4b+a+6XZ4b+a+8XZX — XZZZXZX — ZXZ =7,

buradan 4-nacci dizisinin her on terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugu goriiliir. Boylece 4-nacci dizisi asagidaki gibi ifade edilebilir.

Xo =X X =Y, X =2, % =8,---,

8 4
X10=Z X,X11=ZX=y1X12=Z’X13=Z,‘..’
X0 = 27X, Xy = ZX = Y, Xy = 2, %05 = 20,007,

8i? 4i
Xoi =2 X, Xpiyg =X =Y, Xppiyp0 =2 Xpgipz =2 57

Buradan dizinin periyodunu belirlemek i¢in v,,v, € N igin 8i’ = nv, ve 4i =nv, olacak

sekilde en kiiciik 1 dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. 4-nacci dizisinin

periyodu igin i dogal sayisinin durumuna gore asagidaki ii¢c durum sz konusudur:
- . ..n .5 .
Eger n=0(mod4) ise i= " olup, 10i =5n olur ki, buradan P,=(G,=Xx,y,2)

= n(k—ﬂjzﬁn elde edilir.
2 2

Eger n=2(mod4) ise i:g olup, 10i =5n olur ki, buradan P,=(G, =x,y,z)

=n(k+1)=5n elde edilir.
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Eger n=1(mod4) veya n=3(mod4) ise i=n olup, 10i=10n olur ki, buradan
P,=(G, =x,Y,2)=2n(k+1)=10n elde edilir.

Iii. Eger k >5ise dizisinin ilk k+1 tane eleman1 agagidaki gibidir;

k=3

Xo =X, X =Y, X, =2, %, =2", X, = 2", , X, =2
burada gerekli indirgemeler yapilacak olursa,

X =XX =Y,X=2,X=¢6E€,---,€

oldugu goriiliir, burada 3< j <k i¢in x; =e dir,

Simdi k-nacci dizisinin belli bir kesiti---z®x, zx, z,--- formunda yazilirsa asagidaki dizi

elde edilir,

2k+1
_ _ a
Koksz = | | X =Z7°X,
i=k+2
2k+2
Koo = | | X = ZX,
i=k+3
2k+3
Xokra42 = | I X =1,
i=k+4
2k+4
Xoks243 = | | X =17,
i=k+5
2k+5
Xoks21a = | | X =127,
i=k+6
2k+6

u
Xoks245 = H X =1z,

i=k+7

3k+1

— | I — U4
X2k+2+k - Xi =1 '
i=2k+2

buradan k-nacci dizisinin her 2k +2 terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarlarindan

ibaret oldugu goriliir. Boylece k-nacci dizisi asagidaki gibi ifade edilebilir:
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k=3

Xo =X X =Y, X, =Z,X, =€, X, =X~ =@,

- -2 -
=7 X _Z4| X _28| +4|’

— a —
=XX = XX Xiakszpz = D Xiokaaya = 200 Kiakaz)ea =

Xi(2k+2)  Xi(2k+2)41

— U U
Xi( _Zl"“’xi( k_z ket e,

2k+2)+5 2k+2)+

Burada dizinin periyodunu belirlemek igin, v;,v, €N i¢in 4i=nv, ve 8i%+4i=nv,
olacak sekilde en kiiciik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda

degilse, li¢ alt durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Eger n=0(mod4) ve nla, nu, ---, nlu_, ise i=- dir. Bdylece

n
4
. k+1 S k+1 -
i(2k+2)=n — oldugu i¢in P, =(G, =x,y,z)=n — elde edilir. ( burada
n|a, n boler a anlamia gelir.)

2. Durum: Eger n=2(mod4) ve nla, nlu, -, nu,_, ise i:g dir boylece

i(2k+2) =n(k+1) oldugu i¢in B, =(G, =x,y,z)=n(k+1) elde edilir.

3. Durum: Eger n=1(mod4) veya n=3(mod4) ve nja, nju, -, nu,_, ise i=n

dir. Boylece i(2k+2): 2n(k +1) oldugu i¢in B, :(Gn =X, y,z) :2n(k +1) elde edilir.

2. Eger a,n’ nin [3,k—2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek sayiyr ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i”. Eger jeN i¢in a.3’ ¢[3,k—2] ise {i¢ alt durum ortay ¢ikar:
1. Durum: Eger n=0(mod4) ve nla, nlu, -, nu,, ise i:a% dir. Boylece

i(2k+2) :a(n(%n oldugu i¢in P, =(Gn =X, Z) =a[n(%n elde edilir.
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2. Durum: Eger n=2(mod4) ve n|a, nlu, ---, nju,, ise izag dir. Boylece
i(2k+2):a(n(k +1)) oldugu i¢in B, =(G, =X, y,z):a(n(k +1)) elde edilir.
3. Durum: Eger n=1(mod4)veya n=3(mod4) ve n|a, n|u,, ---, nlu,_, ise i=an

dir. Béylece i(2k+2)=a(2n(k+1)) oldugu i¢in P, =(G,=xY,z)=a(2n(k+1))

elde edilir.

i. Eger B,[3,k—2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve jeN i¢in f=a.3' ise i alt

durum ortaya ¢ikar.

1. Durum: n=0(mod4)ve nla, nlu, -+, nju,_, ise i:ﬁg dir. Boylece i(2k +2)
:ﬁ(n[kTJrlD oldugu i¢in B, =(G,; X, y,z) :ﬁ(n(%ﬂn elde edilir.
2. Durum: n=2(mod4) ve nja, nju, -+, nlu,_, ise i:ﬂg dir. Boylece i(2k +2)

= B(n(k+1)) oldugu igin B, =(G,;x,y,z)=B(n(k+1)) elde edilir.

3. Durum: n=1(mod4) veya n=3(mod4) ve n|a, nlu, ---, nu,_, ise i=/An dir,

boylece
i(2k+2)=pB(2n(k+1)) oldugu i¢in B, =(G,;x,Y,z)=B(2n(k+1)) elde edilir.
2. Yol: G, yi 2nelemana sahip D, dihedral grubu olarak diisiinelim. D,,n elemanl

diizgiin ¢okgeninin(polygonun) simetrilerinden olusup grup,

_( cos(2z/n)  —sin(27z/n) vebe 1 0
—sin(2z/n) —cos(2x/n) lo 4
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gerenleri ile takdim edilebilir. Bundan dolay1 3-gerenli durumda grubun geren elemanlari

matrisler yardimiyla agsagidaki gibi ifade edebilir,

L cos(2z/n) —sin(2z/n) (1 0
_(sin(Zﬂ/n) COS(Z/Z'/H)], _(O —1}

ve

_( cos(2z/n) —sin(2z/n)
= (—sin(zn/n) —cos(2r / n)) '

i Eger k =2 ise asagidaki dizi elde edilir,

cos(4z/n) —sin(4x/n)
Xo =Y, X =X X =2, %= . =XZ,X, =X,
—sin(4z /n) —cos(4rz/n)
cos(4z/n) sin(4x/n)
Xs=| . =XY, X =Y, X, =X, Xg =2,
—sin(4z /n) cos(4x/n)

Bu diziden gorildigii gibi 2-nacci dizisinin periyodu 6 dir.

ii. Eger k =4 ise agsagidaki dizi elde edilir,

X,Y,Z,XyzZ = Lo —e (xyz) = 1o =e cos(zz/n) - ~sin(2z/n) =X
Y, Z, Xy _(O J— ( Y) _[O J_ ’[—Sin(Zﬂ'/n) —cos(27r/n)j_ '

1 0 cos(2z/n) sin(2z/n) _ cos(4x/n) sin(4x/n) -2
0 —J_ '[—sin(Zﬂ/n) COS(Zﬂ/n)j_ '[—sin(47r/n) cos(47r/n)j_

cos(6z/n) sin(6xz/n) j_z4x (COS(147Z'/n) sin(14/ n) J .

sin(6zx/n) —cos(6z/n) sinl4r/n) —cos(Q4x/n) -
1 Oj: (cos(Z;r/n) —sin(27r/n)j:Z (cos(87r/n) —sin(87r/n)j A
0 -1 '\ sin(2z/n)  cos(27z/n) "\ 'sin@@z/n) cos(8xz/n)
cos(24z/n) —sin(24x/ n)j _ le’{ cos(34r/n) sin(34x/n) ] "
sin(24z/n) cos(24x/n)

—sin(34x/n) cos(34x/n)

Simdi yukaridaki 4-nacci dizisinin belli bir kesiti ---,z°x,2x,z,--- formunda yazilirsa

asagidaki dizi elde edilir,
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Z[X, x=Y,z, Zg, ZHE, X228+1’ Y, XZX = XY, XZ‘HZX — Z—(g+2), Xz3g+r+4x - Z_(35+T+4), Z4g+r+8X, X=Y,2,

Buradan 4-nacci dizisinin her on terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugu goriiliir. Boylece 4-nacci dizisi agagidaki gibi ifade edebilir:

X, =X, X, =Y, X, =2,X, =€,
Xio:Z8X'X11:ZXZan12:Z'X13:Z4""’
_ 32 _ _ _ _ 58
Xoo = 22X, Xoy = IX = Y, Xy = Z, Xy = 20,57,

8i? 4i
Xoi =27 X Xypisg = ZX= Y1 Xpgip =4 X503 =2 50

Burada,

o _ cos8i’(2z/n) —sin8i*(2z/n)
sin8i*(2z/n)  cos8i*(2z/n)

ve

s [(cosdi(2r/n) —sindi(2x/n) . _ i .

= ) olup, dizinin periyodunu belirlemek igin,
sindi(2z/n) cosdi(2z/n)

V;,V, eN i¢in 8i*=nv, ve 4i=nv, olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisinin

belirlenmesi gerekmektedir. 4-nacci dizisinin periyodu i¢in i dogal sayisinin durumuna

gore asagidaki ti¢ durum s6z konusudur:

. . .onoL. 8i2 10 4 10 .
Eger n=0(mod4) ise i=- i¢in, z2° = ve 2V = olur. Bdylece
4 01 01

10i=§n oldugu i¢in P, =(G; X, y,z)=n[k7+1j=gn elde edilir.

. (10 (10
Eger nEZ(m0d4) ise i:g icin, z” :(O 1] ve 24':[0 1] olur. Bdylece

10i =5n oldugu igin P, =(G,; X, y,z)=n(k+1)=5n elde edilir.
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2 (10 (10
Eger n=1(mod4) ve n=3(mod4) ise i=n igin, z" :[0 1) ve z" :(0 J olur.

Boylece 10i =10n oldugu igin P, =(G,;x,y,z)=2n(k+1)=10n elde edilir.

k = 3igin de benzer ifadeler kullanilarak ispat yapilir.

Eger k >5ise dizinin ilk k+1 tane eleman1 asagidaki gibidir;
Xo =X, X, =Y, X, =2, X, =2", X, =22", -+, X, =2° "
burada gerekli indirgemeler yapilirsa,
X, =X, X =Y, X, =2, X, =€,6,+,&

oldugu goriiliir, burada 3< j <k i¢in x; =e dir,

Simdi k-nacci dizisinin belli bir kesiti ---,z°x, zx, z,-- - formunda yazilirsa asagidaki dizi

elde edilir,

2k+1
_ T
2k+2 I I X =7X,
i=k+2
2k+2
Xokso11 = I I X; =2X=Y,
i=k+3
2k+3
Xoks2e2 = I I X =1,
i=k+4
2k+4
Xoksoe3 = I I X =7,
i=k+5
2k+5
_ 5cC
2k+2+4 I I X =17,
i=k+6
2k+6

u
2k+2+5 H X =1z 1'

i=k+7

3k+1

(Ve
Xoksork = H X, =127"",

i=2k+2
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Burada k-nacci dizinin her 2k + 2 terimde bir ayn1 formda terimlerin tekrarindan ibaret

oldugu goriiliir. Boylece k -nacci dizisi asagidaki gibi ifade edebilir:

Xo =X, X, =Y, X, =2, %, =€,---, % =2° " =g,
" _ _ 4 L 8i%+4i
Xioke2) = £ X Kiakepr = P Xiakrayia = D Kjakaapes =2 0 Kiakazpea =2
f u DY —_— u - DY
Xi(2k+2)+5 =7, ’Xi(2k+2)+k =z,

Burada dizinin periyodunu belirmek i¢in, v;,v, € Nigin 4i =nv, ve 8i’ +4i =nv, olacak

sekilde en kiigiik 1 dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger n’ nin ¢arpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda degil

ise, li¢ alt durum ortaya ¢ikar:

- . .ono.. 4 10
1. Durum: Eger n=0(mod4) ve n|z, nlu, ---, nju,_, ise = igin 2 =|

> (10
ve 2% :(O J dir. Boylece i(2k +1):n(k7+1] oldugu i¢in B =(G,;X,y,z)=

+1
H(Tj elde edilir.(Burada n|r, N boler 7 anlamina gelir.)
y . n.. & (10
2. Durum: Eger n=2(mod4) ve n|z, nju,, ---, nju,_, ise == dein 2 =|

.. (10
ve 2% M':(o 1) dir. Béylece i(2k+2)=n(k+1) oldugu i¢in B, =(G,;X Y, z)=

n(k+1) elde edilir.
3. Durum: Eger n=1(mod4) veya n=3(mod4)ve n|z, nju,, -, nju,_, isei=n

10

- 4i 8i%+4i 10 . . ; < s
icin 2" = 0 1 ve Z =0 1 dir. Boylece i(2k+2)=2n(k+1) oldugu i¢in
P, =(G,; X, y,z)=2n(k+1) elde edilir.
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2. Eger a, N’ nin [3, k- 2] araligindaki carpanlarindan olan en biiytik tek tamsayi ise
asagidaki iki durum s6z konusudur:

i”. Eger jeN i¢in .3 ¢ [3, k- 2] ise li¢ alt durum ortaya ¢ikar:

- .. n.. 4 (10
1. Durum: Eger n=0(mod4) ve n|z, nu,, ---, nu,_, ise i=a igin 2%=|

o 1 0 .
ve 22 :[O 1) dir.  Boylece i(2k+2)= a(n[k_;ljj oldugu  icin

P =(Guix, y,Z)=0{n£kT+1D elde edilir.

2. Durum: Eger Eger n=2(mod4) ve n|T, n|u1, R n|uk_4 ise i=ag icin

. (10 ey (10
24.:(0 J ve 7% +4.:(0 J dir. Béylece i(2k+2)=a(n(k+1)) oldugu igin

P =(G,;x.¥,z)=a(n(k+1)) elde edilir.
3. Durum: Eger Eger n=1(mod4) veya n=3(mod4) ve n|z, nju,, -+, nlu,_, ise

10

i=an jein 7% =
N (0 1

P 10 i
) ve 7 +4.:£0 1] dir. Boylece i(2k+2)=a(2n(k+1))
oldugu igin B, =(G,; X, y,z)=a(2n(k+1)) elde edilir.
ii’. Eger g, [3,k—2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve jeN icin f=a.3' ise ii¢ alt

durum ortaya ¢ikar:

.. n.. 4 10
1. Durum:nzO(mod4) ve n|’l', n|U1, -+, N{U, ., 1se I:IBZ icin 2" = 01 ve
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2. (1 0 .
28+ :(O J dir. Boylece I(2k+2):ﬂ(n(k—;1n oldugu icin P, =(Gn;X, y,Z)

:ﬂ(n[kTJrlD elde edilir.

N n.. 4 (10
2. Durum: n=2(mod4) ve n|z, nu, -+, nlu,_, ise |:,6’Z ioin 2" =\ | ve

Zai2+4i:(; (l’j dir. Boylece i(2k+2)=p(n(k+1)) oldugu isin P, =(G,;xy,2)
= B(n(k+1)) elde edilir.

3. Durum: n=1(mod4) veya n=3(mod4) ve Nz, nlu, -+, nju,_, ise i=pn

- (10 2. (10
i¢in 2 = ve 2% = dir. Boylece i(2k +2)= ﬂ(Zn(k +1)) oldugu igin
01 01
P =(G,ix Y,z)=B(2n(k+1)) elde edilir [29].
2-gerenli durum i¢inde benzer ifadeler kullanilarak ispat yapilir.

z,X,y baglangic elemanlar1 igin ise bu gruptaki k -nacci dizisinin periyodunun

B = (Gn 7, X, y) =2k + 2 oldugunu ispatlayalim [14].
Eger k =2 ise agagidaki dizi elde edilir,
Z,% Y, XY, YXY, Y, YX =7, X, Y, .
bu diziden goriildiigii gibi 2-nacci disinin periyodu 6 dir.
Eger k =3 ise asagidaki dizi elde edilir,
Z,X,Y,ZXy =€, XY, YXY, Y,&, YX =Z,X, Y, .
ayni sekilde bu diziden de 3-nacci dizisinin periyodunun 8 oldugu goriiliir.

Eger k >4 ise dizinin ilk k tane eleman1 agagidaki gibidir,
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2k—4

Xy =2Z,% =X X, = Y, X, = ZXY, X, :(zxy)z,---,xk_1 =(2xy)

burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j <k —1 i¢in X; =€ olmak tizere

Xo =L, X =XX,=Y,X =¢6¢,---,€

yazilir. Boylece,

olur. Burada 4< j<k igin X, ; =€ olup ayrica,

k+k

Kok = H X =€,

i=k+1
K+k+1

Xoks2 = H X =1,

i=k+2
K+k+2

Xoks3 = H X; = X,

i=k+3
k+k+3

Xoksa = H X =Y,

i=k+4

OlUr. Xy, 0, Xop a1 Xop 4 €lemanlart z,x ve y nin degerlerine bagl ¢iktig1 i¢in dizi 2K +2

inci elemanla basa doner yani, X, =Xy, X =Xy.3, X =Xy, olur. Bdylece

P.=(G,;z,%,¥) =2k +2 oldugu gbriiliir.
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4. BULGULAR

4.1. m Modiiliine Fibonacci p-Dizileri

[13] deki galismada, Fibonacci p-dizisi m modiiliine gére indirgenerek

(FL7 (= (R 00,5 @ R (@) F (2) R (p0) - F () -

seklindeki dizi elde edilmistir ki bu dizi Fibonacci p-dizisi ile ayni indirgeme bagintisina

sahiptir. Burada F" (i)=F, (i)(modm) dir.

p

Teorem 4.1.1: {Fém)(n)} dizisi basit periyodiktir [13].

Ispat: S :{(Xi,xz, o pﬂ) 0<x,<m- 1} olsun. |S| mP* oldugundan herhangi bir
j >0 igin Fém) (i+p)= Fém) (j+p) ve Fém) (i)= Fém) (J) olacak sekilde i> j tamsayi
vardir. Fibonacci p -dizisinin tanimdan F, (n -p —1) =F, (n)— F (n —1) esitligi elde
edilebilir.

Bu durumda;

"(i-)=F"(i-1),

R (i-2)=F"(i-2).-,
R (i-j+1)=F"(0)
oldugu actkca goriilmektedir ki bu da bizi {Fgm)(n)} dizisin basit periyodik bir dizi

oldugu sonucuna ulastirmaktadir.

Deveci ve Avcr bu calismada, {Fém)(n)} dizinin en kiigiik periyodunu I (m) ile

gostermislerdir.
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a;’ ler tam say1 olmak iizere bir A= [aij] matrisi verilmis olsun. A nin elemanlarinin
m  modiline  gore indirgenmesi ~ A(modm) ile  gosterilir.  Yani

A(modm) = (a; (modm)) dir.
k bir asal say1 olmak iizere, detQ, = (—1)p oldugundan
<Qp>k“ = {Q;, (modk"):i= 0}

kiimesi bir devirli grup olup KQp>ku ‘ ile bu devirli grubun mertebesini gosterirsek (1.5)

esitliginden 1, (K" ) = ‘{Qp )

oldugu kolaylikla goriillmektedir.

Ornek 4.1.1:

{F¥(n)}={0111234,14,34,310,34,4,210,2330,3114,0,10,011--} olup

bu dizi 31’ terimde bir tekrar ettiginden |, (5) =31 dir [13].

Teorem4.1.2: k bir asal say1 olmak iizere t, || (k)= I, (kt) olacak sekilde en biiyiik tam

say1 olsun. Bu durumda her o >t igin || (k"‘ ) =k“'I (k) olur [13].

Ispat: q bir pozitif tam say1 olsun.

Q) =1 (modk®?)

p

oldugundan,
I (k) _ q
Q" ' =1(modk?)
olup buradan 1, (k®)” nn I, (k%*)” y1 béldiigii goriilmektedir.

Diger taftan
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olarak yazilabildigi igin,

q k k (k i
U =(1+{afk )] <3l =1 i),
denkligi elde edilir ki buda bize I, (k") in I(k%)-k y1 boldiigiinii gbsterir. Boylece ya
(k) =1,(k?) yada 1,(k")=1,(k%)-k olmaldr. 1,(k%*)=I (k)-k olmasi

(q

ancak Q'p(kq) matrisinin, k ile boliinmeyen bir a; ) elamanmna sahip olmasi ile miimkiin

olmaktadir. Bu da demektir ki Ip(kt);tlp(k“l) oldugunda, Q'p(kq) matrisi  k ile

(t+1)

bélinmeyen bir a; elemanma sahiptir. Boylece Ip(k”l);tlp(k”z) sonucuna

ulasilip, 1 iizerinde tiime varim metodu uygulanarak ispat tamamlanmaktadir.

t .
Teorem 4.1.3: K, * ler farkli asallar olmak iizere eger m:ka',(tzl) ise

i=1

1, (m) = okek I, (k) | dir [13]

‘el

Ispat: I (kiei ), {Fp( j(n)} dizisinin periyodu oldugundan {F(kie j (n)} dizisi, Vue N

p

icin u.Ip(kiei) uzunlugundaki bloklarla tekrar eder. Ayrica I(m),{F(m)(n)} dizisinin

p

: ¢ -y : :
periyodu oldugundan her i . tamsayist igin {F;E j(n)} dizisi I(m) tane terimde bir

ol
i

tekrar etmelidir. Bdylece her | tamsayi igin |p (m) say1sinin u.Ip (k ) formunda oldugu

goriilmektedir ki bu da bizi | (m) = okek [I o (kiei )} sonucuna ulastirir.

50



Tamm 4.1.1: x,=a,,% =a,---,X, =2, olmak lizere n>p i¢in X =X, +X_,

indirgeme bagtisiyla tanimlanan tam say1 dizisinin her bir elemaninin m modiiliine

(200:2,)

gore indirgenmesi sonucu elde edilen periyot |

(m) ile gosterilsin [13].

Teorem 4.1.4: obeb(a,,a,,+,a,,m)=1 ve obeb(by,b,,-,b,,m)=1 olacak sekilde

bl’bZ’.“!bp!aiyaz;"'yap,mEZ |Se

olur [13].
oo
Xn+p—1
ispat: X, =| i |olsun (1.2) esitsizliginden X,=(Q,).X, oldugu agikca
Xn+1
L Xn _

goriilmektedir. Tam sayilarda m modiiliine gore denklik smiflarinin sonlu bir kiimesi

formunda oldugundan

() - (Q,) (modm), p Gift ise

(Qp)mm(mod m), p ven tek ise

olacak sekilde n ve r tam sayilart mevcuttur.

detO = 1, pciftise
Pl -1, ptekise

n+1
)

oldugundan ya (Qp)n yada (Qp)

Boylece ya,

( p +1) X( p +l) boyutlu birim matris olmalidir.

X, = X,(modm)

ya da

51



Xpa = X, (mModm)

olur ki bu da ispatimizi tamamlar.

4.2. Gruplarda Fibonacci p-Dizisi

Tanim 4.2.1: (xo,xl,---,xp_l)e X geren p -lisi i¢in bir G grubunun st"'x“'”x"‘l)(G)
={a;} Fibonacci p -orbiti

aO = XO’al = Xi’”"ap—l = Xp—l’ap = Xp—l’an+p = an—l'an+p—l7 n 21
seklinde tanimlanir [13].
C=(x) devirli grubundaki Kklasik Fibonacci p -dizisi F*"* ***)(C) seklinde
gosterilmektedir.

Teorem 4.2.1: Bir sonlu grubun Fibonacci p orbiti basit periyodiktir [13].

Ispat: G grubunun mertebesi n olsun. Bu durumda n® tane G ’ nin elemanlarinin farkli

p-tiplisi var oldugundan bu p-tiplilerin en az bir tanesi G ’nin Fibonacci p -orbitinde
iki defa karsimiza ¢ikmaktadir. Bu da bize Fibonacci p-orbitinin periyodik oldugunu

gostermektedir. Bu periyodiklikten dolay1 U >V ve

a'u+l = a‘v+l’a‘u+2 = a'\/+2’.”’a'u+p+l = a'\/+p+1

olacak sekilde dolay1 U ve v dogal sayilarinin mevcut oldugu agiktir. Ayrica Fibonacci

p-orbitinin tanimdan

8, = (2 p)-(anp) Ve, =(a,,.) (@)
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oldugu bilinmektedir. Béylece a, =a, elde edilir ki bu sekilde islemlere devam ederek

a'u—v = av—v = aO’au—v+l = av—v+l = al’.“’aU*HP = aV*V*p - ap

oldugu goriilmektedir. Buda bizi Fibonacci p-orbitinin basit periyodik oldugu sonucuna

gotliirmektedir.

Féxf”xl“"’x“’l)(G) Fibonacci p-orbitinin periyodu LFsX"’X“"X”’l)(G) ile gosterilmektedir ve

bu ifade (XX, X,,) geren p-tiplisine gore Fibonacci p-uzunlugu diye

adlandirilmaktadir.

Tamim 4.2.2: G sonlu bir grup olsun. G nin her elemaninin iginde bulundugu G nin
elemanlarmin bir Fibonacci p-dizisi mevcut ise G ye Fibonacci p-dizilenebilirdir

denir [13].

Onemle belirtmek gerekir ki, Fibonacci p-dizilenebilir gruplarinin direkt ¢arpimlarmin

Fibonacci p-dizilenebilir olmasi gerekmez. Bu duruma 6rnek olarak,
G:<x,y:x3 =y®=g, xy= yx>

seklinde taktim edilen abelyen grubu disiinelim. G =C, xC, oldugu agiktir.

G ’ nin Fibonacci 2-orbitleri

FYY(G) =X Y, ¥, Y, Xy X, XY, 8., Y, ¥ oey
FY(G) = X, X XY, XY, ¥, XY €, Y, X, X,

seklinde olup, x* elemani her iki dizide de olmadig1 igin, G grubu Fibonacci 2-

dizilenebilir degildir. Fakat F*((x)) dizisi,
X, X, X, X%, €, X, 8,8, X, X, X,

oldugundan C =(x) 3. mertebeden devirli grubu Fibonacci 2-dizilenebilir. Benzer

sekilde F"¥ ((y)) dizisi,
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y’ y’ y’ y21e1 y’e’e’ y’ y’ ya"'a

olup C=(y) 3. mertebeden devirli grubunun da Fibonacci 2-dizilenebilir oldugu

goriilmektedir.

Konsepti daha ayrintili ele alma adina G nin AutG grubunun st"'x“m'x"'l)(G) Fibonacci

p-orbiti iizerindeki etkisi tizerinde duracagiz.

AutG , 8:G—>G olacak sekilde biitiin izomorfizmlerin kiimesi oldugundan

(XO, X Xp_l) € X oldugunda (XOH, X0, -, xp_lé?) e X oldugu agiktir.
AcG ve e AutGicin A nn § altindaki goriintiisii

Ad={al:ac A}
seklindedir.

Lemma 4.2.1: (xo,x1,~-~,xp71)e X ve 0 e AutG olsun. Bu durumda

Lo ) (G)9 = FLH0 ) (G)

dir[13].

Ispat: FFEX‘]’Xl""’X”’l)(G)Q:{ai} olsun. {a,} 6 ={a,6} ve

a,,0= (aia'i+ p—l) 0=a0ba, 0
oldugundan sonug¢ agik olarak goriilmektedir.
Varsayalim ki AutG’ nin @ elemam Féxwxl'm'x‘“) (G) orbitini kendi iizerine gdtiirsiin.

Bu durumda 6 € AUtG igin |AUtG|/ @ tane farkli FU"** ) (G) Fibonacci p- orbiti

p

mevcuttur.
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Tanim 4.3.3: (XO, X, e X )e X p -tiplisi i¢in m esas periyodlu F(XOH A0 1) (G) esas
Fibonacci p-orbiti , verilen b, =x,,b, =x,---,b,, =X, b, =X, baslangic degerleri
ile n>1igin

bn+p = bn—lbm— p-1

seklinde tanimlanan by, b,---,b,,--- grup elemanlarinin bir dizisidir. Buradan m ,

herhangi bir & € AutG igin

b, =b,6, b, =b,.6, -, b, =b. .6 b =b 0

p-1 m+p
olacak sekilde en kiiciik dogal sayidir [13].

Teorem 4.2.2: G sonlu bir grup ve (xox1 X, l)e X olsun. Eger LF( )(G)z

nh ve LEL™ Xp’1)(G)=m ise m, n yi boler ve AutG kiimesinin, Féx"'xl"u'x"’l)(G)

Fibonacci p -orbitini kendi tizerine gotiiren m/n tane elemani vardir [10].

Ispat: 6 € AutG otomofizminin mertebesi A olsun Bu durumda

F(XO*Xl""*Xp—l) (G) _ E(XO'Xl*""prl) (G) UE(p"o&Xﬁf“vxpﬁ) UE(XOHZ,xﬁZ,m,Xp—ﬁZ) U

p

ve

LEY ) (G) = LER" ) (G)

oldugundan n=mA dir. Bu da bizi 1,6,6--,6"" dénisimlerinin F.*" " (G)

dizisini kendi lizerine gotiirdiigii sonucuna ulastirir ki bu déniisiimlerin sayist A=m/n

dir.
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4.3.Uygulamalar

Bu boliimde, (2,2,2) ve n>3 igin (n,2,2), (2,n,2), (2,2,n) polyhedral gruplarinin
Fibonacci p-orbitleri ve esas Fibonacci p-orbitleri tizerinde durulacak ve bu dizilerin

periyodlar1 belirlenecektir.

Teorem 4.3.1:
i. LY ((2,2,2))=LF:"”((2,2,2))=7
ii. LR ((2,2,2))= LFs"™ ((2,2,2)) =15 [13].
Ispat: i. F{*¥((2,2,2)) orbiti
X, Y, Yy XY, X, XY, 8, X, Y, Y,
seklindedir. Bu dizinin terimleri arasinda ancak X0 =X ve y@ =y olacak sekilde &
birim doniisiimii tanimli oldugundan LFZ(X’V) ((2,2, 2)) = LE(zX'y) ((2, 2,2)) =7 dur.
ii. F*7((2,2,2)) orbiti
X, Y,2,2,Y,6,2,6,¥,Y, X, X, 2,2,6,X, Y, Z,Z, -

seklindedir. Bu dizinin terimleri arasinda ancak X=X , yg=y ve z60 =z olacak

(x.y.2)

sekilde @ birim déniisiimii tanimli oldugundan LF¥? ((2 2, 2)) — LFs ((2, 2, 2)) =

15 dir.

Teorem 4.3.2: n>3 igin (n,2, 2), (2,n,2), (2, 2,n) polyhedral gruplarinin Fibonacci

p-orbitlerinin ve esas Fibonacci p-orbitlerinin periyodlarinin uzunluklar1 asagidaki

gibidir[13]:
I. 2-gerenli durumda Fibonacci 2-uzunluklar ve esas Fibonacci 2-uzunluklari igin

asagidaki durumlar s6z konusudur:
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. LFY((n,2,2)=7veLFs" ((n,2,2))=14.

Y?n, n=0(mod4)

i LFY) ((2, n, 2)) = LF™Y ((2, 2. n)) =1 7n, n=2(mod4)
14n, diger durumlarda

ve
7_2n’ n=0(mod 4)
=(xy) =(xy) n
LF 2,n,2))=LF 2,2.n))=<—, =2(mod 4
S (202) =L (22m)= 2 n=2(mode)
7n, diger durumlarda

ii. 3-gerenli durumda Fibonacci 3-uzunluklar1 ve esas Fibonacci 3-uzunluklari igin

asagidaki durumlar s6z konusudur:

16n
2

LR ((G,))==115n,  n=2(mod4)

30n, diger durumlarda

: n=0(mod4)

ve

1%”, n=0(mod4)
—(x.y.2) 15n
LF3""((G,))= —  n=2(mod4)
15n, diger durumlarda
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Burada G,, (n>3) , 3-gerenli durumda (n,2,2),(2,n,2) ve (2,2,n) polyhedral

gruplarinin herhangi bir tanesidir.

ispat:ii.  FY ((n, 2, 2)) orbiti

X, Y, Y, XY, X5 XY, e, X XYL XY XY, X XYL €, X, Y, Y,

seklindedir. Bu dizinin terimleri arasimnda x@=Xx"' ve y@=x?y olacak sekilde xy

elemaniyla eslenik olan & i¢ otomorfizmi tamimli oldugundan LF2<y'X) ((n,2,2))=7

ve LEY™” ((n,2,2)) =14 olarak elde edilir.

i.ii>.  1lk olarak (2, n,2) polyhedral grubunu ele alalim. Fz(x’y) ((2,n,2)) orbiti

XYY XX YK Y 5 Y YL Y L YO Y VX X, YL Y,
xy*, xyt, v,y Yy y Ty

seklinde olup 1>0 igin, dizinin terimleri asagidaki formda yazilabilir,

G =X, =X, 8, = X5,y
- —(3+4i
844 = Y X B =Y B4 = Y G

_ \/5t4i

Qpai = XK Qysipgi = Yo Qgqay =Y 0

Bu son ifadeden kolaylikla goriiliir ki, dizinin periyodunun elde edilmesi i¢in u, € N i¢in

4i =nu, olacak sekilde en kiiciik i dogal saymin belirlenmesi gerekmektedir.

Eger n=0(mod4) ise i :2 olup dizinin terimleri arasinda ancak X=X ve yf=y
olacak sekilde @ birim doniigiimii tanimli oldugundan LFZ(X’y) ((2, n, 2)) :14.2 = Y?n ve

Fy ((2,n,2)):7—2n olur.
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Eger n=2(mod4) ise i =g olup dizinin terimleri arasinda xf =X ve y@=y "' olacak

sekilde x elemaniyla eslenik olan €@ i¢ otomorfizmi tanimli oldugundan

LE>Y ((2,n,2)) = 14.g=7n ve LFy"” ((2,n,2))=7?n olur,

Eger n=1(mod4) yadaisen=3(mod4) ise i =n olup dizinin terimleri arasinda X& = X

ve y@=y" olacak sekilde X elemaniyla eslenik olan @ i¢ otomorfizmi tanimli

oldugundan LF{**)((2,n,2))=14n ve LF5"((2,,2))=7n olur.
Simdi de (2,2,n) polyhedral grubunu ele alalim. i >0 igin Fz(x‘y) ((2,2,n)) orbiti

8 =X =Y.8 =Y,
4i+3 4i+2
A4 = Y(XY) 114 = Y(XY) 1g,04i = Yo
4i 4i-1
A g,14i :(Xy) X, Q5,94i = (XY) X, Qgiagi = Yo

formundadir. Kolaylikla goriiliir ki, dizinin periyodunun elde edilmesi i¢in u, € N i¢in

4i =nu, olacak sekilde en kii¢iik i dogal sayinin belirlenmesi gerekmektedir.

Eger n=0(mod4) ise i :2 olup dizinin terimleri arasinda x0=Xx ve yf =y olacak
sekilde 6@ birim doniisimii tammli oldugundan LF*” ((2, 2, n)) =14.2 =— Ve

E(zx’”((z, 2,n)):7—2n olur.

Eger n=2(mod4) ise i :g olup dizinin terimleri arasinda x6 = yxy ve yd =y olacak
sekilde y elemaniyla eslenik olan € i¢ otomorfizmi tanimli oldugundan

LF) ((2,2,n)):14.g:7n ve LFy” ((2,2,n))=7?” olur.
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Eger n=1(mod 4) yada isen=3(mod4) ise i=n olup dizinin terimleri arasinda X& = X

ve yf@=y olacak sekilde y elemaniyla eslenik olan 6 i¢ otomorfizmi taniml

oldugundan LF*"((2,2,n))=14n ve LFY ((2 2,n))="7n olur.
i ilk olarak , (n,2,2) polyhedral grubunu ele alalm. F**?((n,2,2)) orbiti

XY, 2,2, X2, X 2 X272, X% X%z, xz, %, x X'z, x 7%, x 7%, x 7, x"z,x"z, X%z, 2%, X%, X",

X8, 2x" xz, x7° %, X8, X0 xt x, oxXB, 2xt z, x5z, x 7B xMz x 7 kB2, xz, xB x 7 x Pz,

X X8, X X2, X8z, X%z, 2x°, X% ox* x % ot xz, x 7 x, xR 3B k8 kP ot oxB z, -

seklinde olup 1>0 igin, dizinin terimleri asagidaki formda yazilabilir,

a0=Xa1=ya :Z,a3:Z~--,
3+4| 8(i+1)%-4(i+1)+3 4|+4 _y2
Q5,301 = 1 Qg g0 = X Z,87,30 = Z,g q0i =X Z," 1y

5+4| _ (|+l)2 +4(i+1)+3
a‘30+30| - a‘31+30| ZX

_ 4i+4 _
Z,83,50; = ZX 133,301 = 2177

bu son ifadeden kolaylikla goriiliir ki, dizinin periyodunun elde edilmesi igin u, € N igin

4i =nu, olacak sekilde en kii¢iik i dogal saymnin belirlenmesi gerekmektedir.

Eger n=0(mod4) ise i :g olup dizinin terimleri arasinda y@=y ve yf =y olacak

n 15n

sekilde @ birim doniisiimii tanimli oldugundan LF3(X’V'Z)((n,2,2)):30. == ve

LFs™ ((n2,2))= 1%” olur.
Eger n=2(mod4) ise i :g olup dizinin terimleri arasinda y& = x°z ve z6 = x*z olacak

sekilde Xz elemaniyla eslenik olan & i¢ otomorfizmi tanimli oldugundan

LFr2) ((n,2,2)):30.g=15n ve LFS""((n,2,2)) = %olur
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Eger n=1(mod 4) ya daisen=3(mod4)ise i=n olup dizinin terimleri arasinda X@ = X

, YO =x%z ve 26 =x’z olacak sekilde Xz elemamiyla eslenik olan & i¢ otomorfizmi

tanimlt oldugundan LF, (xy.2) ((n,2,2))=30n ve ng’y’z)((n,Z,Z)):Bn olur.

Simdi de (2,n,2) polyhedral grubunu ele alalim. Ispat i¢in yukaridakine benzer bir

yontem kullanilmustir ve F*) ((2, n, 2)) orbiti asagidaki formda elde edilmistir:

a, =X,y =Y, a&,=z,8=2"",
_\,—(16i%+20i+7)
a15+30| - X, a16+30i - y

16| +36i+20
a30+30| - a31+30| -

16| +20i+4 16| +28i+9

1 &7, 501 = Z,%g.30i = XY,
16i2+48i+29

16| +36i+21 _ _
155,301 = Y » 33,301 = XYy s

burada i>0 dir. Bu son ifadeden kolaylikla goriiliir ki, dizinin periyodunun elde edilmesi

icin u, € N i¢in 16i +36i =nu, olacak sekilde en kiigiik i dogal saymin belirlenmesi

gerekmektedir.

Eger n=0(mod4)ise i :2 olup dizinin terimleri arasinda X0 =X ve yf =y ve 20 =1

olacak sekilde @ birim déniisiimii tammli oldugunda LF*? ((2, n, 2)) = 30.2 = 157n ve

LES) ((2 n, 2))_ 1%” olarak elde edilir.

Eger n=2(mod4) ise izg olup dizinin terimleri arasinda x&=y?x ve y@=y've
260 =z olacak sekilde z elemaniyla eslenik olan € i¢ otomorfizmi tanimli oldugundan

L,:g(x,y,z) ((2,n,2))=30-g=15n ve ng’y'z)((Z,n,Z))— % olarak elde edilir.

Eger n=1(mod4) ya da ise n=3(mod4) ise i=n olup dizinin terimleri arasinda

X0=y?°x , y@=y* ve z0=1 olacak sekilde z elemaniyla eslenik olan @ ic

otomorfizmi taniml oldugundan LF3(X’y‘Z) ((2,n,2)) 30n ve LF3 ((2 n, 2)):15n

olarak elde edilir.
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Son olarak (2,2,n) polyhedral grubunu diisiinelim. i>0 igin F***((2,2,n)) orbiti

Qp=Xa=ya=28a==2",

_ 8i2+20i+10 _ __ _8i%+16i+5 ]
Q5,301 = Z X, Q6,501 = Yy Q7,301 = Z 1 Qg =2

o 8i2+12i _ _ -8i2-8i+l N
Q30,301 = XZ 131,301 = Yy Agp.30i = Z 1Qa3,50i = Zr0

formunda olup bu dizinin periyodunun belirlenmesi i¢in U, € Nigin 4i° +4i = nu, olacak

sekilde en kiigiik i dogal saymin elde edilmesi gerekmektedir.

Eger n=0(mod4)ise i :2 olup dizinin terimleri arasinda X0 =X ve yf =y ve 20 =1

olacak sekilde @ birim doniisiimii tanimli oldugundan LF3(X’V’Z) ((2 2, n)) :30.2 -

ve E(sx'y'z)((z,Z,n))z % dir.

Eger n=2(mod4) ise i :g olup dizinin terimleri arasinda X0 =z°x ve y@=y ve

20 = 77" olacak sekilde y elemaniyla eslenik olan @ i¢ otomorfizmi tanimli oldugundan
LF((2,2,n)) =305 =15n ve LFS"((2.2:n)) = % dir.
Eger n=1(mod4) ya da ise n=3(mod4) ise i=n olup dizinin terimleri arasinda

X0=12°x , yd=y ve z0=1z" olacak sekilde y elemaniyla eslenik olan @ ic

otomorfizmi tanimli oldugundan LF3(X’V‘Z) ((2,2,n))=30n ve E(sx'y'z) ((2,2,n))=15n

dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bilindigi gibi indirgemeli diziler kavrami; matematik, fizik ve kriptografiden bilgisayar
bilimleri ve giizel sanatlara kadar modern bilimin bir¢ok alaninda karsimiza ¢ikmaktadir.
Indirgemeli dizilerin gruplarda incelenmesi ise gerek grup ailelerinin yapilarinin daha iyi
anlasilmas1 gerekse dizilerin uygulama alanlarmin genisletilmesi ve bu anlamda
disiplinler arasi iligkilerin desteklenmesi ag¢isindan son derece giincel bir ¢alisma alanidir.
Bu tez ¢alismasinda, indirgemeli diziler konusunda son derece 6nemli bir yere sahip olan
Fibonacci p-dizileri ele alinmistir. Bu anlamda, Fibonacci p-dizileri iki ve daha fazla
tiretece sahip gruplara taginmis ve p tane iiretece sahip gruplarin Fibonacci p-orbitleri ve

esas Fibonacci p-orbitleri tanimlanmigtir. Tanimlanan bu diziler iizerinde genis bir
sekilde durulmus ve (2,2,2) ve n>3 igin (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,!‘1) polyhedral

gruplarinin esas Fibonacci p-orbitlerinin ve Fibonacci p-orbitlerinin  periyotlar:

hesaplanmistir.
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