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ANALITIK FONKSiYONLARIN INTEGRAL OPERATORLERININ
GEOMETRIK OZELLIKLERI

Esra DENIZ
Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Nizami MUSTAFA

OZET

Bu tezde, ilk olarak birim diskte p-valent analitik fonksiyonlarin sinifin1 koruyan bir
genellestirilmis tlirev operatorii kullanarak iki yeni p-valent integral operator
tanimlanmistir. Sonra bu integral operatorlerin konveksligi ve yildizillig1 gibi geometrik
ozellikleri incelenmistir. Tezde bulunan sonucglar konu ile ilgili bir¢ok g¢alismanin
genellesmesidir. Nitekim parametrelerin 6zel degerlerinde daha 6nceden bulunan

sonuclar elde edilir.

2015, 63 Sayfa
Anahtar kelimeler: Analitik fonksiyon, p-valent analitik fonksiyon, Univalent

fonksiyon, Yildizil ve konveks fonksiyon, Diizgiin yildizil ve diizglin konveks

fonksiyon, Tiirev operatdrii, Integral operatdr.
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GEOMETRIC PROPERTIES OF INTEGRAL OPERATORS
OF ANALYTIC FUNCTIONS

Esra DENiZ
M. Sc. Thesis
The Thesis Advisor: Assoc. Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

ABSTRACT

In this thesis, firstly we define two new p-valent integral operators by using a general
derivative operator that preserves the normalized p-valent analytic functions class in
unit disc. Then, we investigate geometric properties such as convexity and starlikeness
of these integral operators. All results that obtained in thesis are generalization of many
studies related with subject. Indeed, in the special case of the parameters, results in

earlier studies are obtained.

2015, 63 pages
Keywords: Analytic function, p-valent analytic function, Univalent function, Starlike
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin arastirma konusu kompleks degerli fonksiyonlarin
goriintli bolgelerine bakarak bu fonksiyonlarin analitik 6zelliklerini incelemektir.
Goriintii kiimeleri 6nemli 6zellikler tasiyan fonksiyonlar cesitli siniflara ayrilmistir. Bu
siiflardan en ¢ok tizerinde durulanlari univalent, konveks, yildizil, diizgiin yildizil,
diizgiin konveks... vb. fonksiyon smniflaridir. Bu konuda c¢alisan matematikgiler

fonksiyonlarin bu siniflara ait olmalari i¢in bir¢ok kriterler elde etmeye c¢alismislardir.

Analitik fonksiyonlar {izerindeki ¢aligmalar yaklagik olarak son yiizyillda yogun bir
sekilde yapilmistir. Bu c¢alismalar ¢ok cesitlilik gostermekle birlikte analitik
fonksiyonlarin alt siniflari ile ilgilenilmistir. Genellikle bu alt siniflara ait fonksiyonlarin

cesitli 6zellikleri incelenmistir.

Geometrik fonksiyonlar teorisi i¢inde ele alinan 6nemli problemlerden biri verilen bir
analitik fonksiyonun konveks ve yildizil olup olmadigmin arastirilmasidir. Ozellikle ters
sinir deger problemlerinin ¢éziimii, akiskanlar mekanigi, elektroteknik, niikleer fizik ve
olasilik-istatistik gibi bir¢ok alanda uygulamasi olan konvekslik ve yildizillik kriteri bu

alanda caligmak isteyenler i¢in bir ilham kaynagi olmustur.

Kompleks diizlemin basit baglantili bir has altkiimesini birim diske konform tasvir eden
bir doniisiimiin varligr Riemann doniisiim teoreminden bilinmektedir. Bu nedenle keyfi
basit baglantili bolgeler iizerinde tanimlanan univalent fonksiyonlarla ¢alismak yerine
birim diskte tanimlanan univalent fonksiyonlarla ¢alismak ¢ok kez kolaylik saglar. Bu
ylizden bu alanda ¢alisma yapan birgok bilim adami birim diskte tanimlanan analitik

fonksiyonlar1 kullanmustir.

Univalent fonksiyonlar tizerindeki ¢alismalar

U={ZE(C:|Z|<1}



birim diskinde univalent ve f(0)=0, f’(0)=1 sartlari1 saglayan analitik

fonksiyonlarin olusturdugu bir S sinifi tizerinde yogunlagmistir.

Univalent fonksiyonlar teorisinde ayri bir yeri olan integral operatdrleri ile ilgili
calismalar 1915 yilinda Alexander tarafindan baslatilmis ilerleyen zamanlarda bu
operatorler genellestirilmis ve bu yeni operatorlerin yildizilligi, konveksligi,
tinivalentligi gibi 6zellikleri iizerinde ¢alisilmistir. Bu ¢alismalarda fonksiyonlar farkli

siniflardan segilerek integral operatorler icin ¢esitli sonuglar elde edilmistir.

Bizi bu ¢aligmay1 yapmaya yonlendiren unsurlarin bazilari;

* p-—valent fonksiyonlar1 i¢eren genel integral operatdrlerin konveksligi ve yildizillig1

icin yeter sartlara duyulan ihtiyacin ortaya ¢ikmasi,

= Mevcut konvekslik (yildizillik) kriterlerinin verilen bir p —valent fonksiyonun veya

integral operatoriin konveksligini (yildizilligini) test etmede yetersiz kalmasi,

» Farkli fonksiyon smiflarina ait fonksiyonlarin konveksligi (yildizilligl) i¢in

konvekslik (yildizillik) kriterlerine ihtiya¢ duyulmasi

seklindedir.

Sunulan bu tezde, analitik, p-—valent fonksiyonlarin genellestirilmis integral

operatorleri i¢in konvekslik ve yildizillik kriterleri detayl bir sekilde incelenmistir.

Bu tez calismasi esas olarak li¢c kissmdan olusmaktadir. Birinci kisim olan kuramsal
temeller altinda temel bilgiler, analitik fonsiyonlarin alt siniflari, tiirev operatorleri ve
genellestirilmis integral operatorleri ayrintili bir sekilde verildi. ikinci kistm olan
materyal ve yontemde bu zamana kadar yapilan ¢alismalar sunuldu. Son olarak bulgular

kisminda yeni tanimlanan iki p-valent integral operatdr i¢in yeni sonuglar verildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu kisimda tezde kullanilacak temel bilgilere yer verilmistir.

Tamm 2.1.1 (¢ —komsulugu): z, € C noktas: verilsin. B(z,,¢)={z,eC:|z-2,|<&}

kiimesine z, noktasinin &—komsulugu denir.

Tamim 2.1.2 (ic nokta): Ac C herhangi bir kiime olsun. Z, € A noktast icin
B(z,,&) = A olacak sekilde bir &>0 sayisi varsa z, noktasma A kiimesinin bir i¢

noktasi denir.

Tamm 2.1.3 (A¢ik kiime): Bir Ac C kiimesi verilsin. Eger A kiimesinin her noktasi

A nin bir i¢ noktasi ise A kiimesine ag¢ik kiime denir.

Tamim 2.1.4 (Kapah kiime): Ac C olsun. A kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise A

kiimesine kapali kiime denir.

Tamm 2.1.5 (Egri): [a,b] c R olmak tizere stirekli bir

7:[ab]>C

fonksiyonuna C diizleminde egri (gevre) denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirastyla

egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 ad1 verilir.

Tamm 2.1.6 (Kapah egri): y:[a,b] > C bir egri olsun. y(a)=y(b) ise y ya kapal

egri denir.



Tamm 2.1.7 (Basit kapah egri): y:[a,b] > C bir egri ve t.t, [a,b] olsun. t, =t,
icin 7(t)=7(t,) oluyorsa y ya basit egri ya da Jordan egrisi denir. Eger y basit bir
egri ve ;/(a) = y(b) ise y ya basit kapali egri denir. Bir y egrisi verildiginde y' tiirevi
var ve stirekli ise y ya diferensiyellenebilir egri denir. Diferensiyellenebilir bir y egrisi

ve Vie [a,b] icin ¥'(t)#0 ise y ya diizgilin egri denir.

Tanmmm 2.1.8 (Baglantih kiime): Eger Ac AUA,, AnA =90, AnA =3 ve
ANnA NA #o olacak sekilde A ve A, gibi bos olmayan iki agik ve ayrik kiime

bulunamaz ise Ac C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde A ya baglantisiz kiime

denir.

Tanim 2.1.9 (Bolge): Kompleks diizlemde agik ve baglantili olan bir kiimeye C de bir

bolge denir.
2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Baz1 Alt Siniflan

Tamim 2.2.1 (Analitik fonksiyon): f(z) kompleks degiskenli ve kompleks degerli

fonksiyonu z, € C noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger, sonlu

o f@-1@)

17 Z— ZO

limiti varsa bu fonksiyona z, noktasinda tiirevlenebilirdir (veya diferensiyellenebilirdir)
denir. Eger f(z) fonksiyonu z, noktasmin bir komsulugunda tiirevlenebilirse f(z)

fonksiyonuna z, noktasinda analitik fonksiyon denir [40].

Ornegin f (z)=¢’, f,(z)=sinz ve f,(z)=cosz fonksiyonlarmin her biri kompleks

diizlemdeki her noktada analitiktir.



Tamm 2.2.2 (Normalize edilmis analitik fonksiyonlarm simifi ): f(0)= f'(0)-1=0
sartini saglayan U birim diski tlizerindeki herhangi bir f analitik fonksiyonuna

normalize edilmistir denir [19].

U birim diskinde analitik normalize edilmis
f(z)=z+> a,z", (a,€C)
n=2
bi¢cimindeki fonksiyonlarin sinifi A ile gosterilir. Kisaca

A= { f:VzeUicinf(z)=z+ Z a,z" seklindeki analitik fonksiyon}
n=2

seklinde yazilir.

Tamm 2.2.3 (Univalent fonksiyon): Kompleks diizlemin bir D altkiimesi iizerinde

tanimlanmis bir f(z) fonksiyonu, kendi f(D) resmi lizerine 1-1 oluyorsa bu
fonksiyona D bolgesinde tlinivalenttir denir. Bir baska deyisle z,,z, e D olmak iizere
f(z,)=f(z,) olmast sadece ve sadece 2z =z, olmasmi gerektiriyorsa f(2)

fonksiyonuna D bélgesinde iinivalent fonksiyon denir. Univalent fonksiyonlara bazi

kaynaklarda tek katli, yalinkat veya schlicht fonksiyonlar da denir [19].

U bolgesinde analitik ve tinivalent olan f(z)=z+ Z:anzn seklindeki fonksiyonlarinin
n=2

sinifi S sinifi olarak adlandirilir [23]. Kisaca
S={feA:vzeU igin f —iinivalent}
dir.

Tamm 2.2.4 (Yildizal (Starlike) bolge ): B < C bir bolge ve ye B olsun. Eger y

noktasini B bolgesinin her X noktasina birlestiren dogru parcast tamamen B

bolgesinin i¢inde kaliyorsa B bolgesine y noktasina gore yildizil (starlike) bolge denir

[23].



Daha acgik bir ifadeyle yildizil bir B bdlgesinin her bir noktast y noktasindan

goriilebilir. Biz daha ¢ok orijine gore yildizillik ile ilgilenecegiz. Bundan sonra yildizil

denildiginde orijine gore oldugunu anlayacagiz.

Tanim 2.2.5 (Yildizil fonksiyon): f(z)e A olsun. f(U) kiimesi bir W, noktasina
gore yildizil ise, f(z) fonksiyonuna W, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Eger

w, =0 ise f(z) fonksiyonuna kisaca yildizil fonksiyon denir [23].

Teorem 2.2.1 (Yiudizil fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu): f(z)e A

fonksiyonunun U da yildizil olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her z € U igin

Re {w} >0
f(2)
olmasidir [23].

Normalize edilmis y1ldizil fonksiyonlarm smifi S™ ile gdsterilir ve bu siif kisaca

S*z{f eA:Re{Zf’(Z)}>O}
f(z)

seklinde tanimlanir.

Ornegin; k(z) = ﬁ Koebe fonksiyonu [28] yildizil bir fonksiyondur [20].
1-z

Tamm 2.2.6 (¢ mertebeden yildizil fonksiyonlarin simifi ): f(z) € A olsun. Eger U

kiimesinde 0 < a <1 olmak lizere

Re {m} >a
f(2)



oluyorsa f(z) fonksiyonuna « mertebeden yildizildir denir. o mertebeden yildizil

fonksiyonlarin sinifi S*(«) ile gosterilir [30].

Ozel durumda Tanim 2.2.6 & =0 almirsa S (0)=S" bulunur.

Tanim 2.2.7 (Konveks bolge ): B bir bolge olsun. B deki her nokta ¢iftini birlestiren
dogru parcast yine B bdlgesinde kaliyorsa B ye konveks bolge denir Bir bolgenin

konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her noktasina gore yildizil olmasidir [23].

Tanim 2.2.8 (Konveks fonksiyon ): B konveks bir bolge, f(z) bu bolgede tanimli bir
fonksiyon olsun. f(B) konveks bir bolge ise, f(z) ye B bdlgesinde konveks
fonksiyon denir [23]. Diger bir degisle bir f fonksiyonu konveks bir kiimeyi, konveks

bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Teorem 2.2.2 (Konveks fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu): f(z)e A

fonksiyonunun U da konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her ze U igin

Re{l+w} >0
f'(2)

olmasidir [23].
Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir ve bu sinif kisaca

Cz{f eA:Re{l+&}>0}
f'(2)

seklinde tanimlanir.

Ornegin, f(z)= li ve f(z)=Ilog TF—Z fonksiyonlar1 C sinifindandir.
— Z —




Tanim 2.2.9 (o mertebeden konveks fonksiyonlarin smifi ): f(z)e. A olsun. Eger

U kimesinde 0 < a <1 olmak tizere

Re{l+m} >
f'(2)

oluyorsa f(z) fonksiyonuna o mertebeden konvekstir denir. & mertebeden konveks

fonksiyonlarin siifi C(«) ile gosterilir [30].
Ozel durumda Tanim 2.2.9 a =0 alinirsa C(0) = C bulunur.

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki iligki agagida verilmistir.

Teorem 2.2.3 (Alexander Teoremi): f(z)e.A fonksiyonu verilsin. f(z)eC olmasi

icin gerek ve yeter sart zf'(z2) € S~ olmasidir [19].
Bu smiflar arasinda C = S” < S seklinde bir iliski vardir.

Tanim 2.2.10 ( p —valent fonksiyon): U bolgesinde f(z)=w, denkleminin her w,
icin bu bolgede en fazla p kokii ve bir w, iginde f(z)=w, in tam olarak p kokii varsa

f(z) fonksiyonuna U da p— valent fonksiyon denir [23].

Tammm 2.2.11 (Normalize edilmis analitik p-—valent fonksiyonlarmn smifi):
f(0)=f'0)=..=f®0)=0vef®0)=p! sartim1 saglayan U birim diski
tizerindeki herhangi bir f analitik fonksiyonuna normalize edilmis p—valent

fonksiyon denir [16, 29].



U birim diskinde analitik normalize edilmis

f(z)=2"+ i az", (an eC, peN:{l,Z,...,}),

n=p+l1

bi¢cimindeki p — valent fonksiyonlarin sinifi A ile gosterilir. Kisaca

p

p

A = { f:VzeUicinf(z)=2"+ Z a,2" seklindeki analitik fonksiyon}

n=p+1

seklinde yazilir. Ozel durumda A = A dir.
Simdi A, smifinin bazi dnemli alt simiflarini tanimyalim.

Tamim 2.2.12 (o mertebeden p —valent yildizil fonksiyon): f € A, fonksiyonu

Re{&}>a, (Z eU)
f(2)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna a(O <a< p) mertebeden p—valent yildizil

fonksiyon denir [37].

U birim diskinde a(O <a< p) mertebeden p-—valent yildizil olan biitiin

fonksiyonlarin simfi S;(«) ile gosterilir. Ozel durumda S (a) =S"(a) dur.

Tamm 2.2.13 (o mertebeden p —valent konveks fonksiyon): f € A fonksiyonu

Re{1+ o ”(Z)} >a, (zeU)
f'(z)



sartini saglhiyorsa f fonksiyonuna a(O <a< p) mertebeden p—valent konveks

fonksiyon denir [37].

U birim diskinde a(O <a< p) mertebeden p—valent konveks olan biitlin

fonksiyonlarin simfi C, (e) ile gosterilir. Ozel durumda C(ar) = C(ax) dur.

Tanmim 2.2.14: Ap sinifinda

Zp

Re{ f'(zl)}>a, (Z GU)

sartin1 saglayan f(z) fonksiyonuna « (O <a< p) mertebeden p—valent konvekse

yakin fonksiyon denir [37].

Bu fonksiyonlarin smifi K (@) ile gosterilir. Ozel durumda K, (@) =K(«) dir.

Tanim 2.2.15 (b kompleks tipli « mertebeden p—valent yildizil fonksiyon): A,

sinifinda

1(zf'(2)
Re{p‘i‘g(m p]}>a, (ZEU)

sartin1 saglayan fonksiyonlara b(b eC- {0}) kompleks tipli & (0 <a< p) mertebeden
p —valent yildizil fonksiyon denir. U birim diskinde A sinifina ait b(b € C—{O})

kompleks tipli « (O£a< p) mertebeden yildizil fonksiyonlarn sinifi S;(b,a) ile

gosterilir [17].
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Tanim 2.2.16 (b kompleks tipli « mertebeden p —valent konveks fonksiyon): A,

sinifinda

1 f"
Re{p+5[1+zf,—((zz))— pj}>a, (zeU)

sartin1 saglayan fonksiyonlara b(b eC- {0}) kompleks tipli & (0 <a< p) mertebeden
konveks fonksiyon denir. U birim diskinde A, simifina ait b(b € (C—{O}) kompleks

tipli « (0<a <p) mertebeden konveks fonksiyonlarn simfi C,(b,er) ile gosterilir

[17].

S; (b,a) ve C,(b,a) smiflarinda p=1 ve & =0 almirsa sirastyla Nasr and Aouf [35]
tarafindan tanimlanan b(b eC—{O}) kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlarin
S'[b] smifi ve Wiatrowski [47] tarafindan tamimlanan b(beC—{O}) kompleks
mertebeden konveks fonksiyonlarin C[b] smifi elde edilir. Ayrica S; (b,0) :S;[b] ve
C,(b,0)=C,[b] dir. Diger taraftan S;(b,a) ve C,(b,a) smiflarinda p=1 alinirsa
Frasin [24] tarafindan tamimlanan sirasiyla S (b,ar) ve C(b,a) smiflan elde edilir.

p=b=1 6zel durumunda S (I,&) =S (a) ve C (1,) =C(c) olur.

Univalent fonksiyonlar teorisinde dnemli olarak goriilen diizgiin yildizil fonksiyonlarin

tanimi ilk kez 1991 yilinda Goodman tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Tanmm 2.2.17: Eger f €S fonksiyonu U birim diskinde kalan ¢ €U merkezli her
dairesel y yaymi, f () ye gore yildizil bir yay iizerine doniistiiriiyorsa f ye diizgiin

yildiz1l fonksiyon denir [22].

U da diizgiin yildizil fonksiyonlarin smifim US7 ile gosterecegiz. Yukaridaki tanim

analitik olarak ilk kez 1993 yilinda Ronning tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.
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Tanim 2.2.18 (Diizgiin yildizil fonksiyonlar): f € A olsun. Eger f fonksiyonu

Re[ i ,<(zz>)] ” % om

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna diizgiin yildizil fonksiyon denir [41].

Diizgilin yildiz1l fonksiyonlarin geneli olan k — diizgiin y1ldiz1l fonksiyonlar iizerine ilk
calisma Kanas ve Wisniowska tarafindan 2000 yilinda verilmistir. Yazarlar Kk - diizgiin

yildizil fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlamaistir.

Tanmm 2.2.19: 0<k <ooolsun. Eger U da |{|<k olacak sekilde £ merkezli her

dairesel yaym gorintiisic f({) ye gore yildizil ise f €S fonksiyonuna k — diizgiin

yildiz1l fonksiyon denir [27].

2000 yilinda Kanas ve Wisniowska K — diizgiin y1ldizil fonksiyonlarin tanimima denk ve

daha kullanigh olan asagidaki tanim1 verdi.

fonksiyonu

Tamm 2.2.20 (k — diizgiin yildizil fonksiyonlar): f € A ve 0<k <ooolsun. Eger f
zf'(z
( >_1‘

Re{zik(z?}” (o)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna k — diizgiin yildizil fonksiyon denir. Biitiin K -

diizgiin y1ldizil fonksiyonlarn simifi K —UST ile gosterilir [27].

k —diizgiin yildiz1l fonksiyonlarin geneli olan « mertebeden K — diizgiin yildizil
fonksiyonlar {izerine ilk ¢alisma Shams, Kulkarni ve Jahangiri tarafindan 2004 yilinda
verilmistir. Yazarlar & mertebeden Kk — diizgiin yildiz1l fonksiyonlar1 asagidaki sekilde

tanimlamastir.
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Tanim 2.2.21 (« — mertebeden k — diizgiin yildizil fonksiyonlar): f e 4, 0<k <o
ve 0<a <1 olsun. Eger f fonksiyonu
zf'(z zf'(z
Re{ ( )}>k| @),
@) i)

esitsizligini saglhiyorsa f fonksiyonuna a mertebeden K — diizgiin yildizil fonksiyon

+a

denir. Biitin a mertebeden K — diizgiin yildizil fonksiyonlarin sinifi K —UST () ile

gosterilir [46].

Ozel durumda kK —UST () sinifinda k =1 almirsa 1-UST (o) =UST () smifi elde

edilir.

Tamim 2.2.22 (¢ mertebeden p—valent k — diizgiin yildizil fonksiyonlar): f e A,

0<k<ow ve 0<a < p olsun. Eger f fonksiyonu

Re(Zf I(Z)jz k|Zf @ _ p‘+a
f(2))” | f(2)

sartin1 sagliyorsa f(z) fonksiyonuna « mertebeden p—valent k — diizgiin yildizil

fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif k —US7 (@) ile gosterilir.

Diizgiin konveks fonksiyonlarm tanimi ilk kez 1991 yilinda Goodman tarafindan

asagidaki sekilde yapilmistir.

Tanim 2.2.23: Eger f €S fonksiyonu U birim diskinde kalan ¢ €U merkezli her
dairesel y yaymm, konveks bir yay tizerine doniistiriiyorsa f ye diizgiin konveks

fonksiyon denir [21].

U da diizglin konveks fonksiyonlarin sinifini UCV ile gosterecegiz. Yukaridaki tanim

analitik olarak ilk kez 1991 yilinda Goodman tarafindan agagidaki sekilde verilmistir.
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Teorem 2.2.4: f € UCV olmasi igin gerek ve yeter sart, her z,{ € U i¢in

Re£1+(z—§) ];((j))JZO

esitlizliginin saglanmasidir [21].

Teorem 2.2.4 i tek degiskene bagl olarak yazmak miimkiindiir. Bunu ilk defa 1993
yilinda Ma ve Minda [31] ve 1993 yilinda Ronning [41] asagidaki teoremle

gostermistir.
Teorem 2.2.5: f € A olsun. Her z € U i¢in, f € UCV olmasi igin gerek ve yeter sart

. +zf"(z) >|zf"(z)|
R(l f'(z)] )|

esitsizliginin saglanmasidir [31, 41].

Diizgiin konveks fonksiyonlarin geneli olan k — diizgiin konveks fonksiyonlar {izerine
ilk calisma Kanas ve Wisniowska tarafindan 1999 yilinda verilmistir. Yazarlar k —

diizgiin konveks fonksiyonlar1 agagidaki sekilde tanimlamustir.

Tamm 2.2.24: 0<k <ooolsun. Eger f €S fonksiyonu U da |¢|<k olacak sekilde ¢

merkezli her y dairesel yaymn goriintiisiinii konveks bir bolgeye resmediyorsa f €S

fonksiyonuna k —diizglin konveks fonksiyon denir. Biitiin k — diizglin konveks

fonksiyonlarin sinifi kK —UCV ile gosterilir [26].

Teorem 2.2.6: f € A ve 0<k <o olsun. Bu durumda f € k—UCV olmasi igin gerek

ve yeter sart ze U ve |§ | <k olmak iizere

R{H(z_g) Zf"<Z>Jzo

olmasidir [26].
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Bu tanimdan goriildiigii tizere tanim iki degiskene baghdir. Bu tanimin tek degiskenli

oldugu durum ilk defa 1999 yilinda Kanas ve Wisniowska tarafindan verilmistir.

Teorem 2.2.7: feA ve 0<k<o olsun. Bu durumda f ek —-UCV olmas: i¢in

gerek ve yeter sart

olmasidir [26].

Tanmm 2.2.25: f e A, 0<k <o ve 0<a <1 olsun. Eger f fonksiyonu

. +zf"(z) s |zf”(z)|+a
R{l f'<z>} S

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna o mertebeden K — diizgiin konveks fonksiyon

denir [46].

Biitin « mertebeden k —diizgiin yildiz1l fonksiyonlarin smifi k—-UCV(«) ile
gosterilir. Ozel durumda k—-UCV(a) smifinda k=1 alinirsa 1-UCY(a) = UCV(X)

siifi elde edilir.
Yukaridaki iki tanim arasinda Alexander teoremi geregince
f(2) ek -UST (o) = 1] f (t)dt e k — UCV(ax)
z 0

veya
f(2) ek —UCV(a) < 7 (2) ek —UST (ex)

iligkisi vardir.

Not: kK—UST (@) ve k—UCV(a) smiflarna ait ayrintili bilgi i¢in Deniz, Orhan ve

Sokol [16] ve Orhan, Deniz ve Raducanu [36] ¢calismalarina bakilabilir.
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A, smifina ait fonksiyonlar i¢in yukaridaki tanim su sekilde verilir.

Tamim 2.2.26 (o mertebeden p—valent k — diizgiin konveks fonksiyonlar): f e A

fonksiyonu 0 < o < p olmak tizere

Re[l+wjzk‘l+w— p|+a (kZO, ZeU)

f'(2) f'(z)

sartin1 saghiyorsa f(z) fonksiyonuna « mertebeden p—valent Kk —diizgiin konveks

fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif K — Z/ICVp (@) ile gosterilir [17].

Tanim 2.2.27 (b kompleks tipli o —mertebeden p—valent k — diizgiin yildizil

fonksiyonlar): f e A, 0<k <o ve 0<a < p,beC—{0} olsun. Eger f fonksiyonu

1(#'(2) 2t'(z2)
Re[“b[f(z) pDZK (f<z> pj‘”

sartin1 sagliyorsa f(z) fonksiyonuna b kompleks tipli & mertebeden p—valent k —

1
b

diizgiin y1ldizil fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu simf k —US7 (b, )

ile gosterilir [17].

Tamm 2.2.28 (b kompleks tipli « mertebeden p—valent k—diizgiin konveks

fonksiyonlar): f e A fonksiyonu 0<a < p,beC—-{0} olmak iizere

Re[p+l[mﬁzkl[l+m— pj+a (k>0, zeT)
bl f'(2) b f'(2)
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sartin1 sagliyorsa f(z) fonksiyonuna b kompleks tipli & mertebeden p—valent k —
diizgiin konveks fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif k —UCV, (b, @)

ile gosterilir [17].
2.3 Analitik Fonksiyonlarin Tiirev Operatorleri

Bu baglik altinda A ve A smiflarini koruyan bazi tiirev operatorlerini verecegiz.

Bunlar i¢inde temel teskil eden Saldagean tiirev operatorii asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanimm 2.3.1 (Salagean Tiirev Operatorii): f € A fonksiyonu i¢in, D": 4 —> A

Sélagean tiirev operatorii m e N olmak tizere

D°f(2)= f(2)
D'f(z)=Df(2)=zf'(2)

(2.3.1)
D"f(z)=D(D""'f(2))
seklinde tanimlanir. Ayrica D" igin rekiirans formilii
D™'f(2)=2(D"f(2))
bi¢imindedir [43].
Ayrica A sinifina ait fonksiyonlar i¢in m e N; olmak tizere bir D;" operatorii
D, f(z)=f(2)
D! f(2)=D, f(z)= ANC)
(2.3.2)

Dy f(2)=D, (D) f(2))
seklinde tanimlanir [44].
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Boylece f € A i¢in

D"f(z)=2z"+ i [%} az" (peN:{l,Z,...,}), (zel),

n=p+l1
olur.

Sédldgean tiirev operatoriindeki mantik ile yola ¢ikarak Deniz ve Orhan 2011 yilinda
bir¢ok operatorii de kapsayan genel bir tiirev (diferensiyel) operatoriinii asagidaki gibi

tanimladilar.

Tamim 2.3.2 (Deniz ve Orhan Tiirev Operatorii): f € A igin Deniz ve Orhan tiirev

operatorii D, A —> A, peN, meN, L, ueR, 1> x>0 olmak iizere

Dy f(2)=1(2)
D, f(2)= Dplﬂf(Z)——I:ﬂ,,uZ f"(2)+(A—pu+(1-p)Au)zf'(2)

+p(1-2+w)f(2)] (23.3)

pl,uf(z) Dp i,y(D[rJnll,uf(Z))
seklinde tanimlanir [15].

Ayrica D, , i¢in rekiirans formiilii

pDy,, f(2)=Auz’| D}, 1(2) ]

+(A—u+(1-p)iu)z I:me/‘il/l f (Z)J'
+(p(-4+1))D}7,1(2)

bi¢iminde yazilabilir. Diger taraftan, f € A i¢cin D;1 operatdriiniin seri temsili

A

Dy, f()=2"+ Z g (m, A, 1)a,z"

n=p+1

olur. Burada
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¢S(m,/1,y):{(”— P)(AuK +A— 1)+ p}

Y
dir.
Dg', .. Operatorii birgok operatoriin genellestirilmis halidir. DE ., Operatoriiniin ozel

durumlar asagidaki gibidir:
1. D, f(z2)=D"f(z), (meN,) Séldgean tiirev operatdrii [43]
2. D, f(z)=D]f(2), (meN,) Al-Oboudi operatorii [2]
3. D, f(»)=D],f(2) Deniz ve Orhan operatorii [14]. Bu operatér ilk olarak
0< <A <1 degerleri igin Raducanu ve Orhan [42] tarafindan tanimlanmustir.
4. D!,f(2)=D]f(2), (meR"U{0}) Acu ve Owa operatorii [1]
5. Dy,,f(2)=D;f(2), (meN,) Shenan, Salim ve Mousa operatrii [44]

6. Dy,,f(2)=D7, f(2), (meN,) Kwon operatdrii [29].
2.4 Analitik Fonksiyonlarin Baz1 integral Operatorleri

Bu boliimde genellestirilmis integral operatorleri verecegiz. Deniz, Deniz ve Mustafa

[18] tezin ana unsuru olan asagidaki genellestirilmis integral operatorleri tanimladilar.

Tamm 2.4.1: Kabul edelim ki neN i¢in 1=(1,1,,...,1,)eNj, 6§=(5,6,,....6,) e R

i=12,..n igin f, g, heA olsun. (2.3.3) ile tammlanan D, , operatorii ve

U

fi, 9, h e A, (i=1,2,..,n) olmak lizere F’;* ve G} integral operatorleri

T4 (£, fps £ )2 AT > A

n,p,l

Z (D' ()
IO (F, Fyos £) = B (2) = [ “H(MJ dt,  (2.4.1)
0

i-i t?
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Ve

jn‘s,p/lly (glo gzv~'~a gn ) : A; —> Ap

S

D}..,9.0)
7287 (0,00 = [ T 2280 | g

i=I pt P

seklinde tanimlanir [18].

FLrt ve G20 integral operatorlerinin 6zel durumlar:

( fi(t)

L. fr.fpllo_ pnlb:I ( \]
0 i=1

veE
S
A Digi(t)
r?;?_gpnlésztp_ll_[ ( pptp—l ) dt

0 i=l1

operatorleri Saltik, Deniz ve Kadioglu tarafindan ¢alisilmistir [45].
Lo (Dhf(r))
2. ﬁi’j’o =Z(f,f,,..., fm)(z):JH(%()] dt
0 i=l
operatorii Bulut tarafindan ¢alisilmistir [13].

3. Egeri=L2,..,nic¢in | =1, =...=1 =0 almirsa

f.(t
ﬁi,)lo f J.ptpl ( ()j

ve

(a,0) |

i=1 pt P!

né:,;g g J'ptp1

integral operatorleri Frasin tarafindan ¢aligilmistir [25].
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4. Egeri=L2,.,nigin |l =l,=...=1 =0 ve p=1 almirsa
z n S
Fi = 7= 1[40 o 243)
0 i=l

integral operatorii Breaz ve Breaz [4] ve

z

rf,i{oo gal 5. J- ” ( g (t) )5 (2.4.9)

0 i=l

integral operatorii de Breaz, Owa ve Breaz [5] tarafindan ¢alisilmistir.

5, FIL0 = D= “‘[(D f(t)] dt (2.4.10)

o0 i=1
integral operatdrii Breaz, Giiney and Salagean tarafindan ¢aligilmistir [9].

6. p=n=1,1=0ve 6, =0 alinirsa;

z 5
Foo=1,(f)= j(—f t(t)j dt (2.4.11)
0
integral operatorii Pescar and Owa [38] tarafindan ve
10 _ G j'(gr(t))" dt (2.4.12)
1,1,0 o
0

integral operatorii de Pfaltzgraff [39] tarafindan ¢alisilmistir.

7. 1,(f) integral operatorii o, =0 €[0,1] 6zel durumu Miller, Mocanu ve
Reade tarafindan ¢aligilmistir [33]. 1,(f) integral operatériinde o, =J =1

almirsa Alexander [3] in I(f) integral operatorii elde edilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Baz1 Integral Operatorler i¢cin Konvekslik Sartlari

Bu boliimde (2.4.3)-(2.4.12) de tamimlanan integral operatdrlerin konveksligi igin

yapilan ¢aligmalar1 verecegiz.

[k olarak 2006 yilinda Daniel Breaz ve esi Nicoleta Breaz . integral operatdriiniin

konveksligini arastirdilar ve agagidaki sonuglari buldular.

Teorem 3.1.1: Kabul edelim ki her i €{1,...,n} i¢in & >0 ve » & <n+1 olsun. Eger

i=l

n

her ie{l,...,n} i¢in feS (é] ise bu durumda (2.4.8) ile tanimlanan F, operatdrii

icin F, e€C dir [7].

Teorem 3.1.2: Kabul edelim ki her i e {1,..., n} i¢in & >0 ve Zé', <1 olsun. Eger her

i=1

ie{l,...,n} icin f €S ise bu durumda (2.4.8) ile tammlanan ¥, operatérii igin

F. eC(l—i&ij dir [7].

i=1

2008 yiinda Breaz, Owa ve Breaz (; , ., integral operat6rinin konveksligini

arastirdilar ve asagidaki sonuglari buldular.

Teorem 3.1.3: Kabul edelim ki J, e R, ie{l,...,n} ve o, >0 olsun. Her ie{l,...,n}
icin f, €C oldugunu varsayalim. Buradan (2.4.9) ile tanimlanan s 5,5, 1ntegral

operatorii konvekstir [5].
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Teorem 3.1.4: Kabul edelim ki &, eR, ie{l,..,n} ve & >0 olsun. Her ief{l,...,n}

icin f, eC(ai), 0<a <1 oldugunu varsayallm. Bu sartlar altinda (2.4.9) ile

n
tanimlanan G, ; ;  integral operatéri 0 < z .—1 +1<1 olmak {izere
=1

25 —1 +1 mertebeden konvekstir [5].

Teorem 3.1.5: Kabul edelim ki &, eR, ie{l,...n} ve & >0 olsun. Her ief{l,...n}

icin f; e UCV oldugunu varsayalim. Bu sartlar altinda (2.4.9) ile tamimlanan G, ,
integral operatorii 1—Z§i >0 olmak tizere 1—2‘5i mertebeden konvekstir [5].

i=1 i=1

2008 yilinda Breaz ve Giiney S’ (b,a) ve C(b,a) smiflarna ait fonksiyonlar i¢in F, ve

s, integral operatdrleri i¢in asagidaki sonuglar1 bulmustur.

,,,,,

Teorem 3.1.6: Kabul edelim ki her ie{l,...n} i¢in f, eS (b,a), & >0, 0<a<l,

beC-{0} ve
0<1+(a-1)>6 <!

i=1

olsun. Bu durumda

= +(0{—1)Z:5i

olmak tizere (2.4.8) ile tanimlanan F, operatdrii i¢in F, € C(b, ) olur [6].
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Teorem 3.1.7: Kabul edelim ki her ie{l,..,n} i¢in f, eC(b,2), 5 >0, 0<a<l,

beC-{0} ve

0£1+(05—1)Zn:6i <1

i=1

olsun. Bu durumda

......

2008 yilinda Bulut, Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.7 de a yerine her i€ {1,...,n} icin ¢,

alarak Breaz ve Giliney (2008) in makalesindeki Teorem 2.1 ve Teorem 2.3 i

genellestirmistir. Bu teoremler asagidaki gibidir.

Teorem 3.1.8: Kabul edelim ki her ie{l..n} icin feS(bq) 0<qg<l,

beC—-{0} ve & >0 olsun. Eger

olursa bu durumda y =1+ Zé‘i (ai - 1) olmak iizere (2.4.8) ile tanimlanan F, operatorii

n
i=1

icin £, €C(b,y) olur [12].
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Teorem 3.1.9: Kabul edelim ki her ie{l..n} i¢in f eCb,e), 0<e <l

beC—-{0} ve &5 >0 olsun. Eger

,,,,,

i=1

operatdrii i¢in G; 5, €C(b,y) olur [12].

2008 yilinda Breaz UST (x) sinifina ait fonksiyonlarin F, integral operatoriiniin

n

konvekslik mertebesini arastirdi ve asagidaki sonucu elde etti.

Teorem 3.1.10: Kabul edelim ki her ie{l,...n} i¢in f eUST (), -1<a; <1 ve

0, >0 olsun. Eger
0<Y 5 (1-a)<1
i=1

olursa bu durumda y =1+ )_ 5, (e; —1) olmak iizere (2.4.8) ile tamimlanan F, operatorii
i=1

icin F, €C(b,y) olur [8].

2009 yilinda Breaz, Aouf ve Breaz S'[b] ve C[b] siniflarmna ait fonksiyonlarin F, ve

Us.s,..s Integral operatorlerinin konvekslik mertebesini arastirdilar ve asagidaki

sonuclar1 elde ettiler.
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Teorem 3.1.11: Kabul edelim ki her i €{L,...,n} i¢in f, €S [b], beC—-{0} ve & >0

olsun. Eger

0<1-36 <1

i=1

olursa bu durumda y = 1—2:5i olmak tizere (2.4.8) ile tanimlanan F, operatorii igin
i=1

F. €C(b,y) olur [10].

Teorem 3.1.12: Kabul edelim ki her i€{l,...,n} i¢in f, eC[b], be C-{0} ve & >0

olsun. Eger

0<1-36 <1

i=1

olursa bu durumda y = I—Zé‘i olmak tizere (2.4.9) ile tanimlanan g, ; . operatori

i=1

igin gmm(sn e C(b,y) olur [10].

2010 yilinda Breaz, Breaz ve Darus kK—UST () ve K—-UCV(a) smiflarmma ait

fonksiyonlarm F ve G,  integral operatorlerinin konvekslik mertebelerini

arastirdilar ve asagidaki sonuglari buldular.

Teorem 3.1.13: Kabul edelim ki her ie{l,..n} i¢in f ek -UST (),

—1<@; <1,k =0 ve & >0 olsun. Eger her i €{l,...,n} i¢in

e
i=1

N | —
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olursa bu durumda y =1+ z&, (a; —1) olmak tizere (2.4.8) ile tammlanan F, operatorii
i=1

icin 7, €C(y) olur [11].

Teorem 3.1.14: Kabul edelim ki her ie{l..n} i¢in f ek —-UV(«x),

—1<@; <1,k 20 ve & >0 olsun. Eger her i €{l,...,n} i¢in

E
i=1

N | =

,,,,,

.....

2010 yilinda Frasin p —valent fonksiyonlarin (2.4.6) ve (2.4.7) seklindeki yeni genel

integral operatdrlerini tanimlayarak onlarin konvekslik mertebelerini elde etmistir.
Frasin’in bu ¢aligmasi ayn1 zamanda yukaridaki Teorem 3.1.13 ve Teorem 3.1.14 iin

genellestirilmisidir.

Teorem 3.1.15: Kabul edelim ki ie{l..,n} i¢in & >0, —1<e¢ <p, k>0 ve

fi ek —UST (;) olsun. Eger 0<p +Z§i (cxi - p) < p olursa bu durumda (2.4.6) ile

i=1
tammlanan F, integral operatorii p+ z&i (0:i — p) mertebeden p—valent konvekstir
i=1

25].
Teorem 3.1.16: Kabul edelim ki ie{l...n} i¢in & >0, —-1<e <p, k>0 ve

fi ek —UCV,(a;) olsun. Eger 0< p+ 25, (ai - p) < p olursa bu durumda (2.4.7) ile

i=1
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tamimlanan G, integral operatorii p +Z§I (ai — p) mertebeden p —valent konvekstir
i=1

[25].

Bunlardan farkli olarak 2008 yilinda Bulut D} f(z) Al-Oboudi operatériiniin S (@)
sinifindan olmast durumunda (2.4.5) de tamimlanan Z(f,f,,..., f )(z) integral

operatoriiniin konvekslik mertebesini arastirdi.

Teorem 3.1.17: Kabul edelim ki ie{l..,n} i¢in &>0, 0<e <l ve

f ek —UCV, (a;) olsun. Eger > 5 (1-a;)<1 olursa bu durumda (2.4.5) ile

i=1

tammlanan  Z(f,f,,.., f)(z) integral operatdri 1+ & (e —1) mertebeden
i=1

konvekstir [13].

2011 yilinda Deniz, Caglar ve Orhan ¢alismalarinin 6zel durumunda k —US7,(b,a) ve
k—UCV,(b,a) simflarma ait fonksiyonlarmn integral operatdrlerinin C,(b,@) simifina

ait olmasi i¢in & nin degerini arastirdilar.

Teorem 3.1.18: Kabul edelim ki her i=12,...n igin 52(51,52,...,@])6]1%2,

0<q <p, beC-{0},k >0 ve f(z) ek, —UST,(b,e;) olsun. Ayrica
0<p+Y.6(a—p)<p
i=1

esitsizligi saglansm. Bu durumda y=p+) 5 (a;—p) olmak iizere (2.4.6) ile

i=1

tamimlanan F, integral operatorii i¢cin 7, € C (b, y) dir [17].
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Teorem 3.1.19: Kabul edelim ki her i=12,...n icin 5:(51,52,...,5

n

)ER”

+9

0<a;<p, beC—{0},k >0 ve f(2) ek, —UCV),(b,c;) olsun. Ayrica

0<p+>.6(a,—p)<p
i=1
esitsizligi saglansin. Bu durumda

7=p+Zn)5i(ai—p)

i=1
olmak tizere (2.4.7) ile tanimlanan G, integral operatérii igin G, € C, (b, y) dir [17].

3.2. Baz1 Integral Operatorler icin Yildizillik Sartlari

Bu boliimde (2.4.6) ve (2.4.7) de tanimlanan F, ve G integral operatorlerin yildizilligy

icin yapilan caligmalari verecegiz.

Bununla ilgili olarak 2013 yilinda Mohammed, Darus ve Breaz meshur Miller and

Mocanu [34] lemmasmi kullanarak F, ve G, integral operatoriniin yildizilhigin

gosterdiler. Bununla ilgili teoremler asagidadir.

Teorem 3.2.1: Kabul edelim ki her i =1,2,...,n i¢in § =(6,,6,,..,6,) e R] ve f e A

olsun. Eger her i =1,2,...,n igin

n f/ (1) ~
- é‘l {RCW pJ>1 p
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ise bu durumda (2.4.6) ile tanimlanan 7 integral operatorii p —valent yildizildir [32].

Teorem 3.2.2: Kabul edelim ki her i =1,2,...,n i¢in §=(6,,6,,..,6,) e R] ve f e A

olsun. Eger her i =1,2,...,n igin

i@[Re&— pJ>(p—1)(iZ::é‘i —lj

i f'(2)

ise bu durumda (2.4.7) ile tammlanan G, integral operatdrii p —valent yildizildir [32].
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde ilk olarak k—-UST (b,a) smufi igin .7-:]‘,55?,’” integral operatoriiniin

kompleks tipli ve verilen bir mertebeden konveksligi icin yeter sartlar verilecektir.

4.1. F>4# Operatoriiniin Konveksligi Icin Yeter Sartlar

Teorem 4.1.1: Kabul edelim ki her i=12,.,n i¢in I=(l.,l,,..1)eNg,

5=(6,,6,,...6,)eR}, 0<a <p, beC-{0},k >0 ve D}, f(2)ek —UST,(b,x)

p,A,u i

olsun. Ayrica
0<p+Y.6(a—p)<p
i=1

esitsizligi saglansin. Bu durumda

olmak iizere (2.4.1) ile tanimlanan ]:nif,”” integral operatorii C, (b, y) smifindadir [18].

Ispat: (2.4.1) tammindan %} (z) € A, elde edilir. Diger taraftan

P
i=1 z

: (D', f@))
(i) = T Pl @

oldugunu gormek kolaydir. (4.1.1) in her iki tarafinin logaritmik tlirevini alip z ile

carparsak
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+M_p:i@ £(0,, 1) @ -p (4.1.2)
(ﬁapllu(z)> i=1

piyfl(z)

olur. Buradan (4.1.2) nin her iki tarafini % ile garparsak

1 (ﬁapll#(z))” 3 1 Z( p/l,u |) (Z) :
— 1+—— =) 6| pt+— —P|[-P2I
b (j:t”ﬂ(z))' ; b p/l,, fi(2) ;

n,p,l

elde edilir. Ayn1 zamanda her iki tarafa p ilave edersek

p +l 1 M_
(7 ()

Z( D/I/z ')(Z)_p _pié‘l (4.1.3)

s 1
p=P+25| Pt
Z b p/l,u |(Z) i=1

esitligi elde edilir. Sonug olarak (4.1.3) esitliginin her iki tarafinin reel kismi alinirsa

1 2(Fm@)

Reqp+—| 1+ -
(R (@)
(4.1.4)
1 Z( pl,u |) (Z) n
= 5R — 0.
p+Z e P+ o) -p le .

bulunur. (4.1.4)ten i =1,2,...,n igin Dg,i,u fi(t) ek —UST (b, ;) oldugundan
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14

1| 2(F5 )

Re<p+—|1+ -
F @)
(75 (@) 4.1.5)
sk |20, @ |

i=1

gae’ bl | 0}, vt

yazilir. Her 1 =1,2,...,n i¢in

o sk |2(0L., 1) @)

_ - p|>0
2 bl ‘ Dy, fi(2)
oldugundan (4.1.5) esitizliginden
2(Foru(2)) n
Re p+l 1+(L()?—p >p+ .6 (- p)
(7 @)

elde edilir. Buna gore y=p+> 6 (e, —p) olmak iizere F’7*(2)eC,(b,y) dur.

i=1

Boylece teoremin ispati tamamlanmaistir.

Teorem4.1.1de n=1, |, =0, 6, =06 ve f =f alirsak asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1: Kabul edelim ki §>0, O<a<p, k=0, beC-{0} ve

f ek-UST, (b,a) olsun. Eger o€ (O,pi} ise bu durumda
-a

z

I ptP! (%j eC,(b,5(a—p)+p) dir [18].

0

33



(4.1.5) ve asagidaki (4.1.6) esitsizlikleri birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 4.1.2: Kabul edelim ki her i=12,.,n i¢in I=(l.,l,,..1)eNj,

5=(6,,...6,)eR!, 0<q <p, beC-{0}, k=0 ve D}, fi(2)ek -UST,(b,x)

p,A,u i

olsun. Ayrica her i =1,2,...,n i¢in

p+>.6(a—p)
_ i=1

"5k
2

‘Z(DgLﬂﬂ)(z)_
‘ D:;,ﬂ,,u fl(z)

p|> (4.1.6)

esitsizligi saglansin. Bu durumda £°%*(z) e C,(b) dir [18].

n,p,l

Teorem 4.1.2 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2: Kabul edelim ki her i=12,..,n igin |=(|1,|2,...|n)eN3,
52(51,52,...,@1)6]1%2, 0<e <p, beC—{O} ve k; >0 olsun. Ayrica her i =1,2,...,n

i¢in

olmak iizere eger D!, f(t)e S; (o) ise bu durumda F°**(2) e C,(b) dir [18].

p,A,u n,p.l
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4.2. G>*# Operatoriiniin Konveksligi icin Yeter Sartlar

n,p,l

Bu bolimde k—UCV, (b,«) sinifina ait fonksiyonlar igin gf’ 44 integral operatoriiniin

kompleks tipli ve verilen bir mertebeden konveksligi i¢in yeter sartlar verilecektir.

Teorem 4.2.1: Kabul edelim ki her i=12,.,n i¢in Iz(ll,lz,...ln)eNg,

5=(5.6,,...6,)eR], 0<a,<p, beC-{0},k 20 ve D}

p.A,u

9,(z) ek —UCV, (b, ;)

olsun. Ayrica
0< p+zé‘i(ai -p)<p
i=1

esitsizligi saglansin. Bu durumda

olmak tizere (2.4.2) ile tammlanan G~ 44 integral operatorii C o (b,7) simifindadir [18].

Ispat: (2.4.2) den G7/*(z) € A, olur. Diger taraftan

G

(G551) (2= pz‘”H( 12,00 (4.2.1)

|
n,p pzpl

olur. (4.2.1) in her iki tarafinin logaritmik tiirevini alip Teorem 4.1.1 in ispatindaki

islemlerin benzerleri yapilirsa

35



1+ (:;ly(z)) —p= \ S 1+Z( PMI )(Z)

(@) 7 (D..0) @

olur. Yukaridaki son esitligin her iki tarafinm % ile carparsak

1 I+ ( :;|ﬂ(z))
b ()ﬂt
npll(z)
( ) (4.2.2)
i=1 ( pﬂ,u )(Z) i=1

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin reel kismi alinirsa

Re p+l 1+M

( rf;lﬂ(z)) 323)
:p+ié‘iRe p+%1 M _pié‘l

i=1 ( le )(Z) i=1

bulunur. i =1,2,...,n olmak tizere L“g (2) ek, —UCV, (b, ;) ve (4.2.3) den
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6),
Re p+l 1+—( nplﬂ(Z)) p

( rfp]]ﬂ(z))

=p+zn:§i ki% 1+M—p +a, —pznléi (4.2.4)
=1 ( le )(Z) i=l
" (D!.,.9) @

=p+ D+
: Z|b| ( g )(z)

olur. Burada

Z ||1 (Dpi/‘ )(Z) p>0
| (D..0) @

oldugundan

51/1
Re p+l 1+M—p >p+25 o —p)

( r?;:llﬂ(z)) =

bulunur. Boylece y =p+ Y 6 (e —p) olmak iizere G,y () C,(b,y)dir. Boylece

p.l
i=1

teoremin ispati tamamlanmistir.

Teorem4.2.1de n=1, . =0, 6, =06 ve g, =0 alirsak asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 4.2.1: Kabul edelim ki 6>0, 0<a<pk=0, beC-{0} wve

gek-UCV,(b,a) olsun. Eger o e( ’pi} ise bu durumda
-

Z g'(t)

Ip (ptp‘ eC,(b,6(a-p)+p) dir [18].

0

(4.2.4) de asagidaki (4.2.5) esitsizligi yerine yazildiginda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.2: Kabul edelim ki her i=12,..n i¢in |=(|1,|2,...|n)eNg,

5=(6,,6,,...6,) eR}, 0<a; < p, beC—{0} ve k >0 olsun. Ayrica i =1,2,...,n igin

p+Z§
+( ,0) @ I
(D',,9,) @ Z |

(4.2.5)

olsun. Eger Dr; 2291(2) ek —UCV,(b,;) ise bu durumda G, ShH(7) e C,[b] dir [18].

npl

Teorem 4.2.2 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2: Kabul edelim ki her i=12,..,n igin |=(|1,|2,...|n)eN3,

5=(6,,6,,....6,)eRl, 0<¢; <p, be(C—{O} ve k; 20 olsun. Ayrica i =1,2,...,n i¢in

olmak {izere eger Dp 22910 €C (o) ise bu durumda G o i (2)eC,[b] dir [18].

38



4.3. 74 Operatoriiniin Yildizilhg Icin Yeter Sartlar

Bu bdliimde }"n‘féﬁ"‘ integral operatoriiniin kompleks tipli ve verilen bir mertebeden

yildizillig1 i¢in yeter sartlar verecegiz.

Asagida verilen Lemma 4.3.1 ana teoremlerin ispatinda kullanacagimiz 6nemli bir arag
olacaktir.
Ayrica,

HU)={f:U—C:f analitik}

Hla,n]={f eH(U): f(z)=a+a,2"+a,,2"" +..., zeU,aeC,neN,}

dir.

Lemma 4.3.1: y :C*xU — U fonksiyonu p,ceR,n>1,0 < —g(l+ p°) olmak

tizere her ze U i¢in
Rey(ip,0;2)<0
kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Eger P € H[1,n] ve
Rey (P(2),zP'(2);2)>0, zeU
ise bu durumda her z € U i¢in
ReP(z)>0
dir [34].

Lemma 4.3.2: neN, feR,u,veC,Imv<0,Re(u—pv)=>0 olsun. P e H[P(0),n],
P(0)e R ve P(0)> g olmak iizere eger

zP'(2)

Re{P(z)+—u PG

}>ﬂ,ZeU

ise bu durumda
ReP(z)>p, z€U
dir [18].

39



Ispat: Oncelikle

R(z) = P(z)-p
P0)-p
fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu durumda R(z) € H[1,1] dir. Ayrica P(0)— >0 ve
zP'(2)
Re{P(Z)+—u —VP(Z)} >fp, 2zeU
oldugundan
Re{R(z)+ ZR(2) } 0, zeU
u—-vpg- (P(O) ,B) R(2)

olur. Simdi y fonksiyonunu

ZR'(2)

VR R = RO 0 - A)RG)

olarak tanimlayalim. Buradan
Rew(R(2),zR'(2);2) >0

oldugu aciktir.

2

Simdi Lemma 4.3.1 1 uygulamak i¢in p<0,0 < - olmak tizere her ze€ U igin

1+p
2
Rey(ip,0;2)<0
oldugunu gdstermeliyiz. Dolayisiyla

o
u-vB-v(P0)-2)p
o
u +iu, — (v, +iv,) B—(v, +iv, ) (P(0) - B) pi
_ olu,—v,B+Vv,p(P(0)-pB)]
[U,=vB+v,p(PO)= )] +[u, ~v.B+v,p (P(0)- B)]

Rey(ip,o0;z)=Re

=Re

2

+p

bulunur. Buradan p<0,0 <— ! ve

peR,u=u +iu,,v=v, +iv, € C,
v, =Imv<0,u, - Bv,=Re(u—pv)>0

i¢in

Rey(ip,o0;2)<0
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elde edilir. Boylece Lemma 4.3.1 den ReR(z)>0 bulunur. Yukarida R(z) nin

tanimindan
ReP(z)>p, z€eU

oldugu goriiliir.

Simdi Lemma 4.3.2 yi kullanarak asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 4.3.1: Kabul edelim ki her i=12,.,n i¢in |=(|1,|2,...|n)eNg,
5=(8,.6,,..5,)€R", 0<a < p, beC-{0}, Imb>0, Reb<——P k>0

Ya(p-a)

i=l

ve D:;’M fi(z) ek —UST ,(b,;) olsun. Ayrica

0<p-26(p-a)<p

i=l

esitsizligi saglansin. Bu durumda

olmak {izere (2.4.1) ile tanimlanan ]—;%’},"‘ integral operatorii 8; (b, y) smifindadir [18].

Ispat: Teorem 4.1.1 in ispatindaki (4.1.3) ile verilen asagidaki

p+l l+m_p :p+i§_ p+l Z(Dg’i’”fi) (Z)_ _pié‘
(ﬁi’j#(Z))’ = bl Dy, fi(2) =1

esitligini géz Oniine alalim. Diger taraftan q: U — C, q(0) = p analitik fonksiyonunu
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!

1| 2( B @)

Z)=p+—
1O ()
seklinde tanimlayalim. Buradan
(@)
P+b(a@)-P)=——r
O )

bzg'(z)  _ . z(]—“ni;ﬁ’”(z))" ~ Z(ﬁ%’”(z))’
PA-D)+bA@)  (poinyy)  (F5@)

n,p,l
n,p.l P

g A @)
p(1-b)+bq(z) (‘7_—5,/1,;:(2))'

= p+b(q(z2)-p)+

n,p,l
i 7 f&)mu . "
=q(2)+ " ZS(Zz) :p+% 1—p+(L()?
p(1-b)+bq(z) (F244)

bulunur. Yukaridaki son esitlik ve (4.1.3) esitligi g6z 6niine alinirsa

O 2 =I0+l l—p+w
p(1-b)+bq(z) b (ﬁ%’”(z))’

B n 1 Z(D;’ﬂ’ﬂfi)'(Z) n
—p+iZ:l‘,5i p+ o) -p||-pD§

i=1

yazilir. Buradan i=1,2,...,n i¢in D, f,(t) ek —UST (b,e) oldugundan
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2q'(2) I z( .)(z) :
Re{q“”p(l—bwbq(z)} P30k P 1@ | P&

\z( D},.f) (@ 2
|b|‘ D}, f.(2)

elde edilir. Her i =1,2,...,n igin

oldugundan

Re{q(z)+ e }>p—ié}(p—ai)

p(1-b)+bq(2)

oldugu kolaylikla gériiliir. Burada q(0)=p>p->Y_ 5 (p-a;) olup q fonksiyonu U

i=1

da analitiktir. Ayrica i=1,2,..,n i¢in f= p—Zé‘i(p—ai ), u=pl-b)vev=-b

i=1

alimrsa Imv<0 ve Re(u—pv)>0 olur. Boylece Lemma 4.3.1 in biitin sartlari

saglanmis olup

Req(z)=Req p+o (ﬁﬁpﬁ”(z)) plr>p ;d(p a)

elde edilir. Buna gdre y=p-> 6 (p-a;) olmak iizere F’;7*(2)eS,(b,y) dir.
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Boylece teoremin ispati tamamlanmustir.

Sonu¢ 4.3.1: Kabul edelim ki 6>0, 0<a<p, k=0, beC—-{0}, Imb=0,

Rebsﬁ ve fek-UST (b,a) olsun. Eger 56[0,L} ise bu durumda
-

p—a

z

j ptP! [%) dte S, (b,5(a—p)+p) dir[18].

0

(4.1.5) ve (4.1.6) esitsizlikleri birlikte diisiiniildiiglinde asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.3.2: Kabul edelim ki her i=12,.,n i¢in I=(l,l,,..l)eNg,

5=(8,.0,,...5,)€R", 0<a, <p, beC—{0}, Imb>0, Reb<—P k>0

ve D'F;M fi(z) ek —UST (b,a;) olsun. Ayrica her i =1,2,...,n i¢in

‘z(D'Wfi)'(z) p-2.a(p-a)
- p|>- 7n
‘ p.A,u f|(z) ZTT
< b

esitsizligi saglansin. Bu durumda ﬁbpﬁ” (2)e S;[b] dir [18].

Teorem 4.3.2 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.3.2: Kabul edelim ki her i=12,..n i¢in I=(l,l,,..l)eNg,

5=(6,0,,...5,)€R", 0<e<p, beC-{0}, Imb>0, Rebs— P

\%

k. >0 olsun. Ayrica her i =1,2,...,n igin
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olmak iizere eger D", f.(t)e S; (o) ise bu durumda F°*(2) e S;[b] dir [18].

p,A,u i ,p.l

4.4. G°*# Operatoriiniin Yildiz1lhg icin Yeter Sartlar

n,p,l

Bu boliimde G771 integral operatériiniin y1ldizillig1 igin yeter sartlar verecegiz.

Teorem 4.4.1: Kabul edelim ki her i=12,.,n i¢in Iz(ll,lz,...ln)eNg,

5=(8,.0,,...5,)€R", 0<e; <p, beC—{0}, Imb>0, Reb<——P k>0

ve D'FLM fi(z) ek —UCV,(b,;) olsun. Ayrica

olmak iizere (2.4.2) ile tanimlanan G+ integral operatorii S, (b, y) siifindadir [18].

Ispat: Teorem 4.2.1 in ispatindaki (4.2.2) ile verilen asagidaki
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p+% 1+M :p+i§i p+%1 M P ‘pi‘si
(:;lﬂ(z)) - ( pud )(Z) -

esitligini géz Oniine alalim. Diger taraftan q: U — C, q(0) = p analitik fonksiyonunu

[dare)
P ar)

seklinde tanimlayalim. Buradan

p+b(a(2)-p)= ((+'#((ZZ))))
npl

ORI () B (o))
PA-b)+bA@)  (goss(z)) (@)

n,p,l

bzg'(z) . ( .f,f.”(z))'

b — =
= p+b(q(2)-p)+ S(—b)+ba(2) ( M#(Z))

:q(z)+ Zq,(Z) :p+l 1_p+M
p(1-b)+bq(z) b ( f;lﬂ(z))

bulunur. Yukaridaki son esitlik ve (4.2.2) esitligi géz Oniine alinirsa

s MOy 1) A O]
p( )+bq(2) ( ntfgllﬂ(z))

:p+zn:5i p+11 M p _pzn:é‘l
i=1

N °l (DhLe) @
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yazilir. Buradan i=1,2,...,n igin D', f.(t)ek, —UCV,(b,a;) oldugundan

p.A.u

2 N 1, (Phe)@ e
Re{q(Z)Jr p(l—b)+bQ(Z)}_p+§‘5iRe p+b1 ( 0 )(z) P pg‘d

pZ5pa

elde edilir. Her i =1,2,...,n igin

san) Chslo |,
| (W ) @

oldugundan

Re{q(z)+ e }>p—ié}(p—ai)

p(1-b)+bq(2)

oldugu kolaylikla gériiliir. Burada q(0)=p>p->Y 5 (p-a;) olup g fonksiyonu U

i=1

da analitiktir. Ayrica i=1,2,..,n igin B=p-> & (p-a), u=p(-b)vev=-b

i=1
almrsa Imv<0 ve Re(u—pv)>0 olur. Bdylece Lemma 4.3.1 in biitiin sartlari

saglanmis olup

kel 1] 2G @) :
KD =R P (grr) P[TP &0
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elde edilir. Buna gdre y=p-Y 6(p-a;) olmak iizere G 7i(2)eS,(b,y) dir.

i=1

Boylece teoremin ispati tamamlanmistir.

Teorem 4.4.1 de n=1, |, =0, 6,=0 ve 9,=0 alirsak asagidaki Sonug¢ 4.4.1 elde

edilir. Buna gore;

Sonu¢ 4.4.1: Kabul edelim ki §>0, 0<a<p,k>0, beC—{O}, Imb >0,

RebSL ve gek-UCV,(b,a) olsun. Eger 56(0 L} ise bu durumda
S(p-a) p-a

j pt?! (%] eS,(b,6(a—p)+p) dir [18].

0>

Teorem 4.4.2: Kabul edelim ki her i=12,.,n i¢in I=(l,l,,.l)eN

5=(8,.0,,...5,)€R", 0<e; <p, beC—{0}, Imb>0, Reb<——P k>0

Zé‘i(p_ai) |

i=1

ve Dr;Mz i(2) ek —UCV,(b,c) olsun. Ayrica her i=1,2,...,n i¢in

( p.uY ) (2) p+zn:5i(ai—p)
+— p|>—
( pﬂﬂ )(Z) z |b|

esitsizligi saglansin. Bu durumda G° ﬂ (2)e S o[0] dir [18].

Teorem 4.4.2 den asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 4.4.2: Kabul edelim ki her i=12,..n i¢in I=(l,l,,..1)eNg,

5=(8,.0,,...5,)€R", 0<e<p, beC-{0}, Imb>0, Reb<s—P e
é‘i(p_ai)
=1

k. >0 olsun. Ayrica her i =1,2,...,n igin

p+z5i(p_ai)
oc=p-— =L 5k ,0<0<p

= [bl

olmak iizere eger D', g, (t)e S; (o) ise bu durumda Q,i’;;”(z) € S;[b] dir [18].

p,A,u
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez calismasinda D!, f(z) operatoriiniin k-UST,(b,a) ve k-UCV,(b,a)

p.A.u

. . . o . *
siiflarma ait olmasi durumda 754" ve G integral operatorlerinin S, (b,y) ve

Cp(b, y) smiflara ait olmasi i¢in mertebe olan y nin degerleri elde edildi. Ana

teoremlerde Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1 in ispatinda analizden bilinen elementer
islemler kullanildi. Diger taraftan Lemma 4.3.1 den faydalanarak integral operatdrlerin
yildizilligini ispatlamada kullanilacak olan Lemma 4.3.2 ispatlandi. Son olarak Lemma

4.3.2 kullanilarak Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.4.1 in ispatlar1 yapildi.

Bu alanda ¢alisacak biri igin ilk defa bu tezde tamimlanan 7 ve G integral

operatorlerinden yola ¢ikarak farkli genellestirilmis integral operatdrler tanimlanabilir.
Tanimlanan integral operatorler icin farkli smiflardaki geometrik o6zellikleri
incelenebilir. Ayrica ilk defa bu tezde ispatlanan Lemma 4.3.2 yardimiyla tanimlanan
yeni integral operatorlerin yildizillig1 arastirilabilir. Kisaca bu tezde kullanilan hem
integral operatorler hemde ispatlardaki metodlar yeni arastirmacilarin ufkunu acarak bu

alanda yeni ¢alismalarin yapilmasina zemin olusturacaktir.
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