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ÖZET 

 

Bu tezde, Schrödinger  denklemi için optimal kontrol probleminin sonlu farklar yöntemi 

ile çözümü ele alınmıĢtır. 3.1 bölümünde lineer olmayan Schrödinger denklemi için bir 

optimal kontrol problemi ele alınmıĢtır. 3.2 bölümünde ise 3.1 bölümünde tanımlanan 

optimal kontrol problemi sonlu farklar yöntemi kullanılarak diskritlendirilmiĢtir. 4.1 

bölümünde sonlu fark Ģemasının çözümü için kararlılık kestirimi elde edilerek 4.2 

bölümünde fark Ģemasının hatası değerlendirilir. 4.3 bölümünde fark Ģemasının hatası 

için kestirimi kullanarak sonlu fark yaklaĢımlarının fonksiyonele göre yakınsaklığı 

gösterilmiĢtir. BeĢinci bölümde ise bu tezin önceki çalıĢmalardan farklılığı 

vurgulanmıĢtır.  

 

2015, 44 sayfa 

 

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan Schrödinger denklemi, Optimal kontrol, Sonlu 

farklar, Fonksiyonele göre yakınsama 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, the solution by the finite difference method of an optimal control problem 

for schrödinger equation is considered. In section 3.1, an optimal control problem for 

nonlinear Schrödinger equation is considered. Also, in section 3.2, the optimal control 

problem which is defined in section 3.1 has been discretized. By obtaining the stability 

estimation for solution of the  finite difference scheme  in the  section 4.1, the error of 

the difference scheme has been evaluated in section 4.2. In section 4.3, by using the 

estimation for the error of difference scheme, the covergence of the finite difference 

approxination according to functionel is shown by using the prediction for the error of 

difference schemes. Also, in section 5, the difference of this thesis from the previous 

works has been emphasized. 

2015, 44 page 

 

Key Words: Nonlinear Schrödinger equation, Optimal control, Finite difference. 

According to the functional convergence 
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SİMGELER DİZİNİ 

 

ġimdi  tezde kullanılan temel simgeleri gösterelim: 

 

∀                                               Herhangi 

0

                                               Hemen hemen her yerde 

0l                                            Verilen sayı 

0T                                           Verilen sayı 

1i                                        Sanal birim 

 1 /t jk jk jk                     t ye göre sol fark 

 1 /x jk jk j k h                     x  e göre sol fark 

 1 /x jk j k jk h                    x e göre sağ fark  
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1.GİRİŞ   

 

Schrödinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemler için optimal kontrol 

teorisi çağdaĢ optimal kontrol teorisinin önemli alanlarından biridir. Bu teorinin 

problemleri çoğunlukla kuantum mekaniğinde, nükleer fizikte, lineer olmayan optikte 

ve çağdaĢ fiziğin ve tekniğin farklı alanlarında ortaya çıkar      1 ,  2 ,  3  bu nedenle 

böyle problemlerin incelenmesi, gerek teorik gerekse uygulama açısından önemlidir. 

Schrödinger denklemi için optimal kontrol problemleri ilk önce farklı çalıĢmalarda ele 

alınmıĢtır                  4 ,  5 ,  6 ,  7 ,  8 ,  9 ,  10 ,  11 ,  12 . Bu çalıĢmalardan A.G. 

Butkovskiy, A.D. Ġskenderov ve G.Y. Yagub un ve onların öğrencilerinin çalıĢmalarını 

önemle dikkate almak gerekir. A.D. Ġskenderov ve G.Y. Yagub un çalıĢmalarında hem 

lineer hem de lineer olmayan Schrödinger denklemi ile ifade edilen sistemler için 

optimal kontrol teorisi oluĢturulmuĢ ve geliĢtirilmiĢtir. 

Optimal kontrol problemleri için incelenen sorulardan biri onların nümerik çözümler 

sorusudur. Optimal kontrol problemlerini çözmek için Ģimdiye kadar farklı metotlar 

kullanılmıĢtır. Bu metotlardan birisi sonlu farklar metodudur. Sonlu farklar metodunun 

temelinde ünlü Rus matematikçi A.N. Tikhonov, A.A. Samarski ve diğerlerinin 

oluĢturduğu ve geliĢtirdiği bulunmaktadır  13 14 . Optimal kontrol problemlerinin 

çözümüne sonlu farklar metodu uygulanırken önce kontrol olunan sistem ifade edilen 

diferansiyel denklem fark Ģemasına dönüĢtürülür ve elde edilen fark Ģeması için 

kararlılık ve Ģemanın hatası sorunları incelenir. Bu soruların incelenmesinde farklar 

Ģemasının teorisiyle ilgili bilgiler önemli rol oynar. Göz önüne alınan fark Ģeması için 

elde edilen sonuçlar optimal kontrol probleminin sonlu farklar metoduyla çözümünde 

kullanılır. Lineer olmayan Schrödinger denklemi için Lions fonksiyonelli optimal 

kontrol problemlerinin nümerik çözümünün kontroller, zaman değiĢkenine bağlı 

olduğunda nadiren incelenmesinden dolayı bu tez çalıĢması gerek teorik gerekse 

uygulama açısından önem arz etmektedir. Bu tez çalıĢmasında da Schrödinger tip 

denklem için Lions fonksiyonelli optimal kontrol probleminin nümerik çözümü ele 

alınmıĢtır. 
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Bu tez çalıĢmasının materyal ve yöntem bölümünün birinci kısmı Schrödinger denklemi 

için kontrol problemi tanımlanmıĢ ve onun sonlu fark yaklaĢımı sonlu farklar 

metodunun yardımıyla oluĢturulmuĢtur. AraĢtırma bulguları bölümünde önce fark 

Ģemasının hatası incelenmiĢtir. Ġnceleme sonucunda Ģemanın hatası için kestirim elde 

edilmiĢtir. Elde edilen iki kestirimi kullanarak fark yaklaĢımlarının fonksiyonele göre 

yakınsaklığı gösterilmiĢtir. Önce bunun için sürekli fonksiyonel ile diskrit fonksiyonelin 

değerleri arasındaki fark kestirilmiĢ ve bu değerlendirmede fark Ģeması için elde edilen 

kestirim önemli rol oynamıĢtır. Fonksiyoneller arasındaki farktan ve fark Ģemasının 

hatası olan kestirimden faydalanarak fonksiyonele göre yakınsaklık sonuç olarak elde 

edilmiĢtir. Schrödinger denklemi için optimal kontrol probleminin nümerik çözümüyle 

ilgili olan sorular ve sonlu farklar metodunun metodu nun yakınsaklığı önce 

           4 , 7 , 8 , 9 10 , 11 , 12   çalıĢmalarında incelenmiĢtir.     
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2.KURAMSAL TEMELLER  

 

Bu bölümde ilerde kullanacağımız lemmalar ile bazı uzayların ve kavramların 

tanımlarını vereceğiz: 

 

Tanım 2.1:  2 0,L l    Hilbert uzayı olup elemanları  0, l   aralığında ölçülebilir ve 

modülünün karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmaktadır; 

 
 

   

2

2 2

0,

0

0, 0,

, ( ) ( ) ,

, .

l

L l

L l L l

u v u x v x dx

u u u






  

 

Tanım 2.2:  2L   Hilbert uzayı olup elemanları   bölgesinde ölçülebilir ve 

modülünün karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayıdır. Burada iç çarpım ve norm 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmaktadır; 

  

 
 

   

2

2 2

, ( , ) ( , ) ,

, .

L

L L

x t x t dxdt   

  





 






  

 

Tanım  2.3:  0,L l  Banach uzayı olup elemanları  0, l    aralığında ölçülebilir ve 

sınırlı fonksiyonlar uzayıdır. Burada norm aĢağıdaki gibi tanımlanmaktadır; 

  

 
   

 
0, 0,

max
L l x l

u vrai u x
 

   
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Tanım  2.4:   0( 0, , )C T B  Banach uzayı olup elemanları  0,T  aralığında sürekli olan 

ve değerlerini B Banach uzayından alan fonksiyonlar uzayıdır. Burada norm aĢağıdaki 

Ģekilde tanımlanmaktadır; 

 
   

 0 ( 0, , ) 0,
max

C T B Bt T
u u t


  

  

Tanım  2.5:   2 ,1

2W   Hilbert uzayı olan Sobolev uzayıdır. Elemanları    bölgesinde 

tanımlanan öyle  ,x t  fonksiyonlarıdır ki,  
2

22
,  ,  ,   L

x x t

  


  
 

  
 

özelliklerini sağlar. Burada iç çarpım ve norm aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmaktadır;  

 

 
   

   

       

2,1
2

2,1
2

2 2

2 2

, ,
, , ,

, , , ,
,

, .

W

W

x t x t
x t x t

x x

x t x t x t x t
dxdt

x x t t

 
   

   

  




    

   
 

    





 

 Tanım 2.6:  
2,10

2W   uzayı  2,1

2W   uzayının alt uzayı olup elemanları   

dikdörtgeninin yan taraflarında sıfıra eĢittir. 

 

Lemma 2.1: (Gronwall Lemması, Vasilyev F.P., 1981). 0, 0a b   olmak üzere 

, 0,j j N   sayıları 

 0 1

0

0 ,0 , 0, 1
j

j m

m

a a b j N  



         

ġartlarını sağlıyor ise bu takdirde 

   0 (1 ) , 0,j

j a b j N     

EĢitsizliği geçerlidir. Eğer 
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1

1 10 , 0, 1 ,0
N

j m N

m j

a b j N a  


 



        , 

ġartları sağlanıyor ise bu takdirde 

   10 (1 ) , 0, 1N j

j a b j N         

eĢitsizliği geçerlidir. 
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3.  MATERYAL  ve  YÖNTEM 

3.1. Optimal  Kontrol  Probleminin  Oluşturulması 

 

Bu alt bölümde lineer olmayan kısımda kompleks katsayı olan Schrödinger denklemi 

için bir optimal kontrol problemi ele alınmıĢtır. 

 ve T  verilen pozitif sayılar olmak üzere    0, ,  t 0,x l T  ,  

   0, 0, ,   =t Tl t       olduğunu kabul edelim. AĢağıdaki optimal kontrol 

problemini göz önüne alalım: 

      
2

1 2, ,J v x t x t dxdt  


    (1)                                          

fonksiyonelinin  

      
 

 2 0 1 2: 0, ,0 , , 0,
dv t

V v v t v L T b v t b b t v
dt

  
         
  

 

kümesi üzerinde  

    
2

2

0 12
0, 1,2, , ,k k

k k ki a v t a k x t
t x

 
  

 
     

 
  (2)                              

      ,0 , 1,2, 0, ,k kx x k x l      (3)    

      1 10, , 0, 0,t l t t T    ,  (4)                                                                                                                                                                                                     

 
   

 2 20, ,
0, 0,

t l t
t T

x x

  
  

 
  (5)  

                                                               

Ģartları altında minimumunu bulmak gerekir.  Burada ;   0 0,b     1 0,b     0 0,a   

1 0a        verilen    sayılar , 1 2,      fonksiyonları      
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    
   0

2 22 2

1 2 2 2

0
0, , 0, , 0

d d l
W l W l

dx dx

 
       (6)                                                                                     

 

Ģartlarını     sağlayan     fonksiyonlardır.  

v V   için    2 4  Ģartlarından    1 1 1, , ;x t x t v      fonksiyonunun bulunması 

Schrödinger denklemi için 1. tip sınır değer problemi,    2 3  ve  5  Ģartlarından 

   2 2 2, , ;x t x t v     fonksiyonunun bulunması problemi ise 2. tip sınır değer 

problemidir.   

Tanım 3.1.1:  v V     için      2 4       sınır   değer    probleminin   çözümü olarak   

 
2,10

21 W   ,    2,1

2 2W       olan   ve     
0

,x t      için     2 5   Ģartlarını 

sağlayan     1 1 1, , ;x t x t v    ,      2 2 2, , ;x t x t v       fonksiyonlar anlaĢılır.  

  7     çalıĢmasındaki    sonuçları    kullanarak    v V     için     2 5  sınır  değer   

probleminin   bir   çözüme   sahip   olduğu   ve   bu   çözüm  için                               

 
   

 
 

2,1 20 0
102 2 2
2

3 9

1 1 1 1 10, 0,
0,

W W l L l
W l

c   


 
   

 
,  (7)                         

                           

 
        2,1 2 1

2 2 22

3 9

2 2 2 2 20, 0, 0,W W l W l L l
c   


     (8) 

 

kestirimlerinin geçerli olduğu elde edilir. Burada  1 0c  , 2 0c     sayılardır.                          

 7,20    çalıĢmalarındaki sonuç ve yöntemleri kullanarak     1 5  optimal kontrol 

probleminin en az bir çözüme sahip olduğunu söyleyebiliriz , yani ;  

     ; inf
v V

V v V J v J J v 

 


              dır. 
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3.2. Optimal kontrol probleminin ayrık biçiminin oluşturulması   

Bu alt bölümde sonlu farklar yöntemi, 3.1 bölümünde tanımlanan lineer olmayan 

Schrödinger denklemi için kontrol probleminin çözümüne uygulanır. Schrödinger 

denklemi için optimal kontrol probleminin sonlu farklar metoduyla çözümüne ait farklı 

konulmadan önce              4 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 , 12   çalıĢmaları incelenmiĢtir. 

ġimdi     1 5  optimal  kontrol  probleminin sonlu farklı aynısını yazalım. Bu amaçla 

önce    bölgesini  aĢağıdaki ağlar dizisine dönüĢtürelim:  

   , ,   1,2,...,  / 2,   1, 1,  j k j n kn
x t n x jh h j M t k            

  1, ,  / 1 ,  /n n n n nk N h h l M T N         

  1,  ,  /n n jk jk jkt
M M N N           

    1 1/ ,  / ,jk jk j k x jk j k jkx
h h              

   2

1 12 /jk j k jk j kxx
h          

  Her  bir  n≥1  doğal sayısı  için                                       

   
21

1 2

1 1

N M

n jk jkn
k j

I v h  


 

    (9) 

fonksiyonunun 

       1 2 0 1 2: , ,... ,0 , 1, , , 2,N k t kn n
V v v v v v b v b k N v b k N         

kümesi üzerinde                 

 
2

0 1 0,  1, 1,  1,p p p p p

jk jk k jk jk jkt xx
i a v a j M k N               (10) 

                                                      

 0 , 0, , 1,2 p p

j j j M p      (11) 

 
1 1

0 0,  1,k Mk k N      (12) 
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2 2

1 0,  1,K Mkx x
k N        (13) 

  Ģartları altında  minimumu bulunması  problemini göz önüne alalım. Burada   ,p

j

1,2p      fonksiyonları ağ fonksiyonları olup  aĢağıdaki gibi tanımlanır:                         

  

  
/2

/2

1
,  1,2  1, 1,

j

j

x h
p

j p
x h

x dx p j M
h

 



      (14) 

 
1 1 2 2 2 2

0 0 1 10,  ,  .M M M            (15) 

Ģeklinde tanımlanır. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Fark  Şemasının  Kararlılık  Kestirimi 

Gözüktüğü gibi     9 13  problemi de optimal kontrol problemi olup    9 5    

optimal kontrol probleminin diskrit aynısıdır. Her bir   nn
v V  için    10 13      

Ģartlarından , 1,2p

jk p   ağ fonksiyonlarının bulunması problemi    2 5  sınır değer   

problemine karĢılık gelen fark Ģemasıdır. Önce bu fark  Ģemasının çözümü için 

kararlılık kestirimini elde edelim.     

Teorem  4.1.1:  Her bir    nn
v V   için     13 15   fark  Ģemasının çözümü  

 

 

1 11 1 1
2 2 2 2 4

3

1 1 1

                              1,2,... , 1, 2

M p M pM M M
p p p p

jm jm j j jx x
j p j j j p j

h h c h h h

m N p

      
     

    

 
    

 

 

    
  (16)

                                                                                                 

kestirimi sağlar. Burada   3 0c   sayısı ,h  ve  m   den   bağımsızdır. 

İspat: Ġlk önce 
1

jk  ağ fonksiyonunu değerlendirelim. Bilindiği  üzere  kt t  katlarında    

1

jk   için fark Ģeması     

 0, 1,uk Mk k N      

Ģartını   sağlayan    ,k kx t   ağında  tanımlanan    jk    ağ fonksiyonu  için      

 

 

1
1 1

0

1 1

1
2

1 1

1

1

0, 1,

M M

t jk jk x jk x jk j

j j

M

k jk jk jk

j

h i a h X

h v a k N

      

  



 





 

   

 


  (17) 

toplam özdeĢliğine denktir.                                

                                                                                                             



11 

 

Burada 

 

1, 2,..., 1

1
, 1,

2

j

j M

X
j M

 


 




            

Eğer   
1,c  de jk   nın  yerine 1

jk   alıp  elde  edilen  eĢitlikten  onun  kompleks 

eĢleniğini  çıkartırsak                                                                        

  
1

1 1 1 1

1

0, 1,
M

t jk jk t jk jk

j

h k N      




     (18) 

Buradan da   

 
 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 1

1 1

t jk jk t jk jk

jk jk jk jk

      

    

 

   
  (19)

                                                                                       

formülünden  yararlanırsak  

  
21 1

2 2

1 1

1 1

0, 1,
M M

jk jk jk jk

j j

h h k N   
 

 

 

       

eĢitliğini elde ederiz . Bu eĢitliği k  üzerinden  1,k   k m M    e  kadar  toplarsak  

 
1 1 1

22 2
1 1

0 1

1 1 1 1

0
M M M M

jm j jk jk

j j k j

h h h   
  



   

       

buluruz.  
1 1

0 , 0,j j j M     Ģartını  kullanırsak  ve  sol taraftaki  üçüncül  terimin  negatif  

terimini  göz  önünde  bulundurursak                

  
1 1 1

2 2 2
1 1 1

1

1 1 1 1

,  1,2,...,
M M M M

jm jk jk j

j k j j

h h h m N   
  



   

         (20)                

kestirimini elde ederiz 

ġimdi   17  toplam  özdeĢliğinde  jk jk   nın  yerine   
1

t jk     alalım   ve  elde edilen eĢitliği  

onun kompleks eĢleniği ile toplayalım . Bu  taktirde   
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   

 

1 1 1 1

0

1

1
1 1 1 1 1 1

1

1

1
1 1 1 1

1

0

M

t x jk x jk t x jk x jk

j

M
L L

jk jk t j jk jk t jk

j

M

k jk t jk jk t jk

j

a h

a h

h v

          

        

      











  
 

   
  

  







  (21) 

eĢitliğini yazabiliriz. Burada  19   eĢitliğinden   ve      

 
    1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

t x jk x jk t x jk x jk

L L L

x jk x jk x jk x jk

          

        

 

   

  (22)

                                                                       

formülünden  yararlanırsak       

  

   

2 22
1 1

0 1 1

1

1
2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1

1

1
2 2 2

1 1 1 1

1 1

1

,  1,2,...,

M

x jk x jk x jk x jk j

j

M

jm jk jk jk jk

j

M

k jk jk jk jk

j

a h X

a h

h v k N

       

    

   

 





 





 



    
  

    

      







  (23)

                                         

eĢitliğini  elde ederiz. Bu eĢitlikten  1,2,...,k N    için     

  



2 2 2
1 1 1

0 1 1

1

1
2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1

1

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

M

x jk x jk x jk x jk j

j

M
L

jk jk jk jk jk

j

M M

k jk k jk jk jk jk t k jk

j j

a h X

a

h v v v h v

       

    

      

 





 



 

   

 

    
  

    


     







 

  (24)

                                                                                                       

1v     olduğunda   23  den aĢağıda ki eĢitliği yazabiliriz: 
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 

 

 

2 2 2
1 1 1 1

0 1 0 1 0

1

1
2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0

1

1
2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 0 1 1 0

1

M

x j x j x j x j

j

M

j j j j j

j

M

j j j j

j

a h

a h

h v v v

       

    

   











   

    

    







  (25)

                                                                   

 24  eĢitliğinin  her  iki  tarafın  üzerine  2k    den  k m N    kadar  toplarsak    

 

 

 

 

1 1
2 2 2

1 1 1 1

0 1 0 1

1 2 1

1
2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1

2 1

1 1
2 2 2

1 1 1 1

1 1 1

1 2 1

1
2

1

1

2 1

,  2,3,

M m M

x jm x j j x jk x jk j

j k j

m M

jk jk jk jk jk

k j

M m M

m jk j k jk jk

j k j

m M

t k jk

k j

a h X a h X

a h

h v v h v

h v m

       

    

   

  

 



  



 

 

 



  





 

   

    

     

  

 



 

  ..., N

  (26)

                                                                    

eĢitliğini  elde  ederiz.Bu  eĢitliği  ısı  eĢitliği ile  toplarsak     

 



 

 

1
2 2 2

1 1 1 1

0 0 0 1

1 1 1

1
2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1
2 2 2

1 1 1 1

1 0 1

1 1 1

1
2

1

1

2 1

,   2,3,

M m M

x jm x j j x jk x jk j

j k j

m M

jk jk jk jk jk

k j

M m M

m jm j k jk jk

j k j

m M

t k jk

k j

a h X a h X

a h

h v v h v

h v m

       

    

   

  





  



 

 

 



  





 

   


    



    

  

 



 

  ..., N

  (27)

                                                                    

eĢitliğini elde ederiz. Burada      

 
   

   

2 2 2 4 4
1 1 1 1 1

1 1

2
2 2 4 4

1 1 1

1 1

1

2

1 1

2 2

jk jk jk jk jk

jk jk jk jk

    

   

 

 

   

   

  (28)                                                                 
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eĢitsizliğini   kullanırsak          

 

 

1
2 41

0

1 1

1 1
2 2 4

1

1 1 1

2

,  2,3,...,

M M

x jm jm

j j

M M M

j x j j

j j j

a
a h h

c h h h m N

  

   



 

 

  

 

 
     

 

 

  

  (29)

                                    

eĢitsizliğini buluruz. Aynı Ģekilde  25  dan    

 

1
2 41

0 1 1

1 1

1 1
2 2 4

2

1 1 1

,

M M

x j j

j j

M M M

j x j j

j j j

a
a h h

L

c h h h

  

   



 

 

  

 

 
   

 

 

  

  (30)

                                                                 

kestirimi buluruz. Bu kestirimlerden  ve   29   kestirimimizden  kolaylıkla    

 

 

1
2 41

0

1 1

1 1
2 2 4

3

1 1 1

2

,  1,2,...,

M M

x jm jm

j j

M M M

j x j j

j j j

a
a h h

c h h h m N

  

   



 

 

  

 

 
     

 

 

  

                        

Buradan  ve   20  den  
1

jk  için   teoremin  ispatının  geçerli  olduğunu buluruz. ġimdi 

2

jk   için  kestirim  elde  etmeye  çalıĢalım. Bilindiği  üzere  her kt t  katında   
2

jk   için  

tork   Ģeması  0 1 ,k k    1mk m k   ,  1,k N   Ģartını  sağlayan  
jk   ağ    fonksiyonu    

için     

 

 

 

1 1
2

1 2

1 1
2

1

1 1

0 , 1,2,...,

M M
L

t jk jk x jk x jk

j j

M M
L L L

k jk jk jk jk jk

j j

h i h

h v a h k N

      

    

 

 

 

 

 

    

 

 
  (31)

                                         

Bu  integral özdeĢliğinden  yararlanılarak üstteki denk  iĢlemleri yaparak kolaylıkla 
2

jk   

ağ  fonksiyonu için teoremin ispatının geçerli olduğunu elde ederiz. 
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4.2 Fark Şemasının Hatası için Kestirim 

ġimdi bu kısımda    13 15   fark Ģemasının hatasını kestirelim. Bu amaçla    önce 

v V  için    2 5   sınır değer  probleminin çözümünün ortalamasını aĢağıdaki 

biçimde tanımlayalım:  

 

   

 
/2

0

1 /2

2 2 2 2

0 0 1 1

                            , ; ,

1
, ,  1, 1, 1, ,  ,

0, ,  1,2, 0,  ,  ,  1,2.

jk

k j

p

p jkn

x ht

p p p

jk p j j

t x h

k Mk k k Mk M k

x t v

x t dxdt j M k N
h

j M p k

 

   


     



 



   

    

      

    (32)

                                                                                                                                                                      

Bundan   baĢka  V   kümesi üzerinde  
n

v   operatörünü tanımlayalım:                         

 

       

 

1 2 1

/2

/2

: , , ,..., ,

1
, 1, 1

j

j

n mn n

x h

j

x h

v V V v v w w w

w v x dx j M
h







 

  
  (33)                                                                    

                                  p p p p

jk jk jkn
z z            gibi gösterelim, 

açıktır ki , , 1,2p

jkz p    ağ fonksiyonları aĢağıdaki sistemin çözümüdür.  

 
2

0 1 1 ,p p p p p p p p

jk jk k jk jk j k k jkt xx
i z a z v z F a a                                                                                                              

 1, 1, 1,j M k N     (34)                           

 0 0,  0, ,  1,2,p

jz j M p     (35)                             

 
1 1

0 0,  1, , k Mkz z k N     (36) 

 
2 2 0,  1, ,k Mkx x

z z k N      (37)  

burada   
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     
1

/2 2
2

0 12

/2

2

0 1

1
, ,

     ,    1, 1, 1, .

jk

k j

x ht

p pp

jk p p p

t x h

p p p p p

jk jk k jk jk jkx xx

F i a v t a x t x t dxdt
h t x

i a v a j M k N

 
  



      







  
     

   

      

 
  (38)

                                                                                                      

Teorem 4.2.1: Farz edelim ki  
1

2 2

4 5 1
1 1
1

/ , 8 max p p

jk jk
j M
k N

c h c a   



  
 

 
    
  

  Ģartları   

sağlanmıĢ olsun, burada 
4 5, 0c c   sayıları    ve  h  dan bağımsızdır. 

Bu  taktirde    34 37   sisteminin çözümü  için, yani Ģemasının hatası için   

  
1 1

2 2

6

1 1

,  1,2,  1,2,...,
M M

p

jm h j j

j j

h z c h v w p m N
 

 

 
      

 
    (39)

                  

kestirim geçerlidir. Burada   6 0,c     ,h t   ve  m    den bağımsızdır.  0,h     0,       

0h   için    0h     dır. 

İspat:    34 37  sistemini,    için teoremin Ģartlarını ve      7 , 8 , 16     kestirimlerini   

kullanarak                                                                       

 
1 1

2 2

7

1 1 1

, 1,2
M N M

p p

jm jk

j k j

h z c h F p
 

  

 
  

 
    (40) 

kestirimini elde ederiz.  1,2,...m N  burada  7 0c   sayısı  ,h    ve  m  den 

bağımsızdır. 

ġimdi  40  ın  sağ  tarafını kestirelim. ,p

jkF   1, 2p   ağ fonksiyonları için formülleri  

kullanırsak aĢağıdaki bağıntıyı kolaylıkla yazabiliriz:                                         

 
1 2 3 4 ,  1,2p p p p p

jk jk jk jk jkF F F F F p       (41) 

burada  
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1

/2

1

/2

1
,

jk

k j

x ht

pp p

jk jkt

t x h

F i dxdt i
h t












 

    (42) 

                            

1

/2

2

0 02

/2

1
,

jk

k j

x ht

pp p

jk jkxx

t x h

F a dxdt a
h x


 









 

    (43)

                                                     

                               
1

/2

3

/2

1
,

jk

k j

x ht

p p

jk p k jk

t x h

F v t x t dxdt v
h

 








      (44)

                      

 
   

1

/2
22

4

1 1

/2

1
, , ,

1, 1,  1, ,  1,2

jk

k j

x ht

p p p

jk p p jk jk

t x h

F a x t x t dxdt a
h

j M k N p

   








 

   

 
  (45)                                       

                                            

 32  formülüne göre  42  den ,p

jkF  1,2,p   1, 1,i M    2, N   için aĢağıdaki  formülü  

elde ederiz.  

 

   

 

1 1 1

1 1

/2 /2 /2

1

2

/2 /2 /2

/2 /2

2

/2 /2

2

1
, ,

,1

j j jk k k

k j k j k j

j jk k

k j k j

x h x h x ht t t

pp

jk p p

t x h t x h t x h

x h x ht t

p p

t x h t x h

p

i
F i dxdt x t dxdt x t dxdt

h t h

xi
i dxdt d dxdt

h t h

xi

h


 

 

  


  





  

 

  

  

 

 

   
   

   

 
  

 




     

   

   

1

/2 0

/2

, ,jk

k j

x ht

p

t x h

t x t
d dxdt

t t


 






 

   
      

  

   

Cauchy-Bunyakovski eĢitsizliğini uygulamıĢ olursak buradan  

 

   

1

/2 0
2

1

2

/2

, ,1

1, 1,  2, ,  1,2

jk

k j

x ht

p pp

jk

t x h

x t x t
F d dxdt

h t t

j M k N p



  







 

  
 

 

   

  
  (46) 

eĢitsizliğini elde ederiz. 
1

1

p

jF 1

1

p

jF     için  olan  formülü  kullanırsak  onu  aĢağıdaki  Ģekilde  

yazabiliriz: 
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 
 

 
   

   

1

0

1 1

0 0

1

0

/2

1

1 1 0

/2

/2 /2 /2

0

/2 /2 /2

/2

2

/2

,

, 1
, ,

, ,

j

j

j j j

j j j

j

j

x ht

pp p p

j j j

t x h

x h x h x ht t

p

p p

t x h t x h x h

x ht

p p

t x h

x ti i
F i dxdt

h dt

x ti i
i dxdt x t dxdt x t dx

h dt h

x t xi i
i dxdt

h t h


 

 


 

  

  


  





  

  






  

 
   
  

 
  

 

 

    

 
1

0 0

/2

/2

.

j

j

x ht t

t x h t

dxdt





 
 
  
  

  

  

Buradan  da ;                        

 

1

2/2
2

1

1

/2

4
, 1, 1, 1,2

jk

k j

x ht

pp

j

t x h

F dxdt j M p
h t











   

    (47)                   

2p

jkF  için olan formülü kullanırsak    

 

 

   

   

1 1 1

1

1

/2 1 /22

2 0 0

2 3

/2 /2

/2 /2

/2 /2

2 2

0

3 2 2

,

     2 , ,

, ,
     

j jk k

k j k j

j j

j j

x h x ht t

pp

jk p

t x h t x h

x h x h

p p

x h x h

x h
p p

x h

a a
F dxdt x t dx

h x h

x t dx x t dx dt

x t ta

h x








 

 

  

 

  





  

 

 

 





  
  

  

 
  
  

  
  

   

   

 



   

   

1

1

1

/2

/2

/2 2 20

0

3 2 2

/2

/2 2 20

0

3 2 2

/2 0

, ,
    

, ,
    

jk

k j

jk

k j

jk

k j

x ht

t x h

x ht x h
p p

t x h x h

x ht h
p p

t x h h

d d dxdt

x t ta
d d dxdt

h x

x t x ta
d d dxdt

h x x

 

   
 

 

   
 













 

 



 

   
  

   

    
  

   

  

   

   

      

  

eĢitliğini elde  ederiz. Cauchy-Bunyakovsky eĢitsizliğini kullanırsak sonuncu eĢitlikten    

 

   

1

/2 2 20
2

2 0

3 2 2

/2 0

, ,

2, 2,  1, ,   1,2.

jk

k j

x ht h
p pp

jk

t x h h

x t x ta
F d d dxdt

h x x

j M k N p

   
 






 

    
  

   

   

   
  (48) 
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eĢitsizliğini kolaylıkla elde edebiliriz. ġimdi 2 ,p

jkF 1, ,k N  1,2p    terimini kestirelim. 

Bu ağ fonksiyonunun  1p    için formülünü kullanırsak                  

 

 

   

   

1

1

1 1 1

1 1 1

/2 2

112 1 1 10 0
1 2 1 02 2

/2

1 1 1 10

/ /2 /2

1 10

3

/2 /2 /2

,
2

/ 2, / 2,
      

, ,
     

jk

k j

k

k

x ht

k k k k

t x h

t

t

x h x h x hx h

x h x x h x h

x ta a
F dxdt

h x h

x h t x h ta
dt

h x x

t ta
d dx d dx

h


  



 



   
 

  









  

  


     

    
   

  

 
 

 

 



  

 

 

1

1 1

1 1

1

1 1 1 1

2

/2 /2 2

10

3 2

/2

/2 2

10

3 2

/2 /2 /2

,
     

,
     

k

k

k

k

k

k

t

t

t x h x hx h

t x h x

t x h x

t x h x h x h

dt

ta
d d dxdt

h

ta
d d dxdt

h





 
 

 

 
 

 







 





  

   
  
    


 








 

   

   

            

  

eĢitliği yazabiliriz. Buradan da Cauchy-Bunyakovsky eĢitsizliğinin yardımıyla               

 
 1

1 1

2/2 22
2

112 0
1 2

/2

,9
,  1,

k

k

t x h

k

t x h

x ta
F dxdt k N

h x











 

    (49)                             

eĢitsizliğini elde ederiz. 2p     için   2

1

p

kF   olan  formülden      

 

 

   

 

1

1 1

1

1 1 1

1 1

1 1

/2 2

222 2 2 20 0
1 2 1 02 2

/2

/2

2 1 20 0

2 3

/2

/2 /2 2

20

3

/2

,
2

/ 2, ,

,

k

k

k k

k k

k

k

t x h

k k k k

t x h

t t x h x h

t t x h x

t x h x hx h

t x h x

x ta a
F dxdt

h x h

x h t ta a
dt d dxdt

h x h

ta
d d

h



  



  


  

 


 



 







 



 




     

   
   

   






 

   

    .dxdt

   

eĢitliğini  elde  ederiz. Buradan                              

 
 1

1 1

2/2 22
2

222 0
1 2

/2

,4
,  1,

k

k

t x h

k

t x h

x ta
F dxdt k N

h x











 

    (50) 

elde ederiz. 
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  49  ve  50  eĢitsizliklerini aynı  Ģekilde   12

1M kF 
  ve   22

1M kF 
   için  kullanarak 

aĢağıdaki  eĢitsizliği elde ederiz:                                                            

 
 1

1 1

/2 22
2

112 0
1 2

/2

,9 k M

k M

t x h

M k

t x h

x ta
F dxdt

h x







 










    (51)

                                                                 

 
 1

1 1

2/2 22
2

222 0
1 2

/2

,4
.

k M

k M

t x h

M k

t x h

x ta
F dxdt

h x







 










    (52) 

ġimdi 3,p

jkF  1, 1,j M   1, ,k N 1,2p   terimlerini kestirelim.  

 44  formülünü  kullanırsak                                  

 

   

  

    

1

1

1

/2

3

/2

/2

/2

/2

/2

1
,

1
     

1
     ,

jk

k j

jk

k j

jk

k j

x ht

p p

jk j jk p

t x h

x ht

p

jk i

t x h

x ht

p

jk p

t x h

F v v x x t dxdt
h

v v x dxdt
h

v x x t dxdt
h

 





 




















 

  

 

 

 

 

  (53)                                       

                                                      

eĢitliği  yazabiliriz. 
p

jk     için formüle göre    

 

 
 

 

    

1

1
2

/2

,
/2

0, ; 0,

1
, max ,

, 1,2.

jk

k j

x ht

p

jk p p
x t

t x h

p pL L T W

x t dxdt vrai x t
h

p

  


 



 








 

  

 
  (54)                                                                   

eĢitsizliğini elde ederiz. Kolaylıkla  , ,p x t 1,2p   fonksiyonları için aĢağıdaki 

eĢitsizlikler elde edilir:                                                         

  
      1 11

2 22
1 7 1 0,0,

., ,
W WW

t c f 


    (55)                                                        

  
      1 11

2 22
2 8 1 0,0,

.,
W WW

t c f 


    (56) 
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 0, .t T     Burada    
7 8, 0c c      belirli sayılardır  ve   t  den   bağımsızdır.  Bu  

kestirimleri  ve    54  eĢitsizliğini  kullanarak                                                                                                              

  

 
1

9jk c    (57)                                                                                                                     

 
2

9jk c    (58) 

eĢitsizliklerini elde ederiz.  1,2,... 1 ,j M     1,2,...k   burada  
9 0c      sayısı   j   

ve  k   dan  bağımsızdır.  53    den                             

 
 

1

/2

3 1
12

/2

, ,

1, 1,  1, ,  1,2.

jk

k j

x ht

p p

jk jk p k k

t x h

b
F x t dxdt c v w

h

j M k N P

 








   

   

 
  (59)    

                                                                                 

eĢitliğini elde ederiz. ġimdi       ,p

j k p x t     farkını  ele  alalım.  
p

jk   için   olan  

formülü   kullanırsak   bu   farkı  aĢağıdaki gibi yazabiliriz:   

 

      

   

1

1

/2

/2

/2

/2

1
, , ,

, ,1

jk

k j

jk

k j

x ht

p

jk p p p

t x h

x ht

p p

t x h x t

x t x t d d
h

x
d d d

h

 

       


    
  

  













  

  
  

  

 

   

  (60)

                                              

bu ifadeyi  59  de kullanırsak  

  

 
1 1

2 2/2 /22 2
2

3 21 1
12

/2 /2

2 3
3 ,

1, 1,  1, ,  1,2

j jk k

k j k j

x h x ht t

p pp

jk k k

t x h t x h

b h b
F dxdt dxdt c v w

x h t

j M k N p

 


 

 

 

 
   

 

   

      (61) 

eĢitsizliğini  elde ederiz.                                                                                   
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ġimdi    4 ,p

jkF   1, 1,j M    1, ,k N   1, 2p      terimlerini    kestirelim.  4 ,p

jkF    için 

olan formülü    kullanırsak   

 
   

1

/2
22

4 1

/2

, , ,

1, 1,  1, ,  1,2

jk

k j

x ht

p p p

jk p p jk jk

t x h

a
F x t x t dxdt

h

j M k N p

   








  
  

   

 
  (62)                          

  

eĢitsizliğini  elde ederiz. Buradan                            

 

   

          

22

2 2

, ,

, , , ,

p p

p p jk jk

p p p p

jk p p jk jk p p jk

x t x t

x t x t x t x t

   

       

 

    
                               

eĢitliğin geçerli olduğu açıktır. Bu eĢitliği  kullanırsak   
4p

jkF   için                                

 
    

1

/2
2 2

4 1

/2

3
, , ,

1, 1,  1, ,  1,2

jk

k j

x ht

p p p

jk jk p jk p

t x h

a
F x t x t dxdt

h

j M k N p

   








  

   

 
                                   

eĢitsizliğini elde ederiz. Burada    57 ,  58   eĢitsizliklerini  kullanırsak                            

 
 

1

/2

4 10

/2

,

1, 1,  1, ,  1,2

jk

k j

x ht

p p

jk p jk

t x h

c
F x t dxdt

h

j M k N p

 








 

   

 
  (63)                                                                               

eĢitsizliğini,  60  ı  kullanırsak      

 
1 1

/2 /2
2

4 10 13

/2 /2

2 2
,

1, 1,  1, ,  1,2

j jk k

k j k j

x h x ht t

p pp

jk

t x h t x h

c h c h
F dxdt dxdt

x x

j M k N p

 

 
 

 

 

 
 

 

   

   
  (64)

                                                                                   

eĢitsizliği elde ederiz. Fubini teoremini  [15] kullanırsak,  46    den aĢağıdaki  eĢitsizliği 

elde ederiz: 
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   

2
01

2
1

2 1

, ,1
,  1,2.

N M
p pp

jk

k j

x t x t
h F dxdt d p

t t


  
 





   

   
   
  
 

     (65)            

Herhangi   0    alalım.  2L    uzayında  tanımlanmıĢ  fonksiyonunun  sürekliliği  

teoremine  göre         iken   

 
   

 2

, ,

L

x t x t

t t

  




  
 

 
 

olacak  Ģekilde  0   sayısı vardır. Buna göre böyle   lar  için   65    den                              

 
1

2
1 0

2 1

N M
p

jk

k j

h F w


 

   (66) 

eĢitsizliğin geçerli olduğunu elde ederiz. Burada 
0 0,w   0   için 

0 0.w     47    

eĢitsizliğine göre   

 
 

 2

2
1

2
1

1 0 0,

.,M
pp

jk

j
L

t
h F dt

t

 










   

eĢitsizliğini   elde   ediyoruz.  Ġntegral   mutlak  sürekliliğine   göre   sonuncu  

eĢitsizlikten                                           

 
1

2
1 1

1

1

,  1,2.
M

p

j

j

h F w p




    (67)                                           

Burada  
1 0,w   0    için  1 0.w   Böylece     66 67  eĢitsizliklerinden                                               

 
1

2
1 0 1 0

1 1

, 1,2
N M

p

jk

k j

h F w w w p  


 

      (68)                         

 66  eĢitsizliğinin  elde   edilmesiyle   aynı   olarak   48  aĢağıdaki  eĢitsizliğin geçerli 

olduğunu elde ediyoruz: 
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1

2
1 2

1 1

, 1,2
N M

p

jk h

k j

h F w p


 

    (69) 

burada 
2 0hw   ve 0h   için  

2 0.hw      49 52  eĢitsizliklerinden                                                                             

  

 

 2

2
2

2
1 2

1 0 2
1 0 0,

9

hN
pp

j

k
L T

h F a dx
x










    (70)                                      

 

 2

2
2

2
1 2

1 0 2
1

0,

9
N

pp

j

k h L T

h F a dx
x




 





    (71)                             

eĢitsizliği   elde   ederiz. Buradan ve integralin  mutlak   sürekliliğinden  bu  eĢitsizliklerinin    

sağ  taraflarının  0h    için sıfıra yaklaĢtığını  elde ederiz. Yani;                                     

 
1

2 2
1 1 3

1 1

1 1

,  1,2
N M

p p

j M k h

k k

h F h F w p 




 

       (72)                         

buradan  
3 0hw    ve  0h   için  

3 0hw    dır. Bu  taktirde   69    den   ve   72    den 

 
1

2
1 0

1 1

, 1,2
N M

p

jk h

k j

h F w p


 

    (73) 

eĢitsizliğini elde ederiz. Burada 
0 2 3.h h hw w w     6 1 , eĢitsizliğinden    8 9       

kestirimlerinin  yardımıyla   bir   sonraki  eĢitsizliği  elde  ederiz:                         

     
1

2
3 2 2

11 4
1 1

,  1,2.
N M

p

jk n

k j

h F c h Q v v p 


 

       (74)

                    

burada    11 0c         sayısı       ve   h      dan   bağımsızdır.   

 64  eĢitsizliğinden    8 9  kestirimlerinin  ve  nQ v  operatörü  için olan formülü   

yardımıyla                         

  

    
1

2
4 2 2

12

1 1

,  1,2,  1,2,...
N M

p

jk

k j

h F c h p m N 


 

       (75)                 
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eĢitsizliğini elde ederiz. Burada 
12 0c     sayısı    ve h  dan bağımsızdır. Böylece   68   

ve      73 75   eĢitsizliklerinin  yardımıyla  40   ve  41   dan                        

 
    

 

1
22

0 0 2 2

13

1

,

1,2,  1,2,...

M
p

jm h n n
j

h Z c w w h Q v v

p m N

 




     

  


  (76)                                                                                            

eĢitsizliğin geçerli olduğunu elde ederiz. Burada 
6 0c   sayısı   ve  h   dan   

bağımsızdır.   Bu eĢitsizlikten     

                         
0 0 2 2

h hw w h           ve      
1/2

1
2

1

M

n j jn
j

Q v v h w v




 
   

 
  

Ģeklinde  kabul edersek   teoremin geçerli  olduğunu  elde  ederiz.  Teorem  ispatlandı. 

4.3.Fark  Yaklaşımlarının  Fonksiyonele  Göre  Yakınsaklığı 

Bu kısımda fark Ģemasının hatası olan kestirimi kullanarak sonlu fark yaklaĢımlarının  

fonksiyonele göre yakınsaklığını  inceleyelim. 

Teorem 4.3.1: Farz edelim ki teorem 4.2.1 in Ģartları sağlanmıĢ olsun. Bu taktirde    

v V    ve     nn
v V    için                                                            

          14 ,n h nn n
J v I v c Q v v      (77) 

burada 14 0c    olup     ve  h   dan  bağımsızdır  ve   0,h      0,      0h    için  

0h    dır. 

    
1/2

2

1

N

n k kn
k

Q v v w v


 
   

 
  

İspat:     n n
J v I v  farkını göz önüne alalım.  32  ve  21  formüllerini  kullanırsak                                             
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         

    
1

1 /2
1 2

1 2
/2

1 1

1 2

1 2

, ,

, , ,

k
j

j

k

tN M x h

n jk jkn x h
k j t

jk jk

J v I v x t x t

x t x t dxdt

   

   



 


 

     

   

  
                                                                                               

eĢitliği elde ederiz. Cauchy-Bunyakovski eĢitliğini ve      8 ,  9 ,  16  kestirimlerini 

kullanırsak     

 

      

   

1

1

1/2
/2

1
2

1

15 1

1 1 /2

/2
1

2
1

2 15 1 2

1 1 /2

,

,

jk

k j

jk

k j

x htN M

n jkn
k j t x h

x htN M

jk

k j t x h

J v I v c x t dxdt

x t dxdt c J J

 

 








  




  

 
    
 
 

 
    

 
 

  

  

  (78) 

                                             

eĢitsizliğini yazabiliriz. 
1J    için  olan  formülü kullanırsak,       

 

   

 

 

1

1

/2
1

2 1 1 1

1 1

1 1 /2

/2
1

2
1

1

1 1 /2

1
2

1

1 11 12

1 1

,

       2 ,

       2 , .

jk

k j

jk

k j

x htN M

jk jk jk

k j t x h

x htN M

jk

k j t x h

N M

jk

k j

J x t

x t dxdt

h x t J J

   

 

  








  




  



 

    

  

   

  

  



  (79)

                                                                        

eĢitsizliğini  elde ederiz. Önce  11J   i   kestirelim.  60  formülünü kullanırsak,                                                                           

 

   2 2

2 2

2 21 1
11 4 4

L L

J h
t x

 


 

 
 

 
  (80) 

eĢitsizliğini elde ederiz.  39  kestirimini 1p     için kullanırsak                                                                                    

     
2

12 52 h n n
J c Q v v     (81) 

eĢitsizliği  ispatlanır. Böylece   80     ve    81     kestirimlerinin   yardımıyla    
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       
22

11 16 h n n
J c Q v v     (82) 

eĢitsizliği elde edilir.   Burada   
16 0c      sayısı        ve    h    dan  bağımsızdır.   Aynı    

Ģekilde    
2

2J   için                                                                                  

       
22

2 17 .h n n
J c Q v v     (83) 

eĢitsizlik ispatlanır. Böylece    82      ve    83       eĢitsizliklerini     kullanırsak     78      den        

teorem   ispatlanmıĢ   olur. 

ġimdi     fonksiyonele    yakınsaklık    teoremini     ispatlamadan    önce    yardımcı  Lemmayı   

ispatlayalım. 

Lemma  4.3.2:  Farz edelim ki 4.3.1 in Ģartları sağlanmıĢ olsun.  Bunun yanı sıra  

diyelim  ki   nQ    operatörü  33  formülüyle  tanımlanmıĢ olsun. Bu  taktirde 

 n nQ v V    ve   aĢağıdaki   kestirim  geçerlidir: 

                                          

      14 .n n hJ v I Q v c     

İspat: Farz  edelim ki  v V  herhangi  bir mümkün kontroldür. nQ   operatörünün 

tanımına göre                                            

 

   

 

1 2

1

, ,...,

1
,  1,

k

k

n N

t

k

t

Q v w w w

w v t dt k N






 
    

 dir. Bu  formülü   kullanırsak,  aĢağıdakileri  yazabiliriz.                                  

 

 

 

1 1

1 1

0 0

1 1

1 1
,  1,

1 1
,   1,

k k

k k

k k

k k

t t

k

t t

t t

k

t t

w v t dt b b k N

w v t dt b b k N

 

 

 

 

   

   

 

 
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Bu   eĢitsizliklerden ,    
0 1,kb w b     1,k N     elde   edilir.                                        

 

   

       

 

1

1 2

1 1 1

1

1

2 2

2

1 1 1

1 1

1
,  2,

k k

k k

k k k

k k k

k

k

t t

k k
t k

t t

t t t

t t t

t t

t t

w w
w v t dt v t dt

v t dt v t d v t v t d

dv
d dt k N

d



   

   
 




 



 

  







 
    

  

   
          

      

  
   

   

 

  

 

                                                                                                                                                                

Bu   eĢitsizlikten   yararlanarak                                            

 

 

1

1

2

2

2 2 22

2

1

1
,     2,

,     2,

k

k

k

k

t t

t k

t t

t t

n

t t

kt

dv
v d dt

d

b d d b b k N

w b k N






 

 


 

 











  
     

  

 
    

 

 

 

                                                                                                                                         

eĢitsizliği yazabiliriz. Buradan    nV    kümesinin   tanımına  göre    n nQ v V   elde   

edilir.  Bu  taktirde   n nv V  diskrit   kontrolünü   alıp   teorem  4.3.1   i  ispatlamıĢ  

olursak  lemmanın geçerli olduğunu elde ederiz. Lemma  ispatlandı. 

 Farz edelim ki,  nP    operatörü   aĢağıdaki  formül  ile  tanımlıdır.                                                   

     .n n
P v v t   (84)                                                           

Burada       

  
 

1 1

1 0 1

,  ,  2, ,
,0

k t k k

k k

v v t t
v t t t t k N

v t t t


 

 
   

  
  (85) 

 dir.                                    

Lemma  4.3.3: Farz edelim ki, teorem 4.3.1   in Ģartları sağlanmıĢ olsun. Bunun yanı 

sıra nP   operatörü   84   formülü  ile  tanımlansın. Bu  taktirde   n n
P v V  ve  
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       14 .n n hn n
J P v I v c     (86) 

kestirim geçerlidir. 

İspat:   Farz  edelim  ki,       n nv V       herhangi     eleman  olsun.  Önce gösterelim ki   
nP    

operatörü        

                                            :n nP V V  

Gerçekten      herhangi        n nv V       için       n n n
P P v       operatörü        84 85     

formülleri   ile    tanımlanır.
nV    kümesinin   yapısına   göre                                                

 0 1,  1,kb v b k N     (87)                                                   

Bunu  kullanarak   85  den                                                     

   1 0 1,v t v t t t     

elde  ederiz. B u  durumda                                                                                         

  0 0,0 ,b v t b t t t       (88)  

ġimdi    1 1,  2,kt t t k N       için   85  dan  buluruz:   

 
    1

1

1 ,

,   2,

k k
k t k k k k

k k

t t t t
v t v v t t v v

t t t k N


 





  
      

 

  

  (89)                                                   

Eğer       k
k k

t t
t 




        eĢitlersek     1,k kt t t      için         0,1k k t        olur. 

 87  Ģartından  yararlanırsak    89  den  buluruz.   

 
      

    

1

1 1 1 1

1

1 , , 2,

k k k k

k k k k

v t t v t v

t b t b b t t t k N

 

 





   

      
  (90) 
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      

    

1

0 0 0 1

1

1 ,    , 2,

k k k k

k k k k

v t t v t v

t b t b b t t t k N

 

 





   

       
  (91)

                                                                                                     

Böylelikle     90 ,  91   ve   88  i  birleĢtirirsek                                                                                                    

    , 0,b v t b t T     (92) 

eĢitsizliğini   buluruz. 

   v t    fonksiyonu  için  gerçekleĢtirilmiĢ   türevin  tanımını  kullanırsak                                                                            

 
  1

0 1

, , 2,

0,0

t k k k
dv t v t t t k N

dt t t t

 
   

 
  

  (93) 

formülünü  buluruz.  Gerçekten   0,g T        0 0g g T       için  

 

 
 

 
 

  
   

      

     

   

1

1

1 0

1 1

1

1

0

0 1

1

0

10

1

2

2 2

1 0
2

0

0

k

k

k

k

kk

k k

k

k

tT N

k t

t tN

k t k k

k t t

t ttN N

t k k t k k

k kt t t

tt N
t t

t kt t
kt t

t

k k k

t

dg t dg t
v t v t dt

dt dt

dg t dg t
v v t t dt v dt

dt dt

v g t dt v v t t g t

g t dt v g t v g t dt

g t dt v g t v



 







 









  



 






   

    

   

  

 

  

 

 

    

       
1

1 0

1 1 1 1

2

1 0

2

0
k

k

N

k

k

t tN

t k N N

k t t

g t v g t

v g t dt g t dt v g t v g t









  

    



  

   

    0,Ng t g T        0 0 0g t g   olduğundan    
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  
 

   
1

1 0
20

0
k

k

t tT N

t k

k t t

dg t
v t dt v g t dt g t dt

dt





      

formülünden    93  formülünü elde  ederiz.                                  

 
 

0 10,
dv t

t t t
dt

               

olduğunu                                                                                                 

    2 0 1, ,dv t b t t t    (94) 

Diğer  taraftan                                 

 
 

1, , 2,t k k k

dv t
v t t t k N

dt
       

olduğundan                                                                     

 
 

 2 1, , ,  2,t k k k

dv t
v b t t t k N

dt
       (95) 

 94  ve   95  birleĢtirelim                                                                                                  

 
 

 2 , 0,
dv t

b t T
dt

    (96) 

buluruz.  Böylelikle   92   ve   96   den   yararlanırsak   V    nin    yapısına   göre  v V    

olur,  yani                                                                                    

       ,n nn n
v t P v V v V      (97)                

Buna  göre  v V    kontrolünün    yerine        n n
v t P v V    kontrolünü    alıp    4.3.1     

teoremini ispatlamıĢ olursak                   

              16n n h n nn n n n
J P v I v c Q P v v      (98) 

eĢitsizliğini elde ediyoruz. 
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           ġimdi       n n n n
Q P v v    normunu  kestirelim. 

  

 

        

 

  

   

 

1

1

1 0

1 1

1

2 2

2

2

1 1

2

1 1

2

2 2

2 2

2
2

2

1

1 1

1

2

k

k

k

k

k k

k k

k

k

k k kk k k

tN N

k k k

k k t

t tN

k t k k k

k t t

t tN N
t k

t k k k

k kt t

t t
N

kt k

k
t t

Q P v v Q v v

v v v t dt v

v v t t dt v v dt v

v
v t t dt t t dt

t tv

 


  
 


  

 


  







 



 



 






  

    

     

   

 
 

 
 

  

  

  


2 2 22

2 2
2

2 2 4 4

N N

t k

k k

Tb
v b


 

 

  

  

                           

Buradan   ve    98     dan   Lemma ispatlandı. 

ġimdi  sonlu fark  yaklaĢımlarının  fonksiyoneline  göre  yakınsaklığı  için teoremi 

ispatlayalım. 

Teorem  4.3.4: Farz  edelim ki  lemma  4.3.2   ve   lemma  4.3.3  ün Ģartları sağlanmıĢ  

olsun. Bunun  yanı  sıra farz edelim ki  ,v V     nn
v V


   sırasıyla    1 5  ve   

   9 13   problemlerinin çözümleri olsun. Yani,  

                               inf ,
v V

J J v J v


      
 

     inf
n

n nn nn v V
I I v I v




   

bu taktirde    9 13   fark  problemleri dizisi    1 5   problemin  yaklaĢımıdır. Yani  

lim
nn

I J 


    ve  aĢağıdaki  kestirim  geçerlidir.                                                                                        

 13 hn
I J c      (99) 
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İspat :    Ġspat  için   9,23,26   çalıĢmalarındaki yöntemi kullanalım.  Teoremin  Ģartına  

göre  ,v V   kontrolü      1 5  probleminin çözümüdür. Lemma  4.3.2  in Ģartı  

sağlandığında    n nQ v V     ve       16 , 1,2,...n n hI Q v J v c n
      dir.  Bu  

taktirde  bu  eĢitsizlikten   

                                16 16 , 1,2,...n n h hn
I I Q v J v c J c n  

 

       

EĢitsizliği elde edilir.  Buradan                                         

 14 ,  1,2,...hn
I J c n      (100)                              

Teoremin Ģartına göre    nn
v V


      9 13   probleminin çözümüdür.                           

.Lemma  4.3.3   e  göre    n n
P v V


   olur   ve   aĢağıdaki   eĢitsizlik   sağlanır:                                               

        14 ,  1,2,...n n hn n
J P v I v c n

 
             

Buradan  aĢağıdaki  eĢitsizliği elde ederiz:              

     14 14 , 1,2,...N n h hn n
J J P v I c I c n  



         

Buna  göre  sonuncu   eĢitsizlikten                                                     

 14 ,  1,2,...hn
I J c n       (101)                                

EĢitsizliğinin  geçerli  olduğu  elde  edilir.  100    ve  101    den   99  un  geçerli  

olduğunu elde  ederiz. ,n nh h      iĢaretlerine  göre   lim lim 0.n n
n n

h
 

   

h      formülü   göz   önüne   alınarak    99    da   n   için    limite    geçerek  

teorem  ispatlandı. 
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5.  TARTIŞMA  VE  SONUÇ 

 

Tezde  incelenen  Schrödinger  tip  denklem  için  optimal  kontrol probleminin sonlu  

farklar yöntemi ile çözümü problemin oluĢturulması açısından 

         8 9 10 11 12       çalıĢmalarından farklıdır. Lineer Schrödinger Denklemi için  

bu türlü optimal kontrol problemi, kontroller uzay değiĢkenine bağlı olduğunda,   

Ġskenderov  A.D. ve Mahmudov    N.M.  yazarları tarafından çalıĢılmıĢtır. Bu  tez   

çalıĢmasında   ise   Lineer   olmayan Schrodinger denklemi  için kontroller zamana bağlı 

olduğunda, optimal kontrol probleminin sonlu farklar matoduyla çözümü 

incelenmiĢtir.Bu farklılıklar problemin incelenmesinde değiĢiklikler oluĢturmaktadır. 

Bu açıdan çalıĢma          8 9 10 11 12     çalıĢmalarının sonuçlarından  farklıdır ve 

onlarla örtüĢmez.  
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