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ONSOZ
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Calismada Schrodinger denklemi icin optimal kontrol probleminin sonlu farklar
yontemi ile ¢Oziimii ele almmustir. Ele alinan optimal kontrol probleminin ayrik
bi¢iminin olusturulmasi incelenmis ve ¢oziim i¢in fark yaklasimlarinin fonksiyonele

gore yakisakligi ispatlanmistir.
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OZET

Bu tezde, Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol probleminin sonlu farklar yontemi
ile ¢coziimi ele alinmistir. 3.1 boliimiinde lineer olmayan Schrédinger denklemi i¢in bir
optimal kontrol problemi ele alinmistir. 3.2 boliimiinde ise 3.1 boliimiinde tanimlanan
optimal kontrol problemi sonlu farklar yontemi kullanilarak diskritlendirilmistir. 4.1
bolimiinde sonlu fark semasmin ¢dziimii icin kararlilik kestirimi elde edilerek 4.2
bolimiinde fark semasinin hatasi degerlendirilir. 4.3 boliimiinde fark semasinin hatasi
icin Kkestirimi kullanarak sonlu fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligi
gosterilmistir. Besinci boliimde ise bu tezin Onceki ¢alismalardan farkliligi

vurgulanmustir.

2015, 44 sayfa

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan Schrodinger denklemi, Optimal kontrol, Sonlu

farklar, Fonksiyonele gore yakinsama



ABSTRACT

In this thesis, the solution by the finite difference method of an optimal control problem
for schrodinger equation is considered. In section 3.1, an optimal control problem for
nonlinear Schrodinger equation is considered. Also, in section 3.2, the optimal control
problem which is defined in section 3.1 has been discretized. By obtaining the stability
estimation for solution of the finite difference scheme in the section 4.1, the error of
the difference scheme has been evaluated in section 4.2. In section 4.3, by using the
estimation for the error of difference scheme, the covergence of the finite difference
approxination according to functionel is shown by using the prediction for the error of
difference schemes. Also, in section 5, the difference of this thesis from the previous
works has been emphasized.

2015, 44 page

Key Words: Nonlinear Schrodinger equation, Optimal control, Finite difference.
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1.GIRIS

Schrédinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemler i¢in optimal kontrol
teorisi c¢agdas optimal kontrol teorisinin Onemli alanlarindan biridir. Bu teorinin

problemleri ¢ogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte

ve ¢agdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikar [1], [2], [3] bu nedenle

boyle problemlerin incelenmesi, gerek teorik gerekse uygulama agisindan onemlidir.

Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ilk dnce farkli caligmalarda ele
almmustir [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [1 ] Bu c¢alismalardan A.G.

Butkovskiy, A.D. iskenderov ve G.Y. Yagub un ve onlarm grencilerinin ¢alismalarini
onemle dikkate almak gerekir. A.D. Iskenderov ve G.Y. Yagub un calismalarmda hem
lineer hem de lineer olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen sistemler icin

optimal kontrol teorisi olusturulmus ve gelistirilmistir.

Optimal kontrol problemleri i¢in incelenen sorulardan biri onlarin niimerik ¢éziimler
sorusudur. Optimal kontrol problemlerini ¢6zmek i¢in simdiye kadar farkli metotlar
kullanmilmistir. Bu metotlardan birisi sonlu farklar metodudur. Sonlu farklar metodunun

temelinde tnlii Rus matematik¢i A.N. Tikhonov, A.A. Samarski ve digerlerinin

olusturdugu ve gelistirdigi bulunmaktadir [13—14]. Optimal kontrol problemlerinin

¢Ozlimiine sonlu farklar metodu uygulanirken 6nce kontrol olunan sistem ifade edilen
diferansiyel denklem fark semasina doniistiiriiliir ve elde edilen fark semasi i¢in
kararlilhik ve semanin hatasi sorunlari incelenir. Bu sorularin incelenmesinde farklar
semasinin teorisiyle ilgili bilgiler 6nemli rol oynar. G6z 6niine alman fark semasi i¢in
elde edilen sonuclar optimal kontrol probleminin sonlu farklar metoduyla ¢oziimiinde
kullanilir. Lineer olmayan Schrodinger denklemi igin Lions fonksiyonelli optimal
kontrol problemlerinin niimerik ¢oziimiiniin kontroller, zaman degiskenine baglh
oldugunda nadiren incelenmesinden dolayr bu tez caligmasi gerek teorik gerekse
uygulama acisindan O6nem arz etmektedir. Bu tez ¢aliymasinda da Schrodinger tip
denklem i¢in Lions fonksiyonelli optimal kontrol probleminin niimerik ¢dziimii ele

almmustir.



Bu tez ¢alismasinin materyal ve yontem bdliimiiniin birinci kism1 Schrédinger denklemi
icin kontrol problemi tanimlanmig ve onun sonlu fark yaklasimi sonlu farklar
metodunun yardimiyla olusturulmustur. Arastirma bulgular1 boliimiinde 6nce fark
semasinin hatasi incelenmistir. Inceleme sonucunda semanm hatas1 i¢in kestirim elde
edilmigstir. Elde edilen iki kestirimi kullanarak fark yaklagimlarmnin fonksiyonele gore
yakimsaklig1 gosterilmistir. Once bunun i¢in siirekli fonksiyonel ile diskrit fonksiyonelin
degerleri arasindaki fark kestirilmis ve bu degerlendirmede fark semasi i¢in elde edilen
kestirim 6nemli rol oynamistir. Fonksiyoneller arasindaki farktan ve fark semasmin
hatas1 olan kestirimden faydalanarak fonksiyonele gore yakinsaklik sonug¢ olarak elde
edilmistir. Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol probleminin niimerik ¢éziimiiyle

ilgili olan sorular ve sonlu farklar metodunun metodu nun yakinsakligi Once

[4].[7].[8].[9-10],[11],[12] calismalarinda incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerde kullanacagimiz lemmalar ile bazi uzaylarin ve kavramlarin

tanimlarini verecegiz:

Tamm 2.1: Lz(O,I) Hilbert uzay1 olup elemanlar1 (O,I) araliginda dlgilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

(U)o = Iu(x)\_/(x)dx,

||u|||_2(o,|) - <u’ u> L(0l)’

Tamm 2.2: LQ(Q) Hilbert uzay1r olup elemanlar1 Q boélgesinde oOlgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

(v9).0) = [ 6090 Db

”W”LZ(Q) - <l//’ W> L(Q)

Tamm 2.3: L, (0,1) Banach uzay: olup elemanlar1 (0,1) arahginda dlgiilebilir ve

smirli fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir;

||u|| | = vrai max u(x )\

XeOI



Tanim 2.4: CO([O,T] ,B) Banach uzay1 olup elemanlar1 [O,T] araliginda siirekli olan

ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir;

”u”CO([O,T],B) - Q(%“U (t)HB

Tanm 2.5: W,”'(Q) Hilbert uzay1 olan Sobolev uzayidir. Elemanlar: Q bélgesinde

oy 0w Oy
N y T I— Q
o o o S

ozelliklerini saglar. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

tanimlanan  Oyle l//(x,t) fonksiyonlaridir ki,

W Bz :j[w(x,t);j(x,t)ﬁwé;,t) ¢(;X’t)+

azt//(xvt)52¢(X’t)+5'/’(x't)a&(x’t) dxdt
ox? ox* ot ot |

vl = \(ww)-

0 21

Tanmm 2.6: W, (Q) uzayt W,'(Q) uzaymm alt uzayr olup elemanlari Q

dikdortgeninin yan taraflarinda sifira esittir.

Lemma 2.1: (Gronwall Lemmasi, Vasilyev F.P., 1981). a>0,b>0 olmak iizere

®,]= 0,N sayilari

i -
0<@p,<a,0<gp,,<a+h) ¢ j=0,N-1

m=0

Sartlarini sagliyor ise bu takdirde
0<g, <a(l+b)’, j=0,N

Esitsizligi gecerlidir. Eger



N-1 -
0<p <a+b) ¢, j=0N-1,0<p, <a,

m=j
Sartlar1 saglaniyor ise bu takdirde
0<¢, <a(l+b)"’*, j=0,N-1

esitsizligi gegerlidir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Optimal Kontrol Probleminin Olusturulmasi

Bu alt bolimde lineer olmayan kisimda kompleks katsay1 olan Schrédinger denklemi
icin bir optimal kontrol problemi ele almmustir.

14 ve T verilen  pozitif sayilar olmak {izere Xe[O,I], te[O,T],
Q,=(0,1)x(0,t), Q=0 oldugunu kabul edelim. Asagidaki optimal kontrol

problemini goz Oniine alalim:

3, (V)= [l (xt) =y (x.t)] et 1)

Q

fonksiyonelinin

V:{VZV(t)ive'—z(O’T)’MboSv(t)gbl"dvd—(tt)

kiimesi tizerinde

.0 o° 2
,%MO a:;k —V(t)y +a|v] v =0k=12(xt)eQ, (2)
v (x.0)=¢,(x),k=12xe(0,1), 3)
v, (0,t) =y, (1,t)=0,te(0,T), 4)

oy (01) a‘”g)((l’t) ~0,te(0,T) (5)

OX

sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada; b, >0, b >0, a,>0,

a, <0 verilen saylar, ¢,¢, fonksiyonlari



do, (O) _ d(”z(l) -0

0
? Esz(O’I)’(Dz EWZZ(O’I)’ dx dx

(6)

sartlarm1  saglayan  fonksiyonlardir.

WYweV igin (2)—(4) sartlarmdan y, =y, (X,t) =y, (X t;v) fonksiyonunun bulunmasi
Schrodinger denklemi igin 1. tip smir deger problemi, (2) —(3) ve (5) sartlarindan

W, =V, (X,t) =y, (X,t;v) fonksiyonunun bulunmasi problemi ise 2. tip smir deger

problemidir.

Tamm 3.1.1: YWeV i¢in (2)—(4) s deger probleminin ¢dziimii olarak

021

v, eW: (Q), w,eW(Q) olan ve @’(X,t)eQ igin (2)—(5) sartlarin

saglayan w, =y, (Xt) =y, (XtV), v, =w,(Xt)=w,(xt;Vv) fonksiyonlar anlagilr.

[7] caligmasindaki  sonuglar1  kullanarak VYveV i¢in (2)—(5) sinir deger

probleminin bir ¢6ziime sahip oldugu ve bu ¢oziim igin

”'/’1”&21(9) <G (||<01||v3§<o,.) + ”(pl”j‘\’/lz(o ) + ”(01”32(0,')} ’ ()

\:j\lzl(o,l) +||¢2||9LZ(O,I)) (8)

Wiz <2 (1o, +lo

kestirimlerinin gegerli oldugu elde edilir. Burada ¢, >0,c, >0 sayilardir.

[7,20] calismalarindaki sonug¢ ve yontemleri kullanarak (1)—(5) optimal kontrol

probleminin en az bir ¢6ziime sahip oldugunu séyleyebiliriz , yani ;

veV

V. :{v* eV;3(v')=1J, =inf J (v)};«t@ dr.



3.2. Optimal kontrol probleminin ayrik bi¢ciminin olusturulmasi

Bu alt bolimde sonlu farklar yontemi, 3.1 boliimiinde tanimlanan lineer olmayan

Schrédinger denklemi i¢in kontrol probleminin ¢dziimiine uygulanir. Schrédinger

denklemi i¢in optimal kontrol probleminin sonlu farklar metoduyla ¢éziimiine ait farkl

konulmadan 6nce [4],[7],[8],[9],[10],[11],[12] calismalar1 incelenmistir.

Simdi (1)—(5) optimal kontrol probleminin sonlu farkli aymsini yazalim. Bu amagla

once Q bolgesini asagidaki aglar dizisine doniigtiirelim:

{(%t), ) n=12, %, = jh=h/2, j=1M -1 t =ke

h=h=I/(M,-1), =7, =T/N,
M=M_, N=N, 5{¢jk :(¢jk _¢jk—1)/T
5;¢jk :(¢jk _¢j—1k)/h’ 5x¢jk :(¢j+1k _¢jk)/h’

5X;¢jk :(¢j+1k _2¢jk +¢j_1k)/ h?
Her bir n>1 dogal sayis1 igin

N M-1 2

1L ([v],) =70 X |5~ i

k=1 j=1

fonksiyonunun

Y E{[v]n (V] = (Vv ¥y ), 0<by <V, <b, k=1 N |5V, | <D, k :ﬁ}
kiimesi lizerinde

. 2 [ -
Iat J}:(+a05>& jFl)( —V Ji+a1‘¢ﬁ(‘ jFI)< :O’J:LM -1, k:l,N

=0, ]=0,M,p=12

¢ék :¢l%/lk =0, k :]-'_N

(9)

(10)

(11)

(12)



sartlar1 altinda minimumu bulunmasi problemini goz oniine alalim. Burada

p=12 fonksiyonlar1 ag fonksiyonlari olup asagidaki gibi tanimlanir:

seklinde tanimlanir.

S =6.0u =0, k=LN

o =" (x)dx, p=1,2 =1 M -1

h Jx;-h/2

2=0u =0, 0 =0, o =Pns-

(13)

O

(14)

(15)



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Fark Semasinin Kararhhk Kestirimi

Goziiktiigii gibi  (9)—(13) problemi de optimal kontrol problemi olup (9)-(5)
optimal kontrol probleminin diskrit aymsidir. Her bir [v] €V, igin (10)—(13)

sartlarmdan @}, p=1,2 ag fonksiyonlarmn bulunmasi problemi (2)—(5) smir deger

problemine karsilik gelen fark semasidir. Once bu fark semasmm ¢dziimii igin

kararlilik kestirimini elde edelim.

Teorem 4.1.1: Her bir [V]n eV, ic¢in (13)—(15) fark semasinin ¢oziimii

M—p-+1 5 M-1 ) M-1 ) M—pl , YR
h ,Z;; |5.00 ] +hjZ=l‘,\¢,$n\ SC{h;‘qDH th ,Z? 5.07] +h;\¢j\ )

m={12,..N},p=12

(16)

kestirimi saglar. Burada ¢, >0 sayisi 7,h ve m den bagimsizdur.

Ispat: ik 6nce ¢}k ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bilindigi lizere t=t, katlarinda

¢}k icin fark semasi

é/uk :é/Mk :O’k:l’_N

sartin1  saglayan {(Xk,tk)} aginda tanimlanan ¢ x ag fonksiyonu i¢in

M-1 _ M _
hz i5f¢j1ké/jk - aohz§i¢}k57gjk X i
= = (17)

M-1

~n (v ~aldi[ gy —0k=IN

=L

toplam 6zdesligine denktir.

10



Burada

Lj=2.,M-1
X. =
RV
2

Eger ¢ _de c x nm Yyerine Tﬁ( alip elde edilen esitlikten onun kompleks

eslenigini ¢ikartirsak
M- —_ — [
h>7(5djdy + ey ) =0k =L N (18)

1
=1

Buradan da

T (5t*¢jlk¢71i + 5t’¢7ji¢}k ) =

(19)
= ‘¢Jlk ‘2 _‘¢}k—l‘2 +‘¢}k _¢}k_1

‘2

formiiliinden yararlanirsak

2

M-1 ) 5 M1
hZ(‘¢jk‘ _‘¢jk—l‘ )+ hz‘¢jk _¢jk—1‘ =0,k=1N
=1 j=1
esitligini elde ederiz . Bu esitligi K iizerinden k=1, k=m<M e kadar toplarsak

M-1 2 M-1 ) M M-1 5
Wl N2 [do] +0D D |~ =0
= j=t k=1 j=1

buluruz. ¢Jlo :qojl-, J=0,M sartim kullanirsak ve sol taraftaki iiglinciil terimin negatif

terimini g6z Oniinde bulundurursak

M-1 2 M M-1 ) M -1 5
hz‘¢jlm‘ +hzz‘¢jlk_¢jk_1‘ Shz‘¢ﬂ ) va{l,Z,...,N} (20)
=1 k=1 j=1 =1
kestirimini elde ederiz

Simdi (17) toplam 06zdesliginde éj i éj  mn yerine Té}aji alalim ve elde edilen esitligi

onun kompleks eslenigi ile toplayalim . Bu taktirde

11



j

aohi 4 [5f (6.5 ) 5.8, +5: (5.8, ) 6.8 ] +

M-1 _ _
~ahY. | b 408"+l Frodi |+
j=1

M-1

+hz Vkr(¢1'lk5f¢7jt + (Zjié‘f(é}k ) =0

j=1

esitligini yazabiliriz. Burada (19) esitliginden ve

(0 (041) 005+ (0.83) 501 ) -

1|t 1|t
= 5¥¢jk - 5¥¢jk—l‘ +
formiiliinden yararlanirsak
M L2 2
aohz 5¥¢jk‘ _§Y¢jk—1‘ +
j=1

5Y¢jlk - §Y¢j1k—1

‘L

2
5Y¢j1k _5Y¢jk—l‘ :|xj +

_qhi‘#m ‘2 (‘¢Jlk ‘2 - ‘¢}k—1‘2 + ‘¢Jlk _¢jlk1‘2) =
j=

M-1 2o ) -
=_h21:vk (\¢jk\ ||+~ | ) vk e{1,2,..N}
<

esitligini elde ederiz. Bu esitlikten VK e {1, 2, N} icin

12 12
5Y¢jk‘ _5X¢jk—l‘ +

an |

1 2
O P _5Y¢jk—1‘ }Xj +

S Pla 12 1 12
+aiz‘¢jk‘ (‘¢Jk‘ _‘¢jk—1‘ +‘¢jk_¢jk—l‘ ):
j=1

M-1
1|2 12 1 1
:hZ(Vk ‘¢jk‘ _Vk—l‘¢jk—1‘ + Vi ‘¢jk _¢jk—1
j=1

oldugunda (23) den asagida ki esitligi yazabiliriz:

12

2 M-t 2
‘ - Thzll SV ‘¢jk—l‘
j=

(21)

(22)

(23)

(24)



M
ath(
i1

—aihij\cé}l\z(\qﬁ}lF [+l ) - 25)

— LS LR
x¥j1 x7jo x¥j1 Y¢j0

_ th1 12 12 112
- Z Vl‘¢jl‘ _V1‘¢j0‘ +V1‘¢j1_¢j0‘
j=1

(24) esitliginin her iki tarafin iizerine K =2 den K=m<N kadar toplarsak

M-1 P m M-1 . L P
ath( x¥j1 )Xj +aohz 5¥¢jk _5X¢jk—l‘ X]

-1 k=2 j=1
m M-1

_gth;Z;‘(ﬁjk‘z (‘¢Jk‘ ‘¢jk 1‘ +‘¢Jk ik 1‘ ):

X7 jm

]

\ (26)
M-1 2 2 m M-1
=-h (Vm ¢Jlk‘ _V1‘¢j11‘ )_hzzvk‘ jk 1‘ -
j=1 k=2 j=1
hzm:M " s, 4, Yme{2.3...N)
k=2 j=1
esitligini elde ederiz.Bu esitligi 1s1 esitligi ile toplarsak
M 2
a0h2(5x¢}[m —19%¥%jo X }k_§Y¢jlk—1‘ XJ +
j=1 k=1 j=1
m M-1 2
anS S f (4l -1 f s - f) -
k=1 j=1 (27)
M-1 2 m M-1
=h (Vm V1‘¢}0‘ )_hz Vk‘ Jk Jk—l‘ B
j=1 k=1 j=1
—thm:M w Vi |dia] s vme{2,3,., N}
k=2 j=1
esitligini elde ederiz. Burada
(L 1 ) =S (1] 1 )+
(28)

1 2.1
+§(‘¢,lk‘2 _‘¢j1k1‘2) 2 E(‘¢}k‘4 _‘¢jkl‘4)
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esitsizligini kullanirsak

M -1
ns e <

X7 jm
; (29)
SC[hZ‘gDJ‘ of 1o j vme{2,3...N]
esitsizligini buluruz. Ayn1 sekilde (25) dan
M-1
x7j1 %hzvnr <
= (30)

B ) M-1 2 2 M-1 4
Scz[hé‘goj‘ 3 ‘ +hjzzll‘(aj‘ j

kestirimi buluruz. Bu kestirimlerden ve (29) kestirimimizden kolaylikla

'al'hzw,m\ <

]m

<c (hz\(p]\

\+hz\¢” meft.2...N}

Buradan ve (20) den ¢; i¢in teoremin ispatmmn gegerli oldugunu buluruz. Simdi

¢ i¢in kestirim elde etmeye ¢alisalim. Bilindigi iizere her t=t, katinda ¢} icin

tork semast ¢y =Cyr Cox =Cmaxs K=LN sartmi saglayan ¢, ag fonksiyonu
icin
M1 L= M-1 R
hz (I5f¢iké/ik ) - hz 5Y¢jk57§jk -
'\ w (31)

M-1 _ M-1 B
_hZVk¢jlf<§jk +aih2‘¢j|}‘2 ¢ji§jk =0,Vke {1,2,..., N}
=1

j=L

Bu integral 6zdesliginden yararlanilarak iistteki denk islemleri yaparak kolaylikla ¢j2k

ag fonksiyonu i¢in teoremin ispatinin gegerli oldugunu elde ederiz.
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4.2 Fark Semasinin Hatasi icin Kestirim

Simdi bu kisimda (13)—(15) fark semasmm hatasii kestirelim. Bu amagla  once

veV igin (2)—(5) smir deger probleminin ¢dziimiiniin ortalamasini asagidaki

bi¢cimde tanimlayalim:

vy ()] ={vi},
t, xj+h/2

[ wo(xtyxdt, j=LM -1 k=1N, y}=¢l, (32)

t—1x;-h/2

1

p_
zh

V ik

J=0M, p=12,y =y =0, V5 =i, Ve =V u k=12

Bundan baska V kiimesi iizerinde [V]n operatoriinii tanimlayalim:

[v]n 'V —>Vn,[v]n (V) = (W, Wy, ooy Wiy ),

>(J+h/2 33
Wj=% j v(x)dx, j=1,M -1 (33)

x;—h/2
LZ P Jn = {ka} = {¢j’|’< } —{z//j’;} gibi gosterelim,

aciktir Ki , {Z ﬁ(} ,p=1,2 ag fonksiyonlar1 asagidaki sistemin ¢éziimiidiir.

2
1 p P P _EP p p p p
10,2 + 860,52 ~VicZji = Fi¢ +a1‘l//j v a4 ‘ D

j=LM-Lk=1, (34)

25, =0, j=0,M, p=12, (35)
2, =175, =0, k=1N, (36)
5.2; =82, =0, k=LN, (37)

burada
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1 t, Xj+h/2 81// 821/1 5
FP=— i—2+a,—>—Vv(t)w, +a, v, (X.t)| v (x,t)}dxdt—
B N e AN "

. 2 .
—iSyh —a8 wh+vwh-alwh| wh, j=1LM-1k=1N.

1<j<M-1
1<k<N

-1
Teorem 4.2.1: Farz edelimki ¢, <z/h<c,,7< [8|a1 max (M_HZ +‘¢ka‘2)] sartlari

saglanmis olsun, burada c,,c, >0 sayilar1 7 ve h dan bagimsizdur.

Bu taktirde (34)—(37) sisteminin ¢ozimil i¢in, yani semasinin hatasi i¢in
M-1 2 M-1 2
hZ‘zJPm‘ <c, [ﬂ,h +hy v, —w;| J p=12 vme{l2,..,N} (39)
=1 j=1

kestirim gegerlidir. Burada ¢, >0, h,t ve m denbagmsizdir. B,>0, 7—0,

h—0 i¢cin g, —>0 dr.
Ispat: (34)—(37) sistemini, 7 i¢in teoremin sartlarmi ve (7),(8),(16) kestirimlerini
kullanarak
M-1 2 N M-1
hZ‘ijm‘ Scy[thZ
= k=

1 j=1

\Fjgf} p=12 (40)

kestirimini elde ederiz. Vme{1,2,..N}burada ¢,>0 sayis1 h,z ve m den

bagimsizdir.

Simdi (40) in sag tarafin kestirelim. Fi, P=1,2 ag fonksiyonlar1 igin formiilleri

kullanirsak asagidaki bagintiy1 kolaylikla yazabiliriz:
Fi = ij(’l + FjEZ + FJ.ES + Fj'[k"‘, p=12 (41)

burada
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1 oy
Frt=— “dxdt —igy 42
¥ zh tk'[lxl[h/z ot o ij (42
1 t, xJ+h/2 8[//
R’ :r_h-[ | a 5 ;- dxdt—a 0, v/, (43)
te4 Xj—h/2
1 ty xj+h/2
FP=—=[ [ v(th,(xt)dxdt+vy} (44)
zh s Xj—h/2
1 ty xj+h/2
I:jI‘()4 :_I J. ai‘l//p Xt ‘ l//p(x t)dth al‘l//]k‘ l//jk’
tklx -h/2 (45)

j=LM -1 k=L N, p=12

(32) formiiliine gore (42) den Ff, p=12 i=1M -1, 2,N icin asagidaki formiilii

elde ederiz.

ty xJ+h/2 . t x+h/2 ty xJ+h/2
== j [ |—dxdt——h{j [ wo(xt)ydxdt- | jwp(x,t)dxdt}

t“x —h/2 tyy Xj—h/2 t_y Xj=h/2

t, xJ+h/2 . ty Xﬁh/zal//
j j |—dxdt j j o, (%.0) dé’dxdt

t“x -h/2 ty1 X;—h/2
. tx+h/2
p 0 t) o t+0
S NAlECs ‘”p<“>de i
tklx -h/2\ -7 at

Cauchy-Bunyakovski esitsizligini uygulamis olursak buradan

ty xJ+h/2 0

s [ |

t“X -h/2 -7

awp Xt av/p(x’tJre)%d@dxdt

(46)

j=LM-1 k=2,N, p=12

esitsizligini elde ederiz. Fpl Fpl icin olan formiilii kullanirsak onu asagidaki sekilde

yazabiliriz:

17



Fi = ;j j dxdt——(l//Jl wh)

.t x;+h/2 . t, X;+h/2 X;+h/2
i i ) 81// (X,t) i 1%% i
:T_hf I Ipd—thdtT_h{;J- _[ w, (xt)dxdt— I z//p(x,to)dx}

ty x;=h/2 ty x;—h/2 xj—h/2
i X +h/2 ( . t Xj +h/2t
=—j j | dxdt—— j j j aa dxdt.
zh ty x;—h/2 1) x;-h/21t
Buradan da;
t, xJ+h/2
j j dxdtj—lM ~1p=12 (47)
t“x —h/2

F J-E 2 i¢cin olan formiili kullanirsak

g

2 aotk xJ+h/262l// a t [ x+1hr2
Fp==] j ot -2 [ [ v, (xt)dx-

3
ox? rh ko2

xj+h/2 Xjq+h/2
-2 I w, (X t)dx+ I z//p(x,t)dx]dt}

X;~h/2 X;4-hi2

itk R {aZV/p(X’t) 0 '/fp(
3 aXZ 8 2

t1 x;—h/2 x &-h

)}dndgdxdt

Yy T’meazwp (x1) azwpwﬂs,t)}dndgdxat

tea X;—h/2 x - 852
th. xj]h/zjlj)_ 62l//p X,t a l//p(X+77+§’t) dndngdt
t1 X;—h/20 - axz

esitligini elde ederiz. Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini kullanirsak sonuncu esitlikten

t X+h/2h o 2 ,t 2 't
el s 1 T [l el et
zh tea xj—h/2 0 “h 2 ox (48)
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esitsizligini kolaylikla elde edebiliriz. Simdi Ff?, k=L N, p=12 terimini kestirelim.

Bu ag fonksiyonunun p=1 i¢in formiiliinii kullanirsak

te Xj +h/2

Fltz__J. I 4(:' dt_h [l//;k_Z‘//llk‘H//ék]

tk 4 Xj—h/2

o (a%(xlm/z,t)_a%(xl—h/z,t)jdt_
tia

th OX OX
te | X +h/2 x+h X +h/2 x;+h/2
S ] j—aW1(§’t)d§dx— [ ] W) g gy ot
zh t o | x-h/2 X o¢ %, —hi2 % —hi2 o¢
ty X +h/2 x+h x,+h/2 ~2
=% [ ] a"’l—(”’)d nd Edxdt -
T

tq %—h/2 x I3
te x+h/2  x

2] P00

teq % —h/2 % —-h/2 % -h/2

esitligi yazabiliriz. Buradan da Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginin yardimiyla

2 t x+h/2

a‘r”l( )

R < <2 v

zh

te4 %—h/2

dxdt, k =1 N (49)

esitsizligini elde ederiz. p=2 i¢in FJ* olan formiilden

t, x+h/2

2
R A L Ry

tk 4 X —h/2

ao te 61//2(X1+h/2,t) ao te %+h/2 x+h 81//2 (f,t)
=— dt - —————=d&dxdt
zh Ox? rh? I I -[ ¢ o

ty teg %—h/2 x

t X1+h/2 X+h X1+h/2

:Th [ 1] j4dd§dxdt

teq %—h/2 x

esitligini elde ederiz. Buradan

2 t x+h/2
‘Flizrg“ij I a"’z—(“) dxdt, k=1, N (50)
zh ty 4 % /2

elde ederiz.
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(49) ve (50) esitsizliklerini ayn1 sekilde (F,jlz_lk) ve (F,jz_lk) igin  kullanarak

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2t Xyth/2
F2, [ < 92, aWalT()d dt (51)
teq Xyo—h/2
4 2 t Xya+h/2 82 X,t 2
Rz, [ < % dxdt. (52)
g Xy —h/2

Simdi F°, j=L,M -1, k=1L N, p=12 terimlerini kestirelim.

(44) formiiliinii kullanirsak

e Xj +h/2
Fi’ =v, ‘/’Jk‘__[ J' (X, (x,t)dxdt
tklx -h/2
ty x]+h/2
:—J. '[ l//]k V V dth+ (53)
tklx -h/2
ty xj+h/2
+—j I (x)(wh —w, (x.t))dxdt
te_q X;—h/2

esitligi yazabiliriz. w},  icin formiile gore

t, Xj+h/2
‘Wlk“_t“xjh,zwp ) dudt < vraimaxjy, (x.t) (54)

=[] o <[l oriony P12

esitsizligini elde ederiz. Kolaylikla l//p(X,t), p=12 fonksiyonlar1 i¢cin asagidaki

esitsizlikler elde edilir:

Hl//l("t)

o0 <6 (ko #1 i) 9

H‘//z ("t)

wmos%m% }(0.4) w@) (56)
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vte[0,T]. Burada c,,c;>0  belirli sayllardr ve t den bagimsizdir. Bu

kestirimleri ve (54) esitsizligini kullanarak

AR (57)
AR (58)

esitsizliklerini elde ederiz. Vj e {1, 2,..M —1}, vk e {1, 2,...} burada c, >0 sayist |

ve k dan bagimsizdir.(53) den

ty xJ+h/2

‘Fjﬁs‘ b, t;[X-L,Z‘VIJk v, (xt) ‘dxdt+c12|v w,|, (59)

j=LM-1 k=1 N, P=12.

esitligini elde ederiz. Simdi wh—w(xt) farkmi ele alahm. w§ igin olan
formiili kullanirsak bu farki asagidaki gibi yazabiliriz:

t, xJ+h/2

1
wh -y, (x1) =T—j [ (v, (£0)-w,(xt))dedo
ty X;—-h/2
- (60)
=_tj Jflzﬁa"’p n.9) d77+i—av/"(x’aqdad0
t“x h/2| x t 6(7
bu ifadeyi (59) de kullanirsak
t, xJ+h/2 Xj +h/2 2
Rl <220 2 s A R P
t Xj—h/2 h ty X;—h/2 ot (61)

j=LM-1 k=1N, p=12

esitsizligini elde ederiz.
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Simdi FJE“, j=LM -1, k=1N, p=1,2 terimlerini Kestirelim. FjE“, icin
olan formiili kullanirsak

t, Xj+h/2

F,—E4 tkj'lx J.h/z[‘y/p (x,t ‘ y/p (x.t) ‘l//lk‘ z//Jdeth ©2)

j=LM -1 k=L N, p=12

esitsizligini elde ederiz. Buradan

‘l//p (X't)‘z Yo (X’t)_"//ji‘z ‘//ji =

2 2
= (Wl +s OO s (6O v )+, (), () )
esitligin gegerli oldugu aciktir. Bu esitligi kullanirsak FjE4 igin

t, x;+h/2

‘ijk"“ aiJ. I ("//,k‘ +‘l//p Xt ‘ )‘v/,k z//p xt ‘dxdt

s Xj—h/2

j=LM -1 k=LN, p=172
esitsizligini elde ederiz. Burada (57), (58) esitsizliklerini kullanirsak

t, Xj—h/2

P IH"” (v (63)

j=LM—1 k=LN, p=12
esitsizligini, (60) 1 kullanirsak

‘Fjlim‘z Szc_mh T Xj]’h/z al//p |d dt + 2C13h ]; XJ']P/Z

T he e X;~h/2

j=LM-1 k=1N, p=12

oy,

dxdt,

(64)

esitsizligi elde ederiz. Fubini teoremini [15] kullanirsak, (46) den asagidaki esitsizligi

elde ederiz:
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oy, (x1) Oy, Xt+6?|
ot a |

J

Q

N M-1 0
hr;;“: ‘ S—_I

dxdt]de p=12. (65)

Herhangi &>0 alalim. LQ(Q) uzayinda tammlanmig fonksiyonunun siirekliligi

teoremine gore |6?| <r<0 iken

olacak sekilde &> 0 sayisi vardir. Buna gore bdyle 7 lar igin (65) den

N M-1

ThZZ‘F ‘ <w’ (66)

k=2 j=1

esitsizligin gegerli oldugunu elde ederiz. Burada w° >0, 7—0 i¢in w’ —0. (47)
esitsizligine gore

2
T

l’//p (’t) dt
0 o L,(0.0)

M-1 2
pl
Thz ‘ ij ‘ <
j=1

esitsizligini  elde  ediyoruz. Integral —mutlak siirekliligine gdre  sonuncu

esitsizlikten
M-1 2
thY [P <w!, p=12 (67)
j=1

Burada w; >0, 7—0 i¢in W, — 0. Bdylece (66)—(67) esitsizliklerinden

Thi’\f‘ﬁﬁlr <wW+w =W, p=12 (68)

k=1 j=1

(66) esitsizliginin elde edilmesiyle ayni olarak (48) asagidaki esitsizligin gegerli

oldugunu elde ediyoruz:
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N M-1 2
thy’ \Fjﬁ <w?, p=12 (69)

k=1 j=1

burada wf >0 ve h—0 igin W —0. (49)—(52) esitsizliklerinden

2 2

o,
Ox?

h

th‘Fpl‘ J.

dx (70)

L(0,T)

dx (71)

L(0,T)

z‘hZ‘F

esitsizligi elde ederiz. Buradan ve integralin mutlak siirekliliginden bu esitsizliklerinin

sag taraflarmin h—0 igin sifira yaklagtigin1 elde ederiz. Yani;
th\F \ <+th\FMpllk\ <wW, p=12 (72)

buradan w; >0 ve h—0 igin W} —0 dir. Bu taktirde (69) den ve (72) den

N M-1
thy’ \Fpl\ <W,p=12 (73)
k=1 j=1
esitsizligini elde ederiz. Burada W =w’+W. (6 )1 esitsizliginden (8)—(9)

kestirimlerinin yardimiyla bir sonraki esitsizli§i elde ederiz:

N M-1
k

th)’ ‘ijﬂz < Cll(r2 +h?

v]AH), p=12. (74)

burada C,>0 sayis 7 ve h dan bagimsizdur.

(64) esitsizliginden (8)—(9) kestirimlerinin ve Q, (V) operatOrii i¢in olan formiili

yardimiyla

rhiMZ:l‘Fp“‘ <c,(?+h°), p=12, vme{12,..N} (75)

k=1 j=1
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esitsizligini elde ederiz. Burada ¢, >0 sayis1 7 ve h dan bagimsizdir. Boylece (68)

ve (73)—(75) esitsizliklerinin yardimryla (40) ve (41) dan

Q, (V)_[V]n

M-1 5 ,
h |Zjn] <c (WO+W°+ 21 h?+ )

;‘ J‘ 13| VW hT7T ‘ (76)
p=12, Vme{l,Z,...N}

esitsizligin gecerli oldugunu elde ederiz. Burada c,>0 sayist z ve h dan

bagimsizdir. Bu esitsizlikten

B =W +W +7%+h>  ve ‘

Q. (v)-[v], {“TZ_:‘W" _er]“

seklinde kabul edersek teoremin gegerli oldugunu elde ederiz. Teorem ispatlandi.

4.3.Fark Yaklasimlarinin Fonksiyonele Gore Yakinsakhg:

Bu kisimda fark semasinin hatasi olan kestirimi kullanarak sonlu fark yaklagimlarinin

fonksiyonele gore yakinsakligini inceleyelim.

Teorem 4.3.1: Farz edelim ki teorem 4.2.1 in sartlar1 saglanmis olsun. Bu taktirde

YweV ve V[V]n eV, i¢in

“] (V)_ I, ([V]n)

Q (V) - [V]n

SCM(\/E+‘

burada ¢, >0 olup 7 ve h dan bagmsizdr ve S,>0, 7—0, h—0 icn

) @

B, —0 dur.

Q- =( B -ur]

Ispat: J (V)— |n([V]n) farkini g6z Oniine alalim. (32) ve (21) formiillerini kullanirsak
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x;=h/2

+(lys (8 =, (x,0)] [, — 62 e,

-1, (,)-2 ¥ FT (0= (0~ )+

esitligi elde ederiz. Cauchy-Bunyakovski esitligini ve (8), (9), (16) kestirimlerini

kullanirsak

N M _tes Xj+h/2 2 12
o[ S5 T ino-afom]

k=1 j=1 t, x;-h/2

(78)

esitsizligini yazabiliriz. J; i¢in olan formiilii kullanirsak,

M -1 tica xj+h/2

Q=33 [ | bt -vi vl —di]<

k=l j=1 ¢ x;-h/2

[ n(xt)-y [ dxdt+ (79)

esitsizligini elde ederiz. Once J,, i kestirelim. (60) formiiliinii kullanirsak,

2 2

%
OX

WAl gpe (80)

L ()

J, <47°

L ()

esitsizligini elde ederiz. (39) kestirimini p=1 ig¢in kullanirsak

Q.)-[v,[) (81)

JlZ < 2C5 (IBTh +

esitsizligi ispatlanir. Boylece (80) ve (81) kestirimlerinin yardimiyla
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v)-1v],

) (82)

(‘]11)2 <G (ﬂ

esitsizligi elde edilir. Burada C>0 sayisi 7 ve h dan bagimsizdir. Aym

sekilde (J2)2 i¢in

Q. (V) - [V]n

ﬂ. (83)

2
(3.) <oy (8
esitsizlik ispatlanir. Boylece (82) ve (83) esitsizliklerini  kullanirsak (78) den

teorem ispatlanmis olur.

Simdi  fonksiyonele yakinsaklik teoremini ispatlamadan ©nce yardimci Lemmay1

ispatlayalim.
Lemma 4.3.2: Farz edelim ki 4.3.1 in sartlar1 saglanmis olsun. Bunun yani sira

diyelim ki Q, operatérii (33) formiiliiyle tanimlanmis olsun. Bu taktirde

Q, (V)eVn ve asagidaki kestirim gecerlidir:

3 (v)=1,(Q ()| < cuyfA.

Ispat: Farz edelim ki veV herhangi bir miimkiin kontroldiir. Q. operatdriiniin

tanimina gore

Qn(v):(w Wy, ..., Wy )
=—j (t)dt, k=L N

Ty

dir. Bu formiilii kullanirsak, asagidakileri yazabiliriz.

- j t)dt>= jb_%k LN
t

tkl k41

-z j dh:jq b, k=LN
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Bu esitsizliklerden, by <w, <b, k=1,N elde edilir.

T_lzzﬂj%f)dgldt}, k=2,N

| ta \t-7

Bu esitsizlikten yararlanarak

i< 2|}

g \t-7

%?‘dg}dt]s

esitsizligi yazabiliriz. Buradan ~ V,  kiimesinin tammma gére Q,(v)eV, elde

n

edilir. Bu taktirde [v] eV, diskrit kontroliinii alipp teorem 4.3.1 i ispatlamis

olursak lemmanin gegerli oldugunu elde ederiz. Lemma ispatlandi.

Farz edelimki, P, operatorii asagidaki formiil ile tanimlidir.

n

P.([v],)=9(v). (84)
Burada
7(t)= Vi ¥ Oy (t_tk), t, <t<t., k=2N, (85)
v,0=t, <t<t
dir.

Lemma 4.3.3: Farz edelim ki, teorem 4.3.1 in sartlar1 saglanmig olsun. Bunun yani

sira P, operatorii (84) formiilii ile tanimlansin. Bu taktirde P, ([V]n)eV ve

n
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< Cl4 ﬁrh : (86)
kestirim gecerlidir.

Ispat: Farz edelim ki, [v], eV, herhangi eleman olsun. Once gosterelimki P

n

operatori

PV, >V

Gergekten herhangi [V] €V, icin P =P ([V]n ) operatori (84) - (85)

formiilleri ile tammlanir.V, kiimesinin yapisma gore

b, <v, <b, k=1, (87)

Bunu kullanarak (85) den

elde ederiz. B u durumda
b, <V(t)<b,0=t, <t<t, (88)

Simdi t_, <t<t, k=2N icin (85) dan buluruz:

V(t)=v, +0y, (t-t )= (1— b _tjvk Lt V, o
T T

(89)
t,<t<t, k=2,N

t

Eger o =¢(t)= esitlersek  Vte[t, .t ] icin o = (t)€[01] olur.

T

(87) sartindan yararlanirsak (89) den buluruz.

V(t)=(1-¢, (t))vk +a (1), <

o (90)
<(1- (1)) +a, (t)b <b,t_ <t<t k=2N
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S (91)
>(1-a, (t))by+a, (t)=by =h,, t_ <t<t k=2

Boylelikle (90), (91) ve (88) i birlestirirsek

b<V(t)<b,te(0,T) (92)
esitsizligini  buluruz.
\7(t) fonksiyonu igin gerceklestirilmis tiirevin tanimim kullanirsak
dv(t) oyt <t<t k=2N (©3)
dt 0,0=t,<t<t

formiiliinii buluruz. Gergekten V(e [O,T] g (0) =g (T) =0 igin

i”t)dgd—it):ij V(t)dgd—it)dt
:Z th‘ (Vk +0;V, (t_tk))dgd—it)dt-i-fivldg—(t)dt

N
k=2t dt

k-1 )
t=t,

__;;ngkg dt+2(vk+5vk(t t)a(t))
—Z.[5vkg

k=2, ,

_t{og(t)dué[vkg(tk)—vk_lg(tk_l)]+vlg(tl)

t=t 4

—IOg (t)dt+v,g(t)

:_ZN: ]k' 5tvkg(t)dt—]1'09 (t)dt+vyg(ty)-va(t,)

k=21, f

9(ty)=9(T)=0, 9(t,)=9(0)=0 oldugundan
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d\;(tt) =0,t, <t<t,
oldugunu
|dV (1) <b,.te[ty,t,] (94)

Diger taraftan

dv(t) =5Vt St<t, k=2,N
dt
oldugundan
dVd—Et) =|5ka|§b2,t€[tk_l,tk], k:? (95)
(94) ve (95) birlestirelim
‘d\;ﬁt) sz,tE[O,T] (96)

buluruz. Béylelikle (92) ve (96) den yararlanirsak V  nin  yapisma gore VeV

olur, yani

7(t)=P,([v],)eV.v[V], eV, (97)

n

Buna gore VeV Kkontroliiniin yerine \7(t) =P, ([V]n) eV kontroliinii  alip 4.3.1

teoremini ispatlamis olursak

3(R(v1,) -1 (041,)

esitsizligini elde ediyoruz.

Q, (Pn ([V]n )) - [V]n

) (98)
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Simdi

Qn(Pn([V]n))_[V]nH normunu kestirelim.

o (R v ) -V =l (9)- [

1
= | V(t)dt—v,
k=1 TI;[ () “

2

2

+7

N (1 t
Tz; j(vk+5ka (t_tk))dt_vk =

tg

1%
;{!:Vldt — Vl

2 2

t

O [ (t-t, ot

N

=7y

N 1 t
rZ;I5ka (t-t,)dt
.

k=2 k-1 k=2| T [}
S ( )2 o N 2 N 2 2 2
oV, | (T—1 .77 ThS'r
— = o < b—=
Tér( 2 J gl < b=y
t=ty

Buradan ve (98) dan Lemma ispatland.

Simdi sonlu fark yaklasimlarmin fonksiyoneline gore yakmsakligl igin teoremi

ispatlayalim.

Teorem 4.3.4: Farz edelimki lemma 4.3.2 ve lemma 4.3.3 iin sartlar1 saglanmis

olsun. Bunun yam sira farz edelim ki v'eV, [V]: eV, sirasiyla (1)—(5) ve

(9)—(13) problemlerinin ¢dziimleri olsun. Yani,

J=infI(V)=3(v). 1 =inf, 1(), )= 1a (V)

veV

bu taktirde (9)—(13) fark problemleri dizisi (1)—(5) problemin yaklagimidir. Yani

liml ., =J, ve asagidaki kestirim gecerlidir.

nN—oo

-3 <coBn (99)
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Ispat : Ispat icin [9,23, 26] caligmalarindaki yontemi kullanalim. Teoremin sartina
gore V' eV, kontroli (1)—(5) probleminin ¢oziimiidiir. Lemma 4.3.2 in sarti
(@ (v))=3(v)

saglandiginda Qn(V*)EVn ve <cgyB,.,n=12,. dir. Bu

taktirde bu esitsizlikten

L<1,(Q(v)) < I(V )+ e Ba =, +euyfAn=12,...

Esitsizligi elde edilir. Buradan

|3, <cuyBa, n=12,.. (100)
Teoremin sartia gére [v] €V, (9)—(13) probleminin ¢dziimiidiir.

.Lemma 4.3.3 e gore P, ([V]:)EV olur ve asa@idaki esitsizlik saglanir:

SR (0)- 1 (er)

Buradan asagidaki esitsizligi elde ederiz:

<Cuy By N=12,...

J*SJ(PN([V]:))SIn+c14 B =1 . +Cu[Ban=12,..

Buna gore sonuncu esitsizlikten

| . —J.2-C By N=12,... (101)
Esitsizliginin gegerli oldugu elde edilir. (100) ve (101) den (99) un gegerli

oldugunu elde ederiz. z=7,,h=h, isaretlerine gére limz, =limh, =0.

Nn—o0 n—o0

f.,,  formiili géz Oniine alinarak (99) da n-—oo igin limite gegerek

teorem ispatland1.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezde incelenen Schrédinger tip denklem i¢in optimal kontrol probleminin sonlu
farklar yontemi ile ¢cOziimii problemin olusturulmasi acisindan
[8] —[9] —[10] —[11] —[12] calismalarindan farklidir. Lineer Schrodinger Denklemi igin
bu tirlii optimal kontrol problemi, kontroller uzay degiskenine bagli oldugunda,
Iskenderov A.D. ve Mahmudov ~ N.M. vyazarlar1 tarafindan calisilmistir. Bu tez
calismasinda ise Lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in kontroller zamana bagli
oldugunda, optimal kontrol probleminin sonlu farklar matoduyla ¢6ziimii

incelenmistir.Bu farkliliklar problemin incelenmesinde degisiklikler olusturmaktadir.
Bu agidan calisma [8]—[9]—[10]—[11]—[12] caligmalarinin sonuglarindan farklidir ve

onlarla Ortiismez.
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