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ONSOZ
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Bu ¢alismada Durgun Kuazi-Optik denklemi i¢in 1. ve II. gesit baslangi¢c smir deger

problemlerinin niimerik ¢6ziimii ele alinmustir.

Tez calismam sirasinda, yogun ¢alismalarindan zaman aywrarak yardim ve desteklerini
esirgemeyen 6grencisi olmaktan gurur duydugum danigsman hocam degerli bilim adami
Kafkas Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Anabilim Dali Baskani1 Saymn
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Saym Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU hocama tesekiirlerimi sunarim. Ayrica tezin
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OZET

Bu tezde Durgun kuazi-optik denklemi igin baslangi¢ smir deger problemleri ele alinir.
Bu calismanin 3.1. bolimde 1.¢esit baslangic sinir deger problemi tanimlanarak bu
problem i¢in bir fark semasi olusturulur. 4.1. bolimiinde 1.¢esit baglangic sinir deger
problemi igin kararlilik kestirimi elde edilir ve bu kestirim kullanilarak fark semasinin

hatasi i¢in kestirim ispatlanir.

Calismanm 3.2. boliimiinde ise 2. gesit baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanir ve bu
probleme ait fark semasi olusturulur. 4.2. bolimiinde 2. Cesit Baslangi¢ Sinir Deger
Problemi i¢in kararhilik kestirimi elde edilir ve kararlilik kestirimi kullanilarak fark
semasinin hatasi i¢in kestirim ispatlanir. Son olarak 1. ve 2. Cesit baslangic sinir deger

problemlerinin niimerik ¢éziimleri igin algoritma verilir.

2015- 40 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Durgun Kuazi-Optik Denklemi, Sinir Deger Problemi, Sonlu

Farklar Yontemi, Fark Semasi, Kararlilik, Yakinsama, Hata



ABSTRACT

In this thesis, initial boundary value problems for a stationary quasi-optics equation
are considered. In section 3.1 of this work, by describing the first-type initial boundary
value problem, a difference scheme is contituted for this problem. In section 4.1, a
stability estimation for first- type initial boundary value problem is obtained and by
using this estimation, the error of difference scheme is proved.

In section 3.2 of the study, the second-type initial boundary value problem is defined
and a difference scheme is contituted. In section 4.2, a stability estimation for the
second-type initial boundary value problem is obtained. And by using this estimation,
the error of difference scheme is proved. Finally, an algoritm is given for numerical

solutions of the first-type and the second-type initial boundary value problems.

2015 - 40 Pages

Keywords: Stationary quasi-optics equation, boundary value problem, finite difference

method, Difference Scheme, stability, convergence, error.
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SIMGELER DiZINi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

v herhangi
0
v hemen hemen her yerde
>0 verilen say1
T>0 verilen say1
a ( X) Olciilebilir reel degerli fonksiyonlar
Xe [O, I] bagimsiz degisken
te [0, T] bagimsiz degisken
(oy) i¢ ¢arpim isareti
>0 t degiskenine gore adim
h>0 x degiskenine gore adim

D, —D.
5@, =—1—I=2 t’ye gore sol fark

T

O, -0
5@, =—~ n I x’e gore sol fark

[ONE OB
5P, = %, X’ e gore sag fark

— Dy — Dy

, x’e gore 2. Mertebeden fark

vii



1. GIRIS

Durgun kuazi-optik denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemleri lineer olmayan
optikte, cagdas fizigin ve miihendisligin ¢esitli alanlarinda ortaya c¢ikar. Bu nedenle
durgun kuazi-optik denklemi i¢in baslangi¢ smir deger problemlerinin niimerik ¢oziimi

hem teorik agidan hemde uygulama agismdan biiyiik 6nem tasir [1,2].

Durgun kuazi-optik denklemi i¢in sinir deger problemlerinin niimerik ¢dziimii ilk 6nce

[1-4,5-7, 9, 10, 12-19] ¢alismalarinda incelenmistir.

Durgun kuazi-optik denklemi i¢in baslangi¢ smir deger problemleri ilk 6nce [11,15]
calismalarinda incelenmis ve s6z konusu problemlerin genellestirilmis ¢oziimiiniin
varligi ve tekligine ait teoremler ispatlanmistir. Bu sonuglar durgun kuazi-optik
denklemi i¢in baslangic smir deger problemlerinin niimerik ¢ozlimlerinin
incelenmesinde 6nemli rol oynamistir. Durgun kuazi-optik denklemi igin baslangi¢
simir deger problemleri ve onlarin niimerik ¢6ziimii denklemin katsayilar1 karesel
integrallenebilir fonksiyonlar oldugunda ¢ok az incelendiginden tez konusu giinceldir ve

konunun incelenmesi hem teorik hemde uygulama anlaminda 6nem tagimaktadir.

Tezin iceriginin materyal ve yontem bolimii iki alt bolimden, yani 3.1, 3.2
boliimlerinden olusmaktadir. 3.1. boliimiinde 1. ¢esit baslangic smir deger problemi
tanimlanmis bu probleme ait fark semasi olusturulmustur. Calismanin 3.2 boliimiinde
ise 2. ¢esit baslangi¢c sinir deger problemi tanimlanmis bu probleme ait fark semasi elde
edilmistir. Bulgular boliimii 4.1, 4.2 olmak {izere iki alt bolimden olusmaktadir. 4.1.
bolimiinde I. ¢esit baslangic smir deger problemine karsilik gelen fark semasinin
kararlihig1 incelenmis ve kararlilik kestirimi elde edilmistir. Bu kestirimden yararlanarak
fark semasmin hatasi degerlendirilmistir. 4.2. Boliimiinde ise II. gesit baslangi¢ simnir
deger problemine karsilik gelen fark semasi olusturulmus, fark semasinin kararliligi
elde edilmistir. Ayrica bu kararlilik kestirimi kullanilarak fark semasinin hatasi

degerlendirilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerleyen konularda gegen tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.1: L,(0,])hilbert uzay1 olup elemanlari (0,1) araliginda 6lgiilebilir ve mutlak

degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki gibidir.

UV o = Iu(x)v(x)dx,

||u|||_2(0,|) = <u’u>L2(0,|) < +00.,

Tamim 2.2: L,(Q) Hilbert Uzay: olup, elemanlar1 Q bolgesinde dlgiilebilir ve mutlak

degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm

asagidaki gibidir:
WP = [ (X 2)F (x,2)dxdz,
Q

||W||L2(Q) = m < +00.

Tamm 2.3: L_(0,1) Banach uzay1 olup, elemanlar1 (0,1) araliginda 6lgiilebilir ve smirli

fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki gibi tanimlanr:
[ull.. 0., = vraisup|u(x)| = esssup {Ju(x)|: x & (0.1)}
xe(0,1)

0
=inf{c>0:Vxe(0,l)icinju(x)|<c

Normuna sahip u=u(x) fonksiyonlar1 uzayidir.

Tamm 2.4: W, (0,1) Sobolev uzay1 olup, elemanlarmm kendisi ve onlarin x’e gore

birinci mertebeden genellestirilmis tirevleri L,(0,) Lebesgue uzayindan olan

fonksiyonlar uzayidir. Bu uzay ayni zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve

norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:



du(x) dv(x)
<u,v>w§(0‘|) J{u(x)v(x) ™ } ,

”u”w 10,1 xé<u u>w 10,1 < .

0
Burada V(x) fonksiyonu v(x)’in komplex eslenigidir. W, (0,1) uzayr W, (0,1) uzaymin

alt uzay1 olup, elemanlar1 0 ve | noktalarinda 0'a esit olur.

Tamm 2.5: W7(0,1) Sobolev uzayi olup, elemanlarmin kendisi ve x’e gore ikinci

mertebeden genellestirilmis tirevleri L,(0,1) den olan fonksiyonlarin uzayidir. Ayni
zamanda Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ c¢arpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

UVzon =] {u(x)v(x)+

0

”u”w 2(0,1) »\¢<u u>W 2(0,1) < o,

0
W7 (0,1) uzayr W2(0,1)’in alt uzay1 olup elemanlarmin kendisi O ve ( noktalarinda 0’a

du(x) dv(x) du(x) d*v(x)
+ d
dx  dx dx?  dx?

esit olur.

Tamm 2.6: W,'(Q) uzay1 Sobolev uzay1 olup, elemanlarmin kendisi ve onlarin t’ye

gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri L,(€2) Lebesgue uzayindan olan

fonksiyonlar uzayidir. Bu wuzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

oy (x,t) oV (X, Z)}dxdz
oz oz ’

W Vi = | [w(x,t)wx, 2)+

Q

||V/||W°1(Q) »\Kl// V/>W°1(Q) +-00.

Tamm 2.7: W,;°(Q) uzay1 Sobolev uzayi olup, elemanlarmin kendisi ve onlarm X’e

gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri L,(€2) *den olan fonksiyonlar

uzayidir. Bu uzay ayni zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir:



ow(X,z) oV(x,2)
OX

}dxdz,
OX

WV o = [ [vx(x,t)wx, 2)+

W () =\ f(‘//, l//>Wz1,o @ < +00.
0 10

W2 (Q) uzayt W,°(Q) uzaymm alt uzay1 olup, elemanlar1 Q dikddrtgeninin yan

%

tarafinda sifira esittir.

Tamm 2.8: W,/*(Q) Hilbert uzay1 olan Sobolev uzayidir. Elemanlari Q bdlgesinde

2 3
taniml1 l//,a—l// v a—l//e L,(©2)

ox ' ox? ' oz

Burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

ozelliklerini saglayan (X, z) fonksiyonlaridir.

OX
Py (x,2) 6 (0,2) | oy (x7) Gh(x ﬂdxdz,

WPz =I{W(X,t)¢7(x, 2)+ Oy (X,2) 0 (X,2) .
Wy (Q A ax

x> OX? 0z 0z

”l//”vvzz*l(g) = 5é<l//’ W>W22,1(Q) < 400,

0
W (Q)uzayr W,'(Q)uzaymin alt uzayr olup, elemanlar1 Q dikddrtgenin yan

taraflarinda sifira esittir.

Tamm 2.9: (Gronwall Lemmasi, [8,20] ). a>0,b>0 olmak iizere ¢;, ] =0,N sayilari

i
O£¢0Sa,0£¢j+1£a+b2¢m, J=0,N-1

m=0

sartlarin1 sagliyor ise bu takdirde
0<p, <a(l+b)’, j=0,N

esitsizligi gegerlidir. Eger

N-1
OS(pHSa+bZ¢)m,j:O,N—l,OﬁwalSa ,

m=]

sartlar1 saglaniyor ise bu takdirde



0<g; <a(+b)"’*, j=0,N-1

esitsizligi gegerlidir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Durgun Kuazi-optik Denklemi i¢in 1.¢esit Baslangi¢c Sinir Deger Probleminin

Niimerik Coziimii

Bu bolimde durgun kuazi-optik denklemi igin 1. gesit baglangi¢ sinir deger probleminin

fark semasi olusturulacaktur.

3.1.1. Baslangi¢c Simir Deger Probleminin Formiilize Edilmesi ve Fark Semasinin

Olusturulmasi

Q=(0,1)x(0, L) bslgesinde

iaa—‘;/+a0 gz/zl —a(X)y +V, () +iv, (2)y = F(x,2),(x, 2) € Q, (1)
w(x,0)=¢(x),x€(0,1), )
w(0,2)=y(l,2)=0,2e(0, L), ®3)

sartlarindan y =y ( X, Z) fonksiyonunun bulunmasi problemini g6z 6niine alalim.

Burada, | =«/—_1; >0, T>0, a,>0 verilen sayilar a(x), VO(X),Vl(Z) reel degerli
Olciilebilir fonksiyonlar olup asagidaki sartlar1 saglar.

0
0<a(x) < 4,V xe(0,1), u, =sabit >0, (4)

<b,v,(2)2b, >0,¥ze(0,L), (5)

(A < by, vy
)

L0l w;(0,L)

Burada b, >0,m=0,1,2 verilen sayilar; ¢(X), f(x,z) fonksiyonlar1 ise kompleks
degerli Olciilebilir fonksiyonlar olup

2

(oeV§)/2(O,|), f eW(Q), (6)

sartlarini saglar.



Belirttigimiz gibi (1)-(3) problemi durgun kuazi-optik denklemi igin birinci gesit

baglangi¢ sinir deger problemidir ve [15] caligmasinda incelenmistir.

Bu nedenle bu c¢alismanin sonuglarindan yararlanarak, (1)-(3) problemi
0

CO((O,L),Wz(OJ)jﬁCl((O,L),L2(0,|)) uzayindan olan tek ¢Oziime sahiptir ve

asagidaki kestirim gecerlidir:

oy (., 2)

oz < Cl(”(D”V(\Jli(O,I) + || f ||W2°'1(Q))’ VZe [O, L] (7)

o2

Loy

Burada, ¢, >0 - sabiti ¢, f ’den bagimsizdir.

(1) - (3) probleminin diskritlestirelim. Bu amagla ilk once Q bolgesini asagidaki gibi

bir aga doniistiirelim:

(Xj,tk)}: i=0M,k=0,N,x, = jh—h/2, j=LM -1,
I

M -1

, Z, =Kt, r:L,x0 =x—-h/2=0,
N
Xy =Xy, +h/2=1,burada M, N verilen pozitif tam sayilardir.

Asagidaki gosterimleri yapalim:

é}q)jk:q)jk_mjk—l’é%q)jk:(Djk_q)jflk,
T h

D~ D, @, —
5D, =—E K 50, =5d, =L %
x = jk h X = 1k x 0k h/2

o, —-D oD, —0.D.

5D, =5, , =M Mk 5 @ —_*X K X
X = Mk x = M-1k h/2 XX jk h

Burada, @ fonksiyonu {(xj,zk)}’da tanimlanan ag fonksiyonudur.

Boylece (1)-(3) problemi i¢in yukarida gosterdigimiz niimerik tiirev formiillerini

kullanarak {(Xj,zk)} ag1 iizerinde {CDjk} ag fonksiyonunun

i576Djk +a05XXCI>jk —a; Dy +V,; Dy + ivlkcpjk = fjk,



j=LM-Lk=1N, (8)
0=0,i=0M, (9)

o, =D, =0,k=LN,k=1N, (10)
sartlarindan bulunmasi problemi elde edilir.

Burada, a;, Vo Vi @; fjk ag fonksiyonlar1 olup asagidaki formiillerle tanimlanir:

xj+h/2
a;j== [ a(ydx, j=1,M -1 (11)
xl-—h/2
xj+h/2
Vo, = j v,(X)dx, j =L M -1, (12)
xj—h/2
Vy, :% _[ v,(z)dz,k =1,N, (13)
xj+h/2
o,== [ p()dx j=1LM-1g,=g, =0, (14)
hxj—h/2
z X;+h/2
1 k ] . - _
f=—r [ ] fxodxdz, j=LM-1k=1N, (15)

3., Xxj-h/2

3.2. Durgun Kuazi-Optik Denklemi I¢in 2.¢esit Baslangic Simir Deger Probleminin

Niimerik Coziimii.

Bu béliimde durgun kuazi-optik denklemi i¢in 2.¢esit baslangi¢c sinir deger probleminin

fark semasi olusturulacaktir.

3.2.1. Baslangi¢c Simir Deger Probleminin Formiilize Edilmesi ve Fark Semasinin

Olusturulmasi

Bu alt boliimde ele alinan durgun kuazi-optik denklemi igin 2.gesit baslangi¢ simir deger

problemini tanimlayalim.

. Oy o’y
i— + -
0z % ox?

a(xX)y +Vo () +iv,(2)y = £(x,2),(x,2) €Q (16)



w(x,0)=p(x),xe(0,1), (17)

81//(0,2):81//(|,Z)
OX OX

-0,z¢[o,L], (18)

Burada, | =x/—_l,| >0,T>0,a,>0 verilen sayilar a(X),VO(X),Vl(Z) reel degerli

oOlctilebilir fonksiyonlar olup asagidaki sartlari saglar:

0
O<,ulSa(X)Sy3,VXe(O,|),yO,,LLlzsabit>0, (19)

0
Vol o1y = Bor[Vallyzoy SB(2) 2D, >0, 72 (0,L), (20)

L(0,l

b,>0,m=0,12- verilen sayilar, ¢(x), f(x,t) fonksiyonlar1 ise kompleks degerli
Olgtilebilir fonksiyonlar olup

peWz(0,1), d(g)((o) - d‘gi') =0, f eW(Q), (21)

sartlarini saglar.

Bildigimiz gibi (16)-(18) problemi durgun kuazi-optik denklemi igin ikinci gesit

baslangi¢ sinir deger problemidir ve [15] calismasinda incelenmistir.

Bu nedenle bu ¢alismanin sonug¢larindan yararlanarak soyleyebiliriz ki, (1)-(3) problemi
ok ((O, L),W; (0, I)) NC'((0,L),L,(0,1)) uzaymdan olan tek ¢oziime sahiptir ve

asagidaki kestirim gegerlidir:

oy (. 2)
0z

”l//(" Z”wzz(o,l) + <G, (”gD”WZZ(o,I) + ” f ”WZ‘M(Q))’ Vze [0’ L]' (22)

L,(01)

Burada, c, >0-sabiti ¢, f ’den bagimsizdir. (16)-(18) probleminin diskritlestirelim.

Bu amagla ilk 6nce Q bolgesini asagidaki gibi bir aga doniistiirelim:

I L
h:m,tk:kT,T:W,onxl—h/ZZO,

Xy =Xy, +h/2=1, burada M,N verilen pozitif tam sayilardir.



Asagidaki gosterimleri yapalim:

5,0, = Qy-—Dy,y 5D, = Dy —D; ,
T h

DD, D, — O
5D, =—E L 50, =5d, =L %
x = jk h X = 1k x = 0k h/2

®,, —D 0,0, —0,D.

5D, =5, , =M Mk 5 @ —_*x J X J
X = Mk x = M-1k h/2 xX = jk h

Burada, @, fonksiyonu {(Xj,zk)}’da tanimlanan ag fonksiyonudur.

(16) i¢in yukarida gosterdigimiz niimerik tiirev formiillerini kullanarak {(xj,zk )} ag1

iizerinde {®, } ag fonksiyonunun

i57®jk +8,0, Dy — ;D +V,; Dy, +iv1KCI>J.k = fjk,

i=LM-1k=1N, (23)
q)jo:¢j’j:Q_M’ (24)
5, =5®,, =0,k=1N, (25)

sartlarindan bulunmasi problemi elde edilir.

Burada, a,, vy;,Vy @, f, ag fonksiyonlar1 olup asagidaki formiillerle tanimlanir:

xj+h/2
a = j a(x)dx, j=1,M —1, (26)
xj—h/2
xj+h/2
== [ v()dx, j=1M -1, (27)

Xj=h/2

Voj

Vy, :% _[ v,(z)dz,k =1,N, (28)

Ik

X;+h/2
?; :H I ¢(X)dX, j =1 M -1, O =Dy Py =Py (29)

X;—h/2

10



1 t xj+h/2

—hj [ f(xtdxdt, j=1,M -1k =LN, (30)
T

tea xj-h/2

fo =

11



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Durgun Kuazi-Optik Denklemi I¢in 1.Cesit Baslangic Simir Deger Problemi

I¢in Sonlu Farklar Yénteminin Yakinsakhgi

Bu boliimde durgun kuazi-optik denklemi igin 1.¢esit baslangi¢ sinir deger probleminin

sonlu farklar yontemiyle yakmsaklig1 ispatlanmistir.
4.1.1 Fark Semasmin Coziimii i¢cin Kararlihk Kestirimi
(8)-(10) fark semasimnin ¢oziimii i¢in asagidaki kestirimi elde ederiz:

Teorem 4.1.1: Farz edelim ki a(x), VO(X),Vl(Z), go(X) fonksiyonlar1 (4)-(6) sartlarini

saglasin. Bu taktirde (8)-(10) fark semasinin ¢oziimii i¢in asagidaki kestirim gegerlidir:

N M-1
hZ‘@lm‘ <c (hZ‘(pJ‘ +rhkz;z;‘f]k‘ J vme{1,2,...,N}. (31)
J

Burada c, >0 sabit olup h, 7 ve m’den bagimsizdur.

Ispat : z =z, katlarinda

M-1
hZI5 (Djk77]k hza05 q)jk5 N X hZ( Ojk) jkﬁjk :hz fjkﬁjk’
=1

=

k=IN. (32)

toplam  &zdesligi  (8)-(10) fark semasma denktir. Burada, 7, fonksiyonu

{(Xj,zk )} aginda tanimlanmis olup 7, =7y =0, k=1 N sartlarin1 saglar. 77, ise

1 j=2M-1
1, -nmn kompleks eslenigidir, y; =41 dir,
E, J :1, M

Eger (32) toplam dzdesliginde 77, ag fonksiyonunun yerine 7@ alrsak elde edilen

esitsizlikten onun kompleks eslenigini ¢ikartirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

12



M-1 _ _ M-1 M-1 _
hY 7(8D, @, +6,:3,D; )+2ehy v, |@, | =2ch > Im(f,B,) (33)
= j=1

j=L
vk =12,...,N . Asagidaki esitligin gegerli oldugu agiktir:
— — 2 2
(5@, @) +5D, @ ) =|@ [ —|@) | +|@) -Dy, (34)

Bu formiilii (33) de dikkate alip, k tlizerinden k =1 den k =N ’a kadar toplayip (8) ve
(9) sartlarin1 dikkate alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz.

m M-1 m M-1
hZ\cDJm\ +h>" Z\cb ~, 1\ +2thZv1k\cDJk\

k=1 j=1 k=1 j=1

ghzl\cpj\ +zmk§r";“fz]fjkuq>jk\ Ymell2,..N}.
i= =1 j=

0
Vl(Z) >h,>0,Vze (0, L) sartin1 dikkate alipp bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci

toplamin m-inci terimini ayirip ¢&- Cauchy ve Cauchy-Bunyakovsky esitsizliklerini

uygularsak esitsizligini buluruz:

hz\cp,m\ b3 Slo, -0, [ <

k=1 j=1
m-1M-1
<hz_:‘¢]‘ +gth‘CDJm‘ +— ;‘fim‘2+fh;;‘®jkr+
hijzl\f " wvme12,..,N}.
k=1 j=1

= ZL secerek bu esitsizliklerden asagidaki esitsizligi elde ederiz.
T

m M-1
hZ\cDJm\ +th;‘ ,Z_ll‘(b‘k o, <
<2h2\q> \ +2rhm§f le\cpjk\ + (35)
k=0 j=1
-1

+2(I'+1)rhi If,[ vme{L,2,..,N}.

k=1 j=1

Burada sol taraftaki ikinci terimin negatif olmadigimi dikkate alarak

13



m-1M-1

M-t 2 ML o N M-l
h;\cpjm\ sh;\(pj\ £2(T+1) ey 3| +2chy. Yo, [

k=1 j=1 k=1 j=1

vm e{l, 2, N}.

esitsizligini elde ederiz.

Gronwall lemmasini uygulayarak asagidaki kestirimi elde ederiz:

M-1 2 M-1 2 N M-1 2
hy || <c| WY |oy[ +ehY Y| fy| | vme{L 2., N}, (36)
=1 =1 k=1 j=1
Bu kestirimi (35) da dikkate alirsak, asagidaki kestirimin gegerli oldugunu elde ederiz:

hz\cp,m\ S0, -0, <

k=1 j=1

<c (hZ‘(p‘ +z‘hiMZl‘ka ]Vme 2. ,N}.
k

(37)
= j=t
Buradan da teoremin gegerli oldugu elde edilir. Teorem 4.1.1 ispatlandi.

Simdi (8)-(10) fark semasinin hatasini degerlendirelim. Bu amagla (1)-(3) baslangi¢

smir deger probleminin ¢éziimiiniin asagidaki ortalamalarini gz 6niine alalim:

t, x;+hi2
:_tkjlxjm (xt)dxdt, j=LM -Lk=1N,p;, =9, )
j=0,M,p, =y, =0,k =1N.
W =D, —y, olsun. w, ag fonksiyonunun asagidaki sartlar1 sagladig1 agiktir:
I6,W; +350, Wy, —a, Wy, +Vo, W, +ivy W, =F;, ] =1,M -1,k =1N, (39)
W, =0, j =0,M, W, =W, =0,k=k=1N, (40)

Burada F; ag fonksiyonu olup
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Fic = i _(i57‘//jk +a 0 — W VoW + IV )’

j=LM-1k=1 (41)
formiilii ile tanimlanir.
4.1.2. Fark Semasimin Hatasi i¢cin Kestirim
Bu alt boliimde fark semasinin hatasini degerlendirecegiz.
Teorem 4.1.2.1 a(x), A (X),Vl(Z) : (p(X) ve f(x,z) fonksiyonlar: sirasiyla (4)-(6)
sartlarmi ve 7, h adimlar1 c;, < % <C, sartmi saglasm. Burada c, >0,c >0

sabitleri 7, h’dan bagimsizdir. Bu taktirde (39)-(40) sisteminin ¢dziimii i¢in asagidaki

kestirim gecerlidir:

hMZ_:l‘ij‘ZSCm L vme (12, N}. (42)
j=1

Burada c,>0 sabiti 7, h ve m’ den bagimsizlar £, >0; 7—0, h—0. icin

B, — 0 drr.

Ispat: (39)-(40) sistemlerinden goriildiigii iizere bu sistem z =z, : katlarinda herhangi

ke {1, 2,...,N } ve herhangi 7, , ag fonksiyonu i¢in asagidaki toplam 6zdeslige denktir:

M -1 M
h D16, Wy iy =D S Wy 8,7y 7, —
= j=1

M-1 M-1
_Z(aj —Voj 1V )ijﬁjk =h> " Fiflje- (43)
i=1 j=1

Burada 7, fonksiyon {(xj,zk )} aginda tanimlanip 77, =7, =0, k=LN sartlarmni

saglar.

Bu 6zdeslikle 77, nin yerine 7w, alip elde edilen esitsizlikten onun kompleks eslenigini

cikartalim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde ederiz:
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M-1 2 2 2 M-1 2 M-1
hZ(‘ij‘ —‘ijfl‘ +‘ij—wjk4‘ )+2¢h2vlk ‘ij‘ =2rh> Im(F, W,,),
i1 = -1

k=12,..,N.

(34) bi¢iminde olan formiilii w;, i¢in kullanirsak asagidaki esitligi buluruz:

M-1 2 2 2 M-1 2 M-1
D3 (TR T TR B D A A LD WL GRS
J= i= i=
k=12,..,N.

Bu esitligi  k tzerinden k =1" den k =m< N ’e kadar toplayip ve w;, =0, j =0,

vV, >b, >0,k =1,N sartlarindan yararlanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

M-1 2 m M-1
hZ‘ij‘ SZThZZ‘ijHij‘.
1 k=l

Bu esitsizlikten £- Cauchy ve Cauchy-Bunyakovsky esitsizliklerinin yardimiyla

buluruz:

hz\w,m\ <27hrZ;Mz:‘wjk‘ 2T+ SR, [ vme L2, N},

k=1 j=1

Burada Gronwall lemmasini uygulayarak asagidaki kestirimi buluruz:
M-1 2 N M-1 2
hy |wi| <curhd D |Fy | vme {12, N}. (44)
=1 k=L j=L

Simdi F; ag fonksiyonunu degerlendirelim. F, -min formiliinde yer alan f,

iv, (2)y dedz,

j=LM-Lk=1LN. (45)

fonksiyonunu asagidaki bicimde yazabiliriz:

z, Xj+hi2 W
el 1%

7 xh/2

Bu formiilii dikkate alarak F; ag fonksiyonunu asagidaki gibi yazabiliriz:
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Fyo = Fat Pt PR+ P+ PR J=LM -1k =1N. (46)

Burada
z, X;i+h/2
1 %7 al//
Fl=— I—dxdz —io,y , 41
TR "
z, Xj+hi2
j V/ dxdz — ayS (48)
zh 4 Xj—h/2
1 z, Xj+h/2
Fo=——1 [ a(ydxdz+ay, (49)
i1 Xj—h/2
7, Xj+h/2
1 Xj—h/2
1 z, Xj+hk
FS :_hj J' iV, (2)ydxdz — v,y - (51)
z4 Xj—hk

olarak tanimlanir. Simdi bu terimlerin her birini ayr1 ayr1 inceleyelim.

w, icin (38), F' i J=LM =1 k=2 N. ag fonksiyonu i¢in (47) formiiliinii kullanrsak
asagidaki esitligi buluruz:

Xj +h/2 . 7 X +h/2

1 Ay (x2)
A oo, ] 2
1 z, Xj+h/2 74 Xj+h/2
_h!J. I w (X, Z)dXdZ—_f I w (X, z)dxdz]
24 Xj—h/2 Z_, Xj—h/2
PR ><J+h/2a . 7 x+h/2 7 a 9
:_Z! Xj .[‘/2 l//(x Z) e __z.[ Xj J.hIZZJ‘r l//a(x )dedXdZ

:_f f I(a‘/’(x 2) 5W(g;+‘9)jd9dxdz

zy Xj—hi2 -7

j=LM-1k=2,N.

Yukaridaki esitlige Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayarak,
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Zy l+h/2 0

Rl <z 1]

zq Xj-h/2—7

a‘/’(x 2) aw(2;+9) d@dxdz ,

j=LM-1k=2,N. (52)
Jl,j =1,M —1, i¢in buluruz:
_ "oy (x,2)
—T—;[X j 22 gz L )
6 (x.2) L Xj+hi2 x;+h/2
:—j I GV L) Gxdz - _[ '[ w(X,z)dxdz — _[ w (X, z,)dx
zh 2 X;~h12 oz T o xohi2 X;~h12
- - X +h/2 t
- L j j v g s j [ ja'”(x 9 4 gaixcz.
Th 5 x;-h/2 z h 5 xj—h/2t 89
esitligini elde ederiz.
Bu esitlikten asagidaki esitsizligi buluruz:
7, Xi+h/2
2 fr |Ow(x,z VRS
‘Fill‘ - I J W( ) , J=1M-1. (53)
z Xj—h/2
Fji, j=2,M -2,k =1 N. icin ayn1 bigimde yaparak,
7, X:+h/2
1" 0w (X, 2)
F2=— — " ~dxdz-a,0,v .
jk Th ij.l Xj_h/ZaO axz a0 xxl/ljk
z, Xj+thi2y

( v(x.2) aV/(XJrZJ”’gZ)jdndgdxdz,
oX 16

esitligini buluruz.

Bu esitlige Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayarak buradan asagidaki

esitsizligin gecerli oldugunu elde ederiz:
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2<£]5X]‘ "lljlal//(xz) 52 (x+77+§2)|d d&dxdz,

F2f <
‘ J ‘ zh? Zes X;—N/20 h ox? ox’?
j=2,M—-2,k=1N. (54)
F2, k=1,N ag fonksiyonu igin
7 X +h/2 2
a o°w(x,2) a
Fli = Z;[1 XlJ;/Z =) T ol dxdz N (W = SWik)
_ 8 j azy/(x1+h/2 z) oy(x—h/2, z)
zh OX
x1+h/2 x+h X, +h/2 x+h/2  x
aW(é'z)dgdx—Z [ ] 24D geox g
z“ X, — h/2 x 85 X —h/2 x—h/2 85
7 X +h/2 x+h x+h/2 A2
e j [ ] j 0 ‘”(77 V1. 2) 4 sdxdz -
74 %—h/2 x
7 x+h/2  x I3
_28 j [ [ ‘”(772’ 2) dpd Edxdlz
74 % —h/2 % —-h/2 % —-h/2 677
esitligini elde ederiz. Buradan da Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginin yardimiyla
7 x1+h/2
\Flif_mao [ ] ‘ dxdz,k =L N. (55)
74 X —h/2

esitsizligini buluruz.

Bu esitsizligin elde edilmesine benzer olarak FMZ,lk K zm, icin asagidaki esitsizligi
buluruz:

7, Xy_1+h/2

%y (X, )

2
2 163,
OX?

Fial <= dxdz,k =L N. (56)

74 Xm—h/2

Simdi Fji, j=LM -1k =1 N. ag fonksiyonunu degerlendirelim. (49) formiiliiniin

yardimiyla
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7 x:+h/2

7, Xj+h/2 e
:_J' ._jh/z(al%k a(x)y (x,z))dxdz
1 zklxj+h/2 1 7 xj+h/2
== J j (a;—a(x))wdxdz +—hj I a(x) (v —w(xz))dxdz
4 Xj—h/2 4 Xj—h/2
j=LM-Lk=1N
buluruz.

a;, j=LM -1 ag fonksiyonlar1 a(x) fonksiyonunu (x;—h/2,x;+h/2), iizerinden
ortalamas1 oldugundan bu esitli§in sag tarafindaki birinci terim sifira esit olur.Bu

nedenle Fj icin

7 xj+h/2
Fi _1 I j a(x)(y/jk —w(x,z))dxdz, j=LM-Lk=1N. (57)

4 Xj—h/2

esitligini buluruz. Bu formiiliin sag tarafini degerlendirmek i¢in vy —y (X,Z) farkini

once degerlendirelim. Bu farki asagidaki gibi yazabiliriz:

e xj+h/2

‘ij“/’(x’z):_h,[ _[ (w(&.0)-y(x2))dédg

74 Xj—h/2

z, Xj+hi2[" ¢ 0
:ij Daw(nﬁ)dn+jaw(x’0)da}d§d9, (58)
 0n 0o

1 Xj—h/2

j=LM-1k=1N.

Bu esitligi (57) formiiliinde dikkate alirsak, oradan

7, X;+h/2 2
‘F,—i‘zszﬂ—ghf I —awé:’z)‘ dxdz +
4 Xj—h/2
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Zy J+h/2

N

4 Xj—h/2

‘dXdZJ—lM ~1,k=1N. (59)

esitsizligini buluruz.

Simdi ij, j=L,M -1, k=1 N ag fonksiyonunu degerlendirelim. (50) formiiliinden

yararlanarak asagidaki esitligi yazabiliriz:

Ze Xj +h/2
Fib = Vot — I I (x,z)dxdz
z“x —h/2
1 % xJ+h/2
:EJ j (Vo = Vo (X)w (x,2) ) dxdz
4 Xj—h/2
1 % %2 1 % %2
:EJ j (voj—vo(x))z//jkdxdz+—h_[ _[ Vo (X) (w5 —w (x,2)) dxdz
4 xj—h/2 .y Xj—hi2
j=LM-Lk=1N

Voj» j=1M —1 ag fonksiyonlar1 Vy(X) fonksiyonunu (x; —h/2,x;+h/2), iizerinden

ortalamasi oldugundan bu esitligin sag tarafindaki birinci terim sifira esit olur.Bu

nedenle asagidaki esitligi elde ederiz:

z, x]+h/2

jj )y —w(x.2))dxdz, j=LM -Lk =1N.

zklx -h/2

Simdi bu formiilden yararlanarak Fji, j=LM -1k =1,N. ag fonksiyonunu
degerlendirelim. v, € L, (0,|)oldugundan Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygularsak

kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

><+D 2

JIZ\Vo(X)\ZdX Hl//xz )y, dx| [z, j=LM-Lk=LN.

xj—2

Fil= ]

Burada [Vy||_,,,) <o oldugunu dikkate alirsak
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X +—
%

\F\<Ehf H//XZ )-v,| dx| fz,j=IM Lk=1N

k-1 J—
XJ 2

esitsizligini buluruz. Bu esitsizlikte (58) formiiliinii dikkate aldigimizda asagidaki

esitsizligin gecerli oldugunu sdyleye biliriz:

2 7, Xj+hi2 P X Z
‘F ‘ <_J' J' V/ dxdz+
.y Xj—h/2
2z, Xj+h/2 2 _
27 WD) Gy joIM Lk =N, (60)
71 Xj—h/2 oz

Simdi Fj, j=LM-Lk=LN. ag fonksiyonunu degerlendirelim. (51) formiiliiniin
yardimiyla asagidaki formiilii yazabiliriz:

z, xj+h/2

Fji=—iV1k‘//jk+T—I I iv, (z)y (x,z)dxdz
74 Xj—h/2
2 xJ+h/2
I I V=iV ( z)z//(x,z))dxdz
zklx -h/2
1 7, Xj+h/2 1 z, Xj+h/2
:__I j (v — vy (2 ))l//,kdXdZ——h_[ j ) —w (x,2))dxdz
4 Xj—h/2 4 .y Xj—h/2

j=LM -Lk=1N.

Bu esitligin sag tarafinda yer alan birinci terim i¢in (13) formiiliinii kullanirsak onun
sifira esit oldugunu goriir ve Fji, j=LM -1, k=1 Nag fonksiyonu icin asagidaki
formiilii buluruz:

7, X;+h/2

jj )(wy —w(xz))dxdz, j=LM -1k =L N. (61)

zk 1 Xj—h/2

(5) sartindan ve
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|V1(Z)| <Cp ||Vl||w21(0,|_) Yz e [O’ L]
esitsizliginden yaralanirsak,
v,(2)|<c vz e[0,L] (62)

elde edilir. Burada c; =c,b, dir. Bu esitsizligi ve (58) formiiliinii kullanirsak

kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

7 xj+h/2
‘—2Cl3hj _[ 81// (x2) dxdz+
iy Xj—h/2
2z, X+h/2 2
LT WD) gz, (63)
h 4 Xj—h/2 82

[ 20., sayfa 61-62] den bildigimiz Fubini teoremine gore (52) dan

2
oy (x.1) 8!//(X,Z+l9)| dxdsz& (64)
oz

S ST <2 {8

buluruz.

Orta siireklilik teoremine gére herhangi & > Oigin |«9| <7 <0 oldugunda;

]

olacak sekilde bir & > 0sayis1 vardir. Bu nedenle bdyle 7 lar i¢in (64) den

1/2
op(xt) oy (xz+6 | iz | <o
oz oz ‘ '

Y SR < w0, (65)

elde ederiz. Burada, @’ >0; 7—0 i¢in @° — 0 olur. (53) esitliginde (7) kestirimini

kullanarak
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ow(,z
# dz<c,r, (66)

ThMZ_l‘Fjll‘z < 4]
j=1 0

L,(0,0)

esitsizligini elde ederiz. Bu taktirde (65) ve (66) kestirimlerinin yardimiyla
N M-1 2
thY Y |Fi| <l +cur. (67)

k=1 j=1

buluruz. (64) esitsizliginin elde edilmesine benzer olarak (54) den
Fal <o, (68)

buluruz. Burada @} >0, h—0 i¢in @ — 0 olur. (55) ve (56) ten

2

N hil A2 .
thy |Fz[ <1682 a"’—(zx’) dx, (69)
k=l o O L(0.L)
N . ot (%)
thy |Fi .| <168] | 8—2’ dx. (70)
k=1 I=h X LO.L)

buluruz. Buradan integralin mutlak siirekliligine gore h — Oigin (69) ve (70) in sag

tarafi sifira yaklagir. Yani:
WY |2 4eh |F2 o[ < of 71
T Z‘Flk‘ +r Z‘FM_lk‘ <y, (71)
k=1 k=1

yazilir.

burada @’ >0, h—0 i¢in @ —0 olur. Bu taktirde (68),(71) esitsizliklerinin

yardimiyla

N M-1 2 0
Y SIFf <o (72)

k=1 j=1

0
buluruz. Burada wn = @} + @} .

Son olarak (7) kestiriminin ve adimlar arasindaki uyum sartinin yardimiyla (59), (60),
(63) den
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N

Thzf\Fji\z < cw(f2 + hz), (73)
k=1 j=1

N M-1 2

thZ\Fjﬂ <c,(z+h), (74)
k=1 j=1

N M-1

> Y |Fs[ <c, (2 +h7) . (75)

k=1 j=1
elde ederiz.

Boylelikle (67), (72) - (75) esitsizliklerini ve (46) formiillerini kullanarak (44) den

asagidaki kestirimi buluruz:

h%‘wjm‘z SClg(a)f+a~)Eh+r+h+rz+h2). (76)
=1

Burada S, =@’ +a& +7+17°+h* gosterirsek C, =Cy, i¢in teoremin gegerli oldugunu

elde ederiz. Teorem ispatlandi.
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4.2. Durgun Kuazi-Optik Denklemi I¢in 2.Cesit Baslangic Smir Deger Problemi

I¢cin Sonlu Farklar Yonteminin Yakinsakhg

Bu boliimde durgun kuazi-optik denklemi i¢in 2.¢esit baglangi¢ sinir deger probleminin

sonlu farklar yontemiyle yakmsaklig1 ispatlanmistir.
4.2.1. Fark Semasinin Kararhhk ve Hata Kestirimleri

Bu alt boliimde (23) — (25) fark semasinin ¢oziimii igin kararlilik kestirimi elde edecegiz
ve bu kestirimi kullanarak fark semasinin hatasini degerlendirecegiz. Bu amagla ilk

once fark semasinin kararlilik kestirimini gosteren teoremi verelim.

Teorem 4.2.1.1.: Farz edelim ki a(x),v,(x),v;(z),¢(x), f(x,z) fonksiyonlar1 (19)-

(21) sartlarmi saglansin. Bu taktirde (23)-(25) fark semasinin ¢oziimii i¢in asagidaki

kestirim gecerlidir.

=1 j=

hz@m\ @lg(hz\q,]\ +thN:le‘ka‘ J me L2, NI, )

Burada C, >0 sabit olup h, 7 ve m den bagimsizdur.

Bu teoremin ispati teorem 4.1.2.1°in ispat1 ile aynidir.

(23) - (25) fark semasmin hatasi i¢in kestirim elde edecegimizden dolay1 (16) - (18)

probleminin asagidaki gibi ortalamalarina bakalim:

7 xj+h/2 L
vi=—| [ w(xz)dxdz, j=IM—L k=LN.
Th 4 Xj—hi2
Vio =@ 1=0M, vy =¥ Vi =Ww-wo k:l’_- (78)

W, =D, —y, olsun. w, ag fonksiyonunun asagidaki sartlar1 sagladig1 agiktir:

10, W), + 8,0, Wy — ;W +Vo, Wy +iv, W, =F,,j=LM-1Lk=1N. (79)

Wjo = 0,j=0, 157W1k = 5YWMk =0, k :]"_N' (80)
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Burada F; ag fonksiyonu olup asagidaki formiil ile tanimlanir:

ij = fjk _(i57ij+ao5x7<‘//jk_aj‘//jk+vo j‘/’jk+iV1k‘//jk)’

j=LM -1k=1N. (81)
Teorem 4.2.2.1 a(x), VO(X), Vl(Z), (p(X) ve f(x,z) fonksiyonlar1 sirasiyla (19)-(21)

sartlarmi ve 7, h adimlar1 ¢ T<c sartin1 saglasin. Buradac, >0,c, >0

mln—h— max

sabitleri 7, h’dan bagimsizdir. Bu taktirde (79) - (80) sisteminin ¢oziimii i¢in asagidaki

kestirim gecerlidir:
M-1 2
Y Win| <CpB,¥Me{L2,..,N}. (82)
j=1

Burada c,,>0 sabiti 7, h ve m’ den bagimsizlar S, >0, 7—0, h—0. icin

B, — 0 drr.

Ispat. Teorem 4.1.2.1’in ispatinda oldugu gibi benzer islemleri yaparak kolaylikla

asagidaki kestirimi elde ederiz:
M-1 2 N M-1 2
hy|wi| <c,zh) Y |F [, vme{L12,..,N}. (83)
= k=1 j=1

Simdi F; ag fonksiyonunu degerlendirelim. F, -min formiliinde yer alan f,

fonksiyonunu asagidaki bigimde yazabiliriz:

1 a9
j:T_.[J;

j=LM-1k=1N. (84)

o’ :
{ a_‘// aOa—):/Z/—a(x)z//+v0(x)y/+ |v1(z)y/dedz,

/2

Bu formillii dikkate alarak F, ag fonksiyonunu ;

Fy=Fi+FR+ Fi+Fi+FR j=LM -1k=LN. (89)
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gibi yazabiliriz. Burada

1 ¢ oy -
Fl=— dxdz —-io,y , 86
TR Rt "
z, X;+h/2
1 k ") a
Fi=—1 ] aoaxwdxdz 3,8V i (87)
4 Xj—h/2
1 z, Xj+h/2
Fir = j I a(x)ydxdz +ap;, (88)
i1 Xj—h/2
1 7, Xj+h/2
Fj4k :+—h J- J‘ Vo(X)l//dXdZ_VOj‘//jk J (89)
4 Xj—h/2
1 z, Xj+hk
Fi :—hj j iv,(2)ydxdz —iv, 7, . (90)
4 Xj—hk

olarak tanimlanir. Simdi bu terimlerin her birini ayr1 ayr1 inceleyelim.

v, icin  (78), Fljk,jzl,M—l,k=2,N ag fonksiyonu i¢in ise (86) formiiliinii

kullanirsak
7 xJ+h/2 .oz Xt h/2
Fi = L J. j |a—wdxdz |5y/1k:—J' I v (X%2) gy -
th L Xj-h/2 hz“x S 0L
1 z, x]+h/2 24 xj+h/2
|—[j J. v (X, z)dxdz—J' I ://(x,z)dxdz]
74 xj—h/2 2, Xj=h/2
i 7 ><J+h/2a (X Z) . 7, Xt hi2 , a (X 0)
=— [ [ L dxdz- j [ [ o dodxaz
Th 74 X;—h/2 82 z 4 Xj—hl2z2-7 a

:_f f j(a‘/’(x 2) 5W(g;+9)jd9dxdz

zy Xj—hi2 -7

j=LM-1k=2N.

esitligini buluruz.
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Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayarak sonuncu esitlikten

7 l+h/2 0
‘F ‘ __J- J- I@c//(x z) ow(x, z+6) d6dxdz ,
zklx—h/2 T o0
j=1M -1, k=2,N. (91)
elde ederiz.
Fjll, i =1,M —1 icin
_ "oy (x2)
——jj = duaz ——(w,l V50)
a (X Z) X; +h/2 Xj +h/2
:—j I VA2 Gxdz - _[ _[ w(X,z)dxdz — _[ w (X, z,)dx
zh 2 X;~h12 oz T o xohi2 x;~h12
- L XJ+h/2 . 7 J+h/2t
=] a'/’(x W) gz =] ] ja”’(x 9 40dxdz
zox -h/2 hz xj—h/2t
buluruz. Bu esitlikten
) 2 xJ+h/2 a (X Z)
‘Fjll‘ - J' I V/ dxdz, j=1,M —1, (92)
zox —h/2

esitligini buluruz.

Jk, 1=2,M -2,k =1 N. i¢in de benzer islemleri yaparak

z, Xi+h/2
, 1 ¢ 0w (X, 2)
Fo=— 2!1 XJ_J.W = Tl dxdz — a0,V
z, xj+h/2h 0 2 2
1 ow(x,z) Ow(X+n+&,2)
=— - d#»d&dxdz
Ths Z!1 xj:[1/2.([—J‘h[ axz axz " é:
j=2,M -2,k =1,

esitligini elde ederiz. Burada Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayarak
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V012w (x,2)  Bw(X+n+E, 2
” Waiz ) (az &), nd£dxdz,
0 -h

j=2,M -2, k=1,N. (93)
esitsizligin gecerli oldugunu elde ederiz.

F2, k=1,N ag fonksiyonu igin

7, X +h/2 62(,//(X Z) ao

2 y
Fy = ~h Z!l . J;/z o 2 dxdz — N (W ok — Ox¥a)
_ 3 % (61//(x1+h/2, Z))dz—

th 7 OX
_ & J XTIZ th Xl]m W(:2) £y oz

Thg 4| %—h/2 x & aé:

7 X +h/2 x+h % +h/2 A2

_ a‘O a (77’ Z)

71 %—h/2 x é
elde ederiz. Buradan da Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginin yardimiyla

7, %+h/2| A2
\Flﬁfs“io % dxdz, k=L N (94)

74 %—h/2
esitsizligini buluruz.
Bu esitsizligin elde edilmesine benzer olarak F? k=1,N. igin

2 7 Xya+h/2

‘Fz—lk‘z <4;a0 —621//(x,z)

OX

dxdz, k =1, N. (95)

74 Xy —h/2

esitsizligini buluruz

Fj?(y ij;, Fji, j=LM -1, k=1 N ag fonksiyonlarmi teorem 4.1.2.1° de oldugu gibi

degerlendirerek
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7 xj+h/2

F2f < _2#0 [ ] ‘dxdz+
.y Xj—h/2
2 % xJ+h/2 _
ﬂo I I ‘ dxdz, j=1,M -1k =1,N.
4 Xj—hi2
z, Xj+hi2
Fif < 2 _ 2b?h 6@// (x2) dde
7,1 Xj—h/2
2z, Xj+h/2 2 -
+2bgfj [ oy (x2) dxdz, j=LM —Lk =L N.
h 1 Xj—h/2 2
2 z, Xj+hi2 2
‘Fjsk‘zgzc_zzhj j oy (x2) dxdz +
Zyy Xj—h/2 28
2 2 xj+h/2 2 -
+202_zfj | M‘ dxdz, j=L,M -Lk =1 N,
h 4 Xj—h/2 oz

esitsizliklerini elde ederiz.

(96)

(97)

(98)

Daha sonra (91)-(98) esitsizliklerinden yaralanarak teorem 4.1.2.1°de oldugu gibi

benzer islemler yapilarak teoremi ispatlamis oluruz. Teorem ispatlandi.
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4.3. Niimerik Coziim Algoritmasi

Bir dnceki alt boliimde inceledigimiz 1. ve 2. ¢esit sinir deger problemlerinin niimerik
¢cozlim algoritmasimi elde etmek i¢in inceledigimiz her iki problemi de iceren asagidaki

problemi géz oniine alalim:

iV L Y i _

i p +a, v a(xX)y +Vo () +iv,(2)y = (x,2),(x,2) €Q (99)
w(x,0)=p(x), xe€(0,0) (100)
%%%W(o,z):%(z), ze(0,L), (101)
alawa()l(’z)+ﬂlz//(l,z):yl(z), 2e(0,L). (102)

Burada 1 >0,L>0,a8,>0, o, >0, ¢, 20, 4, 5,20 verilen sayilar;
a(x), Vo(x).:v(2), @ (x), f(%2), ¥o(2), ¥.(z) verilen fonksiyonlardr.

Simdi bu problemin niimerik ¢oziimiinii yapmak i¢in ¢6ziim algoritmasi olusturmamiz

gerekir. Bu amagla asagidaki gibi fark semasi olusturalim:

Fark semast igin  Q=[0,1]x[0, L] bdlgelerini asagidaki gibi aga doniistiirelim:

Burada M >0, N >0, verilen tamsayilar, h adimi x’e, 7 adim1 z’ye gore secilen
adimlardir. l//(Xj,Zk) degerlerine karsilik gelen ag fonksiyonunu @ ile gdsterelim.

Bu durumda

i§TCI>jk +3,0, D — ;D +Vo; D + ivlkCI)jk = fjk, (103)

j=LM-Lk=1N,

D, =¢;,]=0,M, (104)
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4,5, Dy + Dy = Yo k=1 N. (105)

8, Dy + LDy = Yy k=1 N. (106)
sistemi elde edilir.

Bu cebirsel denklemler sisteminin ¢ézimiinii bulmak i¢in kovma yontemi

uygulayacagiz. Bu amacgla (103) — (106) sartlarin1 agik bi¢imde yazip sistemi ii¢

kosegenli sisteme doniistiirmeye ¢calisalim. Bu durumda j=1,M -1, k =1,N i¢in

iGD"k

_cDjk—l " (Dj+lk _Z(I)ij +(Dj—lk "
T h
-, +V,, @ +iv, @, =f,
bu esitligin her iki tarafin1 7 ile ¢arparsak,
. . T T T
1D, _'(Djk-1+aoF(Dj+1k - 23, F(Djk +aopq)j-1k -
73, ®; +7Vy @ +7iv, @, =7f,
elde edilir. Burada uygun terimleri bir araya getirirsek
T . T .
aoFCDJ._1k + |+2a\0F—raj +Vo; HIVy | Dy +
T )
+a, demk =7rf, +i®,
elde edilir. Burada asagidaki gibi gosterimleri yaparsak

-
Ajk :%F’

ij =—7 fjk - iCDJ.H

T : T :
By =817, Cpp == +28, 5+ 78, —Vo, —iVy,
bu taktirde sonuncu esitlikten j=1,M -1, k=1,N icin

Ay®@; o —Cp @, +B @ =—Fy (107)

iic kosegenli cebirsel denklem sistemini elde ederiz.
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Bu sistemin ¢oziimii i¢in kovma algoritmasint uygulayalim. Bu amagla ilk 6nce bu
sistem icin sinir deger sartlarmi belirleyelim. (101) ve (102) sinir deger sartlarina
karsilik gelen sinir deger sartini elde etmek icin asagidaki islemleri yapalim:
o, -0
2 % + L@y = Yor
Dy — @y + fohDy = hyy,
@y = @y + ShDy -y,

D, = (0‘0 _ﬂoh)q)lk _ hyg

Q Q,
a,— f.h hy.
T ==y =
Q, Uy
o, -0,
a = w*‘ﬂl@w = Y,
Dy (al + ,Blh) =, @, +hyy,
a hy.
o, =—>r—d, , +—X
- a, - ph . a, - ph
__% __ v
“ax a, + ph o a,+ ph

Boylece (107) i¢in asagidaki smir deger sartlarimi elde ederiz.
Dy = Ky Py + L4y (108)
Dy = Xk Pac + oy (109)

Boylece (108)—(109) sistemi icin kovma yontemini uygularsak asagidaki esitsizligi

yazabiliriz.
Dy =Py + By i=LM -1 k =1 N. (110)

Burada «;, Ve p;,, kovma katsayilar1 olup asagidaki Cauchy probleminin

¢Ozimiidiir.

— K j=1M-1 k=1N. (112)
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5 _ajkBjk+ij .
j+lk T '
Cjk —ajkAjk

oy = Zlk’ﬂjk =ty
(110) formiilii ile sistemin ¢oztiimiinii bulmak i¢in,

O = Ko P + Moy
Mk
1= oo

(112)

(113)

sartini kullanarak sagdan sola dogru tiim @ ’leri bulabiliriz. Boylece (99) — (102)

probleminin niimerik ¢oziimiinii bulmak i¢cin kovma yonteminin algoritmasini agikladik.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezde ele alman baslangi¢ sinir deger problemleri konulma agisindan 6nceki [11,15]
calismalarindan O6nemli bi¢cimde farklilagmaktadir. Tezde incelenen problemler ¢ok az

incelendiginden tez ¢aligmasi hem teorik, hemde uygulama agisindan 6nem tasir.

Bu tezde ilk kez durgun kuazi-optik denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemlerinin
¢Ozlim algoritmasi insa edilmis ve bu amagla kovma yontemi uygulanmistir. Bu tezde
elde  edilen arastirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar, daha Onceki
[1-4,5-7,9,10,12-19] ¢alismalardaki elde edilen sonuglardan farklidir ve onlarla

ortismez.
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