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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SOFT TOPOLOJIK UZAYLAR KATEGORISINDE HOMOTOPIK
KUMELER

Imge Ece KARADAS

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstittst

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Sadi BAYRAMOV

Sosyal bilimler, iktisadi, miithendislik ve tipta bazi problemlerin arastirilmasinda klasik
matematik yontemleri yetersiz kalmaktadir. Bu tiir problemler birgok belirsizlik tasir
ve kesin ¢oziimii yoktur. Boyle problemlerin ¢6ziilmesi i¢in son yillarda klasik
olmayan birgok teori inga edilmistir. Bu yontemlerle ilgili bulanik (fuzzy) kiimeler,
intuitionistic fuzzy kiimeler, kaba (rough) kiimeler, esnek (soft) kiimeler teorileri inga
edilmistir. Bu teoriler matematigin farkli alanlarinda uygulanmistir. Homotopya,
cebirsel topoloji yontemlerinin en 6nemli kavramlarindan biridir. Homotopya bagintisi

Fuzzy topolojik uzaylar kategorisindeki birkag ¢alismada verilmistir.
Bu tezde soft topolojik uzaylarda tanimlanan soft homotopya bagintisinin 6zellikleri

incelenmistir. Bu bagintidan yararlanarak soft homotopik kiimeler ve soft homotopik

kiimelerin tam dizisi olusturuldu.

2015, 70 sayfa

Anahtar Kelimeler: Soft kiime, Soft topolojik uzay, Soft siirekli doniisiim, Soft birim

aralik, Soft topoljik uzaylar kategorisinde homotopik kiimeler.



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

HOMOTOPIC SETS IN SOFT TOPOLOGICAL SPACES CATEGORIES

Imge Ece KARADAS

Kafkas University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sadi BAYRAMOV

Classic mathematics methods are insufficient in solution of some problems occur in
liberal arts, economic, engineer and medicine sciensces. These problems in itself
carries many uncertainties and there is no definitive solution. For the solution of such
problems there have been constructed non classical theories in recent years.About
these methods have been constructed these fuzzy sets, intionistic fuzzy sets, rough sets
and soft sets theories. These theories have been applied in different areas of
mathematics. The homotopy is one of the most important concepts of the algebraic
topological methods. The homotopy correlation have been provided in a few studies
in the fuzzy topological spaces category.

In this thesis; properties of homotopy correlation defined in soft to topological spaces
have been examined. Soft homotopic sets and soft homotopic sets full series was
created by using this correlation.

2015, 70 pages

Keywords: Soft set, Soft topological spaces, Soft continuous mapping, Soft unit

interval, Homotopic sets in soft topological spaces categories.



SIMGELER DiZiNi

[X,Y] : Doniistimlerin homotopik sinifi

Hom(X,Y) : X nesnesinden Y nesnesine giden morfizmalar kiimesi
U : Herhangi bir evrensel kiime

P(U) : U’ nun kuvvet kiimesi

E : Parametreler kiimesi

A : E parametreler kiimesinin bos olmayan alt kiimesi
(F,A) : U iizerinde bir soft kiime

( YFE ) . Y tizerinde (F, E)’ nin soft alt kiimesi

(X,1,E) : X lizerinde bir soft topolojik uzay

(F,E) : (F,E) soft kiimesinin soft kapanis

(F,E)° : (F, E) soft kiimesinin soft i¢i

(x., E) : Soft nokta

SS(U) 4 : Soft kiimelerin ailesi

Stop : Soft topolojik uzaylar kategorisi

(X | ~uL5E | ~2) . (X, 1, E) soft uzayinin soft boliim uzay1

(X, 7.E.xQ) : belirli noktal1 soft topolojik uzaydir.

Vi



1.GIRIS

Sosyal bilimler, iktisadi, miihendislik ve tipta bazi problemlerin arastirilmasinda klasik
matematik yontemleri yetersiz kalmaktadir. Bu tiir problemler bir¢ok belirsizlik tasir
ve kesin ¢oziimii yoktur. Bdyle problemlerin ¢oziilmesi i¢in son yillarda klasik
olmayan birgok teori insa edilmistir. Bu yontemlerle ilgili bulanik (fuzzy) kiimeler,
intuitionistic fuzzy kiimeler, kaba (rough) kiimeler ve esnek (soft) kiimeler teorileri

inga edilmistir. Bu teoriler matematigin farkli alanlarinda uygulanmastir.

Ik klasik olmayan teori -fuzzy kiimeler teorisi- 1965 yilinda L. Zadeh tarafindan
ortaya konulmustur [44]. Fuzzy kiimeler teorisi matematigin farkli alanlarinda
uygulanmistir. Ornegin; topolojide, cebirde, geometride ve fonksiyonel analizde fuzzy

kiimeler teorisi uygulanmastir.

1999 yilinda Molodtsov tarafindan soft kiime kavrami ortaya konulmustur ve bu
kiimelerin baz1 6zellikleri aragtirilmistir [37]. Soft kiimeler teorisi, matematigin farkli
alanlarinda ve pratik problem ¢oéziimlerinde biiyiik 6nem kazanmistir. Soft kiimelerin

arastirilmasinda Maji ve Roy’un biiyiik katkis1 olmustur [32, 33, 34].

Soft kiimelerin cebirde uygulamasi 2007 yilinda baslamistir [4] daha sonra soft halka,
soft modiil kavramlar1 ortaya konularak bu yapilarin bazi 6zellikleri aragtirilmistir
[1,15,27,28,41]. Topolojide soft yapilar 2011 yilinda Shabir ve Naz tarafindan

ortaya konulmus ve soft topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlari incelenmistir [41].

Soft topolojik uzaylarla ilgili daha sonra bir ka¢ c¢alisma yaymlanmigtir
[7,8,9,11,12,13,25,36,39,45]. Bu c¢alismalarda temel kavram olan soft nokta
kavrami farkli yontemlerle ortaya konulmus ancak bu kavramlarin hepsinde yetersizlik
bulunmustur. Ornegin; soft noktanin soft alt kiimesi mevcut olabilir ancak soft
topolojik uzayda soft noktalar soft agik olmalarina ragmen soft topolojik uzay diskret

degildir. Diger bir 6rnek olarak soft kompakt Hausdorff uzayr normal uzay degildir.



S. Bayramov ve C. Gilindiiz (Aras) [8] ¢alismalarinda soft noktanin yeni tanimini

ortaya koyarak bu yetersizlikleri ortadan kaldirmislardir.

Cebirsel topolojinin yontemlerinin uygulamas: hem fuzzy topolojik hem de soft
topolojik uzaylarda ¢ok az arastirilmistir. Bu konu ile ilgili fuzzy topolojik uzaylarda
[5,6,10,18,19,20,30] su c¢alismalar1 gosterebiliriz. Soft topolojik uzaylar

kategorisinde ise tek bir ¢alisma [11] yayimlanmustir.

Homotopya, cebirsel topoloji yontemlerinin en 6nemli kavramlarindan biridir.
Homotopya bagimtist Fuzzy topolojik uzaylar kategorisindeki birka¢ calismada
[5,6,18,19,20,30] ortaya konulmustur ancak bu homotopya kavraminin denklik
bagintis1 olmadigi goriilmiistiir. S. Bayramov ve C. Giindiiz (Aras) tarafindan bir fuzzy
topolojik uzay i¢in homotopya kavrami ortaya konularak fuzzy homotopik kiimeler ve
onlarin tam dizileri olusturulmustur [19]. Daha sonra C. Giindiiz (Aras) boyle fuzzy

topolojik uzaylarin homotopik teorisini insa etmistir [18].

Soft topolojik uzaylar kategorisinde soft homotopya bagntis1 ortaya konulmustur.
Homotopya bagmtisinin olusturulmasinda birim araligmmin 6nemi kaginilmazdir.
Bundan dolay1 soft topolojik uzaylarda homotopyanin ortaya konulabilmesi i¢in soft
birim araliginin olusturulmasi gerekmektedir. Soft birim araligin tanmimlandig: [11, 17]
caligmadan yararlanilarak soft topolojik uzaylarda yol baglantililik kavrami ortaya

konularak bu uzaylarin bazi1 6zellikleri arastirilmistir.

Bu tezde soft topolojik uzaylarda tanimlanan soft homotopya bagintisinin 6zellikleri
incelenmistir. Bu bagintidan yararlanilarak soft homotopik kiimeler olusturulmustur

ve soft homotopik kiimelerin tam dizisi insa edilmistir.

Tez 4 bolimden olugmaktadir. Tezin giris boliimiinde; kategori, alt kategori, funktor,
kovariant ve Kkontravariant funktor, kovariant ve kontravariant funktorlarin

morfizmalarimin tanimlari ve gerekli teoremleri verilmistir.



Tezin materyal ve yontem boliimiinde; soft kiime, soft topoloji, soft topolojik uzaylar,
soft ayirma aksiyomlari, soft kompakt uzaylar, soft yerel kompakt uzaylar, soft
parakompakt uzaylar, soft siirekli doniisiimler ve soft baglantililik ile ilgili gerekli

tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tezin aragtirma bulgular1 yonteminde; soft topolojik uzaylar kategorisinde birim aralik
tamimlanarak homotopyanin olusumu ve soft homotopik kiimelerin tam dizisi

arastirilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde, aragtirmamizda ihtiyag duydugumuz temel tanim ve teoremler

verilecektir [13].

2.1. Kategori ve Funktor

X,Y,Z herhangi nesneler olsun. Bu nesneler kiime, grup vs. olabilir. Herhangi X, Y

nesneleri igin Hom(X,Y) kiimesi verilsin. Bu kiimeye X nesnesinden Y nesnesine

giden morfizmalar kiimesi denir.

V X,Y, Z nesneleri i¢gin;

wHom(X,Y) X Hom (Y,Z) - Hom (X,Z2)

doniisiimii verilsin.

VfeHom (X,Y)veVgeHom (Y,Z)

morfizmalari igin p fonksiyonunun goriintiisii u(f, g) = g © f olsun.

Farz edelim ki p fonksiyonu i¢in asagidaki kosullar saglansin.

1)V X,Y,Z K nesnelerive Vfe Hom (X,Y),Vg e Hom (Y,Z),Vh e Hom (Z,K) i¢in;

u(u(f, 9),h) = u(f, 1(g, b))
u((g© f).h) = u(f, (ho g)
ho(gof)=(hog)of

2) V X,Y nesneleri i¢in 6yle 1y € Hom (X, X) ve 1, € Hom (Y,Y) morfizmalar1 var
ki;



VfeHom(X,Y) icinu(ly,f) = f
Vg e Hom(Y,Z) i¢in u(1ly,g) = g

saglamir. Yani f 0 1, = fve g © 1, = g dir. 1,ve 1, morfizmalarina birim morfizma

denir.

3)X # X;veyaY # Yjise Hom (X,Y) n Hom (X1,Y;) = @ dir.

Tanmim 2.1.1.[13] Nesneler ailesi ve bu nesnelerin morfizmalar kiimesine yukaridaki

1), 2), 3) kosullarini saglayan p doniisiimii ile birlikte bir kategori denir.

Ornek 2.1.2.[13] Ornek olarak bazi kategori ¢esitlerini tanimlayalim;

Set Kategorisi: Nesneleri kiimelerden olusan kategoriye Set Kategorisi denir.
Hom(X,Y), her X,Y kiimesi i¢in X "den Y’ ye giden siirekli doniisiimlerin kiimesidir.

U ise kiimelerin doniisiimlerinin bileskesidir.

Top Kategorisi: Nesneleri topolojik uzaylardan olusan kategoriye Top Kategorisi
denir. Top (X, ) nesnelerin topolojik uzayidir. Morfizmasi, Hom(X,Y) - C(X,Y),

X’ ten Y’ ye giden siirekli doniistimlerdir.

Group Kategorisi: Bu kategorinin nesneleri gruplar, morfizmalar1 ise herhangi G, H

gruplari icin Hom(H, G) seklinde G den H’ a giden gruplarin morfizmasidir.

Abel Kategorisi: Bu kategorinin nesneleri Abel gruplari, morfizmalari ise gruplarin

homomorfizmasidir.

Tanmmm 2.1.3.[13] C’ ve C iki kategori, bu kategorinin nesnelerini ise ObC’ ve
ObC olarak gosterelim. Eger;

DVXeCliginXeC

2)VX,Y € ObC'igin Hom¢(X,Y) € Hom.(X,Y)



ise 0 zaman C’kategorisine C kategorisinin alt kategorisi denir.

C' kategorisi, C kategorisinin alt kategori olsun. Eger V X, Ye ObC/ i¢in;

Hom(X,Y) = Hom.(X,Y)

ise C'kategorisine C kategorisinin tam alt kategorisi denir.

Tamm 2.1.4.[13] C, ve C, iki kategori ve F doniisiimii;

VX eObC, - F(X)eObC,

V feHom¢ (X,Y) - F(f) €e Hom,(F(X),F(Y))

Olsun. Eger

)Vf:X »>Y,g:Y — Z doniisiimleri i¢in F(g © f) = F(g) © F(f)
2) 1x: X — X doniisiimii i¢in F(1x) = 1py)

sartlar1 saglanirsa o zaman F : C; — C, doniisiimiine kovariant funktor denir.

Ornek 2.1.5[13]. Topolojik uzaylar kategorisini ele alalm. Topolojik uzaylar

kategorisinden kiimeler kategorisine giden doniisiim tanimlayacagiz.

X, bir topoloji olsun ve her Y € Top uzayina kars1 C (X, Y) siirekli dontigiimler uzay1
gelsin ve C(X,,Y) = Hom(X,,Y) olsun. F:Y; — Y, herhangi bir sirekli
dontigiimdiir. F siirekli donlisimiine kars1  f,: Hom(X,,Y;) = Hom(X,,Y,)

doniistimii gelsin ve bu doniisiimii s0yle tanimlayalim;

VoeHom(Xy, Y1), 0: Xo oY, fi(@)=f0 o



kosullarin saglandigina bakalim;

1) .Yy, - YgY, Y igin (gof).=g.° f. oldugunu gosterelim;
V@ eHom(X,,Y:) igin (g © f).(¢) =(g©°f) ° (o)

(9:° fI (@) =g.(f ©9) =g © (f © ¢) saglanur.

2)1y,: Y > Y, VoeHom(X,,Y),

(Ip(p)= L. 29 =0 ° (1y)x = Lpomxey)
Yonii degismedigi igin bu bir kovariant funktordur.
Tamim 2.1.6.[13] C; ve C, iki kategori olsun. F doniistimii;

VXE 0bC, - F(X) € 0bC,

V fe Hom¢ (X,Y) - F(f) e Hom,(F(Y), F(X))

olsun ve

NVf:X - Y,g:Y - Z dontisimleriigin F(go f) = F(f) © F(g)
2) 1x: X — X doniisiimii igin F(1x) = 1p(x)

sartlart saglanirsa o zaman F : C; — C, doniisiimiine kontravariant funktor denir.
Ornek 2.1.7.[13] Hom(X,,—): Top — Set, X - Hom(X,Y,) olsun.

F :X, - X5, ff:Hom(X,,Yy) » Hom(X;,Y,) doniisimi asagidaki sekilde

tanimlansin;

Y ¢ e Hom(X,,Yy) aliwrsak ¢@:X, = Y, olur. f*(¢) =¢o0 f,XlL X, i>Y0

olur. Kosullarin saglandigina bakalim;

1) f: X, - X, g: X, 2 X3icin(g © f)* =g" © f* oldugunu gosterelim;
V@ eHom(X,,Yy)i¢in(gof) () = (9) © (g°f)



F o g)@)=f"(po g)=(pog) o [ saglani.
2)1x:X - X ,VoeHom(X,Yy),
(1) (@) =@ o 1" = ¢ o (1x)y = lyomyy)

Boylece Hom(—,Y):Top — Ens  homotopyast topolojiler  kategorisinde

kontravariant funktordur.

Tamm 2.18.[13] F:C - C/, G:C - C’iki kovariant funktor olsun.
Vf:X - YeC igin;

F(X) F(H | F(Y)
Tix y [2.1.1]
G(X) G(f) G(Y)
[2.1.1] diyagramini komutatif yapan C' kategorisinin

n={ny: F(X) » G(X)}xcopc seklindeki morfizmalar ailesine F,G kovariant

funktorlarinin morfizmasi denir.

Tanmm 2.19.[13] F:C - C', G:C - C' iki kontravariant funktor olsun.

f X — Y e doniisiimii i¢in;

F(X) F(f) F(Y)

1 ny [2.1.2]

G G(H G



[2.1.2] diyagramini komutatif yapan C' kategorisinin n {n, : F(X) - G(X)}xconc

morfizmalar ailesine F, G kontravariant funktorlarin morfizmasi denir.
2.2. Homotopik Kiimeler ve Gruplar

Tanmm 2.2.1.[23,35,42] [ =[0,1] araligi R’nin alt uzay:1 olsun ve f,g: X - Y

giden doniistimler olsun. Eger;

Flxxgy =1, F|x><{1} =J

kosullarini saglayan F: X X [ — Y siirekli doniistimii varsa bu doniisiime homotopya,

f ve g doéniisiimlerine homotop doniisiimler denir.

[X,Y] snifi, dontigiimlerin homotopik smifidir. [X,Y] sinifin1 ele alahm. X ve

Y uzaylar1 nasil olmali ki [X, Y] kiimesi gruba doniissiin?
Bu problemi ¢6zmek i¢in Top kategorisini degil Top, kategorisini ele alacagiz.
Top, kategorisinin nesneleri; (X, x,) topolojik uzayr ve bu uzayda verilen x, € X

belirli noktasidir.

Tanim 2.2.2.[23,35,42] Eger f:X — Y donisimi f(x,) = y, kosullarini
sagliyorsa f e (X, xy)’dan (Y, y,)’a giden doniisiim denir.

Topolojik uzaylar kategorisinde tamlik kavrami veremiyoruz ¢iinkii ¢ekirdek kavrami

yoktur. Ancak uzaylar (kiimeler) belirli noktali ise tamlik kavrami verilir.

X, x0) — (V,0) - (Z,20)

Y uzayinda tamlik, j,,f = kerg = {yeY: g(y) = z,} seklindedir.



Tammm 2.2.3.[23,35,42] [X,Y] simifi, X uzaymndan Y uzayma giden homotop
dontigimlerin sinifi ve [(X,xp), (Y,yo)] belirli noktali doniisiimlerin homotopik

simifidir diyecegiz.

(X, x0), (Y, yo) belirli noktali topolojik uzaylar nasil olmahdir ki [(X,x), (Y, vo)]
sinift guruba doniissiin? Bundan dolay1 bu kavramlar1 anlamak i¢in gruba farkli bir

acidan bakacagiz.

Tanmm 2.2.4.[23,35,42] G kiimesinde ¢apma islemi verilsin bunu (G,.) seklinde

gosterelim. Eger;

1) Her x,y € Gise x.y € G dir. (kapalilik kosulu)
2)x.(y.z) = (x.y).z (degisme 6zelligi)

3)x.e = e.x = x (birim eleman &zelligi)
4)x.x"1 = x7L.x = e (ters eleman dzelligi)

5) x.y = y.x (bir abel gurubu olur)

1) — 4) kosullart saglanirsa (G, .)’ye grup denir.

Simdi grubun tanimini bagka bir agidan verelim; G bir kiime, e € G belirli nokta ve

(G, e) belirli noktal1 bir kiime olsun.

u: GxG - G,
v:G - G

iki doniisiim olsun. (G, e) belirli noktali kiimesinde; p ve v doniisiimleri igin asagidaki

kosullar saglansin.

10



GxGxG uxls - GxG

1o xp p [2.2.1]

v

GxG m G

G (e1ly) GxG  (1z,e). G

N | / ==
v

v

G
G (1;,v) GxG (1) G
> >
/ [2.2.3]
e u e
v
G
GxG T > GxG
[2.2.4]
I I
G

[2.2.1] — [2.2.4] diyagramlar: komutatif ise (G, e) bir grup olmaktadir.

11



[2.2.1] diyagraminin komutatifligi

po (ux1lg) =po (g X u)

olmasidir. Herhangi x,y,z€ G X G X G elemanimi alalim;

po(ux1)xyz) = puulxy),z) = ux.y,z) = (x.y).2
no (g x W)y z) = p,u,z)) = uxy.z) = x.(y.2)
(x.y).z = x.(y.2)

olup 1. aksiyom saglanir.
[2.2.2] diyagrami komutatif ise;

e:G—>G} démiisiimii ici
e(x) = e ontistimii icin,

(e,16)(x) = (e(x), 1) = (&x)

(1g,e)(x) = (Tsape(®)) = (x,e)
Bu iki denkleme p doniisiimii uygularsak;
ule,x) = ex
U(x,e) = x.e
uo(1g,e)x) = x.e = x
le = x

olur ve 2. Aksiyom saglanir.

[2.2.3] diyagram komutatif ise; e : sabit doniisiim

12



,uO(lc,v)=e, e(x)=e

x€eG igin ;
(e M) = plv) = plox™) = xx =e(x) =e
H 1)) = p@E),x) = p(xhx) =x
oldugundan 3. Aksiyom saglanir.

[2.2.4] diyagrami komutatif ise Abel degismeli grup olup

T(x,y)= (%)
dir.

(G,e) kimesiveu: G XG - G,v :G— G,e:G— G donisiimleri (1),(2),(3)

kosullarini saglamalidir.

Grup kavramimin doniisiimlerle verilmesinden yola ¢ikarak H — grup ve

co — H grup gibi kavramlari verebiliriz.

2.3. H — Uzay ve Co — H Uzay

Tamm 2.3.1.[42] H — uzay belirli noktali topolojik uzaydir. (K, k) belirli noktali

bir topolojik uzay ve

Uu:KxXK — K,
v: (K ko) — (K, ko)

stirekli doniistimleri verilsin, dyle ki asagidaki kosullar saglansin;
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KxKxK uxlg KxK

g xu U [2.3.1]

K xK T > K

K (ko1 KxK 1o ko) K
(0 K)I (K 0)

1k u 1k [2.3.2]
v
K
(v, 1g) (1, v) K
\ / [23.3]
K
Kx K

[2.3.1] — [2.3.4] diyagramlar1 homotopik komutatif ise 0 zaman (K, k) belirli noktali

uzayina p,v donisiimleri ile H — grup veya H — uzay denir.
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ko: K= K,ky(x) = kg sabit doniisiim olarak gosterelim.

[2.3.1] diyagrami homotopik komutatif ise;

po(p X 1) ~p © (Ig,pw)

denkligi saglanir.

[2.3.2] diyagrami homotopik komutatif ise;

u O (vo,1g) ~1g ~u © (1g,vp)

denkligi saglanir.

[2.3.3] diyagrami homotopik komutatif ise;

uo Wlg)~ko~p o (1g,v)

denkligi saglanir.

[2.3.3] diyagrami (Abel olma kosulu) homotopik komutatif ise;
uoT ~Tou

denkligi saglanir.
Tanim 2.3.2.[42] C(X,Y) topolojik uzaylarda X — Y giden tim siirekli
doniistimlerin kiimesidir. C (X, Y) siirekli doniisiimler kiimesinde bir denklik bagintisi

verilir ise buna homotopik siniflar denir.

(X, x0) X (Y,y0) = (X X Y, (x0,¥0)) iki belirli noktali uzaymn ¢arpimi da yine

belirli noktali uzay olur.

(X, x¢) v (Y, yp) islemine bakalim
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(%0, ¥0)

0 Yo
[2.3.1]
XoVe Yo iKi (x40, yo) birbirine
ayr1 nokta yapistirilmigtir

Sekil [2.3.1]; iki ayr1 belirli noktanin bir birine yapistirilmasini gosterir.

Tanim 2.3.4.[42] H — co uzay (H — co grup) belirli noktali bir topolojik uzaydir.
(K, k) belirli noktali topolojik uzay olsun;

we (Kko) ~ (K ko) v (K, ko)
v (K, ko) = (K, ko)

dontisiimleri verilsin ve asagidaki kosullar saglansin;

KvKvK uvi KvK
1 v/ 7 [2.3.5]
Kvk T K

K (k1) KVK  (Lky) . K

A
N

ko u! ko [2.3.6]
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K (v/,1) KVK  (Lv) K

A

A

ko wu ko [2.3.7]
K
KVvK T KvK
[2.3.8]
’u/ ’u/
K
(Abel olma kosulu)

[2.3.5] — [2.3.8] diyagramlar1 homotopik komutatif ise 0 zaman (K, k) belirli noktali

uzayma u'/ve v/ donisiimleri ile H — co grup veya H — co uzay denir.

Sonu¢ 2.3.5.[42] (K,kg) belirli noktali topolojik uzayr H — grup ise her
(X, xg) € Top, uzayi i¢in [(X, x¢); (K, kq)] doniisiimlerin homotopik siniflart bir grup

olusturur.
Sonu¢ 2.3.6.[42] (K, ky) belirli noktali topolojik uzayt H — co grupise her
(Y,yo) €Topg uzay1 igin [(K, ky); (Y, yy)] doniisiimlerin homotopik siniflar bir grup

olusturur.

Amacimmiza 1. Uzay H — grup, 2. Uzay co — H grup oldugundan ulasmis olduk.
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Tanmm 2.3.7.[42] (K, ky) belirli noktali topolojik uzay1 bir H — grup ise herhangi
bir (X, x,) topolojik uzay i¢in

[(X,x0); (K, ko)] = [(K,ko); (X, x0)]
denkligi bir grup olusturur denir.

[(X,x0); (K, kg)] kiimesine X’ den K’ ya giden doniisiimlerin homotopik sinifidir
denir.

Teorem 2.3.8.[42] [K, k] belirli noktali topolojik uzay1 H — co grup oldugunda
[(K, kg); (X, xo )] homotopik siniflart grup olmaktadir.

(X,x0) v (Y,y) buislem X ile Y 'nin bileskesidir ancak x, , y, birbirine yapistiriliyor.

Yo

_ A [2.3.2]

Sekil [2.3.2]"de x, Ve y, birbirine yapistirilir, kalan kisim aynen kalir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu baglik altinda tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve

teoremler verilecektir.

3.1. Soft Kiimeler

Tanmm 3.1.1.[37] U bir evrensel kiime, E parametreler kiimesi, P(U) U kiimesinin
kuvvet kiimesi ve A kiimesi de E parametreler kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. F doénilisimii F : A - P(U) giden bir doniisim olmak tizere (F,A) ¢iftine
U tizerinde bir soft kiime denir.

Bagka bir ifadeyle, U kiimesinin alt kiimelerinin parametrelendirilmis ailesine U

kiimesi lizerinde bir soft kiime denir.

€ € A noktasi i¢in F () kiimesi (F, A) soft kiimesinin ¢ elemanlarinin kiimesi ya da ¢

yaklagimlarinin kiimesidir.

Ornek 3.1.2.[37] Bir (F,E) soft kiimesi X sahsinin almay: diisiindiigii evlerin

Ozelliklerinin tasviri olsun. Farz edelim Ki ;

U = { hl' hZ' h3r h4' hSI hé}
evlerin kiimesi ve
E = {e1, e €3,€4 €5}
parametreler kiimesi olsun.
e; (i = 1,2,34,5) sirastyla “pahalt”,“guzel”,“ahsap”, “ucuz”, “bahgeli”
parametrelerine karsilik gelsin. (.), e; € E parametrelerinin birini isaret etmek tizere F
doniisiimii “ev(.)” seklinde verildigi diisiiniilsiin. Ornegin; F(e,), “ev(pahalt)”

anlamindadir ve onun fonksiyon degeri {h € U: h pahali evdir} kiimesidir.
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Farz edelim ki ;

F(e1) = {hy, ha}, F(e;) = {hy, h3}, F(es) =0, F(es) = {hy, h3, hs},
F(es) = {hy}dir.

O halde (F,E) soft kiimesini, yaklasimlarin agsagidaki gdsterimini igeren bir kiime

olarak gorebiliriz.

(F,E) = {(pahaliev,{h,, h,}), (guzel ev,{hq, h3}), (ahsap ev, 0),
(ucuz ev,{hy, h3, hs}), (bahgeli ev,{h})

Tanim 3.1.3.[37] U evrensel kiimesi tizerinde (F, A) ve (G, B) soft kiimeleri verilsin.
Eger

)Ac B

2) Vee Aigin F(e) c G(e) ise

(F, A) soft kiimesine (G, B) soft kiimesinin soft alt kiimesi denir ve (F,A) < (G,B)

seklinde gosterilir.

Eger; (G, B) soft kiimesi (F, A) soft kiimesinin soft alt kiimesi ise (F, A) soft kiimesine

(G, B) soft kiimesinin soft iist kiimesi denir ve (F,A) O (G, B) seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.4.[37] U evrensel kiimesi iizerinde (F, A) ve (G, B) iki soft kiime olsun.
Eger; (F,A) soft kiimesi (G, B) soft kiimesinin bir soft alt kiimesi ve (G,B) soft
kiimesi de (F, A) soft kiimesinin bir soft alt kiimesi ise (F, A) ve (G, B) soft kiimelerine

soft esit kiimeler denir.
Tamm 3.1.5.[37] E = {ey, ey, ..., e,} parametreler kiimesi olsun. E kiimesinin degili

[E = {Tey,le,,...,Te,} seklinde gosterilir. Burada lei, Vii¢in ei elemaninin

degili anlamindadir.
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Tamm 3.1.6.[37] (F, A) ¢ifti U evrensel kiimesi tizerinde bir soft kiime olsun. Eger
V€ € A noktasi icin F(g) = @ (bos kiime) ise (F,A) soft kiimesine bos soft kiime

denir ve @ ile gosterilir.

Tammm 3.1.7.[37] (F,A),U lizerinde bir soft kiime olsun. Eger Ve € A igin

F(e) = Uise (F, A) soft kiimesine mutlak soft kiime denir ve U ile gosterilir.

Tanmm 3.1.8.[37] (F,A) ve (G,B) , U tuzerinde iki soft kiime ise (F,A) A (G, B)
seklinde gosterilen “(F,A) VE (G,B)” islemi, (F,A) A (G,B) = (H,A X B) dir.

Burada

V(a,f)e AX Bicin H((a,8)) = F(a) NG(B)
dir.

Tanmm 3.1.9.[37] (F, A) ve (G, B) ikilileri U evrensel kiimesi iizerinde iki soft kiime
ise (F,A)v(G,B) seklinde gosterilen “(F,A) VEYA(G,B)” islemi,
(F,A) v (G,B) = (0,A x B) dir. Burada,

V(a, B)e AxB i¢in O((a, B)) = F(a) U G(B)
dir.

Tamm 3.1.10.[37] (F,E), U tizerinde soft kiime olsun
(F,E):E - P(U),(F,E)’(e) =U — F(e) formiilii ile verilen soft kiimeye

(F, E)’nin tiimleyeni denir.

Onerme 3.1.11.[37]
1) ((F,A) v (G, B))*
2) (F,A) A (G, B))*

(F,A)“n(G,B)
(F,A)°v (G,B)¢

Tamm 3.1.12.[37] U evrensel kiimesi tizerindeki (F, A) ve (G, B) soft kiimelerinin
birlesimini (H,C) soft kiimesi olarak gosterelim. Burada € = A U B’dir ve VeeC

noktasi i¢in;
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F(e), eger ecA — B ise
H(e) ={G(e), eger eeB — A ise
F(e)nG(e), egerecANnBise

ise (H,C)’ye (F,A) ve (G,B) soft kiimelerinin birlesimi denir. Bu islem
(F,A) U (G,B) = (H,C) ile gosterilir.

Tanmm 3.1.13.[37] U evrensel kiimesi tizerindeki (F, A) ve (G, B) soft kiimelerinin
kesigimlerini (H, C) soft kiimesi olarak gésterelim. Burada C = A N B dir ve VeeC

noktasi i¢in;

H(e) =F(e)nG(e)

ise (H,C)ye (F,A) ve (G,B) soft kimelerinin kesisimi denir Ve
(F,A) n(G,B) = (H, C) ile gosterilir.

Ornek  3.1.14.[37] Farz edelim ki U = {hy, hy, h3, hy, hs, he, hy},
A = {pahali, orta, ucuz} ve B = {giizel, modern, ucuz} dir.
F(pahalt) = {hy, hy}, F(orta) = {hy, hs, hs}, F(ucuz) = {hg, hs},

G(guzel) = {hy, h3, hy}, G(modern) = {hy, hs, hg}, G(ucuz) = {hg, hs}

olsun o halde;

(F,A)n(G,B) = (H,C),C = AN B olmak tizere H(ucuz) = {hg, h;}

(F,A)uU (G,B) = (H,C),C = AU B olmak iizere H(pahalt) = {h,

H(orta) = {hy, h3, hs}, H(ucuz) = {hg, hs}, H(guzel) = {h,, h3, hy},
H(modern) = {hq, hs, hg} Olur.
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3.2. Soft Topoloji ve Soft Topolojik Uzaylar

X bir evrensel kiime ve E bos olmayan parametreler kiimesi olsun.

Tanim 3.2.1.[40] (F, E) ve (G, E) kiimeleri X tizerinde iki soft kiime olsun. (F, E) ve
(G, E) soft kiimelerinin farki VeeE noktasi i¢in H(e) = F(e) — G(e) ise (H,E)’ye
(F,E) ve (G,E) soft kiimelerinin farki denir ve (H,E) = (F,E)- (G,E) ile

gosterilir.

Tanmm 3.2.2.[40] Y kiimesi X kiimesinin bos olmayan alt kiimesi olsun. X kiimesi
lizerinde (Y, E) soft kiimesi VaeE noktas1 icin Y (a) = Y dir denir ve ¥ ile gosterilir.

(X, E) soft kiimesi ise X ile gosterilir.

Tanmm 3.2.3.[40] (F,E) ikilisi X tizerinde bir soft kiime ve Y kiimesi X kiimesinin
bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Y kiimesi iizerinde (F, E) soft kiimesinin Soft alt
kiimesi VaeE noktasi i¢in YF(a) = Y N F(a) seklindedir ve bu islem ( 'F,E) ile
gosterilir. Bagka bir ifadeyle; (YF,E) = ¥ n F(a) dir.

Tanim 3.2.4.[40] U evrensel kiimesi {izerinde (F, A) soft kiimesinin timleyeni (F, A)/
ile gosterilir ve (F,A)! = (F/, A) seklindedir.

Burada F: A — P(U) fonksiyonu VaeA noktasi i¢in F/(a) = U — F(a) ile verilen

dontistimdiir.

Tamim 3.2.5.[40] 7, X lizerinde soft kiimelerin ailesi olsun

HNd,Xet

2) t sinifindaki soft kiimelerin herhangi sayida birlesimi t’ya aittir.

3) 7 simifindaki sonlu sayida soft kiimenin kesisimi 7’ya aittir.

7 ailesi i¢in yukaridaki kosullar saglanirsa 7’ya X iizerinde soft topoloji denir. (X, 7, E)

ticliisiine ise X iizerinde soft topolojik uzay denir.
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Tammm 3.2.6.[40] (X,7,E) uzay1 X kiimesi lizerinde bir soft topolojik uzay

olsun. ’nun elemanlarina X kiimesinde soft a¢ik kiimeler denir.

Tanmmm 3.2.7.[40] (X,7,E) uzay1 X kiimesi iizerinde bir soft topolojik uzay ve

(F,E), X kiimesi tizerinde bir soft kiime olsun.

Eger (F,E) soft kiimesinin tiimleyeni 7’ya ait ise (F,E) soft kiimesine X kiimesi

tizerinde soft kapali kiime denir.

Onerme 3.2.8.[40] (X,7,E),X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. O zaman
asagidaki ifadeler dogrudur.

1) @, X kiimeleri X iizerinde soft kapal1 kiimelerdir.

2) Soft kapal1 kiimelerin herhangi sayida kesisimi X tizerinde bir soft kapali kiimedir.

3) Sonlu sayida soft kapali kiimelerin birlesimi X tizerinde bir soft kapali kiimedir.

Tanim 3.2.9.[40] X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve T = {®, X} ise T’ya X
kiimesi lizerinde soft indiskret topoloji ve (X, 7, E) uzaymna ise X kiimesi iizerinde soft

indiskret uzay denir.

Tanmmm 3.2.10.[40] X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve 7, X tzerinde
tanimlanabilecek tim soft kiimelerin ailesi ise o zaman 7, X kiimesi Uzerinde soft

diskret topoloji ve (X, 7, E) uzaymna ise X kiimesi tizerinde soft diskret uzay denir.

Ornek 3.2.11.[40] X = {hy, hy, h3}, E = {e}, e} ve
T = {D,X,(F,E), (F,E), (F3,E), (Fy, E)} olsun.

Burada , (Fi,E), (F,,E), (F3,E), (Fy, E), X lizerindeki soft kiimeleri asagidaki gibi

tanimlansin.

Fi(e) = {h;} Fi(e;) = {h}
Fy(e1) = {hy, hs}  Fy(ez) = {hy, hy}
Fs(e1) = {hy,hy}  Fi(ex) = X
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Fy(er) = {hy, hy} Fy(e;) = {hy, hs}

O zaman T, X kiimesi tizerinde bir soft topoloji tanimlar.

Te, = {90, X, {h2}, {ha, hs}, {hy, hy}} ve T, ={®, X, {hy},{hy, ho}, {h1, h3}} X' de

topolojidirler.

Ornek 3.2.12.[40] X = {hy,hy, h3,}, E = {e;, e} ve
T = {@, X, (Fl’ E), (Fz, E), (F3, E), (F4, E)} O|Sun

Burada , (Fy,E), (Fy, E), (F3,E), (F,, E), X lzerindeki soft kiimeleri asagidaki gibi

tanimlansin;

Fi(e1) = {hy} Fl(ez) = {h}

Fy(e;) = {hy, hs} Fy(ez) = {hy, hy}
F3(e;) = {hy, hy} F3(ez) = {hy, hy}
Fy(e1) = {h,} Fy(e;) = {hy, hs}

O zaman t, X lizerinde bir soft topoloji degildir. Ciinkii (F,,E) U (F5,E) = (G,E)
dir.Burada G(e;) = XveG(ey) = {hy, hy}Vve (G, E), t’nun elemani degildir. Fakat
Te, = {0, X, {hy}, {h2, hs}, {ho}} ve 7, = {@, X, {h1},{hy, ho}, {h1, h3}}, X tizerinde

topolojilerdir.

Tamm 3.2.13.[40] (X, 1, E), X tizerinde bir soft topolojik uzay ve (F, E) kiimesi X
tizerinde bir soft kiime olsun. (F, E) soft kiimesinin soft kapanis1 (F, E') 'yi igeren Soft

kapal1 alt kiimelerinin kesisimidir ve (F, E)ile gosterilir.

Aciktir ki (F,E) , (F,E) soft kiimesini kapsayan X iizerinde en kiiciik soft kapali

kiimedir.

Teorem 3.2.14.[40] (X, 7, E), X tizerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E) ve (G,E), X

tizerinde soft kiimeler olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.
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NP=bveX =X

2) (F,E) c (F,E)

3) (F, E) kapah kiimedir ancak ve ancak (F,E) = (F,E)
4) (F,E) = (F,E)

5) (F,E) < (G,E) = (F,E) < (G,E)

6) (F,E) U (G,E) = (F,E)U (G E)
7)(F,E)Nn(G,E)c (F,E)n (G,E)

Tanmm 3.2.15.[40] (X, 7, E), X lizerinde bir soft topolojik uzay ve (F, E), X tizerinde
bir soft kiime olsun. (F, E) soft kiimesi Va€E i¢in F(a) = F(a) ile gsterilir. Burada

F(a) dontlisiimii VaeE noktasi i¢in 7,’da F(a) doniisiimiiniin kapanisidir.

Onerme 3.2.16.[40] (X, 7, E), X iizerinde bir soft topolojik uzay ve (F, E), X iizerinde
bir soft kiime olsun. (F,E) c (F,E) dir.

Sonu¢ 3.2.17.[40] (X, 1, E), X tizerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E), X tizerinde

bir soft kiime olsun. O zaman

(F,.E)=(F,E) o (F.E) et

dur.

(")rnek 3218[4‘0] X = {hl,hz,h3}, E = {61,62} ve
1= {®,X,(F,E),(Fy,E), (Fs5,E), ..., (F5, E)} olsun.

Burada ;

Fi(e) = {hy, hy} Fi(e;) = {hy, hy}

Fa(e1) = {ha} F2(e2) = {hq, h3}
F3(e1) = {ha, h3} F3(ez) = {hi}
Fy(e;) = {h2} Fi(e2) = {h}
Fs(e1) = {hy, hy} Fs(ez) = X
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Fg(er) = X Fg(ez) = {hy, hy}
F;(e1) = {hy, hs3} F;(e;) = {hy, h3}

O zaman (X, 1, E), X lizerinde bir soft topolojik uzaydir.

(F,E) ve (G, E) asagidaki gibi tanimlansin;

F(e;) = {hy, h3}, F(ey) = @,veG(e;) = {hy, hs}, G(ez) = {hy, hy}.

O zaman

(FNG)(ey) = {h3},(FNG)(ey) = Oile(F,E) n (G,E) = (FNG),E)

verilir.

(F,E) = X n (F,,E) n (Fy,E) = (F,,E) ve (G, E)= X

olsun. Buradan;

(F,EYn(G,E) = (F,E)
seklindedir. Ayrica;

(F,E) N (G,E) ={X, (F,E)', (Fo, E)', (Fy, E)', (F5, E)'} = (F5, E)’

dir. Bu ylizden;

(F,E)n(G,E) c (F,E)n(G,E)
dir fakat

(F,E)n(G,E)# (F,E)n (G,E)

dir. Ayn1 zamanda,
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Te, = {D, X, {h2}, {hy, h3}, {hy, ho}} ve T, = {0, X, {1}, {hq, hp}, {hy, hs}}
oldugu gériiliir. Burada (F,E), F(e;) = {hy, hy} ve F(ey) = @ verilir. Aciktir ki
(F,E) c (F,E)dirfakat (F,E) # (F,E) dir.

Tamim 3.2.19.[40] (X, 1, E), X tizerinde bir soft topolojik uzay ve (F, E), X lizerinde
bir soft kiime olsun. Eger; (G,E) € U(x,,E) bir soft agik kiime olacak sekilde
(xe,E) € (G,E) c (F,E) varsa 0 zaman (x,, E) € (F,E) soft noktasina (F, E) soft

kiimesinin bir soft i¢ noktas1 denir.

(F, E) kiimesinin soft i¢i (F, E)° seklinde gosterilir ve (F, E) kiimesinin i¢i tiim soft

acik kiimelerin birlesimidir.

Genellikle (F,E)° c (F,E) oldugundan (F,E)°, X ftzerinde en biiylik soft agik

kimedir.

Teorem 3.2.20.[40] (X,t,E),X tizerinde bir soft topolojik uzay olsun. (F,E) ve
(G, E), X tizerinde iki soft kiime olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

1)P° = dveXo = X

2) (F,E)° c (F,E)

3) (F,E)*)° = (F,E)

4) (F, E) bir soft acik kiimedir & (F,E) = (F,E)°

5 (F,E) c (G,E) = (F,E)° c (G E)°

6) (F.E) n (G,E) = ((F.E) n (G,E))°

7) (F,E)° U (G,E)° < ((F,E) U (G E))°

Tanim 3.2.21.[40] (X, 1,E),X lizerinde bir soft topolojik uzay ve Y kiimesi X
kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. 7, = {("F,E) : (F,E) et} sinifina Y
tizerinde soft goreli (relative) topoloji denir ve (Y, ty , E) uzay: (X, t, E) soft uzayinin

bir soft alt uzayidir.

Onerme 3.2.22.[40] (X, 1, E), X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. VaeE noktasi
icin (X, t,) bir topolojik uzaydir.
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Onerme 3.2.23.[40] (Y, 1y, E) soft topolojik uzay1 (X, t, E) soft topolojik uzaymin
bir alt uzay1 ve (F, E) soft kiimesi Y {izerinde bir soft agik kiime olsun. Eger; Y € T ise

(F,E) etolur.

Teorem 3.2.24.[40] (Y, 7y ,E) soft topolojik uzayt (X, 1, E) soft topolojik uzaymin

bir alt uzay1 ve (F, E), X tizerinde bir soft kiime olsun. O zaman;

1) (F,E) soft kiimesi Y’ de soft aciktir < herhangi bir (G,E) e T kiimesi igin
(F,E) = Y n (G,E) dir.

2) (F,E) soft kiimesi Y’ de soft kapalidir & X’ de herhangi bir (G, E) soft kapali
kiimesi i¢in (F,E) = Y n (G,E) dir.

Tanmm 3.2.25. [7] (F,E), X tzerinde bir soft kiime olsun. Eger e € E elemam i¢in

F(e) = {x}vehere/eE - {e} elemani i¢in F(e/) = @ise (F,E) soft kiimesine bir

soft nokta denir ve (x,, E) ile gosterilir.

Tamm 3.2.26. [7] X evrensel kiimesi tizerinde (x,, E) Ve (y., E) iki soft nokta olsun.

Eger x # yveyae # e’ise bu noktalara farkli noktalar denir.

Onerme 3.2.27. [7] (F, E), X tizerinde bir soft kiime olsun. O zaman (F, E), kendi soft

noktalarinin birlesimidir. Yani

Fo=] Jen

e€eE x€F(e)
dir.

Onerme 3.2.28. [7] (X, 1, E), X iizerinde bir soft topolojik uzay, (F, E), X iizerinde bir

soft kiime ve x € X bir nokta olsun. Eger (x,, E') soft noktas1 (F, E') soft kiimesinin bir
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soft i¢ noktasi ise o zaman x noktasi (X, T, ) uzayinda F(e) doniisiimiiniin bir soft i¢

noktasidir.

Tanmm 3.2.29. [7] (X,1,E),X tlizerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E),(X,t,E)
tizerinde bir soft kiime olsun. (x,,E) € (G,E) c (F,E) saglanacak sekilde (G, E)
soft agik kiimesi bulunabiliyorsa (F, E) soft kiimesine (x,, E) soft noktasinin bir soft
komsulugu denir ve (x,, E) soft noktasinin komsuluk sistemini U(x,, E) ile

gosterelim.

Teorem 3.2.30. [7] (X, 7, E) soft topolojik uzayinda (x,, E) soft noktasinin U(x,, E)
soft komsuluk sistemi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1) Eger (F,E) € U(x,,E) ise (x,,E) € (F,E) dir.

2) Eger (F,E) e U(x,,E) ve (F,E) c (G,E)ise (G,E) e U(x,, E) dir.

3) Eger (Fy, E), (Fy, E) € U(x,, E) ise (Fy,E) N (Fy, E) € U(x,, E) dir.

4) Eger (F,E) € U(x,, E) ve (G,E) € U(x,, E) olsun. Oyle ki; V (., E) € (G, E) igin
(F,E) eU(y,, E) olur.

Onerme 3.2.31. [7] (X, 7, E), X iizerinde bir soft topolojik uzay ve (F, E), X {izerinde
bir soft kiime olsun. Eger (F,E) soft kiimesi, kendisine ait soft noktalarin soft

komsulugu ise o zaman (F, E) bir soft acik kiimedir.

Tanmm 3.2.32. [7] (X, 1, E), X tizerinde bir soft topolojik uzay, (F, E), X tizerinde bir
soft kiime ve (x,,E) bir soft nokta olsun. Eger keyfi (G,E) e U(x,,E) igin
(F,E) n (G,E)+®diseozaman (x,, E) soft noktasina (F, E) soft kiimesinin bir soft

degme noktasi denir.

Teorem 3.2.33. [7] (X, 1, E), X {izerinde bir soft topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde
bir soft kiime olsun. O zaman (F, E) soft kiimesi X iizerinde bir soft kapali kiimedir

ancak ve ancak (F, E)’ nin her soft degme noktas1 kendisine aittir.

Onerme 3.2.34. [7] (X,T,E), X iizerinde bir soft topolojik uzay, (F,E), X iizerinde

bir soft kiilme ve x € X bir nokta olsun. Eger X noktast (X,t.) uzayinda F(e)
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kiimesinin bir soft degme noktasi ise o zaman (x,,E) soft noktasi1 (F,E) soft

kiimesinin bir soft degme noktasidir.

3.3. Soft Ayirma Aksiyomlari

Tanmm 3.3.1.[7] (X,t,E), X iizerinde bir soft topolojik uzay ve (x.,,E) # (Yer, E)

olsun. Eger;

(Xe, E) € (F)E), Ver E) ¢ (F, E) veya (Ye, E) € (G, E) , (xe, E) ¢ (G, E)

olacak sekilde (F, E) ve (G, E) soft agik kiimeleri varsa (X, t, E') soft topolojik uzayina

bir soft T, uzayi denir.

Tanmim 3.3.2. [7] (X, 1, E), X tlizerinde bir soft topolojik uzay ve (X, E) # (Ve E)

olsun. Eger;

(X, E) € (F,E), (Ve E) ¢ (F,E) Ve (Yer, E) € (G, E) , (%, E) ¢ (G, E)

olacak sekilde (F, E) ve (G, E) soft agik kiimeleri varsa (X, t, E') soft topolojik uzayina

bir soft T; uzay1 denir.

Teorem 3.3.3. [7] (X, 1, E), X tizerinde bir soft topolojik uzay olsun. (X, 7, E) bir soft

T; uzayidir ancak ve ancak her soft nokta bir soft kapali kiimedir.

Onerme 3.3.4. [7] (X, 7, E), X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun.

a) Eger (X, 1, E) soft topolojik uzayi bir soft T, uzay1 ise o halde (X, t,) uzay1 VeeE

noktasi i¢in bir T, uzayidir.

b) Eger (X, 7, E) soft topolojik uzayi bir soft T; uzay1 ise o halde (X, 7,) uzayr VeeE

i¢in bir Ty uzayidir.
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Tanmm 3.3.5. [7] (X, 7, E), X lizerinde bir soft topolojik uzay ve (x., E) # (Yer, E)

olsun. Eger;

(X, E) € (F,E) , Wen E) € (G,E) ve (F,E) n (G,E) = ®

olacak sekilde (F,E) ve (G,E) soft acik kiimeleri varsa o zaman (X,t,E) Soft

topolojik uzayina bir soft T, uzay denir.

Onerme 3.3.6. [7] (X,1, E), X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger (X, 1, E)
soft topolojik uzayi bir soft T, uzay1 ise o zaman (X, 7, ) uzay1 VeeE noktasi i¢in bir

T, uzayidir.

Sonu¢ 3.3.7. [7] a) Her soft T; uzay bir soft Ty uzayidir.
b) Her soft T, uzay1 bir soft T; uzayidir.

Ornek 3.38.[7]1 X = {x1,x,}, E = {e;,e;} ver = {®,X,(F,E)} olsun. O zaman
F(e;) = {x1},F(e;) = X dir. Burada (X, t,E) uzay1 X lzerinde bir soft topolojik
uzaydir. (X, 7, E) bir soft T; uzayi oldugunda X tizerinde bir soft T uzayi olur. Boylece
her soft nokta T, uzayinda bir soft kapali kiimedir. Fakat bu durum Shabir ve Naz’in

kastettigi anlamda gergek soft nokta icin gecerli degildir.

Teorem 3.3.9. [7] X sonlu kiime olsun. (X, , E) soft topolojik uzay1 X tizerinde bir
soft T, uzayidir ancak ve ancak (X, 7, E') soft topolojik uzayinda her soft nokta bir soft
acgik kiimedir.

Teorem 3.3.10.[7] (X,t,E) soft topolojik uzayr bir soft T; uzayr olsun. her
(%, E)e (G,E) ve (G, E) € T soft noktalar1 i¢in eger;

(x.,E)e (F,E) c (F,E) c (G,E)
olacak sekilde bir (F, E) soft acik kiimesi varsa o zaman (X, 7, E) soft topolojik uzay1

bir soft T,uzayidir.
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Tanmm 3.3.11. [7] (X, 1, E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. (F,E), X
tizerinde bir soft kapali kiime ve (x,, E) ¢ (F, E) olsun. Eger;

(x,,E) € (Gy, E), (F,E) € (Gy,E) Ve (G, E) N (G, E) = @

olacak sekilde (Gq,E) ve (G,, E) soft agik kiimeleri varsa o zaman (X, t, E) soft

topolojik uzayina bir soft regiiler uzay denir.

Tanmm 3.3.12. [7] (X, t,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger;
(X, T, E) soft topolojik uzay1 bir soft regiiler ve soft T; uzayi ise (X, 7, E') soft topolojik
uzayina bir soft T; uzayi denir.

Sonug¢ 3.3.13. [7] Her soft Tyuzay bir soft T, uzayidir.

Teorem 3.3.14. [7] (X, T, E) uzay1 X tizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger;

(x.,E) € (G,E) < (G,E) c (F,E)

olacak sekilde her (x,, E) € (F,E) € T i¢in (G, E) € t acik kiimesi varsa (X, 7, E) soft
topolojik uzayi bir soft T3 uzayidir.

Teorem 3.3.15. [7] (X,7,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger

(X, 1, E) bir soft T uzay1 ise o zaman (X, 7, ) uzay1 VeeE noktasi i¢in bir T3 uzayidir.
Tanmmm 3.3.16.[7] (X,7,E) uzayr X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun.
(F1,E) n (F,,E) = ® olacak sekilde X tlizerinde (F;, E) ve (F,, E') kiimeleri iki soft
kapali kiimedir.

Eger;

(F,E) € (G, E),(FuE) © (GpE)Ve (G, E) N (G, E) = @
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olacak sekilde (Gq,E) ve (G, E) soft agik kiimeleri varsa o zaman (X, t,E) soft

topolojik uzayina soft normal uzay denir.

Tammm 3.3.17. [7] (X, 71,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger
(X, 7, E) soft topolojik uzay1 bir soft normal ve soft T; uzay1 ise o zaman (X, 7, E) soft
topolojik uzayina bir soft T, uzay denir.

Sonug 3.3.18. [7] Her soft T, uzay1 bir soft T5 uzayidir.

Teorem 3.3.19. [7] (X, T, E) soft topolojik uzay1 X tizerinde bir soft T,uzayidir ancak
ve ancak her (F, E) soft kapali kiimesi ve (F,E) c (G, E) kiimesi i¢in

(F.E) < (D,E) < (D,E) = (G,E)
olacak sekilde (D, E) soft acik kiimesi vardir.
3.4. Soft Kompakt, Soft Yerel Kompakt ve Soft Parakompakt Uzaylar

Tamm 3.4.1. [7] (X, 7, E) soft topolojik uzayinda (F, E) bir soft kiime ve {(F, E)};e;

soft kiimeler ailesi olsun. Eger;

6 e | e

L€l

ise bu aileye (F, E) soft kiimesinin soft ortiimii denir.

Eger {(F, E)};¢; ailesin her eleman1 soft agik ise bu aileye soft agik 6rtiim denir.
Tamm 3.4.2. [7] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay olsun. Eger X’ in her soft agik ortiimii

sonlu soft acik ortiime sahip ise 0 zaman (X, t, E) soft topolojik uzayina bir soft

kompakt uzay denir.
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Tanmm 3.4.3. [7] (X, T, E) bir soft topolojik uzay ve (F, E) bir soft kiime olsun. Eger
(F, E) soft kiimesinin her soft agik ortiimii i¢in bir sonlu soft 6rtiimii varsa o zaman

(F, E) soft kiimesine bir soft kompakt kiime denir.

Teorem 3.4.4.[7] Bir soft kompakt uzayin herhangi soft kapali alt kiimesi soft
kompakt kiimedir.

Teorem 3.4.5.[7] (X,1,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger
(X, 1, E) soft topolojik uzayr bir soft kompakt T, uzay1 ise o zaman (X, t, E) soft
topolojik uzayi bir soft T, uzayidir.

Teorem 3.4.6.[7] (X,1,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger
(X, 7, E) soft topolojik uzay1 bir soft T, uzay1 ve (F, E) bir soft kompakt kiime ise o
zaman (F, E) bir soft kapali kiimedir.

Teorem 3.4.7.[7] (X,1,E) uzay1 X tzerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger

(X, T, E) soft topolojik uzay bir soft kompakt T,uzay1 ise o zaman;

(x.,E) e (F,E) c (F,E) c (G,E)

olacak sekilde (F,E) soft acik kiimesi varsa her (x,, E) € (G, E) soft noktasi i¢gin
(G,E) € t dur.

Teorem 3.4.8.[7] (X,1,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger
(X, 1, E) soft topolojik uzayi bir soft T; uzayi ise o zaman (Y, Ty, E) soft topolojik alt
uzayi heri = 0,1, 2 igin bir soft T; uzayidur.

Teorem 3.4.9.[7] (X,1,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger

(X, 7, E) soft topolojik uzay1 bir soft T; uzay1 ise o zaman (Y, Ty, E') soft topolojik alt

uzay1 bir soft T uzayidir.
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Teorem 3.4.10. [7] (X, 1, E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger
(X, t,E) bir soft T, uzay1 ve Y kiimesi X lizerinde soft kapali kiime ise o zaman

(Y, Ty, E) soft topolojik alt uzayi bir soft T, uzayidir.

Tanmm 3.4.11. [7] (X, 1, E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger X’ in
her (x., E) soft noktasi i¢in; (G, E) kiimesi X lizerinde soft kompakt alt uzay olacak
sekilde bir (G, E) soft komsulugu varsa o zaman (X, t, E) soft topolojik uzayina soft

yerel kompakt uzay denir.

Teorem 3.4.12. [7] (X,7,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger
(X, 7, E) soft topolojik uzay1 bir soft yerel kompakt T, uzay1 ise o zaman (X, 7, E') soft
topolojik uzay bir soft T uzayidir.

Teorem 3.4.13. [7] (X,7,E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger
(X, 7, E) soft topolojik uzay1 bir soft yerel kompakt ve soft T, uzayi, (H, E) bir soft
kompakt kiime ve (H,E) c (F,E)et ise (H,E)c (G,E)c (G,E) c (F,E) ve
(G, E) soft kapali kiimesi soft kompakt kiime olacak sekilde (G, E) soft acik kiimesi

vardir.

Teorem 3.4.14. [7] (X, 1, E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun.

a) Eger (X, 1, E) soft topolojik uzay1 bir soft yerel kompakt, soft T, uzay1 ve (H, E)
soft kiimesi bir soft kapali kiime ise 0 zaman (H,E) soft kiimesi bir soft yerel

kompakttir.

b) Eger (X, t, E) soft topolojik uzay1 bir soft yerel kompakt, soft T, uzay1 ve (H, E)

soft kiimesi bir soft agik kiime ise o zaman (H, E) soft kiimesi bir soft yerel kompakttir.

Tamim 3.4.15. [7] (X, 7, E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay ve (F, E) bir soft
kapali kiime olsun. Eger (F, E) = (X, 7, E) ise 0 zaman (F, E) soft kapali kiimesine X

tizerinde soft yogundur denir.
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Tanmm 3.4.16. [7] (X, t, E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay, (X*,t*, E) bir
soft kompakt T, uzayr ve h:X — X* bir soft gomme doniisimii olsun. Eger
(h(X), Thxy, E) soft alt uzay: (X*, 77, E) uzayinda soft yogun ise o zaman (X*, 7", E)

soft topolojik uzayina (X, t, E) soft topolojik uzaymin soft kompaktlastirilmasi denir.

Teorem 3.4.17. [7] (X, 7, E) bir soft yerel kompakt, soft T, uzay1 ve w¢X bir nokta
olsun. X* kiimesi X* = X U {w} seklinde tanimlansin. Burada X* kiimesi bir soft t*
topolojisidir oyle ki; (X*, t*, E) soft topolojik uzay1 (X, 7, E) soft topolojik uzayinin
bir soft kompaktlastirilmasidir.

Tanmm 3.4.18.[7] (X,7,E) uzayr X izerinde bir soft topolojik uzay olsun ve
U{(F,, E)}qea Ortimi X kiimesinin bir soft ortimii olsun. Eger X kiimesinin her soft
noktasinin U Ortliimiiniin sadece sonlu elemanlariyla kesisen bir soft komsulugu varsa

U orttimiine soft yerel sonlu denir.

Tanmm 3.4.19.[7] (X,7,E) bir soft topolojik uzay ve U = {(F,,E)}aea V€
V = {(Gg,E)}pep X’ in iki soft Ortiimii olsun. Eger her (F, E) € U soft kiimesi igin
(Fw E) © (Gg,E) olacak sekilde (Gg,E) eV elemanm varsa U oOrtimiine V

ortimuntn bir soft inceltilmesi denir.

Tamim 3.4.20. [7] Eger X kiimesinin her soft a¢ik 6rtiimiiniin bir soft agik yerel sonlu

inceltilmesi varsa (X, 7, E') soft topolojik uzayina soft parakompakt uzay denir.

Ornek  3.4.21.[7] X = {x, %3, ..., Xp, ..}, E = {ej, ey ..,ep, ...} Ve
T ={D,X, (F,E), (Fy E), ..., (F, E), ...} olsun. O zaman

Fi (e1) = {x1}, Fi(ez) = {x2}, ..., Fi(en) = {xn}, ..
Fy(er) = {x1, %2}, Fo(e2) = {x2}, ., Fa(en) = {xn}, .

Fr(e1) = {x1, %2, .., 2} Fi(ez) = {x2}, ..., Fre(en) = {xn}, ..
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O zaman (X,t,E) soft topolojik uzay1 bir soft kompakt uzaydir ve hem de soft
parakompakt uzaydir. Fakat (X,7.,) topolojisi parakompakt uzay degildir. Soft
parakompakt uzayinin bazi ézellikleri soft kompakt T, uzayina benzer. Ornegin bir
soft parakompakt uzayin soft alt uzayi soft parakompakt uzay olmak zorunda degildir

fakat bir soft kapali alt uzay, soft parakompakt uzaydir.

Teorem 3.4.22.[7] Bir soft parakompakt uzaym her soft kapali alt uzay1 soft
parakompakttir.

Teorem 3.4.23. [7] Eger (X, 7, E) bir soft topolojik uzay ve {(F,, E)}4e4 ailesi bir soft

yerel sonlu ise

(U(Fa. E)) - J&m

aeA a€eA
dir.

Lemma 3.4.24. [7] (X, 1, E) bir soft parakompakt uzay ve (F, E) bir soft kapal1 kiime
olsun. (H, E') herhangi bir soft kiime ve (F,E) N (H,E) = ® olsun. Eger burada

(G,EYN(H,E)=®

olacak sekilde X kiimesinde (F, E) soft kiimesinin {(G,, E)}4e4 seklinde bir agik soft
ortlimil varsa o zaman (F, E') ve (H, E) soft kiimelerinin soft agik ayrik komsuluklari

vardir.
Teorem 3.4.25. [7] (X, 1, E) bir soft topolojik uzay olsun. Eger (X, t, E') soft topolojik

uzayi bir soft parakompakt soft T, uzayi ise 0 zaman (X, 7, E) soft topolojik uzay1 soft

T, uzayidir.
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Teorem 3.4.24.[7] Eger (X,t,E) soft topolojik uzayr bir soft parakompakt ve
(Y, 7", E) soft topolojik uzay1 soft kompakt uzay ise 0 zaman X X Y soft ¢carpim

topolojisi ile soft parakompakt uzaydir.

3.5. Soft Siirekli Doniisiimler

Tanmm 3.5.1. [9] f : X = Y bir doniisiim ve (F, E) kiimesi X tizerinde bir soft kiime

olsun. Burada (F, E) soft kiimesinin goriintiisii f doniisiimii altindadir ve

fU(F.E)) = (f(F),E)

seklindedir. Y iizerinde bir soft kiime ise VaeE noktasi i¢in

f(F)(a) = f(F(a))

seklinde gosterilir.

Tamm 3.5.2. [9] f: X — Y bir doniisiim ve (G, E) kiimesi Y tizerinde bir soft kiime

olsun. O zaman (G, E) soft kiimesinin ters gortintiisii f doniisiimiiniin altindadir ve

fHGE) = (FH(6)E)

seklindedir. X tizerinde bir soft kiime ise Va€eE noktasi i¢in

1)@ = f(G(@)

seklindedir.

Onerme 3.5.3. [9] (F,E) ve (G,E) sirasi ile X ve Y iizerinde iki soft kiime olsun ve

f:X = Y bir doniisiim olsun. Burada;
1) (F.E) ¢ f7H(f (F,E))
2 f(f(GE) < (GE)
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Onerme 3.5.4. [9] {(G;, E)};. ailesi Y iizerinde soft kiimelerin bir ailesi olsun ve
{(F;, E)};¢; ailesi ise X tizerinde soft kiimelerin bir ailesi olsun. O zaman;

Hf (U(Gi,m) =@

iel iel

2)f (ﬂ(@f)) =) @um

iel iel

3) f (ﬂ(ﬂﬂ) < [)r@m

iel iel

4 f(U(Fi,E)> = Jrem

iel iel

Onerme 3.5.5.[9] (D,E) ve (G,E) soft kiimeleri Y iizerinde iki soft kiime olsun.
(H, E) soft kiimesi Z {izerinde bir soft kiimedirve f: X = Y, g: Y — Z iki doniislimdiir.
O zaman;

DG B = (fTHG E))

2) Eger (D,E) c (G,E)iseozaman f~*(D,E) < f~*(D,E) dir.
3)(gof)'(D,E)=f"(g™(D,E)).

Tanom 356.[9] X, t,E) ve (Y,7,E) iki soft topolojik uzay,
f:(X,7,E) —» (Y,t/,E) bir doniisiim, xeX bir noktave f(x) = y olsun. y noktasinin
her (G, E) soft komsulugu i¢in eger;

f((F,E)) < (G,E)

olacak sekilde x noktasinin bir (F, E') soft komsulugu varsa o zaman fdoniisiimiine, x

soft noktasinda soft siirekli dontisiimdiir denir.

Tanim 35.7.[9] (X,7,E) ve (Y,t,E) iki soft topolojik uzay,
f:(X,7,E) — (Y,t/,E) bir doniistim olsun. Y {izerinde her (G, E) soft acik kiimesi
icin f~1(G, E) ters doniisiimii X iizerinde soft acik kiime ise boylece f doniisiimiine

soft siirekli doniisiim denir.
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Teorem 358.[9] (X,t,E) ve (Y,7,E) iki soft topolojik uzay,
f:(X,7,E) = (Y,t/,E) bir doniisiim olsun. O zaman asagidaki durumlar denktir.

1) f: (X,t,E) = (Y,7/,E) bir soft siirekli doniistimdiir.

2) Y ilizerinde her (H,E) soft kapal kiimesi i¢in f~1((H,E)) ters doniisimii X
tizerinde soft kapali1 bir kiimedir.

3) X tizerinde her (F, E) soft kiimesi i¢in f((F,E)) < (f(F,E)) dir.

4) X iizerinde her (G, E) soft kiimesi i¢in (f (G, E)) < f~*((G, E)) dir.

5) Y iizerinde her (H, E) soft kiimesi igin f~1((G, E)°) < (f ~1(G, E))° dir.

Ornek 3.5.9. [9] (X, 7, E) ve (Y, T/, E) iki soft topolojik uzay, f: (X,t,E) — (Y,7,E)
bir doniistim olsun. Eger 7' topolojisi Y tizerinde soft indiskret topoloji ise 0 zaman

f:(X,t,E) —» (Y, E) doniistimii bir soft siirekli doniigiimdiir.

Ornek 3.5.10.[9] (X,t,E) ve (Y,t,E) iki soft topolojik uzay,
f:(X,7,E) = (Y,t/,E) bir doniisiim olsun. Eger 7 topolojisi X iizerinde soft diskret

topoloji ise 0 zaman f: (X, t,E) — (Y, 7/, E) doniisiimii bir soft siirekli doniisiimdyir.

Ornek 3.5.11.[9] X = {hy,hy,h3,}, E = {e;, ey, e3} ve

T = {®,X, (F, E), (F, E), (F3, E), (Fy, E), (Fs, E)},

T/ ={®,X,(Gy,E), (G2, E), (G3,E), (G4, E)},

X iizerinde iki soft topoloji olsun 0 zaman
(F\,E), (F,,E), (F3,E), (Fy,E),(Fs,E), (G1,E), (G5, E), (G3,E), ve (G4 E) soft

kiimeleri agsagidaki gibi tanimlanir;

Fi(e)) = {hy}, Fi(e;) = {hi},
F,(e1) = {hy, h3}, F,(ez) = {hy,hy},
F3(e1) = {hy, hs}, Fs(e;) = {hy, hy},

F,(e1) = 8, Fy(ey) = {hi},
Fs(e1) = X, Fs(e;) = {hy, hy},
ve

Gi(e1) = {hy}, Gi(e2) = {1},
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Gy(e1) = {hy, hs}, Gy(e;) = {hy, hy},
Gs(er) = {hy, hy}, Gs(er) = X,
Gs(e1) = {hy}, Gs(ez) = {hy, hy}.

ozaman (X, t,E), (X, 7/, E) iki soft topolojik uzay ve f = 14 : X = X doniisiimii soft

stirekli doniisiim degildir.

Onerme 3.5.12.[9] Eger f: (X,1,E) — (Y,7/,E) bir soft siirekli doniisiim ise o

zaman YaeE noktasiicin f: (X, 7,) — (Y, t/y) donlisiimii bir siirekli dontistimdiir.

Teorem 3.5.13. [9] Eger (F,E)’ bir soft agik kiime ise her (F, E) soft kiimesi i¢in
f:(X,t,E) = (Y,t/,E) donlisimii soft siirekli doniisiimdiir & VaeE noktast igin

f:(X,te) = (Y,7/,) donlisiimii bir stirekli doniistimdiir.
Teorem 3.5.14. [9] (X, t,E), (Y, 7/, E) ve (Z, 1/, E) lig soft topolojik uzay olsun. Eger

fX,t,E) » (Y,©,E)veg: (Y,7,E) = (Z,t/,E) iki soft siirekli doniisiim ise o

Zaman

gof: XvE) - (Z,1E)

bileske doniisiimii soft siirekli doniistimdiir.

Teorem 3.5.15. [9] X bir kiime olsun (Y, 7/, E) bir soft topolojik uzay ve f: X — Y
bir doniisiim olsun. O zaman X {izerinde &yle bir topoloji tanimlayabiliriz Ki;

f dontlistimii bu topolojiye gore bir soft siirekli doniigiim olur.

Tannm 35.16.[9] (X,t,E) ve (Y,7,E) iki soft topolojik uzay,
f:(X,7,E) = (Y,t/,E) bir doniisiim olsun.

a) Eger X tizerinde her (F, E') soft agik kiimesinin f ((F, E)) goriintiisii Y lizerinde soft

acik kiime ise 0 zaman f doniistimii bir soft agik doéniistimdiir.
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b) Eger X tizerinde her (H, E) soft kapali kiimesinin f((H, E)) goriintiisii Y tizerinde

soft kapali ise 0 zaman f doniisiimii bir soft kapali doniistimdiir.

Onerme 3.5.17. [9] Eger f: (X,7,E) — (Y, 7/, E) déniisiimii soft agik (kapali) ise o
zaman  VaeE noktast i¢in f:(X,7,E) = (Y,t/,E) donisimi agik (kapali)

doniistimdiir.

Ornek 3.5.18.[9] (X,1,E) soft diskret topolojik uzay ve (X,7/,E) soft indiskret
topolojik uzay olsun. O zaman 1y : (X,7,E) — (X, 1/, E) doniisiimii bir soft agik ve

soft kapali doniisiimdiir fakat bu doniisiim soft siirekli degildir.

Ornek 3.5.19.[9] X = {hy,hy,hs3,}, E = {e;, e;} ve

7= {QP, X, (F1, E), (F3, E), (F3,E), ..., (F10, E)},

v/ ={®,X, (G, E), (G2, E), (G3, E), (Go, E)},

X iizerinde iki soft topoloji olsun 0 zaman
(F, E), (Fy,E), (Fs,E), ..., (F10,E) , (Gy, E), (Gy, E), (G3, E) Ve (G,, E) soft kiimeleri

asagidaki gibi tanimlanir;

Fi(e)) = {hy}, Fi(e;) = {hi},
F,(e1) = {hy, hs3}, Fy(e;) = {hy, hy},
Fs(e1) = {hy, hy}, F3(e;) = {hy, hy},

Fy(e1) = X, Fy(e2) = {hy, hy},
Fs(e1) = {ha}, Fs(ez) = {hy, ha},
Fs(e1) = 9, Fs(ez) = {h},
F7(e1) = {ha}, F;(e;) = X,
Fg(e1) = 9, Fg(ez) = {hy, ha},
Fio(el) = {hy, hy}, Fio(ez) = X.

ve

Gi(er) = {h},  Gi(ezx) = {hi},

Gy(e1) = {hy hs}, Gy(e2) = {hy, by},
Gz(e1) = {hy, ha}, Gz(ez) = X,
Gi(er) = {hz},  Gu(ez) = {hy, ha}.
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Eger f : X — X giden doniistimii f (h;) = hyolarak tanimlanirsa agiktir Ki;

f1(G)(e) = f7H(G)(e) = f71(Go)(er) = O,
f7HGD(er) = fTH(G)(e2) = fH(Ga)(ex) = X,
f7HG3)(e) = X, f71(G3)(er) = X,

0 zaman f doniisiimii soft siirekli doniistimdiir. Ayni zamanda;

f(F)(e) = f(Fi(e) = {hd), f(F)(ey) = f(Fi(ey)) = {hi}, [3.7.1]
fED(e) = f(FL(en) = (h}f(F(e) = f(Fi(e2)) = ()} [372]

[3.7.1] ve [3.7.2] denklemleri soft agik ve soft kapali kiimelerdir.

(")rnek 3.5.20. [9] X = {hll hz, h3, }, Y = {a, b},E = {81, é,, 33} ve
T = {®,X,(F,E),(Fp, E)}, v ={®,Y,(G,E), (G, E)} sirasiyla X ve Y iizerinde iki
soft topoloji olarak tanimlasin. O zaman (Fy, E), (F5, E), (G4, E), (G5, E) sirastyla X ve

Y tlizerinde soft kiimelerdir. Bu soft kiimeler asagidaki gibi tanimlanir;

Fi(e) = {hy, hy},  Fi(ey) = {hs},
F,(e;) = X, F,(e;) = {hs},
ve

Gi(er) =Y, Gi(e) = {b},
Gz(e1) = {a}, Gy(ez) = {b},

Eger f:X — Y giden dénisimi f(hy) = {a}, f(hy) = f(hs) = {b} olarak

tanimlanirsa acgiktir ki;

f(F)(e) = f(Fi(e)) = Y, f(F)(ex) = f(Fi(ex)) = {b},
f(F2)(e1) = f(F(e) =Y, f(F)(e2) = f(Fa(e2)) = {b}.

O halde f: X — Y doniisiimii bir soft agik doniisiimdiir. Ayn1 zamanda;
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f(F')(e1) = {b}, f(F'1)(e;) = Y dir. O zaman bu soft kapal1 doniisiim degildir
f(Gy)(e1) = X, f(G1)(ez) = {h,, h3} olup bu soft siirekli doniisiim degildir.

Teorem 3.5.21.[9] (X,t,E) ve (Y,t/,E) iki soft topolojik uzay, f: X — Y bir

doniisiim olsun.

a) f dontisiimii bir soft agik doniisiimdiir ancak ve ancak X iizerinde her (F, E) soft

kiimesi i¢in

f((F,E)°) € (f(F,E))°
yeterlidir.

b) f doniistimii bir soft kapali1 doniisiimdiir ancak ve ancak X tizerinde her (F, E) soft

kiimesi i¢in

(f(F,E)) c f((F,E))
yeterlidir.

Tammm 3.5.22.[9] (X,7,E) ve (Y,7/,E) iki soft topolojik uzay, f: X — Y bir
doniisiim olsun. Eger f doniisiimii birebir ve orten soft siirekli doniisiim ve f~!
dontigiimii de bir soft siirekli doniisiim ise o zaman f doniisiimiine, X’ den Y’ ye giden

soft homeomorfizma denir.

Teorem 3.5.23. [9] (X,1,E) ve (Y, 7/, E) iki soft topolojik uzay, f: X — Y birebir
orten doniisiim olsun. O zaman asagidaki ifadeler denktir.

1) f doniisiimii bir soft homeomorfizmdir.

2) f dontisimil bir soft siirekli ve soft kapali dontisimdiir.

3) f doniistimii bir soft siirekli ve soft agik dontistiimdiir.
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3.6. Soft Baglantihihk
Tannm 3.6.1.[17] (X,t,E) ve (Y,7,E) ki soft topolojik uzay,
f:(X,7,E) - (Y,7/,E) bir doniisiim olsun. (f (x),, E) soft noktasinin her (H, E) soft

komsulugu i¢in,

f((F,E)) c (H,E)

olacak sekilde (x,, E) soft noktasinin bir (F,E) soft komsulugu varsa o zaman f

dontisiimiine (x,, E') soft noktasinda bir soft siirekli doniistim denir.

Eger bir f fonksiyonu her soft noktada stirekli ise bu f fonksiyonuna soft siirekli

fonksiyon denir.
Tanim 3.6.2.[17] (X, 7, E) uzay1 X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun.
X=FEV(GE;FENGE =0

olacak sekilde X iizerinde bos olmayan soft acik kiimelerin (F, E) ve (G, E) ¢iftine X

kiimesinin bir soft ayrigim1 denir.

Tamm 3.6.3.[17] Eger X kiimesinin soft ayrih@ yoksa, (X,7,E) soft topolojik

uzayina soft baglantili denir.

Tanim 3.6.4.[17] {(X;, T, E;) }ses, soft topolojik uzaylarin bir ailesi olsun ve

B = {ﬂ(FS.Es)ers}

N2

olsun t topolojisi B ailesinin elemanlarinin tiim keyfi birlesimleri olsun. O zaman t,
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[ oo

tizerinde bir topolojidir ve

[ [etoroEo

SeS

uzayina {(Xj, Ts, E5) }ses SOft topolojik uzaylar ailesinin garpimi denir.

Aksi belirtilmedik¢ce E = N kiimesini parametreler kiimesi olarak kabul ederiz ve
Ve > 0 i¢in I = [0,1] kapal1 araliginda rasyonel sayilarin kiimesini {0,1, 73,74, 75, ... }
bir dizi olarak gorteririz.

Eger ecE, 1, € Q N1 ve Ve > 0 noktasi icin F,: E = P(I) soft kiimesi

F(e)= (. —&n +¢)

olarak tanimlanirsa 0 zaman B = {(F;, E)}¢- ailesi I aralig1 {izerinde soft topolojinin

bir soft tabanidir ve 7; topolojisi B ailesinden iiretilen soft topoloji olsun.
Tamim 3.6.5.[17] (I, 7, E) soft topolojik uzayina soft birim aralik denir.

Tamim 3.6.6.[17] (I, T, E) soft topolojik uzay1 bir soft birim araligi olsun ve (X, t, E")
bir soft topolojik uzay olsun. Soft yol, bir (f,¢): (1,7, E) - (X,1,E") soft siirekli

doniisimiidiir.

e}, vel{fWee)

eecE eecE

soft kiimelerine (f, ¢) soft baglantililigm ilk ve sonu denir. Burada

fil->X,¢9:E—>E'
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dir.

Tamim 3.6.7.[17] (I, T, E) soft topolojik uzay1 bir soft birim araligi olsun ve (X, t, E")
bir soft topolojik uzay olsun. Eger her (x,, E'), (¥er,, E') soft noktalari igin

pler) =eh, @lex)=eh  f(O)=x f(D)=y

olacak sekilde (f,¢):(I,7;,E) = (X, t,E") bir soft yol baglantililik varsa (X, t,E")

soft topolojik uzayina soft yol baglantili uzay denir.

Onerme 3.6.8.[17] Eger (xerl, E ’) soft topolojik uzayi bir soft yol baglantili topolojik

uzay ise 0 zaman (X, t,'), Ve'eE' igin bir soft baglantili topolojik uzaydir.

Tanmm 3.6.9.[17] {(X,, T, Eg)}ses ailesi soft topolojik uzaylarn bir ailesi ve

Vs = s'eS i¢in;
XSnXS/= ®’ESnES,= ®$

E=UES, X=UXS

SeS N

olsun ve X iizerinde bir soft topolojiyi asagidaki gibi gosterelim;
(F,E)et © VeeE, eger ecE; ise 0 zaman (F| g, Es)ets.

(X, 1, E) soft topolojik uzayr {(Xs, T, E5)}ses ailesinin soft topolojik uzay toplamidir
ve @, (X, T4, Es) seklinde gosterilir.

Aciktir Ki; VseS igin eger js: E; = E ve ig: Xy = X dontligiimleri gdmme doniistimleri

ise 0 zaman

(is'js): X5, 15, Es) > (X, 7, E)
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dontisiimii soft topolojik uzaylarin bir soft siirekli doniistimiidiir.
érnek 3610[17] El = {1,2}, EZ = {3,4‘}, Xl = {xl, X3, xg}, X2 = {X4, x5} O|Sun ve

T, = {CD, 5(:! (F1; El): (F2: El): (F3, El)};
7, = {®,X3, (G, E2), (Gy, E2), (G3, E)}

siras1  ile X;ve X, fizerinde iki soft topolojik uzay olsun o0 zaman
(Fl, El)’ (Fz, El)’ (F3, El)l (Gll Ez), (Gz, Ez), (G3, Ez) kﬁmelerini asagldaki glbl

tanimlayalim;

Fi(1) = {xy, %2}, F1(2) = {x3,x3}
F,(1) = {x3}, F(2) = {x1, %2}
F3(1) =9, F5(2) = {x;}
ve

G1(3) = {x4}, G1(4) = {xs}
G,(3) = X;, G2 (4) = {x4}
G3(3) ={xs}, G:(4) =0

Simdi (Xy,7q,E;) ve (X, 1, E;) soft topolojik uzaymin (X,7,E) soft topolojik

toplamini tanimlayalim. O zaman

X1 N Xy ={x1,%xp,%3,%4,x5}, E = E; UE; = {1,2,3,4}

ve

T ={®0,X;, (P, E), (P, E), (P3,E), (Py, E), (Ps, E), (Ps, E), (P, E), (Pg, E), (P, E)}
ve X iizerinde (Py, E), (P, E), (P3,E), (P, E), (Ps, E), (P, E), (P7, E), (Pg, E), (Py, E)

soft kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim;

Pi(1) = {xy, x5}, P1(2) = {x2,x3}, Pi(3) ={xs}, P1(4) = {xs},
P,(1) = {xy, %2}, P2(2) = {x2,x3}, P,(3) = X3, Py(4) = {x4},
P3(1) = {x1, %2}, P3(2) = {x2,x3}, P;(3) ={x4}, P3(4) =9,

Py (1) = {x3}, Py(2) = {x1, x5}, P,(3) = {x4},  Pa(4) = {xs},
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Ps(1) = {x3}, Ps(2) = {x1, %2}, Ps(3) = X,, Ps(4) = {x,4},

Ps(1) = {x3}, Ps(2) = {x1, %2}, Ps(3) = {x4}, Ps(4) =9,
P;(1) = 9, P;(2) = {x;}, P;(3) ={xs}, P7(4) = {xs},
Ps(1) = 0, Pg(2) = {x2}, Pg(3) = X5, Pg(4) = {14},
Py(1) = 0, Py(2) = {x;}, Py(3) ={x4}, Po(4) =0,

Teorem 3.6.11.[17] {(X, Ts, E5)}ses ailesi soft topolojik uzaylarin bir ailesi olsun,
(X", t%, E™) uzay1 bir soft topolojik uzay ve

(f, ) =@s (X5, 75, Es) = (X7, 7", E7)
bir soft dontisiim olsun. (f, ¢) ikilisi soft siirekli doniistimdiir & VseS i¢in,
(f, @) © (is,Js): (X5, Ts, Es) = (X7, 77, E7)
doniisiimii soft stirekli dontisiimdyir.

Ornek 3.6.12.[17] (X, t,) ve . (Y, t,) iki yol baglantil1 ve soft ayrisim topolojik uzay

olsunlar. O zaman E; = {e;}, E, = {e,} i¢in asagidaki topolojik uzaylari olustururuz;

{Fy:E; » P(X):Fy(e;) =U,Uet,}
{F,:E, > P(Y):F,(e;) =V,Vet,}

ve (XY, 1, @ 1, E; U E,) topolojik uzayint gz oniine alahm. Her e; = E; U E,

i¢in
XY, (1D Tz)e1 = (X, 1)
ve her e, = E; U E, igin

XY, (t: Tz)e2 =(,1)
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yol baglantil1 topolojik uzaydir fakat

XPY, 11 D1y, E; VE,)

uzay1 soft yol baglantili uzay degildir.

Aciktir ki (I,7;,E) soft evrenseli soft yol baglantili topolojik uzaydir bu yiizden

(1,,1g):, 1, E) = (1,71, E) doniistimii bir soft stirekli doniisiimdiir.

Teorem 3.6.13.[17] Bir soft yol baglantili topolojik uzaym soft stirekli dontigtimiiniin

goriintiisii soft yol baglantilidir.

Teorem 3.6.14.[17] (I, 7;, E) soft birim aralig1 bir soft baglantili topolojik uzaydir.

Teorem 3.6.15.[17] herhangi bir soft yol baglantili topolojik uzay bir soft baglantili
topolojik uzaydir.

Teorem 3.6.16.[17] soft topolojik uzaylarin soft topolojik ¢arpimi bir soft baglantili
topolojik uzaydir < her soft topolojik uzay bir soft yol baglantili topolojik uzaydir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde ¢alismamizda elde edilen bulgulara yer verilmistir.

4.1. Soft Topolojik Uzaylar Kategorisinde Homotopik Kiimeler

Tanmm 4.1.1. (f,¢9),(g,¥): (X,7,E) = (Y,7,E") iki soft stirekli déniisiim olsun.
Eger,

(F, CD)(xe'On) = (f' (p)(xe) = (f(x))<p(e)
(F, @) (xe, 1) = (g, P (xe) = (9(x))y(e)

Kosullarim1 saglayan (F,®):(X,t,E) X (I,7;,N) = (Y,7,E") doniisimi varsa o
zaman (F,®) doniisiimiine soft homotopya, (f, ®),(g,¥) doniisimlerine ise soft

homotop doniisiimler denir.

Teorem 4.1.2. Soft homotopya bagmtist denklik bagintisidir ve bileskeye gore

invaryanttir.

ispat: (f) g0)~(f’ 90) baglnt1817 (F' CD) (xe' tn) = (fr (p) (xe) sekhndedlr
(f, ¢)~(g,¢) bagintisi ise bunlar arasinda soft homotopya (F,®) olsun o zaman
(G,¥): X x I - Y homotopyasini

(G: llu)(xef tn) = (F' q))(xe' (1 - t)n)
seklinde verirsek

(G, l{/)(xe, On) = (F, (D)(xe: 1n) = (g' lp)(xe)
G, %) (xe: 1n) = (F,®) (xe: On) = (f' <p)(xe)

oldugundan (g, Y)~(f, @) dir.
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Simdi (f, ¢)~(g,¥) ve (g,¥)~(h,») ise bunlar arasindaki homotopya (F,®P) ve
(G,¥) olsun.

Eger;

(F,®)(x, (2t),), 0<t<1/,

(H,7#)(xe,ty) = (G, ) (x,, (2t — 1),), 1/2 <t<1

Seklinde verirsek (H, x) soft siireklidir ve (f, ¢) ile (h, ») arasinda soft homotopyadir.
Eger;
(for @) ~(f1, 01): (X, 7, E) - (Y, T, E),
(go: ¢0)~(gll lpl): (Yl T,' E’) - (Zy TH: E”)
(F, @): (fo, o) ~(f1, 1) ve (G, ¥)(go, Yo)~(g1,¥1) ise (go, o) © (F,®):X - Z

i¢in

(Go, Yo) (F, @) (x¢, 0,) = (go, Yo) (fo, 9o) (xe)
(Go, Yo) (F, @) (xe, 1) = (go, ¥o) (f1, 91) (xe)

saglanir, yani (go,¥o) © (fo, 90)~(go, ¥o) © (f1, 1) dir.

Ote yandan

(6,#) 0 ((fur9) X (11 10) (e, 0) = (6, ¥) (i), ()1 0n)

= (gO'dJO)(fl(x)(pl(e)) = (9o, ¥o) (f1, 91) (xe)
(G,¥)o ((f1,§01) X (17, 1y) (xe, 1n)) = (g1, Y1) (f1, 91) (xe)

Oldugundan

(9o, Vo) © (f1, ©1)~(g1, Y1) © (f1, ©1) = (9o, ¥o) © (fo, o) ~(g1, Y1) © (f1, @1)
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elde edilir.
Onerme 4.1.3. Eger (f,),(g9,¥):(X,1,E) » (Y,7,E") soft doniisiimleri soft
homotop ise her bir eeE igin ¢(e) = P (e) saglandiginda f, g: (X, 7.) = (¥, Ty(e))

dontistimleri homotopturlar.

Ispat: (F, ®): (X,1,E) X (I,7;,N) - (Y, 7', E") homotopyasi igin,
(F; q))(er On) = (f' (p)(xe) = (f(x))(p(e),

(F, @) (xe, 1) = (9(x)) gp(e)
saglansin. O zaman
(F,®): (X,7e) X (I,79) = (¥, Ty(e))
topolojik uzaylari siirekli doniisiimdiir ve
(F, ®)(x,00) = f(x), (F,P)(x,10) = g(x)
saglandiginda f~ g’dir.
Stop? ile soft topolojik uzaylarin giftler kategorisini gosterelim. Bu kategorinin

nesneleri (X, 4,1, E), morfizmalar1 ise Oyle (F,®):(X,7,E)— (Y,t,E") soft

topolojik uzaylarin morfizmalaridir ki

(F; q)) | A:(AT4,E)>(B,t'B,E")
alt uzaylarin morfizmalaridir.
Tanmm 4.1.4. (f,9),(g,¥): (X,7,E) — (Y,7, E") iki soft doniisiim ve A < X olsun.

Eger;
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(F’ CD)(xe,On) = (fl QD)(xe)’ (F, CD)(xe: 1n) = (g, l/J)(xe)
ve VxeA igin

(F, CD)(xe» tn) = (f' (p)(xe) = (g, l/))(xe)

saglanirsa o zaman (F, ®)’e goreli homotopya, (f, @) ve (g,y) soft doniisiimlerine

ise goreli homotop doniisiimler denir.

Agiktir ki goreli homotopya bir homotopyadir, tersi ise genelde dogru degildir.

(X, 1, E) soft topolojik uzay, A c X olsun. (i,1g): (4,74, E) = (X, 7, E) ile gomme

fonksiyonunu gdsterelim.
Tamm  4.15.  Eger (r,15)©°(i,15) = (14,1g)  kosulunu  saglayan
(r,15): (X, 1,E) = (A, 14, E) soft donlisiimii varsa (4, 7, E) soft alt uzaymna (X, 7, E)

soft uzayinin soft retrakti, (r, 15) doniisiimiine ise soft retrakt doniisiim denir.

Onerme 4.1.6. Eger (4, 1,4, E) soft alt uzay1 (X, 1, E) soft uzaymin soft retrakti ise
VeeE igin (4, (t4).) uzay1 (X, 7,) uzaymin soft retraktidir.

Ispat: (r,15): (X, 7,E) — (A, 14, E) doniisiimii soft retrakt doniisiim olsun VeeE igin

(X, 7)) = (4, (7))

doniisiimii siireklidir ve
(r,1p) © (i, 1p) = (roi,1g) = (1, 1g)
oldugunda r © i = 1, saglanir yani r retrakt donlistimuidiir.
Tamm 4.1.7. Eger (r,1g) o (i, 15)~(1,4, 1) kosulunu saglayan

(r,15): (X, 1,E) = (A, 14, E) soft doniisiimii varsa, (4, T4, E) soft alt uzayna (X, 7, E)

soft uzayinin zayif retrakti, (r, 1) doniisiimiine ise soft zayif retrakt doniistim denir.
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Aciktir ki her soft retrakt soft zayif retrakttir.

Onerme 4.1.8. Eger (4, 1,4, E) soft alt uzay1 (X, 7, E) soft uzaymin zayif soft retrakt:

ise VeeE i¢in (4, (14).) uzay1 (X, t,.) uzayinin soft zayif retraktidir.

Ispat: (r,15): (X, 7, E) = (4,14, E) soft zayif retrakt doniisiimii ve

(F,®): (A, 14, E) X (I, t;,N) = (A, 14, E)

homotopyast igin,

(F, @) (xe, 0n) = (r, 1) © (i, 1g) (xe) = (r 0 i(x))e, (F, D) (e, D) = x

saglansin. O halde VeeEF igin,

F: (A (t)e) X (I, (tDn) = (4, (t4)e)

dontisimii siireklidir ve F(x,0) = (r 0 i)(x), F(x,1) = x saglandigindan A kiimesi

X’in soft zayif retraktidir.

Tanim 4.1.9.

a) (f,p):(X,t,E) = (Y,7,E", (g, ¥): (Y,T,E") = (Z,t", E") iki soft doniisiim ve

G,¥): X, 7, E) x(I,7,N) = (Z, 7", E")

soft homotopyasi i¢in,

(G, ¥)(xe, 01) = (9, Y)(f, @) (xe)

kosulu saglansin. Eger
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(F, ®)(¥er 0n) = (g, ) (Ver) Ve (F, P)(f, @) ((xe), tn) = G(Xe, 1)
saglanacak sekilde

(F,®):(X,t,E)x{,7;,N) - (Z,7",E")

soft homotopyasi varsa (f, ¢) doniisiimiine soft kotabakalanma denir.

b) Eger (i,1g):(A,t4,E) = (X,7,E) soft sonisimii soft kotabakalanma ise

(X, A, T, E) ciftine soft homotopyanin genisletilme 6zelligine sahip olan ¢ift denir.
Teorem 4.1.10. (X, 4, 7, E) cifti soft homotopyanin genisletilme 6zelligine sahip ise
(A, 74, E) soft alt uzay1r (X, 7, E) soft uzaymnin soft zayif retrakti olmasi icin gerek ve

yeter kosul onun soft retrakt olmasidir.

Ispat: her bir soft retrakt soft zayif retrakt oldugundan, ancak tersini gostermek

yeterlidir.

(A, 74, E) soft alt uzay soft zayif retrakt olsun. O zaman

(T, 1E) O (l, 1E)~(1AI 1E)

saglanacak sekilde (1, 15): (X, 7, E) = (4, 14, E) soft donlisiimii vardir.

(r,1g) o (i, 1g) ve (14, 1¢) doniisiimleri arasindaki homotopya,

(G, ¥): (A, 14,E) X (I,1;,N) = (A,14,E)

olsun.

(X, 4, T, E) cifti homotopyanin genisletilme 6zelligine sahip oldugundan,

(F, @) (xe, 0,) = (r, 1) © (i, 1) (xe) = (r © i(x))e
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ve x€A igin
(Fr q)) (xel tn) = (Gl l[/) (xel tn)

saglanacak sekilde
(F,®):(X,7,E) X (I,7;,N) = (A, 14,E)
soft homotopyasi1 vardir. Eger,

(T',, 1E)(xe) = (F, CD) (xe, 17’1)

olarak tanimlarsak o zaman (r/, 1), soft retrakt dontisiim olmaktadir ve (r, 1) ile soft

homotoptur.

Tamim 4.1.11. Eger (X, 4, 7, E) soft topolojik uzaylar ¢ifti i¢in

(D,¥) (xer On) = Xes (D,¥) (xer 1n)E(A' 74, E)

saglanacak sekilde

(D, ¥):(X,t,E) x (I,7;,N) = (X,1,E)

soft homotopyast varsa (X,7,E) soft uzayr (4,74, E) soft alt topolojik uzayma

deforme olunur denir.
Teorem 4.1.12. (X, 7, E) soft topolojik uzaymin (4, 74, E) soft alt topolojik uzayma
deforme olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul (i, 1z): (4,74, E) = (X, 7, E) soft gomme

doniistimiiniin soft homotopik sinifta sag tersinin var olmasidir.

Ispat: Gerektir: (X,7,E) soft topolojik uzay1 (4,74, E) soft alt topolojik uzayma

deforme olsun. O zaman

D(xe' On) = xe’ D('x€1 1n)E(A' TA, E)
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kosullarini saglayan,
D, ¥Y):(X,71,E) x (I,7;,,N) » (X, 1,E)
Soft homotopyasi vardir. (f, @): (X, 7, E) = (4, T4, E) soft dontistimiinii,
(i, 1g) o (f, ) = (D, ¥) (xe, 1)
seklinde tanimlayalim. O zaman (D, ¥) soft dontisimi (1,4, 1g) ile (i,1g) © (f, @)
arasinda soft homotopya olmaktadir. Boylece (i,1g) soft doniisiimiiniin soft
homotopik sinifta sag tersi vardir.
Yeterdir: (i, 1) soft doniistimiiniin soft homotopik sinifta
(f,9): (X,7,E) = (A, 14, E)

dontlistimiiniin sag tersi olsun.

(F,®):(X,7,E) X (I,7;,,N) » (X, 7,E), (14,15) ile (i,1g) o (f,¢@) arasinda soft
homotopya olsun. O halde,

F(xe, 0,) = %o Ve F(x,, 1,) = (i, 1) ((f, ¢)) (x0)€(A, T4, E)

oldugundan (X, 7, E) soft topolojik uzay1 (4, 74, E) soft alt topolojik uzayina deforme

olunur.

(f,9):(X,t,E) = (Y,T,E") soft stirekli fonksiyon olsun.
((X ,T,E) x (1,14, N)) @ (Y, 1/, E") soft topolojik uzayinda asagidaki gibi bir denklik

bagintis1 verelim:

(xe' 1n)~(f' (,0) (xe)
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Burada  (x,,1)e(X,7,E) » (I,t,N)  ve  (f,@)(x)e(Y,,E")  dir.
((X, T,E) x (I, 14, N)) @ (Y, 1, E") soft uzaymin bu denklik bagintisina gére bolim

uzayini Zy, , ile gosterelim ve (f, ) soft doniisiimiiniin silindiri adin1 verelim.

(i, 15): (X, T,E) 4 Z(f’(p), (i, 1Er): (Y,T', E') - Z(f’(p)
soft doniistimlerini
(i, 1p) (xe) = [xe, 041, JWe) = [ye'l

seklinde tanimlayalim. (r,): Z(s o) = (Y, 7', E") soft doniisiimii ise [x,,t,]eZ; soft

noktasi icin,

(r, Y) ([xe, 0,1) = [(f, @) (xe)]

formiilii ile ve [y./]€Z; soft noktasi igin ise

(r, l/))([ye’]) = [ye’]

formiilii ile verelim. O zaman (7, ) soft dontisiimii retrakt doniisimudiir ve (Y, 7/, E")

soft uzay1 Z; soft uzaymin retrakti olmaktadir.

Teorem 4.1.13. (f, 9): (X, 1, E) = (Y, ' E"), soft siirekli fonksiyon olsun. O zaman
a) (nyY) o (i, 1) = (f, 9),

b) 1,,~G, 1g) © (r, %)

¢) (i,15): (X, t,E) » Z ¢ kotabakalanmadir.

Ispat: a) sikkmin ispati agiktir.

b) (F,®): Z¢ x (I,7;,N) - Z soft homotopyasini asagidaki sekilde tanimlayalim;
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(F; q))([xe: tn]' tln) = [xe: ((1 - t’)t + t,)n]’ (F, q))([ye’]r t/n) = [Ye’]

bdylece
(F, ®)([xe, tn], 05) = [xe, tn] = 1Zf[xer tn]
(F, (D)([xe’ tn]) 1n) = [xe: 1n] = [(f' (p)(xe)] = (jl 1E’) o (T', l/)) [xe' tn]a

yani 1Zf~(j, 1z) o (r,y) dir.

c¢) (Z,7",E") herhangi bir soft topolojik uzay, (g,»):Z; - (Z,t",E") soft siirekli
fonksiyon ve (G,¥): (X,t,E) x (I,t;,N) = (Z,t", E") soft homotopyasi i¢in

G, %) (xe' On) = (gr ") (xe)

kosulu saglansm. (F,®):Z; x (I,7;,N) » (Z,t",E") homotopyasin1 asagidaki

formiillerle tanimlayalim;

(F' CD)([ye’]:t/n) = (g'%)[ye’]

, (g, 1) (x,, (t + (t — DtN),),egert + (t — Dt >0
(F, D) e, tul. ) = {(G, P)(xe, (1= tDt'+1t) ) egert+ (t—1t'< 0

buradan

(F, CD)([ye’]: On) = (g’ n) [ye’]’ (F, q))([xe’ tn]' On) = (g; %)([xe' tn])

ve

(F,®) | (X TE)X(1,T,N)=(G,¥)

oldugundan (i, 1z) soft dontisiimii soft kotabakalanmadir.
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Her bir (X, t, E) soft topolojik uzayinda x2 e(X, 7, E') soft noktasini belirleyelim ve bu
uzay1 (X, 7, E, x2) seklinde gosterelim. Eger,

(f,9):(X,7,E) = (Y, 7, E)

soft déniisiimii icin (f,®)(x2) = y2 kosulu saglanirsa (f, @) déniisiimiine belirli

noktali soft topolojik uzaylarin soft doniisiimii denir.
Belirli noktal1 soft topolojik uzaylar ve onlarin doniistimleri bir kategori olusturur. Bu

kategoriyi Stop, ile gosterelim. Stop, kategorisinde soft homotopya goreli

homotopyadir, yani

(f, ), (9. ¥): (X, 7, E, x0) = (Y, 7" E', y¢)

dontisiimleri soft homotoptur ancak ve ancak

(F, @) (x, 0n) = (f, @) (xe), (F, P) (xe, 1) = (g, ¥) ()
ve
(F, @) (x¢, tn) = (f, @) (xe) = (g, ) (x¢)
kosullarini saglayan (F, ®): (X,t,E) - (Y, 7, E") soft donlisiimii vardir.
(X, 1, E, x2) soft topolojik uzaymdan (Y, ' E’,y2) soft topolojik uzaymna giden soft
dontisiimlerin homotopik siniflarini [X, x2; Y, y2] seklinde gosterelim. Bu kiime belirli
noktal1 bir kiimedir. Belirli nokta olarak;
(Cl; CZ): (X, T, E) - (Y, T’, El)' (Clﬂ CZ)(xe) = y(g’

dontistimler ¢iftinin homotopik sinifini sabit alalim.

(X, 7, E, x2) belirli noktali soft topolojik uzay olsun.
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Cn(X' T,E, Xg) = (X' T, E) X (1, TIﬂN) | (X,7,E)x{0,}u(l,7;,N)x{x2}

E x N kiimesi iizerinde soft boliim uzayma (X, t, E, x¢) soft uzayinin soft konisi denir.

VneN igin
(i,C): (X, t,E) » C,(X,T,E, x2)

dontisiimiinii  asagidaki sekilde tanimlayalim; C,:E - E XN |, VeeE icin
Cn(e) =(e,n) vei: X » C,(X), VxeX igin i(x) = [x, 1,,] dir. O zaman (i, C,,) ikilisi

(X, 1, E) ile goriintiisii arasinda bir soft homeomorfizmadir.

Lemma 4.1.14. (f,¢): (X, t,E,x3) = (Y, 7, E' y2) soft doniisiimiiniin soft sabit
dontigiimle goreli kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul (f, @) soft doniisiimiiniin

(F,¥):C(X,7,E) = (Y, 7/, E", y2) genisletilmesinin var olmasidir.

Ispat: (F, %) soft doniisimii (Cy,Cy): (X, 1,E,x2) — (Y, 1, E',y%) soft sabit
dontigiimle goreli homotop olsun. Burada VxeX igin C;(x) = y° ve VeeE igin

C,(e) = e dir.
(H,¥):(X,t,E)x (I, t;,N) = (Y, 7, E"
bu doniisiimler arasindaki goreli homotopya olsun. Yani,

(H, llu)(xe' On) = (Clﬂ CZ)(xe) = y(g’
(W) (e, 1) = (£9) () = (),
ve

(H¥): (X, 7, E) x {0,3 U (I, 7;,N) x {x2}) = (C;, C,) (%) = ¥

saglanir. O zaman (H,¥) soft doéntsimi, (F,¥):C(X,t,E) - (Y,t,E") soft

dontistimiinii iiretir ve bu soft doniisiim i¢in
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(F, V) [xe, 1n] = (H, W) (xe, 1) = (f, ) (xe)
saglanir. Yani (F, W) soft doniisimi (f, ¢) soft doniisiimiiniin genisletilmesidir.

Tersine; eger (G,¥): C(X,1,E) — (Y, T/, E’) soft dontisimii (f, ¢) soft doniistimiiniin

bir genisletilmesi ise

HY¥):(X,t,E)x,t;,N) - (Y,T,E")
soft doniisiimiinii

( !1 X ) (G,W)
X, 7, E) x (I, 11, N) 22 ¢ (X, 7, E) —— (V, 7} EY)

soft dontisiimlerinin bileskesi olarak tanimlayalim. O zaman (H,¥) soft doniisiimii
(f, @) soft doniistimii ile (C;, C,) soft sabit doniistimii arasinda goreli homotopyadir.
Eger (f, p): (X, T, E,x2) = (Y, T, E', y2) soft doniisiimii soft sabit doniisiim ise bu soft

doniisiimiiniin silindirine (f, ¢) soft doniisiimiiniin konisi denir ve C(y ) ile gdsterilir.

Asagidaki lemmanin ispati lemma 4.14. iin ispat1 seklinde verilir.

Lemma 4.1.15. Herhangi (f,o):(X,t,E,x2) = (Y, T, E",y2) ve
(9, ¥): (Y, T, E"yd) = (Z,1",E",z2,) soft doniisimleri i¢in (g,¥) o (f,¢) soft
doniislimiiniin sabit doniisiimle goreli soft homotop olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(g, ¥) soft déniistimiiniin (F,¥): C¢,,) — (Z,7", E") genisletilmesinin var olmasidr.

(f! ) ( :1,[))
Tamm 4.1.16. (X, 7, E, x0) —2 (Y, 7', E', y2) —— (Z, 7", E", 22 [4.1.1]

belirli noktali soft topolojik uzaylarin dizisi olsun. Eger her bir (D,‘E, E, dg) soft

topolojik uzayi i¢in;

[(X,7,E,x); (D, %,E,dY)] S [(Y, 7, E"y2); (D, % E,a2)] o [(Z,x"E" 28); (D, % E,d3)]

Belirli noktal1 kiimelerin dizisi tam ise [4.1.1] dizisine kotam denir.
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Teorem 4.1.17. Her bir (f,¢): (X, 7, E,x3) = (Y, 7, E', y2) soft siirekli doniistimii

icin soft topolojik uzaylarin

X, T, E,x2) = (Y, T, E",y3) = Cir.p)

dizisi kotamdir.
Ispat: (D, t,E, dg) herhangi bir soft topolojik uzay olsun. Gostermemiz gereken;

(&0, E,x2); (D, 7, F, d2)] L2 [(v, v, B, y2); (D, 7, B, d2)] €22 [C . (D, 7., d2)]

belirli noktali kiimeler dizisi tamdir.

1C(f,(p): C(f,(p) e C(f,(p) soft dé')niisl'iml'i (j, 1E): (Y,T',E’, ygr) - C(f'<p) soft

doniligimiiniin  genigletilmesi oldugundan lemma 4.15.” den (j,1g) © (f, @) soft

dontigiimii sabit doniisiimle soft homotoptur. O halde

ym(j' 1E)* c ker(f, (p)*
elde edilir.

Eger [h,x]eker(f,@)* ise (h,x) o (f,¢@) soft doniisimi sabit doniisiimle soft
homotoptur. Yine lemma 4.15.’ten (h, %): (Y, 7, E', ) - (D, %, E, d2) doniisiimiiniin

(h',30): Cr ) — (D,f, E, dg) genisletilmesi vardir. Bu durumda ;

U, 1e)"([R 2] = [(R',2) © (j, 1g)] = [h, x]

Saglanir. Yani ker(f, ¢)* € y,,(j, 1g)* dir

65



KAYNAKLAR

[1] Acar U., Koyuncu F., Tanay B., “Soft sets ve soft rings”, Comput. Math.
Appl.59(2010) 34583463.

[2] Ahmad B. ,Kharal A., “On fuzzy soft sets”, Adv. Fuzzy Sytst. 2009 (2009).

[3] AliM. 1., Feng F., Liu X. Y., Mind W. K., shabir M., “On some new operations in
soft set theory”, Comput. Math. Appl. 57 (2009) 1547-1553.

[4] Aktas H., Cagman N., “Soft sets and soft group” Information Science 177 (2007)
2726-2735.

[5] Bayramov S. and Gunduz(Aras) C. “On Fuzzy Homotopy Sets”, Advances in
Theoretical and Applied Mathematics, Vol. 1, No.3., (2006).

[6] Bayramov S. and Gunduz(Aras) C. “Algebraic structures on fuzzy homotopy sets”,

Preceeding of the jangjeon Matematical Society, 9, (2006), No:2, pp. 161-173

[7] Bayramov S. and Gunduz(Aras) C. “Soft locally compact and soft paracompact
spaces”, Journal of Mathematics and System Science, (2013) Vol. 3, 122-130

[8] Bayramov S. and Gunduz(Aras) C. “Intuitionistic fuzzy soft topological spaces”,
TWMS, J. Pure and Appl. Math. (2014), V 5, No 5, 66-79

[9] Bayramov S. and Gunduz(Aras) C. “Some results on fuzzy soft topological
spaces”, Numerical and Soft Computing Methods for Characteristic Value Problems
of ODE and ODEs Systems, 2013.

[10] Bayramov S. and Gunduz(Aras) C., Ozturk T. Y., “Homology Theory in the
category of fuzzy topological Spaces”, Lambert Academic Publishing (2012)
(acceped).

[11] S. Bayramov, L. Mdzinarishvili, C. Giindiiz (Aras), The extension of singular

homology on the category of soft topological spaces, International Journal of
Engineering and Innovative Technology, (2013), V. 3, No 2, 292-299

[12] Cagman N, Karatas S., Enginoglu S., “Soft topology”, Comput. Math. Appl. 62
(2011) 351—358,

66



[13] Eilenberg S., Steenrod N., “Foundations of Algebraic Topology”, Princeton

University Press, Princeton, New Jersey, (1952).

[14] Egelking R., “General Topology”, Polish Scientifiz Publishers, Warszawa,
1997.

[15] Feng F., Jun Y. B., Zhao X, “Soft semirings”, Comput. Math. Appl., 56 (2008)
2621-2628.

[16] Gunduz(Aras) C., Bayramav S., “Algebraic structures on fuzzy homotopy sets”,

Proceeding Of The Jangjeon Mathematical Socety, 9, No.2, pp., (2006), 161-173.

[17] Gunduz(Aras) C., “ Soft Pakt Connectedness on Soft Topological Spaces’’
Proceedings of the International Conference, Computational and Connected
Mathematical Methods in Sicience and Engineering, Almeria, Spain (2013), 239 - 246

[18] Gunduz(Aras) C., “Homotopy Theory on The Category of Fuzzy Topological
Spaces”, Proceedding The Jangjean Mathematical Society, Vol.11 No.1 (2008) 13-26.

[19] Gunduz(Aras) C. and Bayramov S., “On Fuzzy Exact Homotopy Sets”, Southeast
Asian Bulletion of Mathematics, 34, (2010) 1009-1022.

[20] Gunduz(Aras) C., Bayramav S., “Cech Homology Theory in The Category of
Sostak Fuzzy Topological Spaces”, International Journal of Contemporary Math.

Sciences No:2, (2010).

[21] Gunduz(Aras) C., Bayramav S., “Intuitionistic fuzzy soft module”, Computers
and Mathematics with Applications, 62 (2011) 2480-2486.

[22] Gunduz(Aras) C., Bayramav S., “Fuzzy soft modules”, Internatonal
Mathematical Forum, 6(11) (2011) 517-527.

[23] Hu S. T., “Homotopy Theory”, New York and London, (1959).

[24] Huber P. J., “Homotopy theory in general categories”, Math. Ann. 144 (1961),
361-385.

[25] Hussain S., Ahmad B., “Some properties of soft topological spaces”, Comput.
Math. Appl. 62 (2011) 4058- -4067.

67



[26] Jing-liang L., Rui-xia Y., Bing- xue Y., “Fuzzy soft sets and fuzzy soft groups”,
Chinese Control and Descision Conference (2008), 2626-2629.

[27] Jun Y. B., Park C. H., “Applications of soft sets in ideal theory of BCK/BCI-
Algebras”, Inform. Sci. 178 (2008) 2466-2475.

[28] Jun Y. B., “Soft BCK/BCI-Algebras”, Comput. Math. Appl. 56(5) (2008) 1408-
1413.

[29] Kharal A., Ahmad B., “Mappings on Fuzzy Soft Classes”, Adv. In Fuzzy Syst.
2009 (2009).

[30] Klawonn F., “Homotopy Theory in The Category of Fuzzy Topological Spaces”
Departmen of Computer Science, Technical University of Braunschweig, W-3300

Braunschweigh, Germany.

[31] Kucuk A., Ozturk T. Y., “Homology modules of fuzzy soft modules”, Annals of

fuzzy mathematics and informatics (2012) (accepted)

[32] Maji P. K., Bismas R., Roy A. R., “Fuzzy soft sets”, journal of Fuzzy
Mathematics 9(3) (2001) 589-602.

[33] Maji P. K., Roy A. R., Bismas R., “An Application of soft sets in a decision
making problem”, Comput. Math. Appl. 44 (2002) 1077-1083.

[34] Maji P. K., Bismas R., Roy A. R., “Soft set theory”, Comput. Math. Appl. 45
(2003) 555-562.

[35] Massey W. S., “Homology and Cohomology teory”, New York-Basel, 1978.

[36] Min W. K., “A note on soft topological spaces”, Comput. Math. Appl. 62 (2011)
3524- -3528.

[37] Molodtsov D., “Soft set theory — first results”, Comput. Math. Appl.37 (1999)
19-31.

[38] Ozturk T. Y., Gunduz(Aras) C., Bayramov S., “ Inverse and direct systems of
soft modules”, Annals of Fuzzy Mathematics and Informatics, 5(1), (2012) 73-85.

[39] Shabir H., Bashir A., “Some properties of soft topological spaces”, Comput.
Math. Appl. 62 (2011) 4058- 4067.

68



[40] Shabir M., Naz M., “On soft topological spaces”, Comput. Math. Appl. 61 (2011)
1786-1799.

[41] Sun Q. M., Zhang Z. L., Liu J., “Soft sets and soft modules”, Lecture Nothes in
Comput. Sci. 5009 (2008) 403-409.

[42] Switzer R. M., “Algebraic Topology Homotopy and Homology”, Springer-
Verlag, 1975.

[43] Tanay B., Kandemir M. B., “Topological structure of fuzzy soft sets”, Comput.
Math. Appl. 61 (2011) 2952-2957.

[44] Zadeh L. A., “Fuzzy sets”, Information and Control 8 (1965) 338-353.

[45] Zorlutuna I., Akdag M., Min W. K., Atmaca S., Remarks on soft topological
spaces, Annals of Fuzzy Mathematics and Informatics 3(2) (2012), 171-185.

69



OZGECMIS

1991 yilinda Istanbul’da dogdum. Ilkokulumu Kocaeli’nde okudum. Liseyi
Kocaeli’nde Darica Neset Yalgin Lisesi’nde 2009 yilinda bitirdim ve yine 2009 yilinda
Kafkas Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’nii kazandim. 2013
yilinda iiniversiteden mezun oldum ve yine 2013 Giiz Donemi’nde Katkas
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali Topoloji Bilim

Dalin’nda yiiksek lisans 6grenimime bagladim.

70



