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OZET

Bu tez ¢alismasinda, genellestirilmis Pell p-dizilerinin hem devirli gruplardaki hem de iki

ve daha fazla tiretegli gruplardaki karsiliklarinin tizerinde duruldu.

Ikinci boliimde, ¢alismalar esnasinda kullanilacak temel kavramlarin yani sira iizerinde
calisilacak indirgemeli diziler ve gruplar hakkinda genis bilgi verildi. Ayrica ikinci ve
ticlincii boliimlerde ¢alismamiza yon vermesi bakimindan iyi bilinen bazi indirgemeli
dizilerin gerek devirli gruplarda gerekse iki ve daha fazla iiretecli gruplardaki karsiliklari

ele alindi.

Calismanin dordiincii boliimiinde ise genellestirilmig Pell p-dizilerinin m modiiliine gore
periyotlar1 incelendi. Oyle ki bu periyotlar ayn1 zamanda dizinin m mertebeden devirli
gruptaki periyoduna karsilik gelmektedir. Bu boliimde ayrica, genellestirilmis Pell p-
dizileri iki ve daha fazla tiretegli gruplara tagindi. Bu anlamda grup elemanlar1 yardimiyla
genellestirilmis Pell p-dizileri ve esas genellestirilmis Pell p-dizileri tanimlandi ve bu
diziler sonlu gruplarda incelendi. Son olarak elde edilen bulgularin uygulamasi olarak,

<n,2,2>, <2,n,2> ve <2,2,n> binary polyhedral gruplarindaki genellestirilmis Pell p-

dizilerinin ve esas genellestirilmis Pell p-dizilerinin periyotlar1 belirlendi.
2015, 66 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Pell p-dizisi, Esas genellestirilmis Pell p-dizisi,

Binary polyhedral grup, Periyot.



ABSTRACT

In this study, counterparts of the generalized Pell p-sequences in both the cyclic groups

and groups which have two or more generators have been emphasized.

In section 2, detailed information about the reccurence sequences and the groups that will
be studied on; as well as basic concepts that will be used during study have been given.
Also in the section 2 and 3, counterparts of some well-known recurrence sequences in
terms of giving direction to our work in both the cyclic groups and the groups which have

two or more generators have been handled.

In section 4, the periods of the generalized Pell p-sequences according to module m have
been researched, also these periods have been corresponded to the period of the sequence
in a cyclic group of order m. Likewise; the generalized Pell p-sequences moved to the
groups which have two or more generators. In this sense, the generalized Pell p-sequences
and the basic generalized Pell p-sequences have been defined by the aid of the elements

of group and these sequences have been researced in the groups.

Finally, the periods of the the generalized Pell p-sequences and the basic generalized Pell

p-sequences have been determined in binary polyhedral groups (n,2,2), (2,n,2) and

(2,2,n) as applications of the result obtained.

2015, 66 Pages

Anahtar Kelimeler: Generalized Pell p-sequences, Basic generalized Pell p-sequences,

Binary polyhedral group, Period.



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

e Grubun birim elemani

R Reel sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

G Grup

G| G grubunun mertebesi
K<G K, G’ nin alt grubu

K<G K, G’ nin normal alt grubu
Aut(G) G ’ nin otomorfizm grubu
1(G) G’ nin i¢ otomorfizm grubu
(1,m,n) Polyhedral grup

(1,m,n) Binary polyhedral grup

f® 1<i<kigin f¥=0ve f& =1 smir

sartlartyla tammli, n>k i¢in f® = Z; f&

k-basamak Fibonacci dizisinin n. elemani
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G grubunda x,, X, X,,", X, 4 elemanlari ile
elde edilmis k-nacci dizisi
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periyodu

Pell dizisi
Genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi
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1. GIRIS

Bilindigi gibi indirgemeli dizi kavrami, kuramsal olarak Sayilar Teorisinin en temel
calisma alanlarindan biri iken matematik ve fizikten bilgisayar bilimleri ve gilizel

sanatlara kadar modern bilimin bir¢ok alaninda uygulama sahasi bulmaktadir. Ornek

olarak [2,3,18,19,21-23, 28,29,31-33,36,39,41-48,51] " e bakabilirsiniz.

Indirgemeli diziler gruplara ilk olarak Wall ([49]) tarafindan tasinmigtir. Wall bu

caligmasinda devirli gruplarda standart Fibonacci dizilerini ele almistir.

Daha sonra yapilan calismalarda, farkli indirgemeli diziler gruplara tasinmis ve

indirgemeli dizilerin cesitli gruplardaki karsiliklar1 incelenmistir.

[1, 4,5,8-14,34, 35,38, 49,50] > deki bilimsel ¢iktilar1 bu tiir ¢alismalara 6rnek olarak

verilebilir.

Deveci vd. [12]* deki ¢alismalarinda (n,2,2), (2,n,2) ve (2,2,n) binary polyhedral

gruplarindaki k-nacci dizilerinin periyotlarin1 elde etmislerdir. [13]” de Deveci ve
Karaduman, genellestirilmis k-mertebeden Pell dizilerini gruplara tasimis ve bu dizinin

D, dihedral grubundaki karsiliginin periyodunu belirlemislerdir.

Bu calismada konsept genellestirilip Pell p-dizilerine tasinacak ve bu dizilerin <n, 2, 2> :

<2, n, 2> ve <2,2, n> binary polyhedral gruplarindaki karsiliklar1 incelenecektir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1 Lineer indirgemeli Diziler

Tammm 2.1.1: R birimli ve degismeli bir halka olmak iizere, R’ nin elemanlarinin

a,a,,...,a, baslangic elemanlariyla n>1 icin,

a‘rH—k = C1a'n+k—1 + C2an+k—2 +eeet Cka‘n (21)

seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanan dizisine homojen lineer indirgemeli dizi denir.

Burada c;,cC,,...,C, € R olacak sekilde sabit katsayilar olup ¢, , R halkasinin sifir béleni

olamaz (Everest et.al. 2003).

Tamm 2.1.2: f(X)=x"+¢X"" +---+¢_,X+C, seklindeki n. dereceden polinoma (2.1)

denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli bagint1 i¢in karakteristik polinom denir.

Sirastyla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler binary ve ternary lineer indirgemeli
diziler diye adlandirilir. Ayrica Z,Q,(_@,R,(C iizerinde tanimlanan lineer indirgemeli

diziler sirasiyla, tamsayi, rasyonel, cebirsel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler

olarak adlandirilir.

Eger c, , R’ nin terslenebilir bir elemani ise (2.1) seklinde tanimlanan dizi a,,a,,a,,...

seklinde devam eder (Everest et.al. 2003).

Tammm 2.1.3: R birimli ve degismeli bir halka olmak iizere, R’ nin elemanlarinin

a,a,,...,a, baslangi¢ elemanlartyla n>1 igin,

Ay =G, +C6a,,,+-+Ca, +C,y

seklindeki baginti yardimiyla tanimlanan diziye homojen olmayan lineer indirgemeli dizi
denir (Everest et.al. 2003).

Bu bagint1 kullanilarak,

k-1
an+k+1 = (Cl +l)a'n+k + Z(CHI - Ci )a'n+k—i +eeet Ckan (22)
i=1



seklindeki n+1 mertebeli homojen olmayan indirgemeli baginti elde edilebilir.
(2.2) bagintisi igin,

F(x) = (X —c X" —---—c,,x—C)(x-1)
seklindeki karakteristik polinom elde edilir.

Kalman, a,a,,...,8, , baslangi¢ degerleri ve c,,c,,...,C,,’ ler sabitler olmak iizere

Ay =6, +Ca,,;, + -+ a0

seklindeki k-basamak lineer indirgeme bagintisiyla tamimlanan dizi igin, dizinin

elemanlarini;

0O 1 0 ... 0 0
0 i ... 0 0
0O 0 0 ... 0 0
A= _
0O 0 0 ... 0 1
_Co 1 G G2 Ck—l_
olmak tizere,
_ a, - 2 _
ai an+l
Al =
_ak—l_ _an+k—l_

seklindeki denklem yardimiyla elde etmistir (Kalman 1982).

2.1.1. Fibonacci Dizileri

Tanmm 2.1.1.1: { fn} Fibonacci dizisi, f, =0, f, =1 baslangi¢ degerleri ve n>0icin



=f  +f

n+2 n+l n
seklindeki indirgeme bagntisi ile tanimlanir. Yani Fibonacci dizisi
0,11,2,3,5,8,1321,...

seklindedir.

Silvester,

2]

esitligini elde etmistir (Silvester 1979).

0 B F,
1 - I:m—l
Honsberger, Fibonacci sayilarinin
gL FF R 1 |
FdlF 10
Qn _ Fn+1 Fn
|F, F

n

olacak sekilde bir Q matrisi tarafindan iiretilebilecegini gostermistir. Buradaki Q

matrisine Fibonacci Q - matrisi denir (Honsberger 1985).
Tamm 2.1.1.2: k,l € R olmak tizere 2-basamak genel Fibonacci dizisi,

f,=kf  +If

n+l
seklinde tanimlanir.

Simdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazi 6zelliklerini verelim.

i. f2,="ff,_,+(-1)" (Simpson formiili).

n n



Bu esitligin dogrulugu Fibonacci dizisinin taniminda verilen bagmtilar yardimiyla

tiimevarim metodu kullanilarak gosterilebilir.

. o

1++/5 1-5 a"—p"
== P

olmak lizere f, = esitligine “’Binet formiilii>” denir.

a f—
Bu formiil n’ nin negatif degerleri i¢in Fibonacci dizisinin dogal genislemesini verir.

a"B" =(-1)" bagmtisi kullanilarak,

oldugu gosterilebilir.

Tanim 2.1.1.3: Lucas sayilar, L =1 ve L, =3 olmak lizere
L=LatL

seklindeki lineer indirgeme denklemi ile tanimlanan, { L, }wnzl tamsayilar dizisidir. n’inci

Lucas sayisi, Lucas L[n] ile gosterilir.
Yani Lucas dizisi
1,3,4,7,11,18,29,47,76,123, ...

seklindedir.

2.1.2. Pell Dizisi
Tamm 2.1.2.1: {P(n)} Pell dizisi, P, =0, B, =1 baslangi¢ degerleri ve n>0 igin,

P

n+2

=2P

n+1

+P,

seklindeki indirgeme bagmtisi ile tanimlanir. Yani Pell dizisi

0,1,2,5,12,29, 70,169,408, ...



seklindedir.

Ercolona, Pell sayilarinin

<
I

21

10

Mn_ Pn+1 Pn
- Pn Pn—l

olacak sekilde M matrisi tarafindan iiretilebilecegini gostermistir (Ercolano, 1979).

olmak lizere

2.1.3. Genellestirilmis k-Mertebeden Pell Dizisi
Tamim 2.1.3.1: Genellestirilmis k-mertebeden Pell sayilarinin k dizisi :

1-k <n<0igin,

pi_ 1, n=1-i
"o, diger durumlarda

baslangic degerleri ve n>0 ve 1<i<Kig¢in,
Pni =2Pni—1+Pni—2+"'+Pni—k (2.3)

indirgeme bagintist ile tammlamir. Burada By, i. dizinin n. terimidir. {P*}° ya

n

genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi denir ve k =2 igin Pell dizisi elde edilir.

Genellestirilmis k-mertebeden Pell matrisi,



R=[i],=[0 1~ 00

seklinde tanimlanmig ve
M Pl PZ . Pk ]
PL P2, ... P*
En :[eij]ka _ :n 1 :n 1 :n 1
L F)nl—k+l I:)nz—k+1 e F)nk—k+l_

olmak tizere E,,, =R-E, esitligi elde edilmistir (Tas¢1 ve Kilig 2010).

n

2.1.4.Genellestirilmis Pell (p,i)-Sayilar

Tanim 2.1.4.1: Genellestirilmis Pell (p,i) -sayilar1, verilen herhangi bir p (p=12,3,...)

, n>p+l ve 0<i<p icin Péi)(l):_._zpsi)(i)zo ve
Péi) (i +1) - P,Ei) (i + 2) == P,Si) ( p +1) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda
PY(n)=2P" (n-1)+P!" (n-p-1) (2.4)

seklindeki indirgeme bagintisiyla tanimlanir.

Eger 1=0 ise baslangi¢ kosulu
()= (2) == P (p+) 1

olur (Kilig 2007).



Ornek 2.1.4.1: i= p=1oldugunda genellestirilmis Pell (1,1)-sayis1 (n +1)' inci Pell
sayisi olur. Eger p=2 ve i=0 olarak alirsak, {P2(°)(n)} genellestirilmis Pell (2,0)-

sayilarinin dizisi,
1,1,1,3,7,15,33,73,161,...
seklinde olur (Kili¢ 2007).

Ayrica p=2 Vve i=1 oldugunda, genellestirilmis Pell (2,1)-sayilarmin baslangi¢
kosullan P”(1)=0,P"(2)=P"(3)=1 olup {P®(n)} genellestirilmis Pell (2,1)-

sayilarinin dizisi,
0,112,511, 24,53,117,258,...
seklindedir.

(p+1)x( p+1) boyutlu A companion matrisi,

2 0 0
1 0 ... 0
A=|0 1 .
0 0 1 0
(p+1)x(p+1) boyutlu E auxiliary matrisi,
31 1 1 1]
1 1 1 1 1
1 01 1 1
E =

1 0 0 1 1
1 0 0 0 1]

ve



(p+1)x(p+1) boyutlu H, matrisi,

PO(n+p+2)  PPU(n+p+l) PP (n+p+l)
PP(n+p+1) PPV (n+p) P*? (n+p)
H,=| :
P (n+3) PP (n+2) P*? (n+2)
| P (n+2) PP (n+1) PP (n+1)

seklinde tanimlanmis olsunlar. Bu matrisler arasindaki baginti asagidaki teorem ile

verilmektedir.

Teorem 2.1.4.1: n, p>0igin,

=A".E

dir (Kili¢ 2007).

Ispat: Ispat1 yapmak icin n iizerinde tiimevarim yontemini kullanalim. Eger n=1 ise

P (p+3 PPV (p+2) PY(p+2)
P®(p+2)  PPY(p+1) PY (p+1)
H=| : :
R (4) R (3) R (3)
R7(3) R (2) P’ (2)

dir.

Genellestirilmis Pell (p,i) -sayilarinin tanimindan yola ¢ikarak H, matrisi;




72 2 2 2 3
311 1 11
111 1 11

Hy=[1 0 1 1 11
1001 .11
100 .. 0 0 1]

seklinde elde edilir.

Basit bir hesaplama ile H,=A-E esitligi elde edilir. Boylece n=1 icin ispat
tamamlanir. Simdi n-1 i¢in esitligin saglandigini varsayarak esitligin n i¢in saglandigini

gosterelim. A matrisi companion matris oldugu igin;
H =AE= AAE = A, H.,

esitligi yazilabilir. Matris carpimindan ve genellestirilmis Pell (p,i) -sayilarinin

tanimindan sonuca ulagilir.

( p +1) ><( p +l) boyutlu G, matrisini asagidaki gibi tanimlansin:

PP (n+p+1) PP (n+1) PP (n+2) . PP(n+p)

PP (n+p) PP (n) PP (n+1) PP (n+p-1)
G,=| : :

PP (n+2) PP(n-p+2) PP (n-p+3) ...  PP(n+1)

PP (n+1) PP(n-p+1) PP (n-p+2) .. P¥(n) |

G, matrisi ile A matrisi arasindaki bagint1 asagidaki teorem ile verilmektedir.
Teorem 2.1.4.2: n>0igin

A'=G
dir (Kili¢ 2007).

10

(2.5)



Ispat: Genellestirilmis Pell(p, p) -sayilarinin indirgeme bagmtisindan yola ¢ikarak
asagidaki bagint1 yazilabilir;

PP (n+p+1) o 0 . 0 1 P” (n+p)
PP(n+p) | [t 0 .. o0 ol PP(n+p-2)
) o 1 - :
PP (n+2) 0 PP (n+1)
| pP(nen) | L R .

Yukaridaki indirgeme bagintisini ( p +l) stitunlarina genellestirilirse

G, =AG,
esitligi elde edilir. Tiimevarim yontemini kullanilarak

G, =A""G,
seklindeki esitlik yazilabilir. Genellestirilmis Pell( P, p) -sayilarnim tammimdan G, = A
oldugu goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Burada A matrisi genellestirilmis Pell p -matrisi olarak adlandirilmaktadir (Kilig 2007).

Sonu¢ 2.1.4.1: n,p>0 i¢in

LN

Pép)(n+ p+1)=3 Pép (n+p)+ P(")(n+j)

p
j

=l

I
o

i
PP (n+ p+1)=PP (n+p+1)+>. PP (n+k) 1<j<p
k=1

dir (Kilig 2007).

Fibonacci sayilarinin Simpson formiilii asagidaki matrisin determinantindan elde

edilebilir:

11



yani,
(-1)" = de{ﬁ EU = il ”n_l =F.F,—F’
olup dolayisiyla,
F.F.-F2=(-1)
dir.

Benzer olarak, genellestirilmis Pell(p,i)-sayilar1 i¢in Simpson formuli {ireteg
matrislerin determinantlari yardimiyla belirlenebilmektedir. detG, = (—1)n+l oldugundan

farkli p degerleri igin gesitli bagmtilara ulagilabilmektir. Ornegin, p=2 olursa G,

asagidaki gibi olup;

=
—~
= }
+
-
~—
0
n
—~~
S
~—
+
—_—
0
=
—~
5
+
-
~—
A
w
|
o)
&
—~
=
+
w
~—
<
£
—~
>
I
-
~—
‘D-g\
>
—~

P (n-1)(R? (n+2)) ~2P% (n+2)P,

esitligi elde edilmektedir.

2.2. m Modiiliine Gore Indirgemeli Diziler

Tamim 2.2.1: Eger dizi belli bir terimden sonra sabit bir alt dizinin tekrar1 seklinde
meydana geliyorsa bu diziye periyodik dizi denir. Tekrar eden alt dizideki eleman

12



sayisina ise dizinin periyodu denir. Ornegin; a,b,c,d,e, f,g,d,e, f,g,... dizisi periyodik

olup periyodu 4 olur.

Tamm 2.2.2: Eger bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye
k periyodlu basit periyodik dizi denir. Ornegin; a,b,c,d,e,a,b,c,d,e,... dizisi basit

periyodik olup periyodu 5’ dir.

2.2.1. m Modiiliine Gore Fibonacci Dizisi

Teorem 2.2.1.1: f (modm) basit periyodik bir dizidir (Wall 1960).

f, (modm) dizisinin en kiigiik periyodu k (m) ile gosterilir. k(m) ifadesi m modiiliine

gore Fibonacci dizisinin Wall sayis1 olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.1.2:

I.p bir asal say1 olmak iizere, eger m=H P’ olacak sekilde asal garpanlarmna
ayrilabiliyorsa k(m)= okek(k( p; )) dir, yani k(m), k( pie‘) > lerin en kiigiik ortak

katidir.
ii. p bir asal sayr olmak iizere, k( pz);t k(p) ise k(pe): p°k(p)’dir. Ayrica

C,k(p‘):k(p) olacak sekilde en biiyiik tamsayr olmak iizere e>1 igin

k(p®)=p*"k(p) olur (Wall 1960).

U, =a, U, =b, u, =c baglangi¢ degerleri olmak iizere n>3 i¢in u, =u, ,+U, ,+U, ,
seklinde tanimlanan tamsayr dizisinin m modiiliine gore periyodu, k(a,b,c)(m) ile

gosterilsin.

Lemma 2.2.1.1: a,b,c,X,y,z,neZ igin n>0 olmak fiizere ab,c Ve X,z,y
tamsayilarinin hepsi birden n modiiliine gore sifira denk degilse, k(a’b’c) (n) = k(x,y,z) (n)

olur (Campbell 2005).
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Sonu¢ 2.2.1.1: a,b,c,x,y,z,m,neZ i¢in m,n>0 olmak ilizere a,b,c ve Xx,z,y
tamsayilarinin hepsi birden n modiiliine gére sifira denk degilse K, (n)‘ Koy (mn)

olur (Campbell 2005).
Teorem 2.1.1.4: f,, n. Fibonacci ve g,, n. Lucas sayilar1 olmak iizere,
t =min({n: n cift sayr ve m|f, }U{n:nteksay1ve m|g, })
olacak sekilde m>2 igin
k(m)=2t

dir.

2.2.2. m Modiiliine Gore k-basamak Fibonacci Dizisi

Tamm 2.2.2.1: f® 1 <i<k igin £f* =0 ve £ =1 sinrr sartlariyla tanimli n >k

1¢in,
K _NK £k
fn _ijl frH'

k-basamak Fibonacci dizisinin n. elemanidir. %™ = f,%)(modm) olmak iizere bu dizi

m modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,

f(k,m)=(fEm, £ £ )

dizisi elde edilir. O zaman ( £*™, f&™, . £%m)=(0,0,...,1) olup bu dizi i¢in (2.3)

deki tekrar eden dizi bagintilar1 aynidir (Lii and Wang 2007).

Teorem 2.2.2.1: f (k,m) basit periyodik bir dizidir (Lii and Wang 2007).

ispat: S, ={(ai,az,...,ak )0<a < m—1} olsun. |S,|=m* olup sonludur, yani,
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flem) _ f (km) v f

u+l v+l Y

(km) _ £ (km)

u+k v+k

olacak sekilde u >0 i¢in Vv > 0sayis1 vardir. Dizinin tanimindan,

fn(k) — ) _zk’l £ ()

n+k =1 n+j

esitligi elde edilebilir ki bu esitlik yardimiyla

(k,m) __ £ (k,m) (k,m) __ £ (k,m) (k,m) __ £ (k,m) (k,m) __ £ (k,m)
fu - fv ' fu—l - fv—l ' 1:u—2 - fv—2 Tt 1:2 - fv—u+2

ve

£ 0m) _ f (km)
1

v—u+1

oldugu goriilebilir. Busonug f (k,m) dizisinin basit periyodik oldugunu gdstermektedir.

h.(m) ile f(k,m)’ nin en kiigiik periyodu gdsterilir, f (k,m)’ nin periyodu veya m

modiiliine gore k-basamak Fibonacci dizisinin Wall sayis1 diye adlandirilir (Lt and Wang

2007).

Ornek olarak,

5(4,3)=(0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1,---)

dizisi ele alinirsa, bu dizi k =4 basamak i¢in her 26 terimde bir baslangi¢ elemanlariyla

tekrar edip h, (3)=26 olur (Lii and Wang 2007).

t
p, ler asal sayilar ve € ler pozitif tamsayilar olmak {izere, m = H pi(t>1) ise h, (m)
i=1

, h, ( p; ) lerin en kiigiik ortak katidir (Lii and Wang 2007).

Teorem 2.2.2.2: t, h (p)=h, ( pt) olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Her
ax>t icin, h(p*)=p*'h(p) olur. Ozellikle h (p)=h(p®) ise her a>1 icin,

h, ( pa) = p**h (p) dir (Lii and Wang 2007).

15



Varsayim 2.2.2.1: Eger pxk bir asal say1 ise, h (p)|(p*—p') olacak sekilde

0<i<k-1 araliginda bir i sayis1 vardur.

2.2.3. m Modiiliine Gore Genellestirilmis k-Mertebeden Pell Dizileri

Genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi m modiiliine indirgenerek

n

{Pk,m} :{Plﬁ(m, lei,lzn’“.’ Pok,m, Plk,m, sz,m’“.’ Pk,m,“.}

seklinde bir dizi elde edilir. Burada P =Py (modm)’ dir. Bu dizinin indirgeme

bagintisi1 (2.3) denklemindeki gibidir (Deveci ve Karaduman, 2015).

Teorem 2.2.3.1: {P"’m} periyodik bir dizidir (Deveci ve Karaduman, 2015).

Ispat: U, = {(x1 Xpuo X ) [0S % < m—l} olsun. Bu durumda $(U, ) =m* sonlu olup her

a>0 igin

k,m _ pk,m . k,m _ pk,m
Pl =R P =R

a+l 107 Pask

olacak sekilde b >a tamsayisi vardir. {Pnk} genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisinin

tanimindan

P“=P¥, —2Pf

n n+k n+k-1

k k
~P——F

e+l
olacaktir. Boylece

Pe" =R, P =Ry o BT =R, R =R,
elde edilir ve bu da {Pk’m} ’ nin periyodik oldugunu gosterir.

hR, (m), {Pk'm}’ nin en kiiciik periyodu olsun. Bu periyoda genellestirilmis k-

mertebeden Pell dizisinin m modiiliine gore periyodu denir.
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Teorem 2.2.3.2: ueN igin hP,(2")=2" olur ( Deveci ve Karaduman, 2015).

Ispat: {Pn} Pell dizisinin tanimindan ue N igin qu = 2|32u71 + quiz =22 (Z S N) ve

P,,=2P,+P, =2""2+2'B+1(feN)  yazlabili. P, =0(mod2") ve

P2u+lsl(mod 2”) oldugundan devir 2". elemanla tekrar baglar. Yani

P, =R(mod2'),P,  =R,(2"),... olur. Bylece hP,(2')=2" olur.

2

Teorem 2.2.3.3: hP,(m) bir ¢ift sayidir (Deveci ve Karaduman, 2015).

=P

P+l

Ispat: P,=P (modm) ve P

a+l

(modm) olsun. Pell dizisinin tanimindan

asagidaki durumlar elde edilir:

i. Eger P tekise P, cifttir.
iil. Bger P ciftise P, , tektir.

Béylece hP,(m)’ nin 2 tarafindan bolinmesi gerektigi goriiliir ki, bu da bize hP, ( m) ’

nin ¢ift oldugunu gosterir.

n; ler tamsayi olmak tizere, verilen bir N = [nij] matrisi igin, N =(modm), N’ nin her

elemaninin M  modiiline  gore  indirgendigi  anlamina  gelir,  yani,

N =(modm)=(n; (modm)) dir.

k+1

(R),, ={R‘(mod p“)

> 0} kiimesini goz Oniine alalim. detR=(-1)"" oldugundan
(det R, p“ ) =1 olur ki bu da <R>pa kiimesinin devirli bir grup oldugunu gostermektedir.

(R),. devirli grubunun mertebesi ‘(R)pa

ile gosterilsin.

Teorem 2.2.3.4: hP,(p*) :‘<R>pa‘ dir (Deveci ve Karaduman, 2015).
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Ispat: ‘<R>pa" nin hR, (p”) tarafindan boliindigi agiktir. O halde hPR (p”)’ nin da

‘<R>pa‘ tarafindan boliindigii gosterilirse ispat tamamlanir. hP, (p“)=n olsun. Diger
taraftan E, , =R"™ =R.E, oldugu biliniyor. Burada E, =1 (mod p"‘) (I birim matris
olsun) oldugu igin R™ = R(mod p“) elde edilir. Boylece R" =1 (mod p“)oldugu

gortliir ki, bu da ‘<R>pa" nin N> yi boldiiglinii gosterir. Boylece th(p”’):‘<R>

pa

oldugu goriilmektedir.

t
Teorem 2.2.3.5: p, ler farkl: asal sayilar olmak iizere eger m=[ ] p (t>1) ise,

i=1

hP,(m) = okek[hpk (pr )]

dir (Deveci ve Karaduman, 2015).

ispat: okek[th(Piei)]:é‘ olsun. P¥ =P} (modm),P¥, =PR*(modm),--, P, ,

F’kk_l (mod m) oldugundan hPR, (m) = okek I:hpk (piei )} dir.

Teorem 2.2.3.6: t, hP, (p) =hP,(p') olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Bu
durumda her >t igin hR,(p*) = p**hP, (p) dir. Ozellikle, hP, (p) = hP, (p?) ise o >1

i¢in hP, (p“) = P**hP,(p) olur (Deveci ve Karaduman, 2015).

Ispat: @, bir pozitif tamsayr olsun. Eger thk(w)zl(mod p‘M) ise

th(P’M)

R =1(mod p”) oldugu igin hR(p?)” nin hR(p”*)" yi boldiigii goriilmektedir.

(0) Ko

Diger taraftan thk(P ) I +(aIJ ) yazilarak binom agilimindan,

R (1) < 5P =1 (e

i=0
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o+1

ifadesini elde ederiz ki, buda hP, (p”*)’ nin hP,(p?)p’ yi boldiigiinii gdsterir. Boylece

ya hP (p’)p=hP,.(p°) ya da hR(p®*)=hP (p?)p oldugunu gosterir ki, buradaki
ikinci durum ancak ve ancak p tarafindan boliinemeyen bir ai(ja) elemanmin mevcut

olmast durumunda saglanmaktadir.

(t+1)

hR (p') #hR,(p'™) oldugundan p ile bolinemeyen bir &~ nin mevcut oldugu

goriilmektedir. Bdylece hP,(p™)#hP (p'"?) sonucuna ulasilir ve t {izerinden

tiimevarim yontemiyle ispat tamamlanir.

2.3.Grup Takdimleri

Tamim 2.3.1: G bir grup ve S de G’ nin bir alt kiimesi olsun. Eger G’ nin her elemani1 S’
nin elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin sonlu bir ¢arpimi olarak yazilabiliyorsa S

kiimesi, G grubunun gerenlerinin bir kiimesi olarak adlandirilir (Dummit and Foote,

2007).

Tamm 2.3.2: Bir gruptaki gerenlerin sagladiklar1 denklemlere bu gruptaki bagintilar
denir (Dummit and Foote, 2007).

Tanim 2.3.3: G bir grup ve S de G’ nin bir alt kiimesi olsun. s,,S,,--+,S,, S’ nin elemanlar1

1901

ve her bir a, ==£1 olmak iizere, S’ deki bir kelime s*,s,%,---,s.* seklinde ifade edilir.

S’ deki her bir kelime, G’ nin bir elemanini temsil eder. Bu anlamda bos kelime G’ nin

birim elemanini temsil eder ve bos kelime uzunlugu sifir olan tek kelimedir.

Tamim 2.3.4: G bir grup ve S de G’ nin bir alt kiimesi olsun. Eger G’ nin herhangi bir
elemani S’ nin sonlu sayidaki elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin bir ¢arpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi {izerinde serbesttir denir.

Tamm 2.3.5: X bir kiime, F(x), X iizerinde serbest bir grup ve R < F(x)olsun.

G =<X :R) ifadesine G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine
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tanimlayict gerenler kiimesi ve reR icin r=e olacak sekildeki denklemlerinin

kiimesine ise tanimlayici bagintilar kiimesi denir. r elemanlarina da bagintilar denir.

Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak iizere, eger bir G grubu <X :R> seklinde

takdim edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir.

Lemma2.3.1: Eger G ve H sirasiile <X : R> ve <Y :S> seklinde takdim edilmis gruplar
ise [X,Y], {x’ly’lxy xe X,y eY} seklinde komiitatdrlerin kiimesi olmak iizere, bu
gruplarin GxH direkt ¢arpimi , <X,Y 'R, S,[X,Y]> seklinde takdim edilir (Johnson

1997; Sims 1994).

Tanim 2.3.6: (G,*) ve (H,O) iki grup olmak {lizere, eger ¢@:G — H doniislimi
vx,y € G i¢in,
o(xxy)=p(x)>0(y)

sartin1 sagliyorsa ¢’ ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir

(Tasc12007).

Tanim 2.3.7: ¢:G — H, Orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ ye bir epimorfizm denir

(Tase¢1 2007).

Tamim 2.3.8: »:G — H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢ ’ ye bir monomorfizm denir

(Tasc12007).

Tamm 2.3.9: ¢:G — H, 1-1 ve oOrten bir grup homomorfizmi ise @’ ye bir grup

izomorfizmi denir ve G = H seklinde gosterilir (Tasg1 2007).

Izomorf gruplar arasinda bire bir esleme olup grup yapilar1 da bu esleme altinda

bozulmaz.

Tamm 2.3.10: ¢:G — G homomorfizmine endomorfizm denir. Eger @, 1-1 ve orten

bir grup homomorfizmi ise @ ’ ye bir grup otomorfizmi denir (Tas¢1 2007).
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Tammm 2.3.11: G bir grup ve aeG olmak iizere VxeG igin I (x)=axa™ ile

tanimlanan I, :G — G otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun

biitiin i¢ otomorfizmlerinin kiimesi I(G), biitiin otomorfizmlerinin kiimesi de Aut(G)

ile gosterilir (Tasc1 2007).
Tamim 2.3.12: G bir grup ve X , bos olmayan bir kiime olsun.

#:Gx X > X
(9,X) > g*x

fonksiyonu,

) Vxe X icin exx=x

ii)vxe X ve g,,9, G icin (9,9,)*x=0, *(g, *X)
kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona G’ nin X iizerine bir etkisi denir.

Tanim 2.3.13: K, G’ nin alt grubu olsun. Eger K NQ =1 ve KQ =G olacak sekilde bir
Q <G alt grubu varsa, Q ya, K’ nin bir komplementidir denir (Dummit and Foote

2004).

Tamm 2.3.14: G bir grup ve S de G ’ nin bir alt kiimesi olsun. G ’ nin S alt kiimesini

kapsayan en kiigiik normal alt grubuna S alt kiimesinin normal kapanis1 denir.

Tamim 2.3.15: G bir grup ve K <G olsun. Eger K, bir Q komplementine sahip ise bu
taktirde G’ ye Q ile K’ nin yan direkt ¢arpimi (Semi-Direct product) denir ve
G=Kx,Q ile gosterilir. Eger G=Kx, Q ise bu taktirde her xeQ igin

o, K—=>K,p, ( K) =xkx" ile tanmimlanan doniisiim K’ nin bir otomorfizmidir. Ustelik

¢:Q — AutK, gp(X) = @, ile tanimlanan bir grup homomorfizmidir. Boylece Q ile K~

nin yari direkt ¢arpimint olusturmak i¢cin Q’ dan AutK > ya bir homomorfizme gerek

vardir.
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Yari direkt ¢arpim hakkinda daha detayl bilgi i¢in [16] e bakilabilir.

Teorem 2.3.1: A ve B gruplarolsun. ¢:B — AutA, go(b):gob bir grup homomorfizmi

olsun. Bu taktirde AxB kartezyen ¢arpimu, (ab)(a'b’)=(ag,(a’),bb") islemine gre bir

gruptur.

Tanmm 2.3.16: X bir kiime, F(X), X zerinde bir serbest grup, Rc F(X) ve
R, F(X)’ deki R kiimesinin normal kapanist olsun. Yani, <g‘1rg :geF(X),re R>

kiimesi ile F (X) ” in alt grubu verilmis olsun. Bu durumda eger G = F (X )/ R ise G

grubu (X :R) seklindeki takdim ile tanimlanmistir denilir (Campbell 2003).

Onerme 2.3.1: Ayni grubun iki takdimi verilmis olsun. Tietze doniisiimlerinin sonlu bir

dizisi kullanilarak verilen bir takdimden diger takdim elde edilebilir (Johnson 1997).

Lemma 2.3.2 (Von Dyck’s Lemma): RcSc F(X) olmak iizere, G =<X /R> ve
H :<X / S) ise, her X € X elemanini sabitleyen ve Kerdd=S/R olacak sekilde bir
&:G —H epimorfizmi vardir. Tersine, G =<X / R) > nin her boliim grubu, R< S

olmak tizere <X /S> seklinde bir takdime sahiptir (Johnson 1997).

Tammm 2.3.17: Hve N iki grup olmak tizere G grubunun H’nin N ile grup

genislemesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
I. G grubunun M normal alt grubu, N ile izomorftur.

ii. G/ M =H ur (Mac Lane and Birkhoff, 1993).

Tanmm 2.3.18: |,m,n>1 icin,
<x, y,z|X =y"=2" :xyz:e>

veya
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<x, y:ix' =y"=(xy)" =e>
seklinde takdim edilen gruba (I,m,n) polyhedral grubu denir.

Tietze dontisiimlerinin sonlu bir dizisi kullanilarak (I ,m, n) = (m, n, I) = (n, I, m) oldugu

gortilebilir.

Eger t=|mn(|}+£+£—1j=mn+|m+|n—|mn pozitif ise (I,m,n) polyhedral grubu
m n

sonludur.

Eger 1<l<m<n ise yalnizca asagidaki durumlarda t sayisi pozitif olup (I,m,n)

polyhedral grubunun sonlu oldugu durumlar elde edilir;
(i) I=m=2 ven, n>2 olacak sekilde bir tamsayi ise,

(i) 1=2, m=3 ven, 3<n<5 olacak sekilde bir tamsayi ise

-1
(I,m,n) polyhedral grubu sonlu ise mertebesi ZG+£+1—1) :@ dir (Coxeter
m n

and Moser 1972).
Tamm 2.3.19: (I, m,n) binary polyhedral grubu I,m,n > 1icin;
<x, y,ZX' =y"=2"= xyz>
seklinde takdim edilir.
Burada | =2 ise (2,m,n) binary polyhedral grubu 2-gerenli olarak
(y.2]y" =2"=(y2)")

seklinde takdim edilir.
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(1,m,n) polyhedral grubu, {I,m,n) binary polyhedral grubu igin bir béliim grubu olarak

meydana geldiginden t<0 oldugu zaman bu grup sonsuzdur. Bu gruptaki bagintilar;
X' =y™ =z"=xyz= f seklindedir. t >0 oldugu zaman f? =1 olur. Bu grupta X, Y,Z nin

mertebeleri <I,m,n> polyhedral grubundakinin iki katidir. Ayni zamanda bu grubun

mertebesi de <I,m,n> ” nin iki kat1 olup @ dir.

(2,m,n) polyhedral grubu sonlu oldugu zaman, (2,m,n) binary polyhedral grubu, Cz

devirli grubun (2,m,n) polyhedral grubu ile bir genislemesidir (Coxeter and Moser

1972).

<2,3,5> binary polyhedral grubunun mertebesi 120 olup binary icosahedral grup diye

adlandirilir.

<2,3,4) binary polyhedral grubunun mertebesi 48 olup binary octahedral grup diye

adlandirilir.

<2,3,3> binary polyhedral grubunun mertebesi 24 olup binary tetrahedral grup diye

adlandirilir.

<2, 2, n> binary polyhedral grubunun mertebesi 4n olup dicyclic grup diye adlandirilir.
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3.MATERYAL VE YONTEM
3.1.Gruplarda Lineer indirgemeli Diziler

3.1.1.Sonlu Gruplarda k-Nacci Dizisi

Tamm 3.1.1.1: Sonlu bir gruptaki k-nacci dizisi, grubun Xy, X, X,, X3, ==, X,

n?

elemanlarinin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verilen Xor X0 Xor 7ty X 4

baslangi¢ elemanlar1 ve

. _{xoxlxz---xn_l ; j<n<kicin
n - - -
X0 Xoer Xy qs N2KICIN

n-17
seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanir (Knox 1992).

Xo1 X1y X5+, X;_; €lemanlart tarafindan gerilen (liretilen) sonlu bir gruptaki k-nacci dizisi
F (G; Xgs Xgs Xgy o+, xj_l) seklinde gosterilir. Buna gore tamsayilardaki modm’ ye gore
klasik Fibonacci dizisi F,(Z,;0,1) olarak yazilabilir. Grup elemanlarinin bir 2-nacci
dizisi sonlu bir grubun Fibonacci dizisi olarak adlandirilir. Bir F, (G;XO, Xi,xz,---,xjfl)
k-nacci dizisinin periyodu P, (G; Xos Xps Xoy o, XH) seklinde gosterilir. Grubun Fibonacci

orbiti ve gruptaki k-nacci dizisi tanimlarindan goriilmektedir ki, k-gerenli bir grubun

orbiti bu gruptaki k-nacci dizisine karsilik gelmektedir.

Tamim 3.1.1.2: G bir grup olsun. G ’ nin her elemaninin i¢inde bulundugu bir k-nacci

dizisi mevcut ise G ’ ye k-nacci dizilenebilirdir denir (Knox 1992).

Teorem 3.1.1.1: Sonlu bir grupta bir k-nacci dizisi basit periyodiktir (Knox 1992).

Teorem 3.1.1.2: n>3 olmak iizere (X, y:X" = y* =&, yx=x"y) seklinde takdim edilen

D, dihedral grubunda B, (D,;x,y)=P(D,;y,x)=2k+2dir (Knox 1992).
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Tamim 3.1.1.3: Eger bir grup i tane eleman tarafindan geriliyorsa bu gruba i gerenli

grup denir.

Teorem 3.1.1.3: G, 2-gerenli bir grup ve G’ nin birim eleman: F,(G;X,y) ya da

F, (G; Y, X) Fibonacci dizilerinde goriilityorsa G abelyendir (Knox 1992).

Ispat: Genelligi bozmadan G’ nin F,(G;x,y) Fibonacci dizisini diisiinelim ve n dogal
sayist i¢in G’ nin birim elemanmnmn bu dizinin (n+1). eleman: oldugunu kabul edelim.

Bu dizinin n. eleman1 grubun herhangi bir eleman olabilir. Boylece,

seklinde bir dizi elde edilir. Yalmz s, (n —1) . pozisyon i¢in tanimlayici bagintiy saglar.
Benzer sekilde, s* dizisinin (n—2). pozisyonunda, s dizinin (n—3). pozisyonunda

olur. Bu sekilde devam ederek,

seklinde bir dizi elde edilir. Bu elemanlar iislere sahip oldugundan u, , =-Uu_, +U,

bagintist kullanilarak S’ nin islerinde ortaya ¢ikan ardisik pozitif ve negatif isaretli
tamsayilardan bir Fibonacci dizisi olusturulur. Bdylece, grubun bir Fibonacci dizisi

asagidaki iki forma sahip olur:

(). n tek ise, dizi,

seklinde olur. Bu durumda,
sh=x,s" =y
(bu da s"* =y olmasini gerektirir.) ve s*2 = xy dir.

Upatlnz _ QU

Sun—lsunfz — S S n
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oldugundan y~'xy =X veya xy = yx olur. O halde bu grup abelyendir.
(ii). n ¢ift ise, dizi,
gt g gz ...g% 572 % g7t gle
seklinde olur. Bu durumda,
s =x,8" =y
(buda s =y olmasini gerektirir.) s™"2 = xy dir.
g thag e = g llhittnz) _ gt
oldugu igin y™'xy =X veya xy = yx olur. O halde grup abelyendir.
Bu teoremin tersi dogru degildir. Bu durumu bir 6rnekle acgiklayalim,
A:<x,y:x9 =y? :e,xy:yx>

abelyen grubunu g6z 6niine alalim. Bu grubun Fibonacci dizileri,

X, ¥, Xy, X, Xy, X7y, X2, Xy, x*y, 3, Xy, xy, X%, v,

X2y, X2, X7y, Xy, x4, xy, x°y, X%, X2y, X%y, X, ¥, Xy - --
ve

¥, X XY, X2y, X3, X%y, X8y x4 Py, Xy, x, xBy, y, X,

XY, Xy, X0 XY Xy, X7, XY XEY X XY Y X XY

seklinde olur. Dikkat edilirse bu grubun e,x*> ve x’ elemanlari bu dizilerde yer

almamaktadir.

Sonug¢ 3.1.1.1: 2-nacci dizilenebilir bir grup devirlidir (Knox 1992).
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Ispat: G, 2-nacci dizilenebilir bir grup olsun. Bu takdirde, G grubu ya 1-gerenli ya da
2-gerenlidir. G, 2-gerenli bir grup ise e, G’ nin 2-nacci dizisinde bulunacagindan
yukaridaki teoremin ispatinda oldugu gibi, G * nin bir s elemaninin terimlerinden bir
dizi olusturulabilir. G’ nin her elemani kendisinin 2-nacci dizisinde bulunur ve bu
yiizden, G ’ nin biitiin elemanlari, sadece bir s elemaninin terimleri ile takdim edilir (S

nin isleri ile). O halde, G grubu 1-gerenlidir ya da devirlidir.

Genel olarak k >3 icin k -nacci dizilenebilir gruplar abelyen degildir. D, dihedral grubu

6 elemanli, k -nacci dizilenebilir bir gruptur.

Teorem 3.1.1.4: G grubu 2-gerenli bir grup olmak iizere G’ nin birim elemani bu grubun

bir Fibonacci dizisinde goriiliirse, dizinin x, =e olacak sekilde X, elemanlarimmn

indislerinin bir koleksiyonunun aritmetik bir dizilisi olan bir dizi ihtiva eder (Knox 1992).

Ispat: G =<X, y) abelyen oldugundan dizinin n. terimi x*y™ seklinde olur. Wall’ n

[49] daki ¢alismasinda, U, = O(mod m) olan terimlerin basit aritmetik dizilisteki indislere

2 u

sahip olduklar1 bilinmektedir. Bdylece X, X, X*,---, X" veya y,y,y°, Y% -,y
elemanlarinin dizilerinin her ikisi de indisleri aritmetik diziliste olan pozisyonda olan €

’yi ihtiva eder. e’ nin ortaya ¢ikisinin periyodu X ve y nin mertebelerine baglidir.

Un

X, Y, XY, Xyz,xzys,--- de e’ nin ortaya ¢ikisinin bu periyodu €’ nin XX, X%, X" ve
Y, ¥, Y%, ¥%, -,y deki periyotlarinin en kiigiik ortak kati olur. Bu durumda €’ nin
X, Y, Xy, Xy?, x°y®, -+ deki pozisyonlari, bir aritmetik dizilis ihtiva eden alt indisler

olacaktir.

k-nacci dizilenebilir bir grubun bir homomorfik goriintiisii de k-nacci dizilenebilirdir. k-
nacci dizilenebilir bir grubun, bir k-nacci dizilenebilir bir grup tarafindan genislemesinin
k-nacci dizilenebilir olmasi gerekmez. k-nacci dizilenebilir gruplarin direkt ¢arpimlarinin

k-nacci dizilenebilir olmasi gerekmez. Bu durumu bir drnekle gosterelim.

A:<x,y:x9:y2:e,yx:xy>
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abelyen grubu ele alindiginda, bu grubun (X) ve (y) devirli gruplarinin direkt ¢arpimi

oldugu goriiliir.

<X> grubu i¢in Fibonacci dizisi,
F, ()8 %) =% % X2, %%, %%, %%, x*, 5%, X7, X, 6,5, %%, X7, X8, X%, %2, X, 8, X, X, o
ve (y) grubu i¢in Fibonacci dizisi,

F2(<Y>;e, Y)=e, Y, Y, e

seklindedir ve iki grup da 2-nacci dizilenebilirdir fakat bu gruplarin direkt garpim1 2-nacci
dizilenebilir degildir (Knox 1992).

Tanim 3.1.1.4: (XO, Xppte s Xj—l) e X dreteg j-lisi igin m uzunlugundaki
Ifk(G;x0,><1,x,_,,-~,xj_1) esas k-nacci dizisi; by =x,,b =x,b, =%,,--+,b, , =%, ,

baslangi¢ elemanlariyla & € AutG ve m>1,

b, =b 6,b =h

m+1

0’ b2 = bm+20’ T bk—l = bm+k—10
olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsay1 olmak {izere
b - bbb, ---b, , j<n<k,
" bn—kbn—k+1 T bn—l n= k

seklinde tanimlanir (Deveci ve Karaduman, 2011).

[10] da Deveci ve Karaduman, E(G;xo,&,xz,---,xjfl) dizisinin  periyodunu

BR.(G; Xy, X, X,, -+, X, ;) ile gOstermistir.

i
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3.2. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis k-Mertebeden Pell Dizileri

Tanmmm 3.2.1: Sonlu bir gruptaki genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi, grubun

Xgr X5y X,++,  elemanlarmin  bir dizisidir ve dizinin her bir elemani verilen

Xos X057y Xj g baslangic elemanlar1 ve

{xoxlxz-n(xnl)z, j<n<k
X =

Xn—k Xn—k+1 o '(Xn—l )2 ' n= k

seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanir (Deveci ve Karaduman, 2015).

Teorem 3.2.1: Sonlu bir grupta genellestirilmis k-mertebeden Pell dizileri periyodiktir

(Deveci ve Karaduman, 2015).

ispat: G, sonlu bir grup olsun. |G|, G grubunun mertebesini géstersin. G grubunun |G|

tane farkli sirali k-lisi oldugundan bu sirali k-lilardan en az bir tanesinin grubun
genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisinde iki defa goriilecegi agiktir. Sirali k-lilar

tekrar ettiginden dolay1 genellestirilmis k-mertebeden Pell dizileri periyodiktir denir.

Q. (G Xgy Xy,+++, X;,)  dizisinin - periyodu  PerQ (G; Xy, %,,--+,X;;) ile gbsterilsin.
Tanimdan sonlu bir grupta olan genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisinin periyodunun

trete¢ kiimesine ve X, X,---,X;, baslangi¢ elemanlarinin siralamasina bagl olarak
degisecegi agiktir. Ayrica hR (m)’ nin C_ devirli grubunun genellestirilmis k-

mertebeden Pell dizisinin periyodu oldugu asikardir (Deveci ve Karaduman, 2015).

Tamim 3.2.2: G, sonlu bir grup olmak iizere G’ nin her elemani, G’ nin elemanlarindan
meydana gelen bir genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisinde ortaya ¢ikiyorsa G’ ye,

genellestirilmis k-mertebeden Pell dizilendirilebilir denir.

Genellestirilmis k-mertebeden Pell dizilendirilebilir gruplarin direk g¢arpimlarinin da

genellestirilmis k-mertebeden Pell dizilendirilebilir olmas1 gerekmez. Ornegin;

<x,y:x2:y2:e,xy:yx>
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D, four grubunu diisiiniirsek bu grubun Pell dizileri;
Q(Dyi X, Y) =X Y, X, Yy,

QZ(Dz;y’X):y1X! y,X,'--,

olup xy elemani yukaridaki dizilerin higbirinde ortaya ¢ikmadigindan D, four grubunun

genellestirilmis 2-mertebeden dizilendirilebilir olmadig1 goriiliir. Fakat,
QZ(CZ;e1 X) =6X6X,--,
QZ(CZ;e’ y) =e1 ylel y1"'1

oldugundan D, =C,xC, olup, C,’ nin genellestirilmis 2-mertebeden dizilendirilebilir

oldugu agiktir (Deveci ve Karaduman, 2015).

3.3. Binary Polyhedral Gruplarda k-nacci Dizileri

Teorem 33.1: G,, (x,y,z:X’=y’=2"=xyz) takdimiyle verilen bir grup olsun.

G, = <2, 2, 2> binary polyhedral grubu igin k-nacci dizisinin periyodu

P(G,ix,y.2)= 3 k=2
B B0k 10, k23
seklindedir (Deveci et. al. 2011).

Teorem 3.3.2: n>2 olmak iizere <x, y,2:X"=y*=7"= xyz> seklinde takdim edilen

G, = (n, 2, 2) binary polyhedral grubu i¢in k-nacci dizisinin periyodu 2k + 2 dir (Deveci
et. al. 2011).
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Teorem 3.3.3: n>2 olmak iizere(X, y,z:X* = y" =2° = xyz) seklinde takdim edilen

(2,n,2) binary polyhedral grubu igin k-nacci dizisinin periyodu 2k +2 dir (Deveci et.
al. 2011).

Teorem 3.3.4: n>2 olmak iizere (x,y,z:x’=y*=2"=xyz) takdimiyle verilen

G, = <2,2, n> binary polyhedral grubu i¢in k-nacci dizilerinin periyotlar igin asagidaki

durumlar s6z konusudur:

[k olarak bu grubun n>2 olmak iizere <x, y,2: X =y’ = (xy)"> takdimiyle verilen 2-

gerenli durumu ele alinsin. 2-gerenli durumda hem x,y hem de y,x baslangig

elemanlarina gore bu gruptaki k-nacci dizilerinin periyodu i¢in asagidaki durumlar s6z

konusudur:
i. P(G,ixy)=P(G,;y,x)=6

) n(k+1) , ngiftise
1. P3’4 (Gn;X, Y): P3,4 (Gn;y’x): 2n(k+1) n tek ise .
iii. k >5 olsun.

1. Eger n ‘ nin carpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda degil ise

periyot asagidaki gibidir;

n(k+1) , ngiftise

P.(G.:x,¥)=P(G,;y.X) z{gn(k +1), ntek ise

2. [3, k— 2] araliginda, N’ nin ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 « ise asagidaki

durumlar elde edilir;

i’. jeN icin a.3 ¢[3,k—2] ise
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. 3 _ B a(n(k+1)) , ngiftise
R(Grixy) =R (G, y’x)_{a(Zn(k +1)), ntek ise
olur.

ii’. [3, k —2] araligindaki en biiyiik tek say1 g olsun. jeN igin f#=a.3' ise

. 3 _ ~ ﬂ(n(k+1)) ., ngift ise
AGixy)=R (G y’X)_{ﬂ(Zn(k +1)),  ntek ise
olur.

Simdi grubun n> 2 olmak tizere <X, V,2: X =y? =7 =xyz= e> seklinde takdim edilen

3-gerenli durumu ele alinsin. X, Y, Z baslangi¢ elemanlartyla bu gruptaki k-nacci dizisinin

periyodu i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur :

i. P(G,;xy,2)=6

i P, (G n(k+1) , ngiftise
ii. X, y,2)= .

b4(Cix¥.2) 2n(k+1), ntek ise
iii. k >5 olsun.

1. [3, k— 2] araliginda n ‘ nin garpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri yoksa

e ) n(k+1) , ngiftise
XY, 2)=
ons %Y 2n(k+1), ntekise

olur.

2. [3, k— 2] araliginda, n’ nin carpanlarindan olan en biiylik tek tamsay1 « ise asagidaki

durumlar elde edilir:

i’. jeN icin @.3' ¢[3,k-2] ise
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| ) a(n(k+1)) , ngiftise
R.(G,; y,Z)_{a(Zn(k +1)), n tek ise

olur.

ii’. [3, k —2] araligindaki en biiyiik tek say1 g olsun. jeN icin B =a.3' ise

R (G,:x, y,z)—{ﬂ(n(k”)) , Niftise

B(2n(k+1)), ntekise

olur.

Z,X,Y baslangi¢ elemanlariyla bu gruptaki k-nacci dizisinin periyodu ise 2k +2 olur
(Deveci et. al. 2011).

3.4. Dihedral Grupta Genellestirilmis k-Mertebeden Pell Dizileri

Teorem 3.4.1: n>2 olmak iizere D, :<x, y|x" =y :(xy)2 = e> olsun.

I. k=2,4 olsun. PerQ,(D,;X,y)=hBR.(2) dir.

g(hPs(Z)) n =0(mod4),

ii. PerQ,(D,;x, y)=4n(hP,(2)) n=2(mod4),
2n(hR,(2)) diger durumlarda.

iii. k>5 olsun.

1. [3, k— 2] araliginda n’ nin carpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri yoksa periyot

asagidaki gibidir;
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g(th ) n =0(mod4),

PerQ,(D,;:x,y) =1n(hP,(2)) n=2(mod4),
2n(hR, (2)) diger durumlarda,

dir.

2. [3, k —2] araliginda n’ nin ¢arpanlarindan en biiyiik tek tamsayi olan1 7 ise asagidaki

iki alt durum soz konusudur:

(2.1). jeN i¢in, n3 ¢[3,k—2] ise

ng(th(Z)) n=0(mod4),

PerQ,(D,; X, y) =17 (hR.(2)) n=2(mod4),
n2n(hR.(2)) diger durumlarda,

seklindedir.

(2.2). [3 k—2] araligindaki en biiyiik tek say1 x olsun. jeN igin z=73' ise periyod

asagidaki gibidir;

ug(th(Z)) n=0(mod4),

PerQ, (D,; X, y) =4 un(hR.(2)) n=2(mod4),
,u2n(th (2)) diger durumlarda,

(Deveci ve Karaduman, 2012).
Ispat:
i. k=2 ic¢in elde edilen dizi,

XY XY,
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seklindedir ve bu dizinin periyodu hP,(2) =2 dir. k=4 igin ise, periyodu hP,(2)=7

olan
XY, X XY, Y,6,68,X, Y, XY, -
dizi elde edilir.
ii. hP,(2) =7 dir. Eger k =3 olursa dizi,
Xo =X, X =Y, X, = X, -
X = (XY)PX, X5 = (X)X, X6 = (XY) X, -+
Yo = (XY)' X, X5 = (XY)°X, Xgo = (XY)°X, -

8i-1

Xoi7 = (XY)Si X, Xpizi0 = (XY)™ X, X7, = (XY)4i X,

seklindedir. Dizinin periyodunu bulmak igin 4i =nv (ve N) 6zelligini saglayan en kiigiik

i dogal sayisinin belirlenmesi gerekir.

n=0(mod4) ise izg olup,

PerQ,(D,;x,y)=2.2.7=27 :g(hP3(2))

D E
. 5
olur.

n=2(mod4) ise izg olup,

PerQ,(D,; X, y) = 2.2.7 —n.7=n(hP,(2))

olur.

n=1(mod4) veya n=3(mod4) ise i =n olup,
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PerQ,(D,; x,y) =2.n.7 =2n(hP;(2))
elde edilir.
iii. k>5 igin dizi,
Xo =XX =Y, % =X =XY,X, =Y, X =X,

£24i

4i 4i
Xoi bR, (2)—k+2 = (yx) I’X2i.th(2)—k+3 =(yx)* I’X2i.th(2)—k+4 =(yx) ",

&3 4i

T -1
Xoihp (2)1 = (yx) 1 XoihR (2) = (yX) X, Xoinp (2)41 = (YX)7X,

seklinde meydana gelmektedir. Burada ¢&,---,&, ,€N dir. Bu dizinin periyodunu
belirlemek i¢in 4i =nw (W e N) olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisinin belirlenmesi

gerekmektedir.

1. Eger t, n’ nin [3 k —2] araligindaki carpanlarindan olan tek tamsay1 degil ise asagidaki

su ti¢ durum sdz konusudur:

(1.1). n=0(mod4), n|z ise 1<I<k-2 i¢in,
X2i.th(2)—I =€

ve i= n icin

4 9

Ximp 2 =X V& Xoimg @ =Y
elde edilir. Buradan,
n n
PerQ, (D,;X,y) = Z.Z hR, (2) = > hP, (2)

oldugu gortiliir.

(1.2). n=2(mod4) ve n|z ise 1<1<k-2 igin,
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Xinp (21 = €
ve i:E i¢in,
2
Xoinm2 =X V& Xoipg 2ye1 = Y
elde edilir. Buradan,
PerQ,(D,; X, y) = 2.2 hP.(2) = nhP, (2)

oldugu goriiliir.
(1.3). n=1(mod4) ve n|r ise 1<|<k-2 igin,
Xinp -1 = €

Ve i =n igin,

Xoinp 2 = X V& Xoipp 291 = Y
elde edilir. Buradan,

PerQ,(D,; X, ¥) =2.nhR,(2)
oldugu goriiliir.

2. [3,k—2] araliginda n’ nin garpanlarindan en biiyiik tek tamsay1 olan1 7 ise asagidaki

iki durum s6z konusudur:
(2.1). Eger n° ¢ [3.k—2] ise jeN igin ii¢ durum ortaya gikar;

(2.1.1). n=0(mod4) ve n|r ise 1<I<k-2 igin,

Xoing (2)-1 = €
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ve i= n icin
n 4 ¢in,
Xinp ) =X V&€ Xoipp 291 =Y
elde edilir. Buradan,
_ n n
PerQ, (D,; X, y) = ZUZth (2)= 77§th (2)

oldugu goriiliir.

(2.1.2). n=2(mod4) ve n|r ise 1<I<k-2 igin,
X5ihR, (2)-1 =€
ve i= n icin
n > ¢1n,
Xinp ) =X V€ Xoimp 21 =Y
elde edilir. Buradan,
PerQ, (D, x,y) =2 R, (2) = hR (2

oldugu gortiliir.
(2.1.3). n=1(mod4) ve n|r ise 1<1<k-2 i¢in,
Xoi ne, (21 = ©
ve i =n igin,
Xoinp 2 =X V&€ Xing@a =Y

elde edilir. Buradan,
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PerQ, (D,;x, y) = #2nhR, (2)
oldugu gortiliir.

(2.2). [3,k—2] arahginda en biiyiik tek tamsayr z olsun. jeN icin x=n.3" ise

asagidaki {i¢ durum s6z konusudur:

(2.2.1). n=0(mod4) ve n|z ise 1<1<k-2 igin,
Xai hR, (2)-1 =€
ve i= Y icin
/14 >
Xinp 2 =X V€ X2 =Y
elde edilir. Buradan,
n n
PerQ(D,;x, y) = Z”Z hPB (2) = 1 hF(2)

oldugu gortiliir.

(2.2.2).n=2(mod4) ve n|r ise 1<1<k-2 icin,
Xinp (2)1 =€
ve i =yE icin,
2
Xoinp 2) = X V€ Xoinp 2y:1 = Y
elde edilir. Buradan,
PerQ, (Dy;x, ) =24 R, (2) = unhf, (2)

oldugu goriiliir.
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(2.2.3). n=1(mod4) ve n|r ise 1<1<k-2 i¢in,
Xinp -1 = €
ve i = un igin,
Xoing 2 = X V& Xoipp 2y = Y
elde edilir. Buradan,
PerQ, (D,; X, y) = #2nhPB, (2)

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. m Modiiliine Gore Genellestirilmis Pell p-Dizileri

{P; P) (n)} genellestirilmis Pell p-dizisi m modiiliine gore indirgenerek

(PLP™ (0P (2), U7 (0), P (p41) P ()

—_—~—

<%
°

2
~~

>

N—

——

I

seklindeki indirgemeli dizi elde edilir. Burada P{"™ (i)=P!" (i) (modm) olup bu dizi

p
(2.4) deki dizi ile ayn1 indirgeme bagintisina sahiptir (Deveci, Akdeniz ve Karaduman,
2015).

Teorem 4.1.1: {P,f”‘m)(n)} basit periyodik bir dizidir.

Ispat: Wz{()(l,xz,---,xp+l)‘03xism—l} olsun. s(W)=m"" olup herj>0 igin

PP (i+ p+1)=PP™ (j+ p+1),

P i+ p)=PP™ (j+p), PP (i+1) = PP (j+1)

p

olacak sekilde bir i > j sayisi vardir.
P (n)=2P" (n-1)+P (n-p-1)
esitliginden
PP™ (i) = PP (), PP (i-1) = PPP™ (j-1),--, PP (i - j+1) = PP™ (1)
oldugu kolayca gériiliir. Buradan {Pép’m) (n)} dizisinin basit periyodik oldugu sonucuna
ulasiriz.

{P;"'””(n)} dizisinin en kiigiik periyodu h?(m) ile gosterilir (Deveci, Akdeniz ve

Karaduman, 2015).

42



k bir asal say1 olmak iizere, <A>ku ={Ai (mod k”)

iZO} kiimesini géz Oniine alalim.

A"=G, ve detG,=(-1)"" oldugundan bu kiime devirli bir grup olur. (A), devirli

grubunun  mertebesini - [(A),.

ile gosterirsek, (2.5) den hg(k“):KA)ku

oldugu

goriilmektedir (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Ornek 4.1.1: P*¥(n)={0,0,1,2,1,0,2,2,1,1,1,0,1---} olup h?(3) =13 olarak elde edilir
(Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Teorem 4.1.2: u, bir asal say1 ve tde h! (u)=h? (ut) esitligini saglayan en biiyiik pozitif
tamsay1 olmak iizere her o>t i¢in h’ (u”‘)=u”‘_t -h? (u) olur (Deveci, Akdeniz ve

Karaduman, 2015).

Ispat: n  pozitif bir tamsayr olsun. Ahg(um)zl(modu"”) oldugundan

hg(unﬂ)

A = | (mod u”) olur ki, buradan h” (u") > nin h? (u”*l) > yi boldiigii sonucunu elde

ederiz. Diger taraftan ATy +(ai(j") -u”) olarak yazarsak,

ifadesini elde ederiz ki bu da h! (u"*)” nin h?(u")-u’ yu béldiigiinii gdsterir. Sonug
olarak ya h’ (u"”) =h? (u”) ya da h? (u"”) =h? (u”)-u dir. h? (u"”) =h? (u”)-u

durumu ancak ve ancak u tarafindan bdliinemeyen bir ai(j”)’ nin varligi ile miimkiindiir.

(t+1)

hp(ut)ihg (u”l) oldugundan u tarafindan bdlinemeyen bir a;

o vardir. Boylece

h? (u”l);thg (u”z) olarak elde edilir ve t iizerinden tiimevarim yontemiyle ispat

tamamlanir.

t
u; ler birbirinden farkli asal sayilar ise m = Huik‘ (t>1) ise
i=1
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hP(m)= Icm[h,ﬁ’ (uf )}

dir (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

4.2.Gruplarda Genellestirilmis Pell p-Dizileri

G, j-gerenli bir grup ve X de, (X, %, X;,)e X olacak sekilde GxGxGx---xG

]

kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger G grubu x,, x,,---, X, , elemanlari tarafindan iiretilir

j-1

ise (xo,xl,---,xj_l) ifadesine G ’ nin bir geren j-lisi denir.

Her bir (XO, Xpo e Xj_l) e X geren j-lisi, AutG kiimesinin elemanlarinin etkisi altinda X

> in farkli elemanlari |AutG| ile gosterilir. Boylece G grubu igin birbirine izomorf

olmayan
d; (G) =|X|/|AutG| (|X| , X in eleman sayisidir.)
tane geren j-lisi vardir (Deveci ve Karaduman, 2011).

Tamm 4.2.1: Sonlu bir grupta genellestirilmis Pell p-dizisi (p>2), X, X, Xy, =+, X,

n?

elemanlarindan olusan bir dizidir. Bu dizideki her bir eleman, verilen Xor s X1 s

(p+1> j) baslangi¢ elemanlar1 ve

Xy (X, 1) s j<n<p+l,
X, =
Xn—p—l(xn—l)zl nz p+1

seklindeki indirgeme bagmtisi ile elde edilir.

Burada grubun x;,---,X; , baslangic elemanlari tarafindan gerilmesi gerekmektedir.

Dolayisiyla genellestirilmis Pell p-dizisinin grubun yapisini yansittigi soylenebilir.

44



Xo,-*,Xj, eclemanlart ile gerilen bir gruptaki genellestirilmis Pell p-dizisi

QP (G} %y, X+, X, 4) ile gdsterilir,

Ozel olarak, C = <X> devirli grubundaki genellestirilmis bir Pell p-dizisi (p >2),

baslangi¢ elemanlariyla n>1 igin
_ 2
Xn+p - Xn—l(xmp—l)

seklinde tanimlanir (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Teorem 4.2.1: Sonlu bir grupta genellestirilmis bir Pell p-dizisi basit periyodiktir
(Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Ispat: G grubunun mertebesi n olsun. G’ nin elemanlarmm n®" tane farkli (p+1)- tiplisi
mevcut oldugundan, bu (p+1)-tiplilerden en az bir tanesi G grubunun genellestirilmis
Pell p-dizisinde iki defa goriilecegi agiktir. Bu tekrardan dolayr genellestirilmis Pell p-
dizisi periyodiktir. Genellestirilmis Pell p-dizisi periyodik oldugundan

Xu+l = Xv+l’ Xu+2 = )g/+2" "N Xu+p+l = Xv+p+1
bagintilarini saglayan U >V olacak sekilde u ve v dogal sayilari mevcuttur.

Genellestirilmis Pell p-dizisinin tanimindaki indirgeme bagitisindan
-2 -2
Xu = (Xu+p+l)'(xu+p) ve )g/ = (X\H—p+1)'()g/+p)
oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla X, = X, olup bu sekilde isleme devam edilirse

Xu—v = Xv—v = XO’ Xu—v+1 = Xv—v-*—l = Xl’“ * Xu—v+p = Xv—v+p = Xp

seklindeki bagintilara ulagilmaktadir ki, bu da genellestirilmis Pell p-dizisinin basit

periyodik oldugunu gosterir.
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Q(p) (G Xos X+ X 1) genellestirilmis Pell p-dizisinin periyodu

PerQ(p)(G; Xos Xp57 0+, X ) ile gosterilir.

Konsepti ayrintili sekilde ele almak i¢in G * nin AutG kiimesinin, genellestirilmis Pell

p-dizisi tizerinde etkisi incelenmelidir.

AutG, 0:G — G olacak sekilde biitiin izomorfizmlerin kiimesi Ve (X,,%, X, )€ X

oldugundan (xoé?, X0, -, XH@) e X olacagi aciktir.

Ac G ve feAutG igin @ altinda A’ nin goriintiisii
Ad={af:ac A}

seklinde olur (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Lemma 4.2.1: (XO,Xi,---,Xj_l)eX ve 6 € AutG olmak tlizere

(Q(p) (G’ XO’ X11 ey Xj—l))e — Q(p) (G’ XOQ’ X101 e, Xj—lg)
olur (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

ispat: Q(")(G;xo,xi,--ngfl):{ai} olsun.

ve
2
a, pg - (a'il (ai+ p—l) ) - ai—l'gaH p40ai+ pfle
olup sonug agiktir.

AutG kiimesinin @ tane elemaninin Q(p)(G;XO,Xl,---,Xj_l) dizisini kendi {izerine

gotlirdiigiinii  varsayalim. Bu durumda &€ AutG igin |AutG|/a) tane farkli
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Q(p)(G;xoe, x0,-+,X;,0) genellestirilmis Pell p-dizisi vardir (Deveci, Akdeniz ve

Karaduman, 2015).

Tanim 4.2.2: p>2ve p+1>]j olmak {izere, (X01X1"“7Xj—1)€ X J-lisi igin m esas
periyotlu Q(")(G;xo,xl,---,xjfl) esas genellestirilmis  Pell  p-dizisi, verilen

qy =X, & =X,8, =Xy, +,8;, =X ; baslangi¢ degerleri ile

n

ao(an_l)2 j<n<p+]
a =
a,,.(a,,) n=p+l

seklinde tanimlanan a,,a,,a,,...,a,,... grup elemanlarinin bir dizisidir.

Burada m>1, 0eAutG icin a,=a,0,8 =4a,,0,a,=3a,,0,---,a,=4a,,,0 olacak
sekilde en kiigiik tamsayidir.
G, j-gerenli bir grup ve a ,a,,, -, &, clemanlart G grubunu diretttigi igin &

otomorfizmi tek sekilde belirlenir. (j(p)(G; Xo X570+, X; 1) €sas genellestirilmis Pell p-

dizisi m elemandan olusan sonlu bir dizidir.

Q) (G5 %y X+, X4) esas genellestirilmis Pell p-dizisinin periyodu

BQ(p) (G; Xy Xpymey X J.71) ile gosterilecektir.

Sonlu bir G grubundaki Q”(G;x,, X, X, ,) ve QP(G;x,, %, ;) dizilerinin
tanimlarindan agik olarak goriiliir ki bu dizilerin periyodlar: secilen geren kiimesine ve
bu kiimenin elemanlarinin siralamasina bagli olarak degisir (Deveci, Akdeniz ve
Karaduman, 2015).

Teorem 4.22: G, bir sonlu grup ve (xo,xi,---,xjfl)ex olmak iizere
PerQ(p)(G;xo,xl,---,xj_l)=n ve BQ(p)(G;xo,xl,---,xj_l)zm ise m, n’ yi boler ve
AutG ‘nin Q' (G; %o, %,,-++, X;;) dizisini kendi iizerine gotiiren n/m tane elemant vardir

(Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).
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Ispat: @ < AutG otomorfizminin mertebesi o olsun. Bu durumda,
QUG %o, %, w1 X,1) = QP (G X, X1+, X, 1) (G) QP (G; %8, %6, -+, X, ,0) (G ) LU
uQ(p)(G;X06’2,)(192,---,Xj_192)((3)u---
ve
BQ(G; %, X1+, X 1) = BQP (G; %0, %6, -, X, ,0)

oldugundan n=m-a esitligini elde ederiz. Boylece 1,6, 6,0 doniisiimlerinin
Q(p)(G;XO,Xl,---,Xjfl) dizisini kendi ftizerine gotiirdiigli sonucuna ulasilir. Buradan

a =n/melde edilir (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Teorem 4.23: (x,y,z:X" =y’ =2"=xyz) takdimiyle verilen G,=(n,2,2) binary

polyhedral grubundaki genellestirilmis Pell p-dizilerinin ve esas genellestirilmis Pell p-

dizilerinin periyodlari igin asagidaki durumlar s6z konusudur:

3n, n cift ise,

3n, ncift ise, y
3n, n tek ise.

6n, ntekise

i. PerQ®(G,;x, y,z):{ e BQ?(G,;x, y,z)={

. 4n n cift ise
i. PerQ® (G :x,y,z2)=BQ®(G.:x,y,z) =4 "

Q(ny)Q(ny)Sn, ek ise
iii. p>4 olsun.

1. Eger [3,p—1] arahiginda n’ nin carpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri yoksa

periyot asagidaki gibidir;

n(p+1), ngiftise,

PerQ™ (G :x,v,2)=BQ"™ (G :x,y,2) =
Q" (Cyix.y:2)=BQT (Gyix.y.2) 2n(p+1), ntek ise.

2. Eger t, n’ nin [3, p—l] araligindaki carpanlarindan olan en biiyiik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:
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i’. Eger jeN icin t-3' ¢[3, p—1] ise periyot asagidaki gibidir;

t(n(p+1)),  nift ise,

P (P)G;’,:B(P)G;’,:
erQ™(G,ix,y,2)=BQ"(G,:x,y,2) {t(Zn(erl)), n tek ise.

ii”. Eger s, [3, p—1] arahigindaki en biiyiik tek say1 ve jeN i¢in s=t-3' ise periyot

asagidaki gibidir;

s(n(p+1)), n cift ise,
PerQ(p)(Gn;x, y,z)=BQ“’)(Gn;x, y,z): ( (p )) ¢

s(2n( p+1)), n tek ise
(Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Ispat: Grubun takdimine gore |X| = 2n,|y| =4 ve |Z| =4 dir.
i. Q9 (G,;x, y,z) dizisi

X, Y,Z, X" yx%, 2%, x, yx*, 2, XM yx®, 28, %, yxP, z, -

seklinde olup dizinin terimleri asagidaki formda yazilabilir:

n+l 2 3

X=X X =Y, X =2, %=X"",X =YX, X, =2,
x6=X,X7:yX4,x8=z,x9=x”*1,x10:y)(6,x11=z3’...’
2+4i

4i n+1
Xoi = X, Xoin =YX X102 = 4 Xgiia =X 5 Xgin =YX 5 Xgius = 2,0

Buradan kolaylikla goriiliir ki, dizinin periyodunu belirlemek i¢in 4i=2nv (veN)

esitligini saglayan en kiiciik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekir.

Eger n gift ise izg olup dizideki terimler arasinda X6=Xx, y0=y ve z20=z

esitliklerini saglayan ve X" elemaniyla eslenik @, i¢ otomorfizmi tanimli oldugundan
PerQ® (G, x,y,z)=BQ? (G,;x,y,z)=3n
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olur.

Eger n tek ise n=i olup dizideki terimler arasinda x@ = x"", y@ =y ve z6=z" olacak

sekilde ikinci dereceden @, dis otomorfizmi tanimli oldugundan
PerQ® (G,;x,y,z)=6n ve BQ® (G,;x,y,z)=3n
elde edilir.
i. Q9(G,;x,y,2) dizisi,
X, ¥, 2, X" 3, yx®, 2%, x, X%, yx®, z, XM xT yx®, 28, x, %P, yx B, z, XM -
seklinde olup dizinin terimleri asagidaki formda yazilabilir:
Xo=XX =Y,%X =2,%=X""X, =X, % = yx°, X, =2°, X, =X,
X =X X = YK X = 20Xy = X" = X5 =YX Xy =202 = X

4i+1 8i2+8i

Xgi =X Xgipg = YX 1 Xgivo = 2y Xgig = Xn+l’

34 8i%+16i+6

Xgira =X s Xgips = YX 'X8i+6223’X8i+7:X"“'

Buradan kolaylikla goriiliir ki, dizinin periyodunu belirlemek igin 4i=2nv (v e N)

esitligini saglayan en kiiciik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekir.

Eger n cift ise i :golup buradan PerQ® (G,;x,y,z)=4n elde edilir.
Eger n tek ise n=i olup buradan PerQ® (G,;x,y,z)=8n elde edilir.
Ayrica dizinin terimleri arasinda €, birim donisiimii tanimli oldugundan

PerQ¥ (G,;x,v,2)=BQ¥ (G,; x, y,2)

elde edilir.
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iii. Eger p>4 ise 4,4, ,eN olmak izere Q" (G,;xy,z) dizisi asagidaki
formdadir:

-2 -2
Xo =X % = Y, % = Z,% = X" X, = X3, X =X, X = X2 ’1(xa:x2 H4<a< p)

bl L udi _ oon+l _ 4i3
Xops2i =X 1 Xape2)ia =YX 5 Xopiajinz T L X i) X i Xpizgina =X

X

et Ay di+2P 1
(2p+2)i+5 X 1o X( '

i oa-2
= X2t B < o < p+1),

2p+2)i+p+l = (2p+2)i+a

e dit2

4i+1
X(2 p+2)i+p+2 1 N2p+2)i+p+3

=73 x X

(2p+2)i+p+4 =XX

(2p+2)i+p+5

Ay diHl Ay g Aitl
— y'ra B o — p-4 A
X(2 p+2)i+p+6 X ! ) X(2 p+2)i+2p+l X ! '

Burada dizinin periyodunu belirlemek i¢in 4i =2nv (v e N) olacak sekilde en kiigiik i

dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

1. Eger [3, p—1] araliginda, n’ nin garpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri yoksa iki

durum s6z konusudur:

1. Durum: Eger n ¢ift ise i:g dir. Boylece PerQ'” (G,;x,y,z)=n(p+1) elde edilir.

2. Durum: Eger ntek isei =n dir. Boylece PerQ(p)(Gn;x, y,z)=2n(p+1) olur.

2. Eger t, [3, p—l] araliginda N’ nin ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay ise iKi

durum soz konusudur:

i’.Eger jeN icgint-3' ¢ [3, p—l] ise iki alt durum ortaya ¢ikar:
1. Durum: Eger n ¢ift ise i =t~g dir. Boylece

PerQ'? (G,;x,y,z) =t(n(p+1))
olur.
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2. Durum: Eger ntek ise i =t-n dir. Boylece
PerQ"” (G,;x,y,z)=t(2n(p+1))
olur.

ii’. Eger s, [3, p —1] araligindaki tek sayilarin en biiyiik olani ve jeN igin s=t-3' ise

iki alt durum ortaya ¢ikar:
1. Durum: Eger n cift ise i=s~g dir. Boylece PerQ'”(G,;x,y,z)=s(n(p+1)) elde
edilir.

2. Durum: Eger n tek ise i =s-n dir. Boylece PerQ(p)(Gn;x, y,z)=s(2n(p+1)) elde

edilir.

Ayrica dizinin terimleri arasinda birim doniisiim tanimli oldugundan
PerQ"” (G,;x,v,2)=BQ"™ (G,;x,y,2)

elde edilir (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Teorem 4.2.4: Eger G_, (y,z:y"=2"=(yz ? seklinde takdim edilen bir grup ise bu
g n

gruptaki genellestirilmis Pell p-dizilerinin periyotlari i¢in asagida verilen durumlar s6z

konusudur:

3n, ngiftise,
6n, ntekise.

i. PerQ®” (Gn;y,z)z{
il. p>3 olsun.

1. Eger [3, p] araliginda n’ nin tek tamsay1 ¢arpanlarindan higbiri yok ise

n(p+1), nciftise

PerQ"” (G, ;y,z)=
Q" (Giy:2) {2n(p+1), ntekise
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elde edilir.

2. Eger t, [3, p] araliginda n’ nin carpanlarindan en biiylik tek tamsayir olani ise

asagidaki iki alt durum ortaya ¢ikar:

i’. Eger jeN icin t-3' ¢[3, p] ise periyot

t(n(p+1)), n ¢ift ise,
PerQ(p)(Gn;y,z)z ( (p )) ¢

t(2n(p+1)), ntekise
seklindedir.

ii”. Eger s, [3, p] araligindaki en biiyiik tek say1 ve jeN igin s=t-3' ise periyot

s(n(p+1)),  ngiftise,

p (p) G:y,z)=
e (G 7) {S(Zn(p+1)), n tek ise

seklindedir.

Ayrica, p=2 icin

PerQ"” (G,;v,2)
BQ(p)(Gn;y,z): 2
PerQ!” (Gn; Y, z), diger durumlarda.

, n=2(mod4),

n

G, grubu, (x,y,z:x*=y"=2"=xyz) seklinde takdim edilir ise bu gruptaki

genellestirilmis Pell p-dizilerinin periyotlar: asagidaki gibidir:

n 1), nciftise,
PerQ"” (G,;x,y,2) = (). ne :
2n(p+1), ntekise

ve

n(p+1), ngciftise,

BQP(G.:x,y,2) =
Q" (Gyixy.2) {n(p+1), n tek ise.
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(Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Ispat: ilk olarak 2 gerenli durumu ele alalim. Burada |y| =2n, |Z| =4 ve|yz| =4 dir.

Ay 2pp, Ve 1€N olmak iizere Q®(G,;y,z) ve Q7(G,;y,z)(p>2) dizileri

sirastyla agsagidaki gibidir:

X =X% =2,%=Y"" %=y’ X, =2y°, X, =¥, % = Y°,- -+,

4|+1 8| +8i 4i+3 8i2—2

Xei =  Keivt = 1 Xgiva = X6i+3 =Y X =2y Xoiss = Y5
ve
1 3 2P el q
X0:y1X1:Z1X2:yn+,X3:y1"'1Xp+j|_:y (Xa:y 13Sa£ p_i_l),
_ pyy2M-2 _ 2P (p-2)+1 2P g4
Xpe2 =2 1Koz = Y1 Xy = Yo, Xopr =Y Xpsaip =Y 1< p<p-2),
_ygAhdi+l - /‘{24l n+1 _ 443
X(2 p+2)i y VN (2p+2)i+l T zy 2p+2)|+2 =Yy ’X(2 p+2)i+3 y !
_ o AdiHT A2 L atin(2)
X(2p+2)i+4—y ,~.~,X(2p+2)i+p+1_y ) X(2p+2)i+a,—y ,430[3 p+1 ,
_ o272 445 28T
X2p+2 i+p+2 X2p+2 )i+p+3 y’ (2p+2)i+p+4 =Yy ' N2 p+2)i+p+5 =Yy ’ 1T
(2p+2) ( (2p+2)
_ en2di+{(27(p-2)1) pupadin(29441)
X(2p+2)i+2p+1_ X(2p+2)i+p+4+/3—y ,1Sﬁ$ p—3 )t

n= (mod 4) ise dizideki terimler arasinda y@=y™ ve z6=z" esitliklerini saglayan

ikinci dereceden 6 dis otomorfizmi tanimli oldugundan

PerQ"” (G,;v,2)
2

BQ"(G,:y,2)=

elde edilir.
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n¢2(mod 4) oldugunda ise dizinin terimleri arasinda birim doniisim tanimh

oldugundan
PerQ™® (G, y.2)= BQ"” (G, y.2)
olur.

Simdi bu grubun 3-gerenli durumu ele alalim. Burada |X| =4, |y| =2n ve |Z| =4 dir.ieN

i¢in Q(z) G :XV,2) ve Q(p) G.;X,Y,2)( p>2) dizileri sirasiyla asagidaki gibidir:
n X Y n

Xo =X % =Y, % =2,

4i-1

Xgig = Xs’ Xgip = yn+1’ Xsig =Xy,

_a 4i+1

Xei = X Xgia = Yo Xgisa = XY 50

ve

3 n+l

— — — 3 _y3 _ _ w3 _ _
XO:X’Xi_y’XZ_Z’XS_X ’“"Xp_x 'Xp+1_X ’Xp+2_y 'Xp+3_Xy 'Xp+4_x’”"X2p+l_X'”"

n+1 4i-1
—_— X —_—

— 3 — cos —
Xops2)i-(pr1) = X 1 Xapezjiop =Y 1 Xapsajiopr = XY 1 Xzpaz)icprz =X Xzpiz)ica = %

—_— —_— — -_ 3 K - 3 DY
Xzps2)i = % Xaprajia = Y Xaprajiea = L1 X2piz)iva = X0 Xapaojivp = X

n ¢ift ise dizinin terimleri arasinda birim doniisiim tanimli oldugundan
PerQ™ (G,;x,y,2)=BQ"”(G,;x,y,2)
elde edilir.

n tek oldugunda ise dizideki terimler arasmda x@=x", yf=y"" ve z60=1z"

esitliklerini saglayan ikinci dereceden € dis otomorfizmi tanimli oldugundan
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PerQ'?) (GyixY,2)

BQ(")(G”;X, y,z)= 5

olur (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Teorem 4.2.5: Eger G, grubu, <y,z:y2 =Z" :(yz)2> seklinde takdim edilir ise bu
guruptaki genellestirilmis Pell p-dizilerinin periyotlar: asagidaki gibidir:

n(p+1), nciftise

PerQ'”(G,;y,z) =
Q"(Giy2) {2n(p+1), ntek ise

ve
PerQ"” (G,;y,2)

BQ"(G,;y.2)= 2 ’
PerQ!” (G, v.2) diger durumlarda.

n=2(mod4),

Eger G, grubu, <x, y,2: X =y’ =z7"= xyz> seklinde takdim edilirse periyodu asagidaki
gibidir:

n(p+1), n cift ise

PerQ'” (G,;x,y,z) =
Q" (Gyixy.2) {2n(p+1), n tek ise

ve
PerQ"” (Gix,v,2)

BQ(G,;x y,2) = 2 ’
PerQ” (Gn X, Y,2), diger durumlarda

ntek ve p=2 ise

(Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).

Ispat: ik olarak 2-gerenli durumu ele alalim. Burada |y|:4 ,|Z| =2n ve |yz| =4 dir.

1

n=2(mod4) oldugunda dizideki terimler arasinda yo=y™ ve z6=2z"" esitliklerini

saglayan ikinci dereceden @ dis otomorfizmi tanimli oldugundan
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PerQ"”) (G @y, z
BQ(p)(Gn;y,z): Q ; n Y )

elde edilir.

n#2(mod4) oldugunda ise dizinin terimleri arasinda birim doniisiim tanimli

oldugundan
PerQ” (G, y.2)= BQ"® (G, y.2)
olur.

G, grubunun 3-gerenli durumu ele almirsa |X|=4, |y|=4ve |z|=2n dir. n tek ise

dizideki terimler arasinda x@=x, y@=y " ve z0=1z"" esitliklerini saglayan ikinci

dereceden 6 dis otomorfizmi tanimli oldugundan

PerQ® (G,;x, y, )

BQ? (G,ix,y,2)= >

elde edilir.

Diger durumlarda ise dizinin terimleri arasinda birim doniisiim tanimli oldugundan
BQ" (G,;x,y,z)=PerQ” (G,;x,y,2)

olur (Deveci, Akdeniz ve Karaduman, 2015).
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada ilk olarak, genellestirilmis Pell p-dizileri m modiiliine gore indirgenmis ve
indirgenen dizinin basit periyodik oldugu gosterilerek, farkli m tamsay1 degerleri i¢in

periyotlarin belirlenmesi noktasinda ¢esitli formiiller elde edilmistir.

Daha sonra, genellestirilmis Pell p-dizileri gruplara tasinmis ve bu anlamda bu diziler p’
nin farkli degerleri i¢in grup elemanlar1 yardimiyla yeniden tanimlanmistir.
Genellestirilmis Pell p-dizilerinin gruplardaki karsiliklarinin sonlu gruplardaki durumlari
ele alinmis ve bu dizilerin sonlu gruplarda basit periyodik olduklar1 gosterilmistir. Bunun
yant sira gruplarda genellestirilmis Pell p-dizilerinin periyotlarinin daha kolay yoldan
sistematik bir sekilde belirlenmesi i¢in grup elemanlart1 ve otomorfizm kavrami
kullanilarak esas genellestirilmis Pell p-dizileri tanimlanmis ve bu diziler sonlu gruplarda

incelenmistir.

Son olarak, elde edilen sonuglarin uygulamasi olarak, <n,2,2>, <2,n,2> ve <2,2,n>

binary polyhedral gruplarindaki esas genellestirilmis Pell p-dizilerinin periyotlari

kullanilarak, bu gruplardaki genellestirilmis Pell p-dizilerinin periyotlar1 belirlenmistir.
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