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OZET

Bu tez caligmasinda Bezout matrisleri yardimiyla devirli gruplarin elde edilmesi ve elde

edilen devirli gruplarin mertebelerinin belirlenmesi tizerinde duruldu.

Calismanin 2. boliimiinde, Bezout matrisleri ve lizerinde calisilacak matematiksel
yapilarla ilgili temel kavramlar tanitildi. Buna ek olarak 2. ve 3. boliimlerde kuramsal
olarak tezdeki bulgulara esas teskil etmesi bakimindan c¢esitli yollardan elde edilen bazi
0zel taniml1 matrisler yardimiyla iiretilen devirli gruplar ve indirgemeli diziler hakkinda

genis bir sekilde bilgi verildi.

Caligmanin 4. boliimiinde ise, K- basamak Fibonacci, genellestirilmis k -mertebeden
Pell ve genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal dizilerinin karakteristik polinomlar
kullanilarak Bezout matrisleri tanimlandi. Tanimlanan Bezout matrislerinin
m-modiiliine gore indirgenmeleri suretiyle bu matrisler iirete¢ olarak segilerek devirli
gruplar elde edildi. Son olarak farkli m degerleri igin devirli gruplarin mertebelerinin

belirlenmesi noktasinda ¢esitli formiiller verildi.

2015, 92 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Bezout Matrisleri, Devirli Grup, k-basamak Fibonacci Dizisi,
Genellestirilmis k -mertebeden Pell Dizisi, Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal

Dizisi, m-modiilil.
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ABSTRACT

In this thesis study, we focused on obtaining the cyclic groups by the aid of the Bezout
matrices and determing the orders of the defined cyclic groups.

In the 2nd section of study, the basic definition about the Bezout matrices and
mathematical structures that to be studied on have been introduced. Additionally, at 2nd
and 3rd sections, there have been broad information about the cyclic group produced
with the aid of the obtained some custom-defined matrices in various ways and the
recurrence sequences in terms of being essential in the finding of this thesis as
theoretical.

In the 4th section of study, the Bezout matrices have been defined by using
characteristic polinomials of the k -step Fibonacci, the Generalized order-k Pell and the
Generalized order-k Jacobsthal sequences. The cyclic groups have been obtained from
the defined Bezout matrices such that these matrices are chosen as generators by

reducing their elements according to modulo m.

Finally, the various formulas have been given in terms of determining orders of the

cyclic groups for the different m values.
2015, 92 Pages

Keywords: Bezout matrices, Cyclic Group, The k -step Fibonacci Sequence, The
Generalized order-k Pell Sequence, The Generalized order-k Jacobsthal Sequence,
modulo m.
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SIMGELER DiZiNi

e Grubun birim elemani

R Reel sayilar kiimesi

7 Tamsayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi

G Grup

G| Grubun mertebesi

G= <A> A tarafindan tretilen grup
G/H G nin H a gore bolim grubu
H<G H, G nin alt grubu
H<G H, G nin normal alt grubu
AutG G nin otomorfizm grup
(G,+,.) Halka

A=(ay) mxn boyutlu matris

A:( i )nxn nxn boyutlu kare matris
AT A matrisinin transpozu

I nxn mertebeden birim matris

E Elementer matris

det A A matrisinin determinanti

viii



I’

[, cismi tizerinde bir N boyutlu vektor

uzayl1

Grup cebiri
F,'de r. Hamming kiire
N mertebeli r. Krawtchouck polinomu

N mertebeli MacWilliams matrisi

N mertebeli r. ayrik Chebyshev polinomu
N mertebeli Chebyshev matrisi

Af (x) = f (x+1)— f (x) olarak tanimlanan fark

operatoriiniin n. Kuvveti
Mobius fonksiyonu

fn(k) nin m ye gére modiili

f (k,m) nin en kiigiik periyodu
3-basamak Fibonacci Hurwitz sayilart
3-basamak Pell Hurwitz sayilari
3-basamak Jacobsthal Hurwitz sayilari

Redheffer dizisi

Redheffer orbiti



R (G )  Redheffer orbitinin periyodunun uzunlugu

Esas Redheffer orbiti

R(G), esas Redheffer orbitinin periyodik uzunlugunu
k -basamak Fibonacci dizisi

Genellestirilmis k. mertebeden Pell dizisi
Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal dizisi

P (X) polinomu igin Bezout matrisi

R” (x) polinomu i¢in Bezout matrisi

R’ (x) polinomu i¢in Bezout matrisi



1.GIRIS

Verilen bir matrisin kuvvetlerinin  m-modiiline goére indirgenmesi sonucu devirli
gruplarin {iretilmesi, ilk olarak Lii ve Wang tarafindan yapilan [41]’daki ¢alismalarinda
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢aligmada, genellestirilmis Fibonacci matrisinin kuvvetleri
m -modiiliine gore indirgenerek devirli gruplar iiretilmis ve farkli m degerleri i¢in elde

edilen devirli gruplarin mertebelerinin belirlenmesi noktasinda ¢esitli formiiller

verilmistir.

Sonraki siiregte yapilan caligmalarda konsept c¢esitli 6zel tanimli matrislere
genisletilmistir. Bu calismalara 6rnek olarak [11,12,14,15,16,17,19,20,21,22,50] de
k -basamak Fibonacci, genellestirilmis K -mertebeden Pell ve genellestirilmis
k -mertebeden Jacobsthal dizilerinin karakteristik polinomlar1 yardimiyla elde edilen
Bezout matrisleri kullanilarak devirli gruplar elde edilmis ve bu devirli gruplarin

mertebeleri incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Gruplar

Tamm 2.1.1: G bostan farkli bir kiime ve *:GxG — G bir doniisiim olsun. * a, G

tizerinde bir ikili islem denir. Her X,y €G ig¢in *(X, y) = x* Y olarak yazilir. Uzerinde

ikili islemin tanimlandig kiimeye cebirsel yap1 ad1 verilir ve (G, *) ile gosterilir.

Ornek 2.1.1: En ¢ok bilinen ikili islem o6rnekleri, tamsayilarin (ve reel sayilarm)

toplama, ¢ikarma ve ¢arpma islemleridir [37].

Tamm 2.1.2: (G,*) cebirsel bir yap1 olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise (G, *)

cebirsel yapisina bir grup denir:

i. * ikili islemi birlesme 6zelligine sahiptir, yani,

VX, Y,2€G igin x*(y*z)=(x*y)*z

dir.

ii. (G, *) cebirsel yapisi birim elemana sahiptir, yani;

VXeG igin X*e=e*X=X

olacak sekilde bir e € G vardir.

iii. G kiimesindeki her elemanin * ikili islemine gore tersi mevcuttur, yani;

VxeG icin x*x ' =x"kx=¢

olacak sekilde X' G vardur.

Ornek 2.1.2: M, (R) kiimesi matrislerin ¢arpma islemine gore bir grup degildir. Ancak
her AeM,(R) igin det(A)=0 ise o zaman M,(R) kiimesi matrislerin garpma

islemine gore bir grup olur [49].



Tamm 2.1.3: (G,*) cebirsel yapist bir grup olsun. G grubundaki * ikili islemi

degismeli ise, yani;
VX, yeG igin X*Yy=y*X
oluyorsa (G, *) grubuna degismelidir denir.
Tamm 2.1.4: (G, *) cebirsel yapist bir grup olsun. Eger
VX, Y,2€G igin X* ( y * Z) = (X * y) * 7 (birlesme 6zelligi)
sart1 saglantyor ise (G,*) ye yari grup denir.

Ornek 2.1.3: Herhangi bir A kiimesinin kuvvet kiimesi P(A) ise 0 zaman (P(A),u)

ve (P (A), ﬁ) birer yar1 gruptur [49].
Tanim 2.1.5: (G, *) cebirsel yapisi bir yar1 grup olsun. Eger
VxeG igin X*e=e*X=X

olacak sekilde bir € € G varsa (birim elemanin varhigy), (G, *) ye monoid denir.
Ornek 2.1.4: (Z+ , ) bir monoid olmasina karsilik, (Z+ , +) bir monoid degildir [49].
Teorem 2.1.1: (G, *) bir grup olsun. Buna gére

i. G nin birimi tektir.

ii. G nin her elemaninin tersi tektir.

lii. aeG i¢cin a*a=a ise a=e dir.

iv. G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 gegerlidir. Yani, a,b,ceG

i¢cin



ax*b=a=*c ise b=c (soldan kisaltma kural1)
bxa=c=*a ise b=c (sagdan kisaltma kurali)

V. a,beG i¢in a*xx=b ve y*a=b denklemlerinin G deki islemleri tektir.

vi. aeG i¢in (a"l)_1 =a dir [49].

Tamm 2.1.6: (G,*) bir grup olmak iizere a€G elemanlarmin kuvvetleri ne Z" {0}
i¢in;
a"=a*ax*...xa (n tane ¢arpan)
a’=e (e, (G, *) nin birim elemani)
a"=(a")
seklinde tanimlanir [49].
Teorem 2.1.2: (G,*) bir grup, a€G ve m,neZ olmak lizere a nin kuvvetleri igin

asagidaki ifadeler gecerlidir [49]:

n m

i.a"*a"=a"" =a"*a

iv. e" =e.

Tanim 2.1.7: (G,*) cebirsel yapisi bir grup ve H da G nin bostan farkl bir alt kiimesi

olsun. Eger H, G de tanimlanan ikili isleme gore bir grup oluyor ise H ye G nin bir

alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.



Teorem 2.1.3: (G, *) cebirsel yapist bir grup ve &= H <G olsun. H nin G grubunun

bir alt grubu olmasi igin gerek ve yeter sart,
I. VX,yeH icin xxyeH
ii. VxeH i¢in x*eH

sartlarin1 saglamasidir.

Tamm 2.1.8: H = {e} ve H =G alt gruplar1 daima G grubunun alt gruplaridir. Bu alt

gruplara agikar alt gruplar denir. H = {e} alt grubu ve G den farkli her H alt grubuna

da 6z alt grup denir. Eger H, G nin bir 6z alt grubu ise H <G ile gosterilir.

Tamim 2.1.9: G bir grup ve H, G nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. G grubunun
H w1 igeren biitiin alt gruplarinin ailesinin ara kesitini <H > ile gosterelim. Bu
takdirde <H >, G nin bir alt grubudur. Bu alt grup H y1 igeren en kiigiik alt grup olur

ve H tarafindan iretilen alt grup olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.10: G bir grup ve H <G olsun. Eger her g eG i¢in gH =Hg (toplam
notasyonunda g+H =H +g) oluyorsa H ya, G nin normal alt grubu denir ve H <G

ile gosterilir.

Tammm 2.1.11: G bir grup ve H, G nin normal alt grubu olsun. G/H grubuna G nin

H ye gore boliim grubu denir.

Tanim 2.1.12: (G,*) ve (H ,-) iki grup olmak iizere bir $:G — H donisiimii verilmis

olsun. Eger her X,y €G i¢in
F(xxy)=8(x)-9(y)
sartin1 sagliyorsa ¢ ye bir grup homomorfizmi (ya da kisaca homomorfizm) denir.

Tanmm 2.1.13: $:G—>H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir monomorfizm

denir.

Tanim 2.1.14: $:G — H , orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir epimorfizm denir.



Tamm 2.1.15: 9:G —>H, orten ve 1-1 bir grup homomorfizmi ise & ye bir grup

izomorfizmi denir ve G = H seklinde gosterilir.
Tamim 2.1.16: $:G — G grup homomorfizmine endomorfizm denir.

Tanmm 2.1.17: $:G—>G, 1-1 ve oOrten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir

otomorfizm denir.

Tamm 2.1.18: G bir grup ve aeG olmak iizere her xeG igin I,(x)=axa™ ile

tanimlanan
,:G—-G

otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun biitin i¢

otomorfizmlerinin kiimesini I(G), biitiin otomorfizmlerinin kiimesi de AutG ile

gosterilir [49].

Tamim 2.1.19: G bir grup olmak lizere G nin X eleman: tarafindan iiretilen devirli alt

grubu H ={x":neZ} olarak ifade edilir ve (x) ile gosterilir.
Yani,

(x>={x”:neZ}= H
dir. Eger G =(x) olacak sekilde bir X elamani varsa o zaman G grubuna X elamani
tarafindan tiretilen devirli grup denir.
Ornek 2.1.5: (Zg,+) grubu hem 1 hem de 5 tarafindan iiretilen devirli gruptur. Yani,
Ze =(1)=(5) dir.

Tamim 2.1.20: G bir grup ve XxeG olsun. Herhangi bir neN igin x"=e ise X

elemanina sonlu mertebeye sahiptir denir. Bu esitligi saglayan en kiigiik n dogal

sayistna X in mertebesi denir ve o(a) ile gdsterilir.

Teorem 2.1.4: Her devirli grup degismelidir [49].



Ispat: G, aeG tarafindan iiretilen bir devirli grup, yani;
G=(a)={a":nez|

olsun. Buna gore VX,yeG i¢in Xy=Yyx oldugunu gosterirsek o zaman teoremi

ispatlamis oluruz. XeG ise G nin tanimmdan x=a*, keZ olarak alabiliriz. Yine

benzer diisiince ile yeG ise y=a’, s eZ olarak alabiliriz. O halde
Xy — akas — ak+s — asak — yX
yazariz. Buise G grubunun degismeli oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.5: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir [49].

Ispat: G, aeG tarafindan iiretilen bir devirli grup, yani;
G=(a)={a":nez|
seklinde bir devirli grup ve H <G olsun. Ispatimiz1 iki asamada yapalim.

i. Eger H ={e} ise yani, G nin birim elemanindan olusan asikar alt grubu ise o

takdirde
(e)={e":nezZ}={e}=H
oldugundan agik olarak H bir devirli gruptur.

ii. H={e} olduunu varsayalim. Bu durumda neZ" olmak iizere bir a" € H

vardir. Diger taraftan m nin a™ e H olacak sekilde en kiigiik pozitif kuvvetli tamsay1

oldugunu farzedelim. Buna gore iddia ediyoruz ki,
H=(a")

dir. Bunu iki kiimenin esitligi tanimina goére kapsama seklinde gosterirsek o zaman

istenilen gosterilmis olur.



<a”‘>:{(am)q 'q eZ}

seklinde a™ nin kuvvetlerinden olusan bir kiime oldugunu biliyoruz. Diger taraftan

a"eH ve H<G oldugundan kapalilikta a™ nin biitin kuvvetleri ayn1 zamanda

H da olacagindan buradan
(a)<H

sonucunu elde ederiz. Simdi de a" eHalip a" <am> oldugunu gostermeliyiz. Bolme

Algoritmasindan
n=mg+r, 0<r<m
olacak sekilde bir tek q,r tamsayi ¢ifti vardir. Buradan hareketle

Q" =gt —g™.g" :(am)q .a"

olup buradan a" yi ¢ekersek

buluruz. Halbuki
a"eH, a"eH ve H<G
oldugundan, dolayisi ile her seyden 6nce bir grup oldugundan
(a”‘ )7q eH
dir. Boylece
(am)fq eH vea"eH
oldugundan kapaliliktan

(am)_q-a" eH



yazariz. Buradan a" e H sonucunu elde ederiz. Halbuki 0<r <m oldugundan a" e H

olmast a™ nin H daki en kiigiik pozitif kuvvetli eleman1 olmasi ile ¢elisir. O halde bu

r =0 olmasi durumunda miimkiindiir. Béylece n=mq ve

olur. Bu da

olmasin1 gerektirir. Boylece sonug elde edilir ve teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.1.6: G bir grup, a€G ve a nin mertebesi n yani, o(a)=n olsun. Buna

gore;

i. Eger a nin mertebesi sonsuz ise o takdirde a nin biitiin farkli kuvvetleri

grubun farkli elemanlaridir.

ii. Eger a nin mertebesi sonlu ise yani, a" =e sartin1 saglayan en kiigiik pozitif

tamsay1 N ise 0 takdirde a nin iirettigi devirli grubun yani, (a) nin mertebesi de n dir.
Diger bir deyimle,

(a)={e,a,a’,...,a""}
dir.

iii. a nin mertebesi sonlu ve N olmak iizere a“=a' olmasi igin gerek ve yeter

sart k =1(modn) olmasidur.

iv. 0(a)=n sonlu olmak iizere a“=e olmas: i¢in gerek ve yeter sart n|k

olmasidir [49].



Sonug¢ 2.1.1: G=(a) sonlu devirli bir grup ve o(G)=k<o olsun. H ={e} ve

a"eH olacak sekilde n>0 pozitif tamsayilarinin en kiigiigi m olmak tizere

H= <am> oldugunu kabul edelim. O halde,
k
m(k H)=—
[k ve o(H)

dir [49].

Uyan 2.1.1: G =(a) sonsuz mertebeli devirli bir grup ise o takdirde a" nin biitiin

kuvvetleri farkli olacagindan H = <am> devir grubu da sonsuz olur [49].

Teorem 2.1.7: G =(a) ve 0(G)=n olan bir devirli grup olsun. O takdirde G nin a*
tarafindan iiretilmesi i¢in yani, G :<ak> olmasi i¢in gerek ve yeter sart kK ile n nin

aralarmda relatif asal yani, (k, n) =1 olmasidir [49].

Ispat: = Olmayan ergi yontemi ile ispat yapilabilir. Bir an i¢in (k,n)=d >1 oldugu

varsayilirsa, buradan d|k ve d|n ya da sirasiile kK =dt ve n=dr yazilir. Bu durumda,

oyle ki
o(a“)<r<n
dir. Buise a nin G nin bir iireteci olmadigin1 gosterir. Ciinkii
G= <ak>

olsaydi o zaman G = (a) oldugundan o(a) =n dolayisi ile O(ak ) =n olmaliydi. Bu bir

celigkidir. Dolayisi ile eger G = <ak> ise 0 zaman (k, n) =1 olmaldir.

< (k,n)=1 olsun. Buna gore G = <ak> oldugunu gosterilmelidir.

10



Gc<ak>

oldugu aciktir. Ciinkii a“ €G ve G bir grup oldugundan kapaliliktan dolayr a* nimn
kuvvetleri G ye aittir. Simdi ters kapsamay1 gostermek igin

(k,n)=1=ku+nv=1
olacak sekilde u,v tamsayilar1 vardir. O halde

ku 4 nv

=a a

ku+nv

a=a

yazariz. Diger taraftan G = <ak> ve 0(G)=n oldugundan o(a)=n dir. Bdylece

yazilir. Bu da,

olmasini gerektirir. Boylece G = <ak> esitligini elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Sonug 2.1.2: Bir k tamsayismin (Z,,+) grubunun bir iiretici olmas1 igin gerek ve yeter

sart (k,n)=1 olmasidir [49].

Tanmm 2.1.21: K, G nin bir alt grubu olsun. Eger KnQ ={e} ve KQ=G olacak

sekilde bir Q <G alt grubu varsa, Q ya, G de, K nin bir komplementidir denir [23].

Tamm 2.1.22: A {izerindeki tiim kisaltilmis kelimelerin kiimesi Ser(A) , asagidaki gibi

tanimlanmis ikili isleme gore bir gruptur. Bu gruba A kiimesi tizerindeki serbest grup
denir [37].

11



i. Her x e Ser(A) igin 1-x=x-1=x dir.
ii. Her x,y e Ser (A)\{1} icin,
x=atayz...a, y=b’b...b>

iIse xy carpimini tanimlarken, genelligi bozmadan, n>r kabul edilebilir. Amag¢ X ve
y Yi yan yana yazarak bir kisaltilmis kelime olusturmaktir. Burada a» =b,* ise X ile
y yan yana yazilinca kisaltilmig kelime elde edilir. Dolayisiyla 0<k <r olmak tizere
her i=0,1,2,...,k—1 igin a™ =h 7 kosulunu saglayan en biiyiik k tamsayis1 vardr.

Eger,

alal...a bl ..b*, k<r<n,

Xy =<atay...ar, k=r<n,

1, k=r=n

olarak tanimlanirsa xy bir kisaltilmig kelime olur ve bdylece, Ser(A) uzerinde bir ikili

islem elde edilir.

Tanim 2.1.23: A bos olmayan bir kiime, B < Ser(A) ve B nin Ser(A) i¢inde iirettigi
normal alt grup, N olsun. Bu takdirde, G =Ser(A)/N grubuna, ae A iireteglerinin

ve w=e(w e B) bagmtilarinin belirledigi grup denir [37].

Tamm 2.1.24: X bir kime F(X), X izerinde serbest grup ve R<F(x) olsun.

G=(X:R) a G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine

tanimlayict gerenler kiimesi ve reR i¢in r=e€ olacak sekildeki denklemlerin

kiimesine ise tanimlayicit bagintilar kiimesi denir. r elemanlarina da bagintilar denir.

Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak tiizere, eger bir G grubu (X :R) seklinde

takdim edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir [37].

Tammm 2.1.25: H ve N iki grup olmak iizere G grubunun H nin N ile grup

genislemesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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i. G grubunun M normal alt grubu, N ile izomorftur,
ii. G/M = H olmasidir [42].
Tamm 2.1.26: G bir grup ve X bos olmayan bir kiime olsun.
*:Gx X > X
(9.X) > g*x
fonksiyonu,
i. Vxe X igin e*X =X
ii. VxeX ve g,,0, G i¢in (9,9,)*x=9,*(9, *X)
kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona G nin X iizerine etkisi denir.

Eger G nin X tizerine etkisi varsa, bu takdirde, G grubu X iizerine etki eder veya X ,

* etkisi ile bir G -kimedir denir.

Bostan farkli bir H kiimesi ile bu kiime lizerinde toplama (+) ve ¢arpma () ikili

islemlerinden olusan cebirsel yap1 <H +, > ile gosterilir.

Tanimm 2.1.27: <H ,+,-> cebirsel yapis1 verilmis olsun. Eger her X,y,z e H elemanlan

icin
x(y+2)=(xy)+(xz)

ise, (H,+,) da soldan dagilma &zelligi ve her x,y,z e H igin
(x+y)z=(xz)+(yz)

ise, (H ,+,-> da sagdan dagilma 6zelligi vardir denir. Yani, carpma isleminin toplama

islemi tizerine dagilma 6zelligi vardir.
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Tamm 2.1.28: (H,+,-> cebirsel yapist verilmis olsun. Asagidaki sartlar saglanirsa,

(H,+,) cebirsel yapisina bir halka denir:
I (H ,+> degismeli bir gruptur,
ii. <H : > birlesme 6zelligine sahiptir, yani;
VX, y,zeH igin x(yz)=(xy)z
dir.
iii. (H,+,-) da soldan ve sagdan dagilma dzelligi vardir.

Tamim 2.1.29: H bir halka, 0= X e H olmak iizere xy =0 olacak sekilde y =0 varsa
X e sol sifir bolen ve y ye sag sifir bolen denir. H degismeli bir halka ise X ve y ye

sifir bolen denir.

Tamim 2.1.30: H halkas1 birimli, degismeli ve sifir bolensiz bir halka ise H halkasina

tamlik bolgesi denir.

Tamim 2.1.31: Birimli bir H halkasinda 1, #0, ise ve H nin sifirdan farkl her

eleman tersinir ise, H a bir aykir1 cisim denir [37].

Tanmm 2.1.32: Eger H degismeli aykiri cisim ise, H a bir cisim denir [37].

Ornek 2.1.6: F :{a+bJ§:a,b eZ} kiimesini géz oniine alalim. O takdirde (F,+,-)

birimli degigsmeli bir halkadir. Toplamaya ve ¢carpmaya gore birim elemanlari sirasi ile
0=0+0+3 ve 1=1+043

tur. (F,+,-) birimli ve degismeli halkasinin cisim oldugunu gostermek igin F nin
sifirdan farkli her bir elemaninin F ye ait olan bir terse sahip oldugu gosterilmelidir.

a#0 ve b#0 olmak tizere a+bJ§ € F olsun. Buna gore;
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a1 1 (a-bB)
(a+bJ§) _a+bJ§_a+b«/§(a—bJ§)

a -b \/g

= +
a?-3h* a?-3p?

yazilir. her ikisi de rasyonel say1 olup, F kiimesinin tanimidan

ve ——
a?-3p? a?-3p?

(a+ b3 )_1 e F yazilir [49].

Tamm 2.1.33: R birimli ve degismeli bir halka ve a,,a,,a,,---,a, € R ve neN olmak

uzere
a, +aX+ax* +---+ax"

seklindeki ifadeye katsayillar1 R de olan X degiskenine bagli, sabit terimi a, ve
baskatsayist a, olan n. dereceden polinom denir. Polinomlar genel olarak

P(x),Q(x).... gibi sembollerle gosterilir. P(x) polinomunun dercesi ise der(P(x))

ile ifade edilir.

2.2. Matris Cebiri

Tamm 2.2.1: F bircisimve a; € F (1<i<m, 1< j<n) olmak iizere

A, &, ... a,
ay dy ..
ay @ - 8

seklindeki dikdortgen bir tabloya matris denir. m satir ve n siitundan olusan bir matrise

mxn tipinde bir matris ve a; sayilarma ise matrisin elemanlari denir. mxn tipindeki
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matris, kisaca A=(a; ile gdsterilir. A matrisinin i. satin r,=[a,,a,,,a,],

ij /mxn i ' Hin
&
azl.

(1<i<m) ve j. situnu s,=| |, (1< j<n) olarak ifade edilir.

mj

Tanmim 2.2.2: A=(a ve B=(b;),,, matrislerinin kargilikli elemanlar1 esit ise bu

ij)mxn
iki matrise esit matrisler denir. Yani, A=B olmast i¢in gerek ve yeter sart

Vi=12,..,.mve Vj=12,..,n icin 3; :bij olmasidir.

Tanim 2.2.3: A:(aij) ) ve B=(bij)

matrisleri ayni tipten iki matris olmak iizere
mx

mxn

A+ B toplami,

Av8=(a),. ()., =(&+h)..

olarak ifade edilir.

Tamm 2.2.4: A=(a;),,, € F matrisinin bir ke R skaleri ile arpimi, A matrisinin

mxn

biitiin elemanlariin K skaleri ile ¢arpimi olarak tanimlanir. Yani,
kA=k(),, =(ka),,
olarak ifade edilir.

Teorem 2.2.1: A, B ve C ayni mertebeden matrisler ve A, A, birer skaler olmak

uzere,
I. A+B=B+ A (degisme ozelligi)
ii. A+(B+C)=(A+B)+C (birlesme dzelligi)
iii. A+0= A (etkisiz eleman)
iv. A-A=0

v. 4(A+B)=4A+B
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Vi. (A +2,)A= LA+ AL,A
vii. (42,) A= 4 (LA)
viii. LA=A

dzellikleri vardir [1].

Tanim 2.2.5: A:(aij )m ~ve B=(y),., matrisleri verilmis olsun. Bu iki matrisin

nxp

carpimi olan A-B=C =(c, matrisi asagidaki gibi tanimlanir:

ij /mxp

in™~nj !

C; =D aby =ab,; +a,b, +--+a.b,, (I<i<m, 1<j<p).
k=1

Burada A matrisinin siitun sayisi ile B matrisinin satir sayist ayni olmalidir.

Not 2.2.1: C=A-B matrisinin (i, j). elemani; A nn i. satirtile B nin j. siitunundaki

elemanlarin karsilikl1 garpimlarinin toplami olarak ifade edilir.

Teorem 2.2.2: Eger A:(aﬁ )mxn, Bz(bij )M ve C:(cij )txq ise, 0 zaman matrislerin

carpma islemine gore birlesme (assosyatif) kurali denilen asagidaki kural gegerlidir

[48]:
A(BC)=(AB)C (2.2.1)

Ispat: Ispat icin matrislerin esitligi tanimi kullanilacaktir. Buna gore eger (2.2.1)
esitliginin her iki tarafindaki matris ¢arpimlarindan elde edilen matrislerin

mertebelerinin ve karsilikli elemanlarinin esit oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir.

Once (2.2.1) esitliginin sol tarafin1 gdz Oniine alalm. BC=D ve D nin genel

elemanini d; ile gosterirsek, o zaman

BC = (bij )nxt (Cij )txq - (dij )nxq =D

ve
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d, = > b,c, (22.2)

yazilir. Simdi ise A(BC): AD=E ve E nin genel elemanini e; olarak alirsak, bu

takdirde
AD :(aij)mxn (dij )nxq - (eij )qu =E (2.2.3)
ve
€ = Zn:aisdsj (2.2.4)
1
yazilir. (2.2.2) ifadesinden
dy = Zt:bskckj (2.2.5)

k

JUN

esitligini yazmak miimkiindiir. (2.2.5) ifadesini (2.2.4) de yerine yazarsak

n t
& = 2.8 (Z b, Cy j
s=1 k=1

n

= &g (bsk Cyj )

t
k=1 s=1

n

(ashy Joy (2.2.6)

t
k=1 s=:

elde edilir. Simdi de esitligin sag tarafin1 goz oniine alalim. AB=F ve F nin genel

elemanma f; dersek, o zaman

AB = (all )mxn (b'l )nxt :( fij )mxt =F

ve

t
s=1
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yazilir. Bu defa da (AB)C=FC =G ve G nin genel elemanina g; olarak dersek, o

zaman da
(n8)c=Fe=(1),(0).,=(3,),., = 229
ve
g; = Zt: fikckj (2'2'9)
k=1

Z oD (2.2.10)

yazmak miimkiindiir. (2.2.10) ifadesini (2.2.9) da yerine yazarsak

S=.

-3fg

i a,by )0y (2.2.11)

s=1

M,.

=
Il
LN

elde edilir. Boylece (2.2.3) ve (2.2.8) ifadesinden E ve G matrislerinin mertebelerinin
esit oldugu, (2.2.6) ve (2.2.11) den E ve G nin karsilikli elemanlarinin esit oldugu

sonucu ortaya ¢ikar. Yani, E=G olur. Bu ise (2.2.1) esitliginin dogru oldugunu

gosterir.
Teorem 2.2.3:

I. A=(aiJ )mn B=(bij )nt ve C=(Cij )nt olmak {iizere, sol dagilma kurali
denilen

A(B+C)=AB+AC

kurali gegerlidir.
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(bij )txm ve C=(Cij )txmolmak tizere, sag dagilma kurali

b~
|

A~~~
o
N—
3
X
=

Il

denilen
(B+C)A=BA+CA
kurali gegerlidir [48].

Tamim 2.2.6: Bir A=(a1-j) matrisinin satirlart ile siitunlarinin yer degistirmesiyle

mxn

elde edilen matrise, A matrisinin transpozu denir ve A’ ile gosterilir. Yani,

AT :(aij ); ) :(aji )n . dir. Ornegin;
15 0
A=
-2 3 -1
matrisinin transpozu,
1 -2
A"=l5 3
0 -1

matrisidir.
Tanim 2.2.7: Bir matrisin tiim elemanlar1 sifir ise, bu matrise sifir matris denir.

Tanimm 2.2.8: Bir matrisin satir sayisi ile slitun sayisi esit ise bu matrise kare matris

denir. Ornegin;

0 1 1
A=2 3 5
8 13 21

matrisi 3x 3 tipinde kare bir matristir.

Tamm 2.2.9: A=(a;), nxn tipinde bir kare matris ise a,,a,,,8y,...,a,, elemanlarina

A nin asal késegen elemanlar1 denir. Bir kare matriste asal kosegen disindaki elemanlar

sifirsa bu matrise kdsegen matris denir. Ornegin;
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o O -
o ~ O

matrisi kosegen matristir.

Tamm 2.2.10: Bir kosegen matriste asal kdsegen elemanlar1 birbirine esitse yani,

a,=4a,, =a,=---=3a, =K ise matrise skaler matris denir. Eger asal kosegen

tizerindeki biitiin elemanlar esit ve bir ise bu matrise birim matris denir.

Tanim 2.2.11: Az(aﬁ) kare matrisi verilmis olsun. Eger Vi, j icin a; =a; ise A

nxn
matrisine simetrik matris denir. Baska bir ifade A" = A ise A matrisi simetrik ve

AT =—A ise A matrisi ters simetrik matristir. Ornegin;

2 7 0
A=|7 3 1
0 15
matrisi simetrik matris ve
0O 2 3
A=|-2 0 8
-3 8 0

matrisi ise ters simetrik bir matristir.

Tamm 2.2.12: A= (a“) ) bir kare matris ve |, nxn birim matris olmak tizere,

nx
AB=BA=1
olacak sekilde bir Bz(bij )n ) matrisi varsa, 0 zaman B matrisine A matrisinin tersi
denir ve B= A" ile gosterilir.

Teorem 2.2.4: Bir kare matrisin tersi varsa tekdir [48].
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Ispat: Bir A kare matrisin B ve C gibi iki tane tersinin oldugunu varsayalim. Bu

durumda ters matrisin tanimindan dolayr A matrisinin tersi B ise,
AB=BA=1 (2.2.12)
ve eger A matrisinin tersi C ise,
AC=CA=1 (2.2.13)

yazilir. Eger B=C oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Bunu i¢in (2.2.12) ve
(2.2.13) ifadelerini ve matrislerin ¢arpma islemine gore birlesme 6zelligini géz Oniine

alarak
B=1I, B:(CA)B=C(AB):C, |=C
esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Tamim 2.2.13: A matrisi terse sahip olan bir matris ise A matrisine tekil olmayan veya
ters gevrilebilir matris denir. Eger A matrisi bir terse sahip degilse, o zaman A

matrisine tekil veya ters ¢evrilemez matris denir.

Teorem 2.2.5: Eger A ve B ters ¢evrilebilir iki matris ise, 0 zaman AB carpimi da

ters ¢evrilebilirdir ve
(AB) =B™A™
dir [48].

Ispat: Eger A ve B matrisleri ters gevrilebilir matrisler ise, o takdirde ters matris

tanimindan
AA'=A"A=1 ve BB'=B'B=1I
yazilir. Diger taraftan matris ¢arpiminin birlesme 6zelligini kullanarak

(AB)(B*A™)=1 ve (B*A™")(AB)=1

yazilir. Boylece bunlar birlestirerek
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(AB)(B*A™)=(B*A™)(AB)=I

yazmak mimkiindiir. Bu son ifade ise ters matris tanimi geregince AB matrisinin

tersinin B™*A™ oldugunu ifade eder. Boylece AB ters cevrilebilirdir ve bu invers tek

oldugundan
(AB)" =BA™
yazilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Tanim 2.2.14: A sifir olmayan bir nxn tipinde bir kare matris olmak tizere
AB=0

olacak sekilde sifirdan farkli bir B, nxn tipinde bir kare matris varsa, o zaman A
matrisine sol sifir boélen matrisi denir. Yine A sifirdan farkli bir nxn tipinde bir kare

matris olmak lizere
CA=0

olacak sekilde sifirdan farkli bir C, nxn tipinde bir kare matris varsa, 0 zaman da A
matrisine sag sifir bolen matrisi denir. Eger A matrisi hem sol sifir bélen matrisi hem

de sag sifir bolen matrisi ise, o takdirde A matrisine sadece sifir bélen matris denir
[48].

Teorem 2.2.6: A sifir olmayan bir kare matris olmak {izere eger A nin tersi mevcut

ise, 0 takdirde A matrisi bir sifir bélen matrisi degildir [48].

Ispat: Eger AB=0 yada CA=0 ve A matrisinin tersi A™ ise, o takdirde
A" (AB)=(A"A)B=IB=B=0

veya
(CA)A*=C(A*A)=CI=B=0

yazilir. Bu ise A matrisi bir sifir b6len matrisi olmadigini gosterir.
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Tanim 2.2.15: Bir matris asagidaki sekilde ise satirca indirgenmis formdadir denir:

i. Ik k tane satir sifirdan farkli ve (k +1). satir ile bundan sonraki satirlarin tim

elemanlan sifirdir.

ii. Her bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman 1 dir ve bu 1 ler s <S, <---<S,

olacak sekilde s;. siitunda bulunurlar.

iii. Bir satirdaki sifirdan farkl ilk eleman a; =1 ise j. siitundaki a; nin altinda

bulunan tiim elemanlar sifirdir.

Yukaridaki (iii) kosulu “a; nin bulundugu situndaki diger tim elemanlar sifirdir”

seklinde alinirsa, (i)-(ii)) kosullarin1 saglayan matrise satirca indirgenmis esolon
formdadir denir. Satir yerine siitunlar alinarak siitunca indirgenmis form ve siitunca

indirgenmis esolon form elde edilir [1].

Tanmm 2.2.16: |, nxn bir birim matris olmak tizere | dan sadece bir elementer satir
islemi ile elde edilen bir nxn matrise bir elementer matris denir ve E ile gosterilir
[48].

Teorem 2.2.7:

i. Eger B, mxn matrisi; bir elementer satir isleminin uygulanmasi ile A mxn
matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde B matrisi A matrisi ile bu elementer
satir islemlerine kargilik gelen mxm elementer matrisin ¢arpimina esittir. Yani, eger &

ile elementer satir islemi gosterilirse, o zaman
B=c(A)=¢(l,)A
dir.

ii. Her elementer matris ters cevrilebilirdir. Ustelik her elementer matrisin tersi

de yine bir elementer matristir [48].

24



Tanim 2.2.17: A=(a1.j) kare matrisi verilmig olsun. a; elemaninin bulundugu

nxn
satirin ve situnun silinmesi ile elde edilen kalan matrisin determinantina minor denir ve

M, ile gosterilir.

Tamm 2.2.18: Az(aﬁ) kare matrisindeki herhangi bir a; elemanmin mindrii olan

nxn

M, nin (—1)i+j ile garpilmastyla elde edilen degere a; elemanimin kofaktorii denir ve

A, ile gosterilir, yani;

dir.
Tamm 2.2.19: A=(aij )n _ matrisi 1x1 tipinde ise determinanti kendisine esittir. Eger

n>2 i¢in A= (aﬂ.) kare matrisinin determinanti, 1<i<n olmak iizere,

dEt(A) = ZaijAj = ailAl +ai2A2 +'”+ainA1n
j=1

olarak ifade edilir. Bu ifadeye A=(a )n _ matrisinin i. satira gore agilimi denir. Benzer

olarak A= (aﬁ ) matrisinin determinanti bir siitun kofaktoriine gore de hesaplanabilir.

nxn
Teorem 2.2.8: A bir nxn kare matris olsun. Buna gore

i. Eger A matrisinin iki satir1 esit ise, o zaman det A=0 dir,

ii. Eger A matrisi bir sifir satirina sahipse, o zaman det A=0 dir [48].
Ispat:

I. A matrisinin iki satirmin esit oldugunu farzedelim. B matrisi esit satirlarin
yer degistirilmesi ile A dan elde edilen bir matris olsun. Bu durumda det B =—det A
yazilabilir. Halbuki yer degistirilen satirlar esit oldugundan B = A dir. Sonug olarak
buradan det A=det B oldugu goriiliir. Boylece
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det A=detB =—det A

ifadesinden det A=0 bulunur.

ii. A matrisinin bir satirinin sifir oldugunu varsayalim. A nin herhangi bir bagka
satirin1 secelim ve onu bir B matrisi elde etmek icin sifir satirina ilave edelim. Bu
durumda det A=det B yazilabilir. Halbuki B matrisi iki esit satira sahip oldugundan
det B =0 yazmak miimkiindiir. Bundan dolay:1 det A=0 olur.

Teorem 2.2.9: Bir kosegen matrisin determinantt matrisin kdsegen elemanlarinin

carpimina esittir [48].

a, O 0
' O a22 . o
Ispat: A= olsun. det B =adet A 6zelligi kullanilarak;
0 O a,,
a, O 0 1 0 0
0 a, ... O 0 a 0
detA=det| . 7 7 . |=a,det|, ¥ :
0 O a,, 0 0 a,,
10 0 10 ..0
01 0 01 ...0
=a,,a,, det| . =-=a,8y...a,det)
00 a,, 00 1
=a,,8,,...a,, detl
= a8 ...y,
elde edilir.

Teorem 2.2.10: Bir A kare matrisinin determinanti ile A nin transpozunun

determinant degeri aynidir, yani;
det A=det AT

dir [48].
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Tanim 2.2.20: Az(aﬁ) kare matrisi verilmis olsun. A matrisinin i. satir ve j.
nxn
stitununun silinmesiyle ede edilen matrise A matrisinin alt matrisi denir ve A; ile

gosterilir.

Teorem 2.2.11: Eger E, bir elementer matris ise, 0 zaman
I. detE =0,
ii. detE" =detE,
iii. E™* bir elementer matristir [48].

Ispat: a#0 olmak iizere P () ile r, «<>ar, elementer satir islemine karsilik gelen

elementer matrisi, P

; ile 1 <> 1, elementer satir islemlerine karsilik gelen elementer

matrisi ve P

i (a) ile I <> +ar; satir islemine karsihk gelen elementer matrisi

gosterelim. Buna gore bu ti¢ farkl tipten elementer matrislerin determinantlarini alacak

olursak, o takdirde
detP (a)detP(a) =a, (i,j=12...,n)
det P, det B" = -1, (i,j=12,...,n)
detP, (a)detP, (@) =1 (i,j=12,...,n)

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) yi ispatlar. (iii) ii ispatlamak i¢in sirasiyla

(e

R(a)”

oldugunu g6z 6niine almak yeterlidir.
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Teorem 2.2.12: Bir A kare matrisinin ters ¢evrilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
det A= 0 olmasidir [48].

Ispat: Eger A ters cevrilebilir bir matris ise, o zaman
EE,...ELA=1
olacak sekilde E,E,,...,E, elementer matrisleri vardir. Boylece
det(E,)det(E,)...det(E,)det(A)=detl =1

yazilir. Bundan dolay1 det A= 0 sonucu elde edilir.
Tersine; eger A ters ¢evrilebilir bir matris degilse, o zaman
EE,...ELA=R

olacak sekilde E,E,,...,E, elementer matrisleri vardir. Burada R, bir sifir satirini

kapsayan nxn bir esolon matristir.

Boylece detR=0 olur ve detE #0, (i=12,...,k) oldugundan detA=0 oldugu

gortliir.

Teorem 2.2.13: A ve B nxn iki matris olsun. O takdirde
det( AB)=(det A)(detB)

dir [48].

Ispat: Eger A bir elementer matris ise, o zaman iddianin dogru oldugunu sdyleyebilir.
A matrisi elementer matrislerin bir ¢arpimi oldugundan esitlik yine dogrudur.

Gergekten E; ve E, elementer matrisler olmak {izere
A=EE,
ise, 0 zaman elementer matris i¢in determinant 6zelligi iki kez ard arda uygulanmasi ile

det( AB) =det(E,E,B)=det(E,)det(E,B)
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=det(E, )det(E,)det(B)
=det(E,E, )det(B)
=det(A)det(B)

yazilir. kK > 2 olmak tizere

A=EE,...E

oldugu zaman da ispat benzer olarak yapilabilir. Diger taraftan her ters cevrilebilir

matris elementer matrislerin bir carpimi olarak yazilabildiginden A matrisinin ters

cevrilebilir oldugu her zaman

det( AB)=(det A)(det B)

esitligi gecerlidir. Eger A matrisi ters cevrilebilir degilse, o takdirde det(A)zo ve

det(AB)=0 dir. Bdylece bu durumda da det( AB) = (det A)(det B) ifadesi gegerlidir.

2.3. Ozel Tamimh Matrisler

N >1 i¢in F,', F, cismi iizerinde bir N boyutlu vektdr uzay1 ve V., de, f:F, —C

seklinde tanimlanan biitiin fonksiyonlarin 2" boyutlu kompleks grup cebiri olsun. V,

kiimesi lizerinde tanimlanan ikili islem f, g eV, i¢gin

(f=g)( Zf g(x+y), xekF,

yeF;'
seklindedir.

V, cebirinin her bir karakteri

Xy(x)=Xx(y)=(-1)"", x-yeF

seklinde yazilabilir. Burada X-y=XxY,+---+Xgy, olup, X ve vy,

indekslerinin alt kiimesi olarak yorumlanir. Bu yorumdan
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X-y=[xny|
dir. Burada ||, kardinaliteligi (eleman sayisini) gosterir.

Yukaridaki yoruma gére XxeTF)' nin Hamming agirligi igin |X| = Wt(X) gosterimi
kullanilir ve ayn1 zamanda X+Y, X ve y alt kiimelerinin simetrik farki olur. xeTF)',

{1, 2,..., N} indekslerinin bir alt kiimesi olarak yorumlandigi zaman X in komplementi
icin X gosterimi kullanilir ( Detayl bilgi [26]’de bulunabilir).

0, x=y

Tanim 2.3.1: Ty (X) = { olmak lizere

(Xx, Xy)=2"T,(x)
seklinde olup her f €V, i¢in F(f) = f € Vv, Fourier doniisiim ( Hadamard doniistimii)

FOG) =f0) = ) f@)Xx0) = (Xnf) yeF} 23.1)

x€eFY
seklinde tanimlanir [27].
Not 2.3.1: Hadamard doniigimlerin en iyi bilinen iki 6zelligi asagidaki gibidir:
i.f=2"f, (fg)=2"f.g) (23.2)
i. F(f+g)=F(f)-F(g), F(f-9)2"F(f)*F(9) (2.3.3)
[27].

Tanim 2.3.2: Her r <[0,N] ve " (=y, ),

(%) 1 XeSEN)
v,
0, xegS"

olacak sekilde,
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siV=s, ={xeF) |wt(x)=r}
IF)'de r. Hamming kiire olsun.

Her f eV, fonksiyonu i¢in

seklinde tanimlanir ve (A) ( f ), Ai( f ),..., A, ( f ))T eC", f nin agirlik spektrumu

olarak adlandirilir [27].
Tamm 2.3.3: (2.3.2) formiiliine gére

4,(F) = W ) = 278 B ) = B ) (2.3.4)

dir. Diger yandan, (2.3.1) formiiliine gore

B = x ) = ) 0@ =KM@

YESr

dir. Burada x =|x| ve K™ (x),

<=k, 930 [

seklinde tammlanan N mertebeli r. Krawtchouck polinomudur. Burada, Ky (0)=1 dir

[27].
Tamm 2.3.4: N mertebeli MacWilliams matrisi

(My), =K™(j), 0<ij<N
seklinde tanimlanir. Burada, (Mo)ij =1dir [27].

Not 2.3.2: Krawtchouck polinomlar1 ve MacWilliams matrisleri i¢in bazi 6nemli

formiiller asagidaki gibidir [27]:
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i. Geren fonksiyon;

seklindedir.

seklindedir. Burada, K¢ (0)=1 oldugu agiktr.

KﬁN)(Z) polinomunun bas katsayisi % dir.

. NY (N N
iii. C =diag ((0 j,(l J"“(N D olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:

yani, M ,CM/, =2"C dir.

yani, M2 =2"1 dir.

iv. Herhangi bir z igin;
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Ze{O,l,...,N} igin;

ve

yani, M), =CM,C dir.
v. Krawtchouck polinomlart icin asagidaki indirgeme bagintilari s6z konusudur:
a) (r+1)K.,(z)=(N-22)K, (z)-(N-r+1)K,,(z),
Ko(z)=1 K (z)=N-2z

b) (N-r)K,(r+1)=(N-21)K,(r)-rK,(r-1),

1 je{O,N}

) ve 0<i, <N olmak iizere;
. J2{0N}

KM (5)=dy (DK"Y (1) + KA () + K" (-0 =KL (j-1)), N =1

dir. Burada ve K" (N)=K{"?(j)=0 ve i=-1 veya j=-1 i¢in her iki durumda

da K;(j)=0 dir.

Ornek 2.3.1: M, M, ve M, MacWilliams matrisleri olsun.
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ve

1 1 1
M,=|2 0 -2
1 -1 1

Herhangi bir y e F}' igin By:[F,' — C bir fonksiyonu

ly

-Xy(x), xeFE"
VﬂyJ YOI ReE:

5, (4|

seklinde tanimlanir. By fonksiyonu hakkinda detayli bilgi [30]’da bulunabilir.

Her r€{0,1,...,N} i¢in By fonksiyonu, V, grup cebiri igin bir taban olup

e, 00- 30 (1 V)

esitligi yalnizca X =|X| e bagli olarak elde edilir.

Tamm 2.3.5: N mertebeli r. ayrik Chebyshev polinomu
seklinde tanimlanir. Burada, D¢ (0) =1 dir [27].
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Tamm 2.3.6: (D, )ij = D.(N)(j), 0<i,j<N seklindeki (N+1)x(N+1) boyutlu

matrisi N mertebeli Chebyshev matrisi denir. Burada N =0 ise (D,) =0 ve
1 1) .
M), =00,y ;] aren

Not 2.3.3: Chebyshev polinomlar1 ve matrisleri i¢in bazi 6nemli formiiller asagidaki
gibidir [27]:

o=y (7))

Burada A", Af(x)=f(x+1)—f(x) olarak tanimlanan fark operatériiniin n,

kuvvetidir.

i)
s (0
S

iii. DyDy =diag(¥,7,---»7y) olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:

>

z D, (i)Ds (') =705

2rY( N +1+r)
burada, 7, = dir.
r 2r+1

N
0
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N ¢ift sayisi1 igin,

0, n tek ise

DM%): (-2 [%J[%”“} n=2mise

m

-1)"(2nY .
Dr(,N) polinomunun bas katsayisi (—')[ j dir.
nt {n

D,(x)=1, D,(x)=-2x+N, Dz(x):3x2—3Nx+(2Nj.
V. Chebyshev polinomlart icin asagidaki indirgeme bagmtilari sz konusudur:
a) n°’D, =(2n-1)D,D,, —~(N+n)(N-n+2)D,,.
b) A((x+1)(x—=N)AD,(x))=n(n+1)D, (x+1),
o) o)
¢) nD{™ (x) =D (x—1)+(N —x) D", ¥ ()
~(N+n-x)D" ¥ (x~1), N>1.

Ornek 2.3.2: D,, D, ve D, Chebyshev matrisleri olsun.

ve
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1 1 1
D,=|2 0 -2
1 -2 1

Tamm 2.3.7: P polinomu, P(x)=axX"+ax""+---+a,Xx+a, seklinde tamimlanan
n. dereceden reel bir polinom olsun. P polinomunun katsayilar1 yardimiyla tanimlanan

H, = (hij )nxn Hurwitz matrisi agsagidaki gibi tanimlanmaktadir:

a a a 0 0O O
aO a2 a4
0 a a :
a, a, 0 3
H, = 0 & a, :
DA 8, 0
0 a,, a,
2 a,; a,,
0 0 O a,, a_, a]

[34].

Tanim 2.3.8: R = [rij ]n ) Redheffer matrisi asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

. 1, i|jyadaj=1ise,
! 0, diger durumlarda.

Ornegin,

e
O O O O F Bk
O O O r O R
O O Fr O Fr R
O r OO O R
=T = = N

elde edilir [44]. Burada
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det(R,) =3 (k)

olup, u klasik Mobius fonksiyonudur.

Tamm 2.3.9: Her n pozitif tamsayist i¢in z(n) Mdobius fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

1| n =1iS€,
u(n)=< 0,  p*|n, pasalise,
(-1)", n=p,p,...p, ise, buradai= j icin p, = p,

Detayl bilgi [9]’da bulunabilir.

Tamim 2.3.10: D bir tamlik bolgesi, der(P (X)) =n ve der (Q(X)) =m olmak iizere

P(x),Q(x)e D[x] olsun. Farzedelim ki n>m olsun ve
P(X)=uX" +U, X"+ +UX+Uy,
Q(X) = VX"V, X"V X+,
oldugunu kabul edelim. P(x) ve Q(x) polinomlar ile iligkili Bezout matrisi

Bn(P,Q)=|:b”-]

nxn

simetrik matristir. Burada by elemanlari,

P(X)Q(VE:S(V)Q(X) _ i%buxiyj

0zdesligi tarafindan elde edilir.

Burada dikkat etmek gerekir ki B, (P,Q) Bezout matrisi D™ igindedir ve by

elemanlari
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bij = Zui+k—1vi—k Ui Vjia
k=1
formiilii ile tammlanir, burada her i,j=12,...,n igin m; = min {i, n+l1- j} dir
[2,8,33,45].
2.4. Lineer indirgemeli Diziler

Tamm 2.4.1: R birimli ve degismeli bir halka, ¢, e R(1<i<k) sabit katsayilar ve

neN olsun. a;,a,,...,a, baslangi¢ degerleri olmak iizere n>1 igin

A =G0 T 68y, T+ G A, HC A, (24.1)

seklindeki k -basamak homojen lineer indirgemeli baginti yardimiyla tanimlanan {an}

dizisine R halkasinin elemanlarinin lineer indirgemeli dizisi denir [24].

Tamm 2.4.2: f(X)=x"+cx"+---+c,, +---+¢, seklindeki k. dereceden polinoma,
(2.4.1) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli bagint1 i¢in karakteristik polinom

denir.

Sirasiyla 2 ve 3 dereceden lineer indirgemeli diziler binary ve ternary lineer

indirgemeli diziler olarak adlandirilir. Ayrica 7Z, QQ, R, C iizerinde tanimlanan lineer

indirgemeli diziler sirayla, tamsayi, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler

olarak adlandirilir [24].

C., R nin terslenebilir bir elemam ise (2.4.1) de tanmimlanan dizi a,,a,,a,,...,

seklinde devam eder [24].

Tamm 2.4.3: R degismeli ve birimli bir halka olmak iizere, R nin elemanlarinin

a,a,,...,a, baslangi¢ elemanlartyla n=>1 i¢in,

Ay =Ca,, t6a, , t+CGa, +C

seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanan dizisine homojen olmayan lineer indirgemeli

dizi denir. Bu bagint1 kullanilarak
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k-1

Ay = (Cl +1)an+k + Z (Ci+1 -G )an+k—i -G, (242)

i=1

seklindeki n+1 mertebeli homojen olmayan indirgemeli bagint1 elde edilebilir. (2.4.2)

bagntisi igin
F() =(x*—cx ... x—c, ) (x-1)
seklindeki karakteristik polinom elde edilir.

Kalman [36]°da a,,a,,...,a, , baslangi¢ degeri ve C;,C,,...,C, , ler sabitler olmak iizere,

A =6, 63+ +C A,

seklindeki Kk -basamak lineer indirgemeli bagintistyla tanimlanan dizi igin, dizinin

elemanlarini;
0 1 0 0 |
0 1 0 0
0 0 O 0 0
A= ) )
0O 0 O 0 1
_Co G G - G, Ck—l_
olmak tizere,
_ a, - 2 .
a:l an+1
A =]
_ak—l_ _an+k—1_

seklindeki denklem yardimiyla elde etmistir.

Tamm 2.4.4: {F,} Fibonacci dizisi,

F,=0ve F=1
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baslangi¢ degerleri ile n>0 i¢in

=

n+2

=F,.+F

n+l n
seklinde tanimlanir, yani; Fibonacci dizisi

0,1,1,2,35,81321,...
seklindedir.

Silvester [46]’da

0 1]'[0] [F,
1 1]|1] |F,
esitligini elde etmistir.

Hosenberg [32]’de Fibonacci sayilarinin

Q_ FZ I:1 _ 1 1 Qn_ I:n+1 I:n
R R |2 0f R F.
olacak sekilde bir Q matrisi tarafindan {retebilecegini gostermistir. Buradaki Q

matrisine Fibonacci Q -matrisi denir.

Tanmim 2.4.5: fn(k), 1<i<k igin fi(k) =0 ve fk(k) =1 smir sartlartyla tammh ve n>Kk

1¢in,

k
=314 (2.4.3)

j=1

k -basamak Fibonacci dizisinin n. elemanidir. f*™ = fi(k)(mod m) olmak iizere bu

dizi m-modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,

f(k,m)=( £, £, )
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dizisi elde edilir. O zaman (fl(k‘m), £rm fk“'“‘),...):(o,o,...,l) olup bu dizi igin

(2.4.3) deki tekrar eden dizi bagintilar1 aymidir [41].

Tamm 2.4.6: Eger bir dizi belli bir noktadan sonra sadece basit bir alt dizinin tekrari
seklinde ise periyodiktir ve tekrar eden alt dizideki elemanlarin sayisina dizinin
periyodu denir. Omegin; X, Y,Z,t,w,e,X,y,z,t,w,e,... dizisi periyodik olup baslangi¢

eleman1 X ve periyodu 6 dir.

Teorem 2.4.1: f (k,m) basit periyodik bir dizidir [41].

Ispat: Sk:{(ai’aZ""’ak):OSa'Sm_l} olsun. |S,|=m“ olup sonludur, yani; her

u > 0ig¢in,

f(k,m)_f(k,m) f(km _fkm

u+l T v+l et Tutk v+k

olacak sekilde v>u sayisi vardir. Tanimdan,

olur, yani;

dir. Buradan kolaylikla,

TS P S Al UL SIS AL SR
ve £ = £ oldugu goriilebilir. Boylece f (K, m) basit periyodik bir dizidir.

f(k,m) nin en kiigiik periyodu h, (m) gésterilir ve f(k,m) nin periyodu veya

m -modiiliine gore k -basamak Fibonacci dizisinin Wall sayisi diye adlandirilir.
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p, ler asal sayilar ve e, ler pozitif tamsayilar olmak iizere m:H p,® (tzl) ise

he(m), h, ( P’ ) lerin en kiigiik ortak katidir.

010 0
001 0
G=|: :
00
111 |

seklinde ifade edilen k xk tipli kare bir matris olsun.

ay a, i Ay
| B By An 1)
G, =
| Bk Bnik-a)e Anik-a)k |

olsun. Buradan asagidaki Lemma verilebilir.
Lemma2.4.1: G" =G, dir [41].

Not 2.4.1: m; ler tamsayilar olmak tizere verilen bir M = [mij] matrisi i¢cin, M nin her

elemaninin modm ye gore indirgenmesi M (mod m) seklinde ifade edilir, yani;

M (modm) = (m; (modm)) dir. (M) ={M"(modm)]i=0} olsun.

Eger obeb(m,detM)=1 ise o zaman (M) bir devirli grup; obeb(m,detM)=1 ise

(M)_ bir yar1 gruptur. (M) _ kiimesinin mertebesi ‘(M >m‘ ile gosterilecektir.

gk(p“), (G),. grubunun mertebesi olsun. Asagidaki teorem hk(pa) ve gk(pa)

arasindaki iligkiyi verir [41].

Teorem 2.4.2: h (p“)=g, (p“) dir [41].
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Teorem 2.4.3: t, h(p)=h, ( pt) olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Her
a>t igin, h, ( p“) = p“"h(p) olur. Ozellikle, eger; h (p)=h, ( pz) ise a>1 icin,

h (p*)=p“*h (p) dir [41].

Varsayim 2.4.1: Eger p>k bir asal sayr ise, hk(p)|(pk—pi) olacak sekilde

0<i<k-1 araliginda bir i sayisi vardir [41].

Tamm 2.4.7: {P,} Pell dizisi,
P=0ve B =1
baslangi¢ degerleri ile N>0 igin

P

n+2

—2P

n+1

+P,
seklinde tanimlanir, yani; Pell dizisi
0,1,2,5,12,29,70,169,...

seklindedir.
Pell sayilarinin bazi 6zellikleri Horadam tarafindan [31]’da elde edilmistir. Bicknell ise,

[5]°de Pell sayilarinin asagidaki matris tarafindan tiretildigini gostermistir;

2 1
M =
10
NneZ igin,
M n_ Pn+1 I:)n
- Pn Pn—l .
Tanmim 2.4.8: Kilig¢ ve Tasci [38]’de genellestirilmis k -basamak Pell sayilarimin k

dizilerini,

P =

n

1, n=1-i ise
1, n=l-iise
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baslangic degerleri ile n>0 ve 1-k <n<0 igin;
Pni = 2|:)ni—1 + Pni—z et Pni—k

bagmtis1 yardimiyla tamimlamistir. Burada P!, i. dizinin n. terimidir. i=Kk almirsa

{Pnk}, genellestirilmis k -Pell sayilar1 elde edilir. Ozel olarak k=2 alinirsa {Pnk}

genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi, {P,} standart Pell dizisine indirgenir ve i=k

igin P ya genellestirilmis k -Pell sayilari denir.

Ayrica Kili¢ ve Tas¢1 [38]’de genellestirilmis k -mertebeden Pell matrisini

T |
R=[r] =01 - 00 (2.4.4)
0 0 0 1]
seklinde tanimlamislardir.
S P!
E,=[e ], = P”:l‘l P”:z‘l P”:k‘l (2.4.5)
P Pl o Pl
olmak tizere,
E..=R-E,

esitligini elde etmislerdir [38].

Tamim 2.4.9: « >0 sabit tamsayisi igin {Pn(a)} genellestirilmis Pell dizisi,

P =0 ve B =1

baslangi¢ degerleri ile N> 0 igin
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P — (q +1) P 4 AL

n+2 = n+1 n
2

a)

seklinde tanimlanir [25].

Ayrica, Deveci ve Karaduman [19]’da o >0 sabitleri igin genellestirilmis Pell

dizilerinin elemanlarini

a(a+1) P a(a+) P
m@ | @+l > ’ (M(a))"_ 2
1 0 ) 0‘(0; +1) pia)

olacak sekilde bir M®  matrisi yardimuyla elde edilebilecegini gostermislerdir.

Deveci ve Karaduman [19]da & >0 sabit tamsayist i¢in P“* K -basamak
genellestirilmis Pell dizisini,
P“*=0,...,R)* =0,R\% =1
baslangi¢ degerleri ve n >0 i¢in
P = (a+1) P + BPY +-t B PN

bagintist  yardimiyla tanmimlamislardir. Burada 1< j<k-1 olmak iizere

a+ j . (a)2 () o . . . 1
B = i1 dir. Ayrica burada {Pn } = {Pn } olduguna dikkat edilmelidir.
_l’_

Deveci ve Karaduman ayni ¢alismada K -basamak genellestirilmis Pell dizisi igin

B (a)k_ — - (a)k
Pk (@+1) B - By Bea| Pra
P 1 0 0 0 | P
Pn(f k)EZ - O 1 0 0 Pn(f k E3
p(al)k | 0 0 1 0 || plak

esitligini elde etmislerdir. Burada
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_(a +1) 131 : ,Bk—z ﬂk—l_

1 0 0 0

U - |:u” ]kxk - O 1 0 0
0 0 1 0 |

seklinde ifade edilen U matrisine k -basamak genellestirilmis Pell matrisi denir.

Tamm 2.4.10: {J,} Jacobsthal dizisi,

Jo=0ve J =1

baslangi¢ degerleri ile ve N >0 igin

Jn = ‘Jn—l +2‘Jn—2

seklinde tanimlanir, yani; Jacobsthal dizisi

0,113,5112143,...

seklindedir.

Koken ve Bozkurt [40]’de Jacobsthal sayilarinin
1 2 J 2]
F - , F n_ n+l n
10 J, 23,
olacak sekilde bir F matrisi tarafindan iiretilebilecegini géstermistir.

Tanmim 2.4.11: Yilmaz ve Bozkurt [52]’de genellestirilmis k -basamak Jacobsthal

sayilarinin Kk dizilerini,

[, i+n=1 ise,
J!' = . 1-k<n<0
0, diger durumlarda,

baslangig degerleriyle, n >0 ve 1<i <K igin;

J=3" +23! ,+..+d],
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bagmtis1 yardimiyla tanimlamuglardir. Burada J!, dizinin n. terimidir. k=2 ve i=1

icin genellestirilmis k -basamak Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir.

Ayni ¢alismada genellestirilmis Jacobsthal sayilari i¢in asagidaki esitlik elde edilmistir;

| ‘Jri1+1 ‘]rl1
J VA
‘Jrlj—l =C ‘]rl1.—2
_‘Jri1—k+2_ _‘]ril—k+l_
burada C, kxk matrisi,
1 2 1 1]
0 0
C= 1 00
0 0 1 0

seklinde olup, genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal matrisi olarak adlandirilmistir.

Ayrica, ayni ¢aligmada genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal sayilarinin k dizileri

1¢in,
J? Jz o
o o| B s 3
‘]rll—k+1 ‘]r?—kJrl ‘]:—k+1
olmak tizere,
B, =C"

seklinde denklem elde edilmistir.
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Tamm 2.4.12: G grubu A={a,a,,...,a,} tarafindan iretilen bir grup olsun. Bu

takdirde x, =a,,a,,...,a,, X, =HXi+j+_1, I >1 dizisine G grubunun Fibonacci orbiti

i1

denir ve F,(G) ile gdsterilir [7].

Tamim 2.4.13: Sonlu bir gruptaki bir k-nacci (k -basamak Fibonacci) dizisi, grubun

Xg» Xy Xgs-+ oy Xo,... €lemanlarmin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verilen

Xo1 Xp5 Xg,--+, X;_, baslangi¢ elemanlart i¢in,

Xn—k Xn—k+l' nz k

y _{xoxlxz...xnl, j<n<k
=

seklinde tanimlanir. Ayrica bu dizinin X, X, X, ..., X ia grubu germesi gerekir. Boylece,
bu k -nacci dizisi grubun yapisint yansitir. X, X, X,,...,X;; tarafindan gerilen sonlu bir
gruptaki k -nacci dizisi F, (G; Xos Xp Xoye ey XH) ile gosterilir. Buna gore tamsayilardaki
modm ye gore klasik Fibonacci dizisi F, (Zm;O,l) olarak yazilabilir. Grup

elemanlarmin bir 2 -nacci dizisi sonlu bir grubun Fibonacci dizisi olarak adlandirilir
[39].
Bir F (GiX) X X,,....X;,), k-nacci dizisinin periyodu P, (G;X,, X, Xy, X )

seklinde gosterilir. k -gerenli bir grubun Fibonacci orbiti bu gruptaki k -nacci dizisidir
[39].

Tanim 2.4.14: G bir grup olsun. G nin her elemanin iginde bulundugu bir K -nacci

dizisi mevcut ise G ye k -nacci dizilendirilebilirdir [39].
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. MacWilliams ve Chebyshev Matrisleri Yardimi ile Devirli ve Yar:1 Gruplarin
Elde Edilmesi

Bu boéliimde, MacWilliams ve Chebyshev matrislerinin kuvvetlerinin m -modiiliine gore
indirgenmesi suretiyle, bu matrislerin determinantlarinin m-modiiliine gére durumlari
g0z Oniine alinarak elde edilen devirli ve yar1 gruplar incelenecektir. Bu anlamda,
tiretilen devirli ve yar1 gruplarin mertebeleri hakkinda genis bir sekilde bilgi

verilecektir.

Matrislerdeki genel carpim ile;

2N 0 0 0
o 2% ... 0 0
2k
((MN)U) :I:mij:I(N+1)><(N+1): 0 0 .. 00 ,(kZO) (3.1.0)
0 0 .0 2]

2k

yani, ((MN)”) matrisinin kdsegen elemanlar 2V,...,2" olan (N+1)x(N+1)

boyutlu bir kdsegen matris oldugu kolaylikla ispatlanir.

Ayrica det((l\/lN )) (N >1) asagidaki gibi ifade edilebilir:

]

NZ+N
-2 2 N =1,2mod4,
det((My), ) =1 " . (3.1.2)
2 2, N =0,3mod 4.

M bir tek tamsay1 ise (M >m bir devirli grup, m bir ¢ift tamsay1 ise (M, >m bir yar1

grup oldugu (3.1.2) den kolaylikla gdriiliir.

Teorem 3.1.1: Eger m bir tek tamsay1 ise (M) devirli grubun mertebesi 2k dur.

Burada k, 2 = 1(mod m) olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsayidir [16].
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. 2k
Ispat: (3.1.1) den ((MN)".) (modm) =1, vazilir. I, (N+1)x(N+1) boyutlu
bir birim matristir. k, 2*" =1(modm) olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsay1 olarak

segilirise [(M, ), | = 2k elde edilir.

1 1 1
Ornek 3.1.1: M,=|2 0 -2/| matrisini igin m=5 olarak segelim. m=5 bir tek
1 -1 1

tamsay1 oldugundan (M, ). bir devirli grup olup mertebesi 2k dir ve 2* =1(mod5)

denkligini saglayan en kii¢iik K tamsayis1 2 olur. Buradan ‘<M2>5‘ =4 elde edilir.

Teorem 3.1.2: m bir ¢ift tamsay1 olsun. O zaman (M N >m yar1 grubun mertebesi i¢in iki

durum s6z konusudur [16]:

i. Eger m=2" (ueN) ise, <MN>2u yart grubun mertebesi 2K dir. Burada

k, 2 =0(modm) olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsayidir.

ii. Eger t bir tek tamsayr olmak iizere m=2"t (UEN) ise 0 zaman,

‘<MN>2”t :‘<MN>2“

+[(My),|-1 dir.
Ispat:

i. (3.1.1) den (M, )ijZk (modm) =0y, yazilir. Burada 0., (N+1)x(N+1)
boyutlu bir sifir matristir. k, 2" = 0(modm) olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsay

olarak segilir ise ‘(M N >m‘ =2k elde edilir.

ii. ‘(MNM:Za ve ‘(MN>ZU =2 olsun. O zaman k,k, e N ve obeb(tk,)=1

olmak iizere 2N =kt+1 ve 2" =k,2" olur. Dolayisiyla 2N = 2"k, (modm) olup,

yani; ((M \ )ijZ‘Hzﬁ (modm)=(M, ), )2'8 olur. Boylece ‘(M N)

:‘<MN>zu +‘<MN>t‘_1

2Ut

elde edilir.
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1 1 1 1

.. 3 1 -1 -3
Ornek 3.1.2: M, = 3 1 1 matrisi igin m=8 olsun. 8=2° seklinde oldugu
1 -1 1 -1

i¢cin <M 3> ,» grubu bir yar1 grup belirtir ve mertebesi 2k dir.

2% =0(mod8) denkligini saglayan en kiigik k pozitif tamsayr 1 dir. Buradan

(M3),:| =2 olur.

1 1 1 1 1]
4 2 0 -2 4
Ornek 3.1.3: M,=|6 0 -2 0 6| matrisi igin m=192 olsun. 192=2°.3
4 -2 0 2 4
1 -1 1 -1 1]

seklinde yazilabilir. Boylece Teorem 4.1.2 (ii) den <|\/| 4>26.3 grubu bir yar1 grup belirtir

Ve (M) e[ =[(M.)

+[(M, ), |1 dir.

25.3

Burada (M, ), grubunun mertebesi Teorem 3.1.2 (i) den 2k dir ve 2 =0(mod2°)

denkligini saglayan en kiigiik k pozitif tamsay1 2 dir. Boylece ‘(M 4),| =4 olur.

Diger yandan (M,), grubunun mertebesi Teorem 3.1.1 den 2k dir ve 2 =1(mod3)

denkligini saglayan en kiigiik k pozitif tamsayr 1 dir. Boylece ‘(M 4>3‘:2 olur.

Dolayisiyla;

‘<M4>26-3 = KM4>26

olur.

Uyan 3.1.1: p, det(( Dy ) ) nin en bilyiik bir asal ¢arpani ise p!| det(( Dy) ) dir [16].

ij ij
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Teorem 3.1.3: obeb(p,det((DN) )):1 ve t, ‘(DN>

ij P‘

:‘<DN>p“ olacak sekilde en

bliyiik pozitif bir tamsay1 olsun. Bu takdirde her >t i¢in ‘( D, >pa = pt <DN >p‘ dir.

a-1

Ozellikle [(Dy,),|#[(Dy) —p

ise, her a >1 i¢in ‘(DN>pn

(Dy),| olur [16].

p2
Ispat: ilk 6nce her u>1 i¢in (D, >pu nin bir devirli grup oldugunu belirtelim. & pozitif

bir tamsay1 olsun ve KDN >m‘ , hy (m) ile gdsterilsin.

(Dy )_h_N(pM) = |N+1(m0d pgﬂ) yani (Dy )ith(pM) = IN+1(mod pe) oldugunda dolay:

hy (pg) nin, hy (p‘m) yi boldiigii goriilmektedir. Ayrica (D, ).h.N(pg) = INH(a(B) pe)

ij ij

yazilarak binom ag¢ilimi yardimiyla

(O = (1 (ae")) =

S 7)(o79) = 1 05

esitligi elde edilir ki, bu esitlik yardimiyla h, ( p’ )‘ hy, (pg) p sonucuna ulasilmaktadir.
Béylece hy (p”*)=h,(p’) yada hy(p®*)=hy(p’)p olur. Ancak, buradaki ikinci
durum ancak ve ancak p|ai(j€) olacak sekilde bir ai(je) nin var olmasi ile miimkiindiir.
hy, ( pt) # hy, (p”l) oldugundan p|ai(j€) olacak sekilde bir ai(je) vardir. Boylece
hy ( p”l) # hy, ( p”z) olur. t izerinde tiimevarim yontemiyle kullanilarak ispat

tamamlanmaktadir.
Teorem 3.1.4: obeb(m,det(DN )ij)zl ve p, ler farkli asal sayilar olmak iizere

t
m=]]p, (t=1) olsun. O zaman,
i=1

]

KDN)m‘:okekU(DN)p? (Du)y [P,

dir [16].
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Ispat: 1<k <t igin ‘( Dy )

= A, ve ‘(DN >m‘ = 4 olsun. O zaman,

€|
pkk

pikginiN(j)' i> ],
(DN);k: pee K (J)+1 =],
Pf*giniN(j), <],
ve
me; K (J), i> ],
(DN):: meKY () +L i=1],
mgi‘jKiN(j)' <],

esitlikleri elde edilir ki bu da 0<i, j<N igin ¢&; ve &

; tamsayilardir. Bu nedenle

K nim tiim degerleri i¢in (D, )lk, c-(Dy )j, (ceN) formundadir ve herhangi bir A

]

sayist verildiginde A = okek[A4,4,,..., 4] esitliginin saglandig1 dogrulanmus olur.

Senu¢ 3.1.1: (D,), ve (D,), yari gruplarn mertebeleri sirasiyla 2k+1 ve

2" (k—1)+ 2k +1 dir [16].

Ispat: Ilk 6nce det(( D,) )= —12 oldugundan her k >1 igin (D,)

i 5 Ve <D2> nin yart

3k

grup oldugunu belirtelim. Matrislerdeki genel carpim ile;

92k k-1 (2k _ g ) 0
(D,);" = 0 6" 0
2k(2k _3k) 2k—1(2k _3k) B

ve (k 21) icin
2k (2k+l _3k) 22k 6k

2k+1
b ). e . k —/ .
(D,) 26 0 2-6¢
2k (2k+l _3k) 2k (2k _3k+l) 6k
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oldugu kolaylikla ispatlanabilir.

2% (k-1)+2k+1
ij

(D, );k+l =0, (mod2") ve (D,)

‘( DZ )2"

(D, )Zk (mod 3 ) oldugundan

1

=2k+1 ve |(D,),

=2"(k—1)+ 2k +1 sonuglari elde edilmistir.

3.2. Hurwitz Matrisi Yardimyla Elde Edilen Indirgemeli Diziler ve Devirli
Gruplar

Bu bolimde, 3-basamak Fibonacci, genellestirilmis 3-mertebeden Pell ve
genellestirilmis 3 -mertebeden Jacobsthal dizilerinin karakteristik polinomlarina karsilik
gelen Hurwitz matrisleri yardimiyla tanimlanan indirgemeli diziler ve bu Hurwitz
matrislerinin kuvvetlerinin m-modiiliine gére indirgenmesi siiratiyle elde edilen devirli
gruplar ele alinacaktir. Bu anlamda, tanimlanan indirgemeli diziler, elde edilen devirli
gruplarin mertebelerinin belirlenmesi ve indirgemeli dizilerin elemanlariyla diziler
tanimlanirken kullanilan Hurwitz matrislerinin kuvvetleri arasindaki bagintilar hakkinda
genis bir sekilde bilgi verilecektir. Buna ek olarak, tanimlanan indirgemeli dizilerin
m-modiiliine gore indirgenmesiyle olusturulan dizilerin periyotlariyla Hurwitz
matrisleri yardimiyla dretilen devirli gruplarin mertebeleri arasindaki iligkiler

incelenecektir.

3.2.1. 3-basamak Fibonacci-Hurwitz, 3-basamak Pell-Hurwitz ve 3-basamak

Jacobsthal-Hurwitz Sayilari

3-basamak Fibonacci, genellestirilmis 3-mertebeden Pell ve genellestirilmis
3-mertebeden Jacobsthal dizilerinin karakteristik polinomlar1 sirasiyla asagidaki

gibidir:
P(x)=x"-x*-x-1
P(x)=x"-2x*-x-1
ve

P,(x)=x*—x*—-2x-1.
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O zaman P, P, ve P, polinomlarinin Hurwitz matrislerini sirasiyla asagidaki gibi

yazilir:
-1 -1 O
H;=| 1 -1 0],
0 -1 -1
-2 -1 0
HZ=| 1 -1 0
0 -2 -1
ve
-1 -1 0
Hl=| 1 -2 0
0 -1 -1
[20].

Bu ¢alismada sirasiyla H, H2 ve H_ matrisleri kullanilarak 3-basamak Fibonacci-

Hurwitz, 3-basamak Pell-Hurwitz ve 3-basamak Jacobsthal-Hurwitz sayilar agagidaki

gibi tanimlanmustir:

—FH,(n-3)-FH,(n-2), n=1mod3,
FH,(n)=4FH,(n-4)-FH,(n-3), n=2mod3, n>3igin, (3.2.1)
—FH,(n-4)-FH,(n-3), n=0mod3,

—2PH,(n-3)-PH;(n-2), n=1mod3,
PH,(n)=<PH,(n-4)-PH,(n-3), n=2mod3, n>3icin, (3.2.2)
—2PH,(n-4)—PH,(n-3), n=0mod3,

ve

—JH,;(n-3)-JH,;(n-2), n=1mod3,
JH,(n)=<JH,(n-4)-2JH,(n-3), n=2mod3, n>3icin, (3.2.3)
—JH,;(n-4)-JH,(n-3), n=0mod3,



burada, basglangi¢ sartlar

FH,(1)=0, FH,(2)=FH,(3)=1 PH,(1)=0, PH,(2)=PH,(3)=1ve JH,(1)=0,

JH,(2) = JH,(3) =1 dir.

Ayni ¢aligmada n >0 igin

FH,(3n+3)=FH,(3n+1)+(-1)", (3.2.4)
PH, (3n+3)=2(PH,(3n+2)+PH,(3n+1))—(-1)’ (3.2.5)

ve
JH, (3n+3)=JH, (3n+1)+(-1)" (3.2.6).

denklemleri elde edilmistir. Ayrica Deveci ve Akiiziim [20] ‘de n>0 Hi, H? ve H;

matrislerinin n. kuvveterini asagidaki gibi elde etmislerdir:

FH,(30+2)  FH,(3n+1) 0
(H)'=| -FH,(3n+1)  FH,(3n+2) 0 |, (3.2.7)
FH,(3n+2)-(-1)" FH,(3n+1) (-1)

PH,(3n+2)+PH,(3n+1) PH,(3n+1) 0
(H3) = —PH, (3n+1) PH,(3n+2) 0 (3.2.8)
2PH,(3n+2)-2(-1)"  PH,(3n+1)—(-1)" (-1)°

ve

JH,(3n+2)—JH,(3n+1) JH,(3n+1) 0
(H3) = —JH, (3n+1) JH,(3n+2) 0 (3.2.9)
JH,(3n+2)—JH, (3n+1)—(-1)" JH,(3n+1) (-1)

n

detH;=-2, detH; =-3 ve detH;=-3 den dolayr 3-basamak Fibonacci-Hurwitz,

3-basamak Pell-Hurwitz ve 3-basamak Jacobsthal-Hurwitz sayilari asagidaki gibi

Simpson formiilleri elde edilebilir.
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(FH,(3n+2))" +(FH, (3n+1)) =2, (3.2.10)

(PH,(3n+2))" +(PH, (3n+1))’ +(PH,(3n+2))(PH, (3n+1))=3"  (3.2.11)
ve

(3H, (3n+2))" +(IH, (3n+1))" —(IH,(3n+2))(IH,(3n+1)) =3" (3.2.12)
[20].
Bu tamimlardan faydalanarak,

FHS(n)=0, eger n=1,8,13,20mod 24 ise,
FHS(n)>0, eger n=0,2,3,7,9,11,15,16,17,18,22mod 24 ise,
FHa(n)<O, eger n=4,5,6,10,12,14,19,21,23mod 24 ise,

PH3(n)=O, eger Nn=1,8,19,26mod36 ise,
PH3(n)>O, eger n=2,3,7,9,11,13,17,18,22,23,24,28,30,32,34mod 36 ise,
PH3(n)<O, eger n=0,4,5,6,10,12,14,15,16,20,21,25,27,29,31,33,35mod 36 ise

ve

JH;(n)=0, eger n=1,14,19,32mod36 ise,
JH3(I’1)>0, eger n=0,2,3,7,8,9,13,15,17,21,22,23,24,28,29,30,34mod 36 ise,
JH3(I’])<0, eger n=4,5,6,10,11,12,16,18,20,25,26,27,31,33,35mod 36 ise

sonuglarma ulagilir [20].

Teorem 3.2.1:

2" eger n tek ise,

i. FH,(3n+1)° = ”
I 3(3n+1) 2n—1[(_1)2*1+1j, eger n ¢ift ise.

ve
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2"t eger N tek ise,

FH,(3n+2)* = n
1 ) 2”1((—1)2 +1j, eger n ¢ift ise.
0, n=0mod®6,
- , |3, n=15mod®6,
ii. PH,(3n+1)" =
3", n=2,4mod®6,

4.3 n=3mod6.

ve
3", n=0mod®6,
2-3"*—PH,(3n+1)-PH,(3n+2), n=1,5mod®6,
PH,(3n+2)" = o(3n+1)-PH, (3n+2)
3", n=2,4mod®6,
—3"*—PH,(3n+1)-PH,(3n+2), n=3mod6.
0, n=0mod6,
, 3%,  n=15mods,
iii. JH,(3n+1) =
3", n=2,4mod®6,
4.3 n=3mod6.
ve
3", n=0mod®6,
2.3+ JH,(3n+1)-JH,(3n+2), n=1,5mod6,
JH,(3n+2)" = 5(3n+1)- K, (3n+2)
3", n=2,4mod®6,
—3""+JH,(3n+1)-JH,(3n+2), n =3mod6.
[20].
Ispat:

I. N iizerinden tiimevarim yontemiyle,

N —FH3(3n+2) =0, eger n tek ise,
per () = 2 T
FH;(3n+2)"—FH,(3n+1)" =(-1)2-2", eger n cift ise,
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~PH,(3n+1)° +PH,(3n+2)" + PH,(3n+1)PH,(3n+2)=3", n=0mods,
(H2) PH, (3n+1)° —PH,(3n+2)" —~ PH,(3n+1)PH,(3n+2)=-3"% n=15mods,
per =
7 |=PH, (3n+1)° + PH, (3n+2) + PH, (3n+1) PH, (3n+2) = -3", n=2,4mod6,
PH, (3n+1)" — PH, (3n+2)" - PH, (3n+1)PH,(3n+2)=5-3""n=3mod6.
ve
~JH,(3n+1)" + JH, (3n+2)" — JH, (3n+1) JH,(3n+2)=3", n=0modS§,
an [IH;(3n+1)° = IH,(3n+2)" + JH, (3n+1) JH, (3n+2) =-3"", n=1,5mod6,
per(H3) =

~JH, (3n+1)" + IJH, (3n+2)" = JH, (3n+1) JH, (3n+2)=-3", n=2,4mod§,
JH, (3n+1)" = JH, (3n+2)" + JH, (3n+1) JH, (3n +2)=5-3"*, n=3mod .

esitliklerine ulasilabilir. Bu esitliklerin yani sira sirasiyla (3.2.10), (3.2.11) ve (3.2.12)

denklemleri kullanilarak teoremin ispati tamamlanir [20].

3.2.2. Hji, H? ve H] Yardimyla Devirli Gruplar

det H: = -2 oldugu i¢in 2 { m oldugu durumlarda <H?l) >m devirli gruptur. Benzer sekilde

detH?=-3 ve detH?=-3 oldugu icin 3{m oldugu durumlarda (H?) ve (H?
3 3 g g 3/ 3/

devirli gruplardir.

Teorem 3.2.2: M matrisi H;, H32 ve Hs matrislerinden herhangi biri olmak iizere p,

(detM, p) =1 olacak sekilde bir asal say1 ve U, ‘(M)

=), esitligini saglayan en

v-u

biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Bu takdirde her v>u ig¢in ‘(M >p‘ =p - <M >p‘ dir [20].

Ispat: <H§>m devirli grubunu ele alalim. O halde 2 { m dir. Farzedelim ki a pozitif bir

, k(m) ile gosterilsin. Eger (H;)k(pm)zl(mod pa”) ise

tamsayl ve K H31>m

(Hsl)k(pm) = | (mod pa) dir. Burada |, 3x3tipinde birim matristir. Boylece k(pa) nin
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k( pa“) y1 boldiigi goriilmektedir. Ayrica (H;)k(pa) =1 +(h£a)- pa) yazilarak Binom
acilimi yardimiyla
=) =3 1 o)

esitligi elde edilir ki bu esitlik yardimiyla da k(p**)-p nm k(p*)-p yi boldiigi
sonucuna ulasiimaktadir. Boylece k( pa*l) = k( pa) yada k( pa*l) = k( pa)- p dir. p
tarafindan  boliinemeyen  bir higa) tamsayisinin  mevcut  oldugu  durumda
k( pa+1) = k( p? ) p esitliginin gegerli olacagi agiktir. u, k(p)= k( p“) esitligini
saglayan en biiyiik pozitif tamsay1 oldugundan k( p" ) # k( p“*l) olur. k( p" ) =k ( p”*l)
oldugundan p tarafindan béliinemeyen bir higl“l) tamsayisinin mevcut olacagt agiktir.
Dolayistyla k(p**)=k(p*?) sonucu elde edilmektedir. u iizerinden tiimevarim

yontemi kullanilarak ispat tamamlanmaktadir.

<H32 >m ve <H§ >m devirli gruplar i¢in ispatlar yukaridakine benzer olarak yapilabilir.

Teorem 3.2.3: G, <H§>m, <H32>m ve <H§’>m devirli gruplarindan herhangi biri ve

k
m:H p, (k 21) olsun. Burada p, ler farkli asallar olmak {izere
i=1

G, | = okek UG@ } dir [20].

G p?

€
pkk

Ispat: <H32>m devirli grubunu diistinelim. O halde 34 m dir. 1<i <k i¢in

CH

ve ‘<H§>m‘ = olsun. (3.2.8) den

PH, (3% +2)=1mod p,
PH, (34 +1)=0mod p{",

ve
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PH,(324+2)=1modm,
PH, (34 +1)=0mod m.

denklikleri elde edilir ki bu da bize ceN i¢in PH;(31+2)=c-PH,(34 +2) ve
PH3(3/1 +1)=C-PH3(32,I +1) esitliklerinin saglandigin1 gostermektedir. Yani, i nin

[l,k] araligindaki her degeri igin (H;)/1 ifadesi C.(Hs)ﬂi formundadir. Dolayisiyla

‘< HZ >m‘ = okek [< HZ > o < HZ > TR < HZ > " } esitliginin saglandig1 dogrulanmus olur.

<H§>m ve <H §>m devirli gruplar i¢in benzer ispatlar yukaridaki ispata benzer sekilde

yapilabilir.

3-basamak  Fibonacci-Hurwitz, 3-basamak  Pell-Hurwitz  ve 3 -basamak
Jacobsthal-Hurwitz dizileri m-modiiliine gore indirgenirse asagidaki gibi indirgemeli

diziler elde edilmektedir:

{FHI (n)}

{FHJ (1), FHJ (2), FH] (3),..., FH](i),...},
{PHJ (n)} ={PHJ (1), PHJ (2),PHJ'(3)....,PH] (i),...}
ve
{IH] (n)} ={IHJ (1), IH] (2),IH] (3),..., IHF (i)....|
dir. Burada

FHJ' (i)=FH,(i)(modm), PH; (i)=PH,(i)(modm) ve JH; (i)=JH,(i)(modm)
dir. Bu dizilerdeki indirgeme bagmtilar1 sirasiyla (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3) deki
bagintilarla aynidir [20].

Teorem 3.2.4: Eger 2{/m ise { FHSm(n)} dizisi basit periyodiktir. Benzer sekilde

3fm ise {PH,"(n)}ve {JH,"(n)} dizileri de basit periyodiktir [20].

62



Ispat: {JH;“(n)} dizisini goz Oniine alalim. X ={(X1,X2,X3)|0£ X, < m—l} olsun.

|X | =m? olur ki bu da birbirinden farkl1 sirali 3-liilerin sayisinin m® oldugunu gosterir.

Dolayisiyla bu sirali 3-liilerin yardimiyla elde edilecek herhangi bir dizide, bu siral

ticlillerin en az birinin tekrar etmesi gerekmektedir ki bu tekrardan dolayir dizinin

periyodik oldugunu goriilmektedir. Boylece i>j ve JH;"(i+3)=JH,"(j+3),
JHS"(i+2)=JH,"(j+2) ve JH"(i+1)=JH,"(j+1) ise i=jmod3 oldugu

sonucuna ulasilmaktadir.

(3.2.3) den kolaylikla,

IH,"(i-1)=IH,"(j-1), H,"(1-2) = IH,"(j=2),..., IH,"(i- j+1)= JH,"(2)
oldugu gériiliir ki bu da {JH," (n)} dizisinin basit periyodik oldugunu gdstermektedir.
{FH,"(n)} ve {PH," ()} dizileri igin ispat benzer sekilde yapilabilir.

{FH,"(n)}, {PH,"(n)}ve {JH,"(n)} dizilerinin periyodlan sirastyla I (m), 1, (m)
vel, (m) ile gosterilsin.

Sonug 3.2.1:

1

i. p, p=2 olacak sekilde bir asal say1 ise IF(p):B-‘<H3>p dir.

ii. p, p#3 olacak sekilde bir bir asal say ise |F,(p)=3.‘(H§)p

dir [20].
3.3. Redheffer Dizileri ve Uygulamalar
3.3.1. Redheffer Sayilan

Bu boéliimde ilk olarak, Redheffer matrisi yardimiyla Redheffer dizisi tanimlanacak ve

bu dizinin elemanlar1 i¢in ¢esitli 6zellikler elde edilecektir.
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Daha sonra bu dizi m-modiiliine gore incelenecek ve bu manada dizinin m-modiiliine

gore indirgenmesi sonucu olusacak periyodik dizi igin gesitli kurallar verilecektir.

Buna ek olarak, Redheffer dizisini genisleterek bu diziyi 2 ve 3 gerenli gruplarda, grup
elemanlar1 yardimiyla yeniden tanimlanacaktir. Bu anlamda 2 ve 3 gerenli gruplarin
Redheffer ve esas Redheffer orbitleri tanimlanacak ve bu orbitler incelenecektir.

Son olarak, elde edilen sonuglarin uygulamasi olarak, S, Simetrik grubu, Q,

Quarternion grubu, D,, Dihedral grubu ve Dihedral grubunun bir genislemesi olan

[2,q] grubunun Redheffer ve esas Redheffer orbitlerinin periyodlar: elde edilecektir.

{ R (n )} Redheffer dizisi asagidaki asagidaki gibi tanimlanir:

R(n-1)+R(n-2)+R(n-3), n=1mod3
R(n)=<R(n-3)+R(n-4), n=2mod3, n>3icin (4.2.1)
R(n—-3)+R(n-5), n=0mod3

burada R(1) =R(2) =0 ve R(3) =1 dir [22].

Deveci bu caligmada, n>1 icin Redheffer dizisinin elemanlar1 arasinda asagidaki

bagintilarin saglandigini géstermistir:
R(Bn+2)=R(@n+1)—-R(3n),
R(@n+3)=R(3n+1)—-R(3n-1),
R(Bn)=R(Bn-1)+1.

denklemleri elde edilmistir [22]. Ayrica N iizerinden tiimevarim yontemi uygulanarak,
n>1igin (R,)" matrisi agidaki gibi elde edilmistir:
R(3n+3)+R(3n+2) R(3n+1) R(3n+1)
(Ry)" = R(3n+1) R(3n+3) R(3n+2) 4.2.2)
R(3n+1) R(3n+2) R(3n+3)

det R, =—1 oldugundan Redheffer sayilari i¢in Simpson formiilii
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(R(3n+3)—R(3n+2) [(R(Sn +3)+R(3n+2))’ —2R(@n +1)2} = (-1)’

olarak elde edilir [22].

n>3 i¢in (4.2.1) esitliginden faydalanarak,

R(n+3)] [0 0 1 1][R(n+2)
R(n+2 1 0 0 Of R(n+1
(n+2)) ) = 2mod3 igin,
R(n+1) 01 0 0 R(n
| R(n) | |0 0 1 0] R(n-1)
'R(n+5)] [0 1 0 -1][R(n+4)
R(n+4 1 0 0 O0|R(N+3
(n+4)|_ (3| 1mod3 icin
R(N+3)| |0 1 0 0 ||R(n+2)
| R(n+2)| [0 0 1 O | R(n+1)
ve
Rn+4)] [1 1 1 07[R(n+3)
R(n+3 10 0 ||R(N+2
(n+3) = (n+2) , h=0mod3ig¢in
RN+2)| [0 0 1 -1| R(n+1)
R(n+1) 0 01 O R(n)
sonuclarina ulagilmistir. O halde n>1 igin
R@Bn+4)] [1 1 1 07[0 1 0 —-1][0 0 1 1][R(3n+1)
R@n+3)| (1 0 0 0|1 00 0|1 0 0 0| REn)
R@Bn+2)| |0 0 1 -1{/0 1 0 0]/0 1 0 O} R(3n-1
R(3n+1) 0 01 0001 000 1 0|R(@Bn-2
2 0 0 1][R@Bn+1)
|1 0 -1 0| R@3n)
|1 -1 0 0 R@n-1
1 0 0 0| R@Bn-2)

elde edilir [22].

Teorem 3.3.1: n pozitif bir tam say1 olsun. O halde
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1, ntekise

R(Bn+1)°-R@Bn+4)R(Bn-2) = i
-1, nciftise

dir [22].

Ispat: Oncelikle

2 0 01
1 0 -10
=1
1 -1 00
1 0 0O

yazilabilir. Ayrica N lizerinden timevarim yontemi ile,

R(3n+4) 0 0 R(3n+1)
R(Bn+3 0 -1 R(3n-1
N (3n+3) (3n ),ntekise
2 0 01 R@Bn+3) -1 0 R(@3n-1
1 0 -1 0 |R@Bn+1) 0 0 R(3n-2)
1 -1 0 0| |[RG@n+4) 0 0 R@n+l)
1 0 0O RBnh+2) 1 0 R(3
(3n+2) (3n) : n ciftise
R(Bn+2) 0 1 R(3n)
|R@n+1) 0 0 R(3n-2)

esitlikligine ulasilabilir.
3.3.2. m-modiiliine gore Redheffer Dizisi

Redheffer dizisini bir m-modiiliine gore indirgeyerek,
{R™ (n)} ={R™(1),R™(2),R™ (3),....R™ (i),...|
indirgemeli dizisi elde edilmistir. Burada, R™ (i)=R(i)modm dir.
Teorem 3.3.2: {R<m> (n)} dizisi basit periyodik bir dizidir [22].
ispat: A={(a,a,,a,)|0<a <m-1} olmak iizere |A|=m* olur ki bu da birbirinden

farkli sirali 3-lillerin sayisinin m*® oldugunu gosterir. Dolayisiyla bu sirali 3-liiler
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yardimiyla elde edilecek herhangi bir dizide, bu sirali 3-liilerin en az birinin tekrar
etmesi gerekmektedir ki bu tekrardan dolay1 dizinin periyodik oldugu goriilmektedir.

Boylece 1> j ve
R™(i+3)=R™(j+3),R™ (i+2)=R™ (j+2),R™ (i+1)=R™ (j+1)

ise i=jmod3 oldugu sonucuna ulasilmaktadir. Redheffer dizisinin tanimindan

faydalanarak,

R™(i-1)=R™(j-1),R™({i-2)=R™(j~2),....R™ (i j+1) =R™ (1)
denklikleri elde edilebilir ki bu da {R(m)(n)} dizisinin basit periyodik oldugunu gosterir.
{ R™ ( n )} dizisinin en kiicik ~ periyodu I ( m ) ile gosterilsin.
(Ry), ={(R,)'(modm)|i 20} olsun. det(R,)'=(~1) den dolayr (R,), devirli bir
gruptur. ‘(R?,)m‘, (Ry). grubunun mertebesini ve p asal bir say1 olsun. Buna gore

(4.2.2) den 1, (p) =3|(R,),| esitligi elde edilmistir.
Ornek 3.3.1:
{R®(n)}={0,011,01,21,2,2,01,0,2,0,2,2,011,212,0,0,01101,...}
ve
(R,)’ =1mod3

oldugundan | (3) = ?:KR3 >3‘ =24 tiir.

Teorem 3.3.3: p asal birsaytve u, I.(p)=1, ( p”) esitligini saglayan en biiyiik pozitif

tamsay1 olsun. O zaman her V>U igin |, ( pv) =p"1.(p) dir [22].
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Ispat: a pozitif bir tamsayr ve (RS)'r(pM) = (mod pa*l) olmak {iizere
(Ra)l’(paﬂ) = [(mod p?) dir. Burada | , 3x3tipinde birim matristir. Boylece | ( pa) nin

I ( pa+1) yi boldiigi goriilmektedir. Ayrica (RB)I'(pa) =1 +(I‘ij(a)- pa) yazilarak binom

acilimi yardimiyla,
R I, (p?)-p _ (a) @ . payi = | d a+l
(R)™7=(1+(52 - p")) Z(r p°)' =1 (mod p**)

esitligi elde edilir ki, bu esitlik yardimiyla | ( p“l) nin, | ( pa) y1 boldiigi sonucuna
ulasilmaktadir. Boylece | (p**)=1(p*) yada I (p**)=1(p®)-p olup, p tarafindan
béliinemeyen bir I‘ij(a) tamsayisinin meveut oldugu agiktir. u, 1. (p)=1, ( p“) esitligini
saglayan en biiyiik pozitif tamsay1 oldugundan | ( p" ) =l ( p“”) olur. 1. ( p" ) = ( p“”)
oldugundan p tarafindan boliinemeyen bir rij(‘”l) tamsayisinin mevcut olacagi aciktir.

Dolayistyla Ir(p““)ilr(p“”) sonucu elde edilmektedir. U iizerinden tiimevarim

yontemi kullanilarak ispat tamamlanmaktadir.

K
Teorem 3.3.4: p, ler farkli asal sayilari olmak iizere m=]]p, (k>1) olsun. O

i=1

zaman |, (m) =okek| 1, (p).1, (pg:),...1, (Pt )| dir [22]

&i

ispat: I,(pf‘), {R(pi )(n)} dizisinin periyot uzunlugu oldugundan bu dizi sadece

Al ( p; ), (2eN ) blogundan sonraki uzunlugun tekrarindan olusmaktadir. Ayrica

l,(m), {R(m)(n)} dizisinin periyot uzunlugu olup, i nin tiim degerleri igin {R(p?i)(n)}
dizisinin terimleri I,(m) nin tekrarindan olusmaktadir. O zaman | (m), i nin tim

degerleri igin A-I, (p;') seklinde olup bu sayr {R™(n)} nin periyodunu vermektedir.

Boylecel, (m)=okek| 1, (p?),1, (p5*),....1, (p? )| elde edilmektedir.
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3.3.3. Redheffer Dizisi ve Gruplardaki Esas Redheffer Dizisi

G, j-gerenli sonlu bir grup ve X, GxGxGx...xG nin alt kiimesi olsun. Eger
i

(Xl,xz,...,xj)eX ise G, X,X,,...,X; tarafindan iretilmektedir. (xl,xz,...,xj) ifadesi

G grubunun bir geren j -lisi olarak adlandirilmaktadir.

Her bir (xl, Xz,...,xj_l) e X geren j-lisi, AutG kiimesinin elemanlarinin etkisi altinda

X in |AutG| tane elemanina doniisiir. Bundan dolayr G grubu igin
d,(6)=|x|Aug
tane izomorf olmayan geren |-lisi vardir (burada |X| , X in elemanlarinin sayisini
Verir).
d, (G) notasyonu hakkinda ayrintili bilgiye [29] ¢alismasinda ulasilabilir.

Tanim 3.3.1: G sonlu bir grup olmak iizere A kiimesi tarafindan iretilen grup
G =(A) olsun. Burada A kiimesi, A={x,X,} yada A={x,X, X} dir. G grubunun

Redheffer orbiti agagidaki gibi tanimlanmistir:

i. G, 2-gerenli bir grup olsun. R(G) Redheffer orbitindeki (X, X,) e X

%%}

geren ¢ifti tarafindan iiretilen G nin elemanlarimin {a;} dizisi

A =X, 8 =X%,38=¢

baslangig degerleri ve i >1 igin,

aa ,a ., 1=1mod3,
a.,;=<a.,a, i =2mod3,
8,8, 1=0mod3.

olarak tanimlanir.
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ii. G, 3-gerenli bir grup olsun. R(G) Redheffer orbitindeki

{x0.% %}

(X, %,,%;) € X geren 3-liisii tarafindan iiretilen G nin elemanlarmim {a;} dizisi

=X, =X, =X

baslangic degerleri ve i >1 igin,

aa..a. , 1=1lmod3,
a.,;=<a,a, 1=2mod3,
a,,a, 1=0mod3.

olarak tanimlanir [22].
Teorem 3.3.5: Sonlu bir grubun Redheffer orbiti basit periyodiktir [22].

Ispat: G nin mertebesi n olsun. G grubunda ki birbirinden farkli sirali 3-liilerin
sayisinin n° oldugundan bu sirali 3-liilerden en az bir tanesinin G nin bir Redheffer
orbitinde iki defa goriilecegi agiktir. Doalyisiyla bu sirali 3-liler tekrar ettiginden

dolay1 Redheffer orbiti periyodiktir.
Redheffer orbiti periyodik oldugundan dolay,

a

il a a

i+2

jHl =85 8,3=8j3

yazilmaktadir. Burada mevcut olan i ve j dogal sayilar i¢in i> j dir. Redheffer

orbitinde tanimlanan baginti yardimiyla ve n>3 igin

a,(a,5) =a, ., i =2mod3 ise
a,(a,3)=2a,s i=0mod3 ise

yazilmaktadir. Bu nedenle @ = a; ve asagidaki baginti yardimuyla,

Qg =A@, =855y (1) T () T
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esitlikleri elde edilir ki bu da dizinin basit periyodik oldugu anlamina gelir. LR(G),,

R(G) . Redheffer orbitinin periyodunun uzunlugunu belirtir ve A kiimesi tarafindan

tiretilen G nin Redheffer uzunlugu olarak adlandirilir.

Tamm 3.3.2: G sonlu bir grup olsun. Eger G nin her elemani G nin Redheffer

orbitinde goriiniiyorsa, o zaman G grubuna Redheffer alt dizilenebilirdir denir.

Eger 0 € AutG ve (Xl, Xz,...,xj)e X ise (X149, X249,...,th9) e X oldugu agiktir.

B < G alt kiimesi ve 8 € AutG igin B kiimesinin & altindaki goriintiisii
BO={b6:b e B}

seklindedir [22].

Lemma 3.3.1: 6 AutG olsun. O zaman (R(G), )0 =R(G),, dir [22].

Ispat: R(G), ={a;} olsun. O zaman i >1 igin,

a,fa ,0a ,0, i=1mod3,
a,,,0=<4a_,60a0, I=2mod3,
a, ,6a,6, i=0mod3.

oldugundan {a,}0={a,6} dir.

Eger AUtG kiimesinin k tane elemani R(G), orbitini kendi iizerine doniistiiriir ise

A

0 AUtG igin |AutG||k tane farkli R(G), Redheffer orbiti belirlenebilir.

Tanmmm 3.3.3: G sonlu bir grup olmak iizere A kiimesi tarafindan iretilen grup
G =(A) olsun. Burada A kiimesi, A={xX,} ya da A={XX,, X} dir. G grubunun

Redheffer orbiti asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

i. G, 2-gerenli bir grup olsun. Herhangi bir € € AutG igin (xl,xz)e X geren

cifti icin m esas uzunluga sahip R(G){Xl ol = {b;} esas Redheffer orbiti
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b=x,b=x, b=e

baslangic degerleri ile 1 >1 igin

bbb ,, i=1mod3,
b,=4b,b, 1=2mod3,
b_,b, i=0mod3.

seklindeki indirgeme bagintisiyla tanimlanir. Burada m>1 i¢in
b =b,..0,b,=D,..0,....b; =b, 0
olacak sekilde en kii¢iik tamsayilardir.

ii. G, 3-gerenli bir grup olsun. Herhangi bir 6 AutG igin (X, X,,X;)€ X

geren lgliisii igin m esas uzunluga sahip R(G){X w - {b} esas Redheffer orbiti

b=x, b, =%, b=x

baslangi¢ degerleri ile i >1 igin

bbb ,, i=1mod3,
b,=4b,b, 1=2mod3,
b_,b, i=0mod3.

seklindeki indirgeme bagntistyla tanimlanir. Burada m>1 i¢in

b, =Dy 16,5, =By.0,..Bs =Dy 50

m+2-1 " — Mm+6

olacak sekilde en kii¢iik tamsayilardir.

BLR(G),, R(G), esas Redheffer orbitinin periyodik uzunlugunu belirtmektedir ve A

kiimesi tarafindan tiretilen G nin esas Redheffer uzunlugu olarak adlandirilmaktadir.

R(G) , €sas Redheffer orbiti m tane eleman igerdiginden dolay sonlu oldugu agiktir.

b

m-+i+1

Eger G, 2-gerenli bir grup ise, 1<i<5 ve b

m-+i !

G yi gerecek sekilde bir i
b

m-+i+1?

b

m-+i+3

tamsayis1 mevcuttur. Ayrica, G, 3-gerenli bir grup ise b G yi gerecek

m-+i !
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sekilde bir i tamsaymnin mevcut oldugu kolaylikla goriilmektedir. Boylece 6

doniisiimiiniin tek tiirlii olarak belirlenebilecegi sonucuna ulasilmaktadir [22].

Teorem 3.3.6: G sonlu bir grup ve G =(A) grubu A={x,x,} yada A={x, X, X}
kiimeleri tarafindan {iretilmis olsun. Eger LR(G)A =n ve BLR(G)A =m ise, m nin, n
yi boldigi goriilmektedir ve AutG kiimesinin R(G) , Y1 kendisi iizerine doniistiiren

n|m tane eleman vardir [22].

Ispat: 6 AutG otomorfizminin mertebesi t olmak iizere n = mt olsun.

R(G),=R(G),UR(G),,WR(G),,. v

A

oldugundan BLR(G), =BLR(G),, dir. Bu esitlik yardimiyla 1,6,6%,...,0"
doniistimlerinin R (G) , orbitini kendisi lizerine dontistiirdiikleri gortilmektedir. Boylece

ispat tamamlanmis olur.

3.3.4. Uygulamalar

Teorem 3.3.7: LR(S,) sl =3-BLR(S;) Ly =36 [22].

{ {

2

Ispat: Mertebesi 6 olan S, simetrik grubu <x,y:x2 =y’ =(xy) e> seklinde takdim

edilmektedir. R(S,) .y Redneffer orbiti

{

X, Y, €, XY, XY, X, X, €, Y2, YX, X, YX, XY, Y, € YX, YX, XY, Xy, &, y°, X,
XY, X, YX, Y, €, X, X, YX, YX, €, Y2, XY, YX, XY, X, Y,€, ..

seklinde olup x@=yx ve y@=y oldugundan LR(S?,){X , =36 ve BLR(S, ){X , =12

elde edilmektedir. Burada @, y* ye eslenik bir i¢ otomorfizmdir.

Ayrica S, simetrik grubunun her eleman: yukaridaki dizide ortaya ¢iktigi igin S,

simetrik grubu Redheffer dizilenebilir bir gruptur.

Teorem 3.3.8: LR(QB){W} =2 BLR(QB){M} =24 [22].
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ispat: Mertebesi 8 olan Q, quarternion grubu (x,y:x*=e,y* =x* yx=x"y) takdim

edilmektedir. R(QB){W} Redheffer orbiti

X, ¥, 6, XY, XY, X, X2, X2, Y, XY, X, Y%, X2, Y, €, WX, VX, X2, X, X2, Y, VX X3, XY, X, VL6,

seklinde olup x0=x* ve yf=y oldugundan LR(Q,) }=24 ve BLR(QS){W} =12

{xy

elde edilmektedir. Burada &, y ye eslenik bir i¢ otomorfizmdir.

Ayrica, Q, quaeternion grubunun bir elemam olan y* yukaridaki dizinin bir elemant

olarak ortaya ¢ikmadigi ig¢in Q, quaternion grubu Redheffer dizilenebilir bir grup

degildir.
Teorem 3.3.9:
i. LR(D,),,,, =BLR(D,),,, =12.
ii. >3 icin LR(D,,),, , =2-BLR(D,,),, =24 [22].

n

Ispat: Mertebesi 2n olan D, dihedral grubu <x,y:x2:y2=(xy) e> taktimi

tarafindan ele almsin. R(D,,) . Redheffer orbiti

{x

2 2
X, Y, XY, XY, X, (X)X, (Xy)™, XyX, yX, X, Xy, YXY, Y, €,
2

¥ Y% Y)Y, O ) Y (%) (%) Y0 XY, VXY, VX, X, Y8,
dir.

i. LR(D,),, ., = BLR(D4)W} =12 dir. Ciinkii Xd =x ve y@=y dir. Burada 6

xy} {

birim doniistimdiir.

ii. n>3 ise LR(D,,), , =24 ve BLR(D,,), , =12 dir. Ciinkii x0=yxy ve

{xy {xy}

y@ =y oldugundan €, y tarafindan konjugasyonla indirgenmis bir i¢ otomorfizmdir.
D, (4-grup), Dy, Dy ve D,, gruplarinin Redheffer dizilenebilir oldugu kolaylikla

gorilmektedir.
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Buna ek olarak n>6 igin D,, grubu Redheffer dizilenebilir bir grup degildir. Ciinkii

D,, Dihedral grubunun (Xy)3 eleman1 yukaridaki dizinin bir eleman1 olarak ortaya

cikmadigi i¢in D, grubu Redheffer dizilenebilir bir grup degildir.

q .
Teorem 3.3.10: LR([2,q]) , =60 ve BLR([2.q]), . =12 , n gift ise,

xy, {x.y.z}

3q, ntekise,
[22].

Ispat: Mertebesi 4q olan [2,q] grubu <x, yixt=y? =72 =(xy)2 =(xz)2 =(yz)' =e>
seklinde takdim edilmektedir. [2,0]=C, x D,, oldugu agiktir. Burada C, mertebesi 2

olan devirli bir gruptur. R([2, q]){x .., Redheffer orbiti

3
’

X, Y,Z,XyZ, Xy, xz,x(yz)2 . yzy, ¥, x(yz) x(yz)3 y,x(yz)2 Y,
x(y2)',(v2)" y.(y2) yox(vz) x(vz)" yox(yz) y.x(v2)

()" 902" yox(2) X(2)" yx(2)” X2 (2)° Yo (32) 3.
dir. Bundan faydalanarak
X, Y, Z,XYZ, Xy, XZ,. ..,
Zoivy = X(yZ)Zi v Zgiso :(yZ)Zi " V) Zgiz = (yZ A Y,

2i2+i-1

Lig = X(yz)2i+lv Lgis = X(yZ)Zi B Yy Zging = x(yz) Yoo

dizisinin genel hali tanimlanmistir. Ayrica en kii¢iik i e N ve ve N dogal sayilar i¢in

i =qv dir. Eger i =q secersek o zaman LR([Z,q]) )= 6q elde edilmektedir.

{x.y,

> g

Eger q=0mod4 ise o zaman, x0=x(yz)z, y0=(yz)*y ve z0=(yz) ~y den

2
dolayr BLR([2.q]) :%q dir. Burada 9%—37‘1

(xy.2) =a modq dir ve 6 mertebesi 4

olan bir dis otomorfizmdir.
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a

Eger q=2mod4 ise o zaman, xH:x(yz)%, yo=x(yz)*y ve z0=x(yz) ~y den

2
dolay BLR([Z,q]){ny‘Z} :3?q dir. Burada 9(q{;2) +15(q4_2)+3sa2 modq dir ve @

mertebesi 4 olan bir dis otomorfizmdir.

Eger N tek ise 0 zaman, X0 =X, y@=xy ve z6=xz den dolayr BLR([2,q])  =3q

xy.z)

dir. Burada @ mertebesi 4 olan bir dis otomorfizmdir.

Ayrica, [2,q] grubunun yz elemani yukaridaki dizinin bir elemani olarak ortaya

¢cikmadigi i¢in [2, q] grubun Redheffer dizilenebilir bir grup degildir.
Teorem 3.3.11:
I LR(A4){ny’Z} =3 BLR(A4){x,y,z} =18.

ii. LR(A,),,.,, =3-BLR(A),,,, =72 [22].

Ispat: Mertebesi 12 olan A, alterna grubu (x, y,2:x =y =2 =xyz= e> ya da

3

<X, yixi=y’= ( xy) e> seklinde takdim edilmektedir.

3-gerenlilerin durumunu diisiinelim. z=y®x oldugu agiktir. R(A4){ny‘z} Redheffer
orbiti

X, Y, Z,8, XY, YXY, YXYZ, XY, YXY, € XYX, Y2, YEXY, XYX, V2,8, Y, Y2 X, X, ¥, Z, ...
seklinde olup Xx0=y’xy, yO=xyxve zO=y? oldugundan LR(A4){x,y,z} =18 ve

BLR(A4){X’y’Z} =6 olarak elde edilir. Burada @, Xy® ye eslenik bir i¢ otomorfizmdir.

Ayrica, {X, Y, Z} geren kiimesi i¢in A, alterna grubu Redheffer dizilenebilir degildir.

Cunkii R(A,)) ( orbiti on tane farkli elemandan olusuyorken A, grubu 12 elemana

X,Y,2}

sahiptir.
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2 -gerenlilerin durumunu distinelim. R(A,) xy) orbiti

X, ¥,€, XY, XY, X, Y2, Y°X, XyX, Y2X, YX, yXy?, €, yxy?, yxy, Y2, yxy, yxy, v,

Xy, XY, XyX, YXyZ, YXY, YXY, Y, €, XyX, XyX, Y2XY, Y, YXY, YX, yXy, Xy, X, €,

X, XY2, Y2 % XY2, Y, YEX, XYX, YX, X, X2, YXYZ, Y€, VX, VX, YXYZ, Y2 XY 2, Xy, Xy,

XyX, Y2Xy, €, VXY, Y2X, Y2, Y2XY, Y2X, Y, YXY, VX, XY, Y2XY, Y2X, X, Y, €, ..
seklinde olup, periyodu 72 dir. Yani, LR(A4){x,y}:72 dir. Burada x@=yxy’ ve
y6 =y oldugundan BLR(A4){X’Y} =24 olarak elde edilir. Burada @,y ye eslenik bir i¢

otomorfizmdir.

Ayrica, {X,y} geren kiimesi igin A, alterna grubunun biitiin elemanlari R(A)y,

orbitinde ortaya c¢iktigindan dolayr bu grup {X, y} geren kiimesine gore Redheffer

dizilenebilirdir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Bezout Matrisi Yardimiyla Devirli Gruplar

Bu boliimde, Kk -basamak ile (k—l) -basamak Fibonacci dizileri, genellestirilmis
k -mertebeden  Pell ile genellestirilmis (k—1)-mertebeden Pell dizileri ve

genellestirilmis  k -mertebeden Jacobsthal ile genellestirilmis (k—l) -mertebeden

Jacobsthal dizilerinin karakteristik polinomlarina karsilik gelen Bezout matrisleri
tanimlacaktir. Bu matrislerin kuvvetlerinin m-modiiliine indirgenmesi suretiyle bu
matrislerin determinatlarinin m-modiiliine gére durumu goz aliarak devirli gruplar

tiretilecek ve bu devirli gruplarin genis bir sekilde incelenecektir.

k -basamak Fibonacci, genellestirilmis K -mertebeden Pell ve genellestirilmis
k -mertebeden Jacobsthal dizilerinin Kkarakteristik polinomlar: sirasiyla asagidaki

gibidir:

RT(X)=x“=xt——x-1,
R”(X)=x*—2x"* —x?—..-x-1
ve
P (X)=x =Xt —2x* 2 =X ° —... -1,

R7(x), PR (x) ve P’(x) polinomlart i¢in Bezout matrislerini asagidaki gibi
yazilabilir.
Tanmim 4.1.1: Her k>3 pozitif tamsayisi i¢in, B, (PF R (X ) [bd Bezout
matrisi asagidaki gibidir:

0, i<t<k,

2, i=t<k,
071 1 (0<t<i<k); (t=0vei=k),

-1, (t=0vei<k); (t<nvei=k).
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yani,

-1
-1
B, (R"(x),RP%, (X)) = M :
-1
-1-1- -1 1_k><k
dir. Burada M matrisi
o 0 -
0O -0 2
M=[: ... .
0 21
2 11 1_(k—l)><(k—1)
seklindeki kare bir matristir [21].
Ornek 4.1.1:
0 0 0 2 -1]
o 0 2 1 -1
B,(R (x).P (x))= 0 2 1 1 -1|.
2 1 1 1 -1
-1 -1 -1 -1 1]

Tamim 4.1.2: Her k >3 pozitif tamsayzst igin, Bk(P Pkpl ) [ ] » Bezout

matrisi asagidaki gibidir:

Eger k =3 ise B(P(x), P, (x)) Bezout matrisi

-1 3 -1
3 4 2
-1 -2 1

dir.
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Eger k =4 ise B,(P(x),P"(x)) Bezout matrisi

0 -1 3 -1
-1 2 2 -1
3 2 4 2
-1 -1 -2 1
dir.
k>5 olmak lizere B, (P x), R, (x ) [ ] . Bezout matrisleri asagidaki formda
tanimlanir:

0, 1<i<t<k-1,

(2<i<k-1lvet=i-lyadat=0);(i
by y=1-2 (i=k-lvet=-1);(i=k vet=0),

(i=1lvet=0);(i=k-1vet=k-2),
4, i=k-1vet=0,

1,  diger durumlarda.

yani, k >5 i¢in

3 1
2 -1

Mo
B, (P’ (x), P71 (x))= -
3 2.2 4 -2
111 —2 1

dir. Burada M matrisi
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[0 0 0 0 -1]
0 0 0 -1 2
0---0 -1 2
M = . -. -. .
0-1 2 1
__1 2 1 1 l_(k—Z)x(k—Z)
seklindeki kare bir matristir [21].
Ornek 4.1.2:
0 0 0 -1 3 -1]
0 0 -1 2 -1
0 -1 2 2 -1
B,(P" (x),P"(x))= :
6( 6 ( ) 5 ( )) -1 1 2 1
3 2 2 4 -2
-1 -1 -1 -1 -2 1]
k >3 i¢in

det B (PkF (x), PkF—l(X)) = det B, (Pkp (%), Pk:(x)) :{

sonucu elde edilir.

Tamm 4.1.3: Her k>3 pozitif tamsayis1 icin, Bk(PJ

matrisi asagidaki gibidir:

Eger k =3 ise B;(P’(x), P’ (x)) Bezout matrisi

3 3 =2
3 1 -1
-2 -1 1

dir. Eger k =4 ise B, (P (x),P’(x)) Bezout matrisi
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0 3 3 -2

3 6 1 2
3 1 1 1
-2 -2 -1 1

dir. k=5 olmak iizere Bk(PJ R (x ) [bu] Bezout matrisleri asagidaki

formda tanimlanir:

0 1<i<t<k-1,

3, (I<i=t<k-1);(i=k-1vet=k-2);(i=1vet=0),
6, 2<i<k-1lvet=i-1,

1, (2<i<k-lvet=i-lyadat=0);(i=k vet=-1),
(i=k-1vet=-1);(i=k vet=0),

-2, (1<i<k-1lvet=-1);(i=k vel<t<k-1),

4, diger durumlarda.

i(k—t-1) —

yani; k>5 igin

3 -2
1 -2
M : :
B, (R (x),Rly(x))= I
3 1- 1 -1
2-2..-2 -1 1],

dir. Burada M matrisi

[0---0 0 O 3
0 0 0 3 6
0---0 3 6 4
M = : S
0 6 4 4
3 6 4 4 - 4_(k—2)><(k—2)

seklindeki kare bir matristir [21].
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k>3 igin detB, (PkF (x),R, (X)) =det B, (PkP (x),P, (X)) =+1 oldugundan m=>2
i¢in <Bk (H(F (x),R%, (X))> ve <Bk (ka (x), Pk:(x)» kiimeleri devirli gruplardir

(detB, (R (%), Py (x)),m)=1 dir.

Teorem 4.11: M matrisi B (R"(x),R%5(x)), B(R"(x),R’1(x)) ve
B, (PkJ (x), PkJ_l(X)) matrislerinden herhangi biri olmak iizere p, (detM, p)=1 olacak

esitligini saglayan pozitif bir tamsay1 olsun.

sekilde bir asal say1 ve «, ‘(M )p‘ = ‘(M >pa

Bu takdirde her 1>« igin ‘(M) Jd=p

p ‘

=p M)p‘ dir [21].

Ispat: k>3 ve m>2 i¢in <Bk (PkF (x),R, (X))> devirli grubunu goz 6niine alalim. a

pozitif bir tamsay1 ve KBk (ka (x),R5, (x))> ‘ , 0(m) ile gosterilsin. Eger

(8.(R7 (x),PE ()" =1 (mod p*2)

ise (Bk(PkF(x),PkF_l(x)))O(pm)EI(mod p*) dir. Burada I, kxk tipinde birim

matristir. Bdylece o(pa“) nin O(pa) y1 boldigi goriilmektedir. Ayrica

(Bk (PkF (X), P (X)))O( ") =1+ (b..(a) . pa) yazilarak binom a¢ilim1 yardimiyla

1

(8. (R 02 0 (1o ) () = ()

esitligi elde edilir ki bu esitlik yardimuyla of pa“)_ nmn o( p*)-p y1 boldiigii sonucuna
ulagilmaktadir. Boylece o p**)=0(p*) yada o(p**)=0(p*)-p olur p tarafindan
bolinemeyen bir b,® meveut oldugu durumda o p**)=0(p®)-p esitliginin gegerli
olacag agiktir. a, 0(p)=0(p“) esitligini saglayan en biiyiik pozitif tamsay:

oldugundan 0( p“) # 0( p‘”l) olur. 0( p“ ) # 0( p‘“l) oldugundan p tarafindan

boliinemeyen  bir bij(a) tamsayisinin  mevut olacagi agiktir.  Dolayisiyla
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O(p“+l)¢0(p“+2) sonucu elde edilmektedir. « {izerinden tiimevarim yontemi

kullanilarak ispat tamamlanmaktadir.
<Bk (ka (x),R, (X))> ve <Bk (F’kJ (x),R, (X))> devirli gruplari icin ispatlar
yukaridakine benzer olarak yapilabilir.

Ornek 4.1.3:

L |(B: (R7 (x), PF (x))), |~ 48
olup,
KBS (RF ()R ()., ‘ —~1936973136 = 7°- 48 dir.
i. (B, (P (x), P (¥)), | =12
olup,
K B, (P’ (x).P} (x))>nzo‘ — 733909085380974555492 =11° .12 dir.
ii. (B, (P (x),R (x))),| =104
olup,
(B2 (P (x),P (x)),.| - 634765625000 =5 104
dir.

Teorem 4.12: G, <Bk(F{f(x),PkF_l(x))>m, <Bk(F{<P(x),F{fjl(x))>m ve

<Bk (R(J (x),R. l(x))>m devirli gruplarindan herhangi biri olsun ve p, ler farkli asal

t
sayilar olmak tizere m=] ] py, (t =1) olsun. O zaman,
n=1
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|G,,| = okek UG .
Py

G =

G.

Pk :|

dir [21].

Ispat: 2{m igin <Bk (PkJ (x),R 1(x))> devirli grubunu oldugunu goz oniine alalim.

1<i<t icin |(B,(R(x).R(x))  [=u, ve KBK(PkJ(x),PkJ_l(x)»m‘:u olsun. O
Zaman
Py & i> ],
(Bk(PkJ(x),PkJ,l(x)))“n —prs,+L Q=]
O i<j,
ve
mgi'j, > ],
(Bk(PkJ (x),ij_l(x)))u y mgi'j +1, =],
me;, i<j,

esitlikleri elde edilir. Burada 0<i, j<k i¢in, &; ve 5;]- tamsayilardir. 1<n<t i¢in
m=c-p{ oldugundan u, m=c-u formundadir. Béylece |u| = okek [u,,u,, -+, u, ]
esitliginin saglandig1 dogrulanmis olur.
<Bk (PkF (x),R, (X))>m ve <Bk (Pkp (x),R%, (x))>m devirli gruplari igin ispatlar
yukaridakine benzer olarak yapilabilir.

Ornek 4.1.4:

. KBS(PSF (x).P5 (X)),

1375=5"-11 den dolay |(B (R (x), P (x))),,| = 259350 = okek [1950,1330] i

—52.78=1950, KBH(PJ (%), RS (x))>n‘ ~1330 ve
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ii. -7=112,

(B, (R (%).P7 (x)))| =

ve 2592 =2°.3" den dolay:

(Bo(PF (%),PF (x)),| =326 =702

(B2(P7 (x),PF (x))),,,,| = 39312 = okek[112, 702] dir

ii. (B, (P? (x). P} (x (8. (P (x),P (x))),| =104,
(8. (P! (x), P (x))),|~114 ve 105-35.7
den dolayr |(B, (P (x), P (x))), | = 29640 = okek [20,104,114] dir.

Sonuc 4.1.1: M, B, (R7(x),R5,(x)), B (R’ (x).R%,(x)) ve B (R’ (x),R},(x)). ve

matrislerinden herhangi biri ve p de p>k ve (detM, p)=1 olacak sekilde bir asal

say1 olsun. O zaman p <2999 ve 0<v<k+1 icin ‘(M )p‘ p“*? —p* dir [21].
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TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, swrasiyla B (x), B’(x) ve B’(x) k-basamak Fibonacci,
genellestirilmis K -mertebeden Pell ve genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal
dizilerinin Karakteristik polinomlar olmak iizere k>3 igin B, (P (x),R%, (X)),
Bk(PkP(X),PkFil(X)) ve Bk(PkJ (X),Pkil(x)) matrisleri tanimlanmistir. Tanimlanan

matrislerin kuvvetlerinin m-modiiliine gore indirgenmesi sonucu bu matrisler tireteg
olarak secilerek devirli gruplar elde edilmis ve farkli m degerleri i¢in elde edilen devirli

gruplarin mertebeleri ¢esitli formiillerle belirlenmistir.

87



KAYNAKLAR

[1] Agargiin, A.G. and Ozdag, H., “Lineer Cebir ve Coziimlii Problemleri”, Birsen
Yaynevi, istanbul, 2008.

[2] Barnett, S., “A note on the Bezoutian matrix”, SIAMJ. Appl. Math., 22 (1), 84- 86,
1972.

[3] Basar, F., “Lineer Cebir”, Siirat Universite Yaynlari, istanbul 2012.

[4] Bateman H. and Erdelyi A., “Higher Transcendental Function”, McGraw-Hill,
Vol.2, 1953.

[5] Bicknell, M., "A Primer on The Pell Sequences and Related Sequences"”, The
Fibonacci Quart., 13 (4), 345-350, 1975.

[6] Campbell, C.M. and Campbell, P.P., “The Fibonacci Lengths of Binary Polyhedral
Groups and Related Groups”, Congr. Numer., 194, 95-102, 2009.

[7] Campbell, C.M. and Campbell, P.P., "The Fibonacci Length of Certain Centro-
Polyhedral Groups”, J. Appl. Math. Comput, 19, 231-240, 2005.

[8] Cayley, A., “Note sur la method d’elimination de Bezout”, J. Reine Angew. Math.,
53, 366-367, 1857.

[9] Computing the summation of the Mobius function by Marc Deléglise and Joél
Rivat Experimental Mathematics VVolume 5, Issue 4291-295.

[10] Callalp, F., “Soyut Cebir” Istanbul 2001.

[11] Deveci, O. , 2011. “The Polytopic k-step Fibonacci Sequences in Finite
Groups” Discrete Dyn. Nat. Soc., Volume 2011, Article 1D 431840, 12 pages,
http://dx.doi.org/10.1155/2011/431840, 2011.

[12] Deveci, O. and Karaduman, E., “The cyclic groups via the Pascal matrices and
the generalized Pascal matrices”, Linear Algebra and its Applications, 437, 2538-
2545, 2012.

[13] Deveci, O. and Karaduman, E., 2012. “ The Generalized order-k Lucas
Sequences in Finite Groups”, J. Appl. Math., Volume 2012, Article ID 464580, 15
pages, http://dx.doi.org/10.1155/2012/464580, 2012.

[14] Deveci, O. and Karaduman, E. (to appear). “The Pell Sequences in Finite
Groups”, Util. Math.

88


http://dx.doi.org/10.1155/2011/431840
http://dx.doi.org/10.1155/2012/464580

[15] Deveci, O. (to appear). “The Pell-Padovan Sequences and The Jacobsthal-
Padovan Sequences in Finite Groups”, Util. Math.

[16] Deveci, O. and Akiiziim, Y., “The Cyclic Groups via MacWilliams and
Chebyshev Matrices”, Journal of Math. Reseacrh, 6 (2), 55-58, 2014.

[17]  Deveci O., Akdeniz M. and Karaduman E., ’The generelized Pell p-sequences
in groups’’, Ars Comb., 120, 383-401, 2015.

[18] Deveci, O. and Karaduman, E., “On the Basic k-nacci Sequences in Finite
Groups”, Discrete Dyn. Nat. Soc., 639476-1-639476-13, 2011.

[19] Deveci, O. and Karaduman, E., “Requrrence Sequence in Groups”, Lambert
Academic Publishing, Germany, 2013.

[20] Deveci, O. and Y. Akiiziim, “The Recurrence Sequences via Hurwitz Matrices”,
The Scientific Annals of “Al-1. Cuza” University of lasi, 2014.

[21] Deveci, O., Akiiziim, Y., Karaduman, E. and Erdag, O., “The Cyclic grups via
Bezout matrices”, Journal of Mathematics Research, Vol. 7 (2), 34-41, 2015.

[22] Deveci, O., (baskida), “The Redheffer Sequences and Its Applications”.

[23] Dummit, D. S. and Foote, R. M., “Abstract Algebra”, 3™¢ editon (John Wiley &
Sons,Inc.), 2004.

[24] Everest, G., Poorten, A.V.D., Shparlinski I. and Ward, T., “ Recurrence
Sequences” , Amerikan Mathematical Society, 2003.

[25] Gandhi, B. K. and Reddy, M. J., “Triangular Numbers in the Generalized
Associated Pell Sequence”, Indian J. Pure appl. Math., Vol. 34 (8), 1237-1248,
2003.

[26] Gogin, N. and Hirvencalo, M., “Recurrent Construction of MacWilliams and
Chebyshev Matrices”, Fundamenta Informaticae, 116(1-4), 93-110, 2012.

[27] Gogin, N. and Hirvencalo, M., “On the Generating Function of Discrete
Cheyshev Polynomial”, TUCS technical Reports, 819, Turku Centre for Computer
Science, 2007.

[28] Gogin, N.D. and Myllari, A.A., “The Fibonacci-Padovan Sequence and
MacWilliams Transform Matrices”, Programing and Computer Software, Published
in Programmirovanie, 33 (2), 74-79, 2007.

[29] Hall, P., “The Eulerian functions of a group”, Quart. J. Math., 7, 134-151, 1936.

89



[30] Hirvencalo, M., “Studies on Boolean Functions Related to Quantum
Computing”, Ph.D. Thesis, Univesity of Turku, 2003.

[31] Horadam, A.F., "Pell Identities”, The Fibonacci Quart., 9 (3), 245-252, 1971.

[32] Hosenberg R., "The Matrix Q", Mathematical Gems Ill. Washington, DC:

Math. Assoc. Amer. 106-107, 1985.

[33] Householder, A., “Householder, Bezoutians, Elimination an Localization”, SIAM
Review, 12, 73-78, 1970.

[34] Hurwitz, A. “Ueber die Bedingungen unter welchen eine gleichung nur Wurzeln
mit negative reellen teilen besitzt”, Mathematische Annalen, 46, 273-284, 1895.

[35] Johnson, D.L., Presentations of Groups, and edition, London Math. Soc. Student
Texts 15, Cambridge University Press, Cambridge, 1997.

[36] Kalman, D., “Generalized Fibonacci Numbers by Matrix Methods”, The
Fibonacci Quart., 20 (1), 73-76, 1982.

[37] Karakas, H.I., “Cebir Dersleri”, Tiiba Yayinlari, Ankara, 2010 (ikinci baski).

[38] Kilig, E. and Tasg¢1, D. "The Generalized Binet Formula, Representation and
Sums of the Generalized order —k Pell Numbers", Taiwanese J. Math., 10 (6),
1661-1670, 2006.

[39] Knox, S.W., “Fibonacci Sequences in Finite Groups”, The Fibonacci Quart., 30
(2), 116-120, 1992.

[40] Koken, F. and Bozkurt, D., “On The Jacobsthal Numbers by Matrix Methods”,
Int.J. Contemp. Math. Sciences, 3 (13), 605-614, 2008.

[41] Lu, K. and Wang, J., “ k-step Fibonacci Sequence Modulo m”, Util. Math., 71,
169-178, 2007.

[42] Mac Lane, S. and Birkhoff, G., Algebra, 3rd ed. New York: Chelsea, 1993.

[43] MacWilliams, F.J. and Sloane, N.J.A., “The Theory of Error-Correcting Codes”,
North-Holland, 1977.

[44] Redheffer, R.M., “Eine explizit l6sbare optimierungsaufgabe, Internat.
Schriftenreihe Numer. Math., 36, 1997.

[45] Sylwester, J.J., “On a theory of the syzgetic relations of two rational integral

functions, Comrising an application to the theory of Strum’s functions, and that of

90



greatest algebraical common measure”, Philosophical Transactions of The Royal
Society of London, 143, 407-548, 1853.

[46] Silvester J.R., “Fibonacci Proporties by Matrix Methods”, Mathematical
Gazette, 63, 188-191, 1979.

[47] Tasgi, D. and Kilig, E., “On the order-k Generalized Lucas Numbers”, Appl.
Math. Comput., 20, 171-180, 2006.

[48] Tasc1, D., “Lineer Cebir”, Gazi Kitapevi, Ankara, 2005 (li¢iincii baski).

[49] Tasci, D., “Soyut Cebir”, Alp Yaymevi, Ankara 2010 (ikinci baski).

[50] Tas, S. and Karaduman, E., “The Padovan Sequence in Finite Grup”, Chiang
Mai, Journal of Science, 41(2), 456-462, 2014.

[51] Wall, D.D., “Fibonacci Series Modulo m” , Amer. Math. Monthly, 67, 525-532,
1960.

[52] Yilmaz, F. and Bozkurt, D. “The Generalized order-K Jacobsthal Numbers”, Int.
J. Contemp. Math. Sciences, 4 (34), 1685-1694, 20009.

91



OZGECMIS
Adi Soyadr: Ozgiir ERDAG
Dogum Yeri: KARS
Dogum Tarihi: 10.07.1986
Medeni Hali: Bekar
Yabanci Dili: ingilizce
Egitim Durumu (Kurum ve Yil)
Lise: Kars Cumhuriyet Lisesi (2000-2004)

Lisans: Erzurum Atatiirk Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii
(2008-2012)

Yiiksek Lisans: Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali

Yaymlart: Deveci, O., Akiiziim, Y., Karaduman, E. and Erdag, O., “The Cyclic grups

via Bezout matrices”, Journal of Mathematics Research, Vol. 7 (2), 34-41, 2015.

92



