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OZET

Bilindigi gibi Pell dizisi baslangic degerleri P, =0, P, =1 olmak iizere n>1 igin

P.=2P+P

n+l

yineleme bagintisina sahip bir dizidir. [21]’da Kili¢ ve Tasci, bu tanimi gelistirip
genellestirilmis K -mertebeden Pell dizisini tanimlamiglardir. Deveci, [3]’deki
calismasinda bu konsepti daha ileri gotiriip, genellestirilmis Kk -mertebeden Pell
dizisinin  karakteristik polinomuyla elde ettigi dairesel matrisi kullanarak,

genellestirilmis k -mertebeden Pell-dairesel dizisini elde etmistir.

Bu calismada genellestirilmis K -mertebeden Pell-dairesel dizisinin tanimindan yola
¢ikarak birinci, ikinci ve tglincii tiirden Pell-dairesel dizilerini elde ettik. Sonra, bu
dizilerin elemanlar1 ile dizilerin iirete¢ matrisleri arasinda bagintilar ortaya koyduk.
Ayrica, lirete¢ matrisleri ve dizilerden elde edilen bagmtilarla tiretilen devirli gruplar
ele alip mertebelerini inceledik. Daha sonra birinci ve tgiincli tiirden Pell-dairesel
dizilerini gruplara tasiyarak dizilerin sonlu gruplarda basit periyodik oldugunu
gosterdik. Son olarak farkli r degerleri icin F(r,2) Fibonacci grubunda birinci ve
tiglincii tiirden Pell-dairesel orbitlerinin periyotlarini hesapladik. Hesaplanan periyotlar,

bir ¢izelge olarak metnin son kisminda verilmistir.

2016, 104 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Pell dizisi, Genellestirilmis Kk -mertebeden Pell Dizisi,
Genellestirilmis Kk -mertebeden Pell-dairesel Dizisi, Karakteristik Polinom, Ureteg

Matris, Devirli Grup, Mertebe, Sonlu Grup, Fibonacci Grubu.

Vi



ABSTRACT

It is well-known that the Pell sequence {P,} is defined recursively by the equation

P

n+1

=2 +R,
for n>1, where B, =0,R, =1.

In [21], Kilic and Tasci defined the generalized order-k Pell sequence, {Pnk}. Further,

Deveci [3] defined the generalized order-k Pell-circulant sequence by using the circulant
matrix which is obtained from the characteristic polynomial of the generalized order-k
Pell sequence. In this work, we define the Pell-circulant sequences of the first, second
and third kind by the aid of the generalized order-k Pell-circulant sequence. Then we
obtain the relations between the elements of the sequences and generating matrices of
the sequences. Also, we consider the cyclic groups which are generated by the
generating matrices and the auxiliary equations of the defined recurrence sequences and
then we study the orders of these groups. After that, we defined the Pell-circulant
sequences of the first and third kind on finite groups and demonstrated that the
sequences are simple periodic. Furthermore, we displayed the periods of the Pell-

circulant sequences of the first and third kind by a chart, for several r values on F(r,2)
group.
2016, 104 Pages

Keywords: Pell Sequence, Generalized Order-k Pell Sequence, Generalized Order-k
Pell-Circulant Sequence, Characteristic Polynomial, Generating Matrix, Cyclic Group,
Order, Finite Group, Fibonacci Group.
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Pell-dairesel dizilerinin periyodu
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X C, Gruplarda tanimlanan K . tiirden Pell-dairesel dizisinin n.
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1.GIRIS

Kalman,[19]’teki c¢alismada Fibonacci dizisinin elemanlarin1 matrislerle ifade ederek
dizilerle ilgili arastirmalar1 matrislere entegre etmis ve dizilerin elemanlarinin elde

edilmesi alaninda yeni bir ¢aligma sahasi olusturmustur.

Lii ve Wang’in [23]’deki ¢alismasiyla tanistigimiz 6zel matrisler yardimiyla devirli grup
elde etme yontemi g¢alismamizin ana metodunu teskil etmektedir. Li ve Wang’in
calismasinda genellestirilmis Fibonacci matrisinin m modiiliine gére ¢arpimsal katlari
alinarak devirli gruplar elde edilip, bu devirli gruplarin mertebelerinin, m modiiliine

gore k -basamak Fibonacci dizilerinin periyotlarina esit oldugu gosterilmistir.

[10]’daki ¢alismada Deveci ve Karaduman, konsepti, genellestirilmis K -mertebeden
Pell dizilerine genisleterek, tanimladiklart dizinin {irete¢ matrisi yardimiyla devirli
gruplar elde etmis, daha sonra dizinin m modiiliine gore periyodu ile elde edilen devirli

gruplarin mertebeleri arasindaki iliskiyi ortaya koymuslardir.

Yine Deveci, [3]’deki ¢alismasinda, Davis’in [2]’deki dairesel (circulant) matris tanimi
1s1¢inda genellestirilmis Kk -mertebe Pell-dairesel matrislerini  ve k -basamak Pell-
dairesel dizilerini tanimlamis, sonra da bu dizilerin elemanlar1 ve iirete¢ matrisleri

arasinda bagntilar kurmustur. Aymi calismada Deveci, Kk -basamak Pell-dairesel

dizilerini gruplara tasiyip dizinin periyotlarin1 D, dihedral grubunda hesaplamistir.

Biz de Deveci’nin [3]’deki ¢alismasindan yola ¢ikarak birinci, ikinci ve {igilincii tiirden
Pell-dairesel dizilerini olusturup, dizilerin katsayilar1 yardimiyla elde ettigimiz {reteg
matrislerini konumuzun ana unsurlari olarak kullandik. Buna gore, g¢alismamizda
asagida belirtilen birinci tlirden Pell-dairesel dizisi ve bu dizinin katsayilar1 vasitasiyla

elde ettigimiz iirete¢ matrisi goz oniline alinirsa, yani

21 -1
PC! =-2PC!, +PCL,~PCL, ve M,=[1 0 0
0 1 0



igin M, iireteg matrisinin ¢arpimsal katini, mertebesini, PC} dizisinin elemanlariyla
arasindaki bagmtilarin1 ortaya koyduktan sonra bu diziyi m modiline gore
indirgeyerek {PC}(m)} ={PC{(m),PC;(m),PC;(m),...,PC}(m),...} dizisini elde edip,

lirete¢ matrisi yardimiyla tammladigimiz devirli grubu inceledik. Oyleki bu durumda

asagidaki matrisi ve devirli grubu elde ederiz:

PC;+3 PCrlHZ - I:)Crlvrl _PCiJrZ
(Ml)n = PCrLz PCr]1-+1 - PCi _PCr::Jrl
F’Ci+l F’Crl]+2 + 2F’Ci+1 —PC#

(M,), ={M;(modm)|i=0}

Ayni islemleri ikinci ve tiglincii tiirden Pell-dairesel dizileri icin de gerceklestirip,
devirli gruplarin mertebeleri arasindaki bagintilarla, m modiiliine gore indirgenen

dizilerin periyotlarinin genel formiilerini elde ettik.

Ayrica birinci ve ligiincii tiirden Pell-dairesel dizilerini sonlu gruplara tasiyip dizilerin
sonlu gruplarda basit periyodik oldugunu gosterdik. Ornegin, birinci tiir igin dizinin

gruplardaki karsilig

-2

x'c, =(X'c,,) (X'c,,)(X'C,,)

olarak elde edilmistir. Son kisimda, uygulama olarak farkli r degerleri i¢in birinci ve
tiglincii tiirden Pell-dairesel dizilerinin F(r,2) Fibonacci grubundaki periyotlarini

hesapladik.



2.KURAMSAL TEMELLER
2.1.Gruplar

2.1.1.Temel Kavramlar
Tanmm 2.1.1: G bostan farkli bir kiime olsun. a,b € G olmak iizere

*:.GxG—>G
(a,b) > ax=b

doniisimii G {izerinde tanimlanmis bir ikili islem olarak adlandirilir ve (G,*) ikilisi

cebirsel yap1 adin1 alir[30].

Tanmm 2.1.2: G bir kiime olsun. Her a,b,c € G i¢in:

i. a(bc)=(ab)c esitligi saglaniyorsa G kiimesi * ikili islemine gore birlesmelidir
(ya da asosyatiftir).

ii. ae=ea=a esitligini saglayan bir € eleman1 varsa bu eleman G kiimesinin *
ikili iglemine gore birim elemanidir.

iii. aa'=a'a=e esitligini saglayan bir a™ eleman: varsa bu eleman * ikili
islemine gére a elemaninin tersidir.

iv. ab=Dba esitligi saglamyorsa isleme degismelidir. Bu ozellik igin bazi

kaynaklarda komutatif ya da Abelyen ifadesi de kullanilir[30].

Tamm 2.1.3: G kiimesi, {izerinde tanimlanan islemle bir cebirsel yap1 olsun. Bu yap1
sadece birlesme Ozelligini saglarsa yar1 grup; birlesme 6zelligine ve birim elemana

sahipse monoid adin1 alir[30].

Tanmmm 2.1.4: G kiimesi, iizerine tanimlanan islemle bir cebirsel yap1 olsun. Bu yap1
birlesme oOzelligine, birim elemana ve ters elemana sahipse grup adimi alir. Bu

ozelliklere ek olarak islem degisme 6zelligine sahipse G, Abelyen grup adini alir[30].



Ornek 2.1.1: M,(R) reel sayilardan olusan 2x2 tipli matrislerin kiimesi olsun. Bu

kiime, matrislerdeki toplama islemine gore Abelyen bir gruptur. Burada 2x2 tipli

00
0 [0 0} matrisi grubun birim elemanidir. Ayrica a,b,c,d e R olmak tizere her

-a -b

a b
Az{C d} matrisinin tersi A‘lz{ } formundadir ve grubun elemanidir.

C —

Bilinen toplama islemi ile birlesme ve degisme 6zelligi gosterilebilir[20].

Ornek 2.1.2: M;(R) reel sayilardan olusan 2x2 tipli determinanti sifirdan farkli

matrislerin kiimesi olsun. Bu kiime, matrislerdeki ¢arpma islemine goére Abelyen

10
olmayan bir gruptur. Burada islemin birim elemant 2x2 tipli I:{0 J "dir ve

a b
kiimenin elemanidir. Ayrica a,b,c,d € R olmak tizere her Az{ d} matrisinin tersi
C

At 1{d b

:W } formundadir ve kiimenin elemanidir. Bilinen islemlerle bilesme
—C a

isleminin saglandigi goriilebilir[20].

Not 2.1.1: Aksi sdylenmedik¢e a*b islemi ab ile gosterilecektir.

Teorem 2.1.1: Grubun birim eleman1 tektir[30].

Ispat: Iki adet birim elemanmin oldugunu varsayip € Ve e, ile gosterelim. e, birim

eleman oldugundan
€€, =€

esitligi saglanir. Diger yandan e, de birim eleman oldugundan
€€, =6,

esitligi de saglanir. Buradan €, =€, sonucu elde edilir.



Teorem 2.1.2: G bir grup olsun. Her a € G elemaninin yalniz bir adet tersi vardir[30].
Ispat: Bir aeG elemanmin iki adet tersinin oldugunu varsayalim a've a”ile ifade
edelim. e € G birim eleman olmak tlizere a’' = a" esitligi asagidaki sekilde gosterilebilir:

a'=ae=a'(aa")=(a'a)a"=ea"=a

Tammm 2.1.5 [30]: Grupta aeG elemanimnin kuvvetleri asagidaki gibi tanimlanir.

neZ" {0} olmak iizere

i, a"=aa...... a
%/_J
n
ii. a®=e
iii. a"=(@™")"

Onerme 2.1.1 [30]: G bir grup ve ab,c,deG, nmeZolsun. Bu durumda

asagidakiler gecerlidir.

i. ax=Dbdenkleminin bir tek ¢oziimii vardir.
ii. ab=acesitligi varsa b=cdir.

iii. ba=caesitligi varsa b=cdir.
) e )

iv. (a 1) =a dir.

v. a"a" =a"" dir.

vi. (@)™ =a" dir.
Ispat:
i. Denklemin ¢oziimii ax=b = a'ax=a"b
= x=a'b
Elemanlarin tersi tek tiirlii oldugundan bu ¢oziim tektir.

ii. ab=ac = a'ab=a'ac



= b=c
iii. ba=ca = baa'=caa’

= b=c

iv. e=a'(a’)'=a’'a = (aa')(a')'=(aaMa

-1 -1 - -
= (a ) =a (e birim eleman)

V. Gruplarin birlesme 6zelligi oldugundan esitlik asagidaki sekilde gosterilebilir.

a"a" =(aa.....a)(aa.....a)
n m
=aa.....aaa....a
e 2 e
n m

— an+m

vi. (@")"=a"a"....a"=a"""=a"™,

| ————

Teorem 2.1.3: G bir grup ve a,b € G olsun. Bu durumda
(ab)*=b"a*
dir[30].
Ispat: e=ab(ab)™ = a'e=a'ab(ab)™
= bMa*=b"h(ab)™

— b*a'=(ab)™

Sonu¢ 2.1.1: G birgrup ve a,,a,,...,a, € G olsun. Bu durumda



(aa,..a,) " =a'.a'a

dir[30].

Tamim 2.1.6: G bir grup ve H < G bos olmayan bir kiime olsun. Eger H, G *deki ikili

isleme gore grup sartalarini sagliyorsa H kiimesine G ’nin altgrubu denir ve H <G ile

gosterilir[30].

Ornek 2.1.3: (2Z,+) grubu (Z,+)’nin altgrubudur. (Z,+) grubu da (Q,+)’nin
altgrubudur[20].

Siradaki iki teorem bir yapinin altgrup olup olmadigini incelerken kolayliklar saglar.
Teorem 2.1.4: G bir grup ve H < Golsun. H <G olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i. HzO,
ii. Her a,beHi¢in abeH,

iii. Her aeHigin a'eH

kosullarinin saglanmasidir[30].

Ispat: Eger H <G ise (i), (ii) ve (iii) sartlar1 saglanir. Tersine eger bu ii¢ sart saglanirsa

H <G oldugunu gostermeliyiz.

H = ise en az bir ae H eleman: bulunur ve (iii) sartindan dolayr a™ e H vardur,

boylece aa " =e e H yazilir. Demek ki birim eleman vardir. Her a,beHigin (iii)

sartindan dolay1 b™ e H ve (b) sartindan dolay1 ab™ e H yazilir. Teorem geregince
H <G olur.

Teorem 2.1.5: G bir grup ve H =G olsun. Eger H kiimesi sonlu ise, H <G olmasi

icin gerek ve yeter sart

i. HzJ,



ii. Her a,beHi¢in abeH
kosullarinin saglanmasidir[30].
Ispat: Eger H <G ise (i) ve (ii) sartlar1 saglanir. Tersine eger bu sartlar saglanirsa
H < G oldugunu gostermeliyiz.
H ={X,X,,...,X, } olarak alalim. Bir aeH ve her i=12,..,n i¢in (ii) kosuluna gore
ax; € H dir. Boylece H ={ax,,ax,,...,ax, } yazilabilir. Ayrica
1# ] = X=X = ax #ax

oldugundan her ax, e H birbirnden farklidir. Boylece uygun bir 1<t<n icin ax, =€

dir. Buradan da a™ = x, € H yazilr.

Tammm 2.1.7: Bir G grubunun eleman sayisi (kardinalitesi) grubun mertebesi olarak

adlandirilir ve |G| veya o(G) notasyonlarindan biri ile gosterilir[30].

Tanmm 2.1.8: G bir grup ve aeG olsun. a"=e esitligini saglayan en kiigiik

neZ’ U{O} sayisina (varsa eger) a elemaninin mertebesi adi verilir. a ’nin mertebesi

|a| ya da o(a) ile gosterilir[30].

Tamm 2.1.9: G bir grup olsun. G ={a" :n e Z} olacak sekilde bir a G varsa bu gruba

devirli grup adi verilir ve G =(a) ile gosterilir. a€G elemanina da grubun iireteci ad1

verilir[20].

Ornek 2.1.4: G= {1, -1, —i} kiimesi i tarafindan iiretilen ya da —i tarafindan iretilen

devirli bir gruptur. G =(i) = (~i) yazilir[20].



Ornek 2.1.5: (Z,,+) grubu hem 1 hem de 3 tarafindan iiretilen bir devirli gruptur.

Z,=1{0,1,2,3} oldugundan (1)={12,3,0} ve (3)={3,2,1,0} olur[30].

Teorem 2.1.6: Her devirli grup Abelyendir[30].

Ispat: G=(a) bir devirli grup olsun. Her r,seZigin a",a’ G dir. Bu durumda

teorem

S+r SAl

a'a*=a"=a"" =a’a

olarak ispatlanabilir.

Teorem 2.1.7: Devirli gruplarin tiim altgruplar1 devirlidir[30].

Ispat: G=(a)ve H <Golsun. Eger H ={e} ise H =(e) dir ve devirlidir.

H = {e}olsun. meZ" ise a" e H olacak sekilde en kiigiik tamsay1 olsun. H kapali

oldugundan a"™ ’nin tiim kuvvetleri H ’in elemanidir; yani
(a")={@")":qezjcH (2.1.4)

dir. Simdi de a"eHalalim. meZ", a" eH olacak sekilde en kiigiik tamsay1

oldugundan bdlme algoritmasi ile n=mr +s, 0<s<m yazilir. Buradan

n _ Amr+s

r -r
a"=a :(am) a’ = aS:(am) a"

yazariz. (am )7r €H ve a" e Holdugundan a’° =(am)7r -a"eH olur. meZ", a" eH

olacak sekilde en kii¢iik tamsay1 oldugundan ve 0<s<m segildiginden bu durum

sadece s =0olmasi ile miimkiindiir. Boylece a" =a™ =(a")" <am > ve buradan

Hc <am> = {(a"‘)q ‘ge Z} (2.1.5)



elde edilir. (2.1.4) ve (2.1.5) durumlarindan H = (a™)olur.

Teorem 2.1.8: Mertebesi asal say1 olan her grup devirlidir[30].

Ispat: G grubunun mertebesi p asal sayisi olsun. a,G ’nin birim elemanindan farkl bir
eleman olmak iizere H =(a) devirli grubunun mertebesi k ise o takdirde k> 2 dir.
Cinkii a ve e, H ’in elemanlaridir. Lagrange teoremine gore K| p olmalidir(bakiniz

sonug 2.1.3). Hipotez geregi p asal oldugundan k = p’dir. O halde H =G =(a) dur.

Tamm 2.1.10: G bir grup, H <G ve aeG olsun.

aH ={ah:heH} ve Ha={ha:heH}

kiimeleri sirastyla H ’in G ’deki sol yan kiimesi ve sag yan kiimesi olarak adlandirilir

[30].

Not 2.1.2: Grubun islemi toplama olarak tanimlanirsa yan kiimeler

a+H ={a+h:he H} ve H +a={h+a:he H} seklinde ifade edilir.
Ornek 2.1.6: (H ={0,2,4},+) grubunu ele alalim. Bu grup (Z,+) *nin altgrubudur. Bu
durumda (H,+) 'nin (Zg,+) *deki sol yakiimeleri asagidaki gibi yazilabilir:

a=0 i¢cin O+H :{0,2,4}: H

a=1 i¢cin 1+H :{1,3,5}

a=2 ic¢cin 2+H :{2,4,0}

a=3 i¢in 3+H ={3,5,1}

a=4 icin 4+H={4,02
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a=5 igin 5+H ={513)
olup burada farkli olan yan kiimeler {0,2,4} ve {1,3,5} dir.

Bu ornekten ¢ikarilabilecek bazi sonuglar vardir.

Onerme 2.1.2 [30]:

. aeaH.
ii. aH =bH ise a<bH ’dir.
iii. Herhangi iki yan kiime i¢in ya aH =bH dir yada aH nbH = dir.

ispat:

. a=aeecaH.

ii. aH=bH ise aeaH =bH dir. Tersine aebH ve heH ise a=Dbholur.
Buradan aH = (bh)H =b(hH) =bH elde edilir.

iii. aH NbH =& varsayalim ve k eaH nbH olsun. Bu durumda (ii) 6zelliginden
kH =aH ve kH =bH olur. Buradan da aH =bH olur.

Tamm 2.1.11: G bir grup ve H<G olsun. H’in G’deki farkli sol yan
kiimelerinin(veya sag yan kiimelerinin) sayisina H ’in G igindeki indeksi adi verilir ve

(G:H) ile gosterilir[30].

Teorem 2.1.9 (Lagrange Teoremi): G sonlu bir grup ve H <G olsun. Bu durumda

H i mertebesi G "nin mertebesini boler[30].

Ispat: H’m G deki farkli sol yan kiimeleri aH,a,H,...,a,H olsun. O halde 1<i<n
olmak tizere her a, € G i¢in aH =a,H yazilir. Ayrica a € aH oldugundan G ’nin her bir

eleman1 a,H yan kiimelerinden birine aittir. Bu durumda

G=aHuaHuU..vuaH
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yazabiliriz. aH,a,H,...,a,H kiimeleri ayrik oldugundan
|G|=|a,H|+|a,H|+...+|a,H|
yazariz. Diger taraftan
| =laH| = =la,H] =
oldugundan
6l=n-|H|

elde edilir. Demek ki |H| ||G|dir.

Sonu¢ 2.1.2: G sonlu bir grup ve H <G olsun. H ’nin G igindeki farkli sol(ya da

sag)yan kiimelerinin sayis1 yani indeksi

(G:H):H

ile hesaplanir.

Ispat: Lagrange teoreminin ispatinda kullanilan n sayis1 indekstir. |G|=n~|H|

G
esitliginde n=(G:H) olarak yazildiginda |G| =(G:H )|H| olup buradan (G:H)= u

H]

esitligi saglanir.

Sonu¢ 2.1.3: G sonlu bir grup olsun. Bu durumda her aeG igin a’nin mertebesi

G ’nin mertebesini boler.

Ispat: aelemanin mertebesi iirettigi bir grubun mertebesi ile aymidir. Yani |a|= |<a>|

dir. <a> ise G 'nin bir alt kiimesi oldugundan <a> | G yazilabilir.
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Sonuc 2.1.4: Mertebesi asal say1 olan gruplar devirli gruptur.
ispat: |G|=p ve aeG\{e} olsun. [(a)|=1 ve |[(a)||p dir. O halde |(a)|= pdir.
Buradan (a)=G elde edilir.
Tamm 2.1.12: G bir grup ve H,K —Golsun. H ve K kiimelerinin ¢arpma iglemi
HK:{hk:heH,keK}
seklinde tanimlanir. Ozel olarak H = {h} ise
(h1 K =hK

olarak ifade edilebilir[30].

Teorem 2.1.10: G bir grup, H <G ve K <Golsun. HK <G olmasi igin gerek ve yeter
sart HK = KH olmasidir[30].

Ispat: =:HK <Golsun. Buna gére HK = KH oldugunu gdstermeliyiz. Bu esitligi

gostermek i¢in iki kiimenin esitligi tanimin1 kullanarak

KH < HK

ve

HK < KH

oldugunu gostermeliyiz. y € KH olarak alalim. Bu durumda KH kiimesinin tanimi

geregince Y =kholacak sekilde k e K ve he H vardir. Diger taraftan
y=kh=(h"k™H™
oldugundan y € HK oldugunu sdyleriz. Gergekten

h'teHve k'eK
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oldugundan h'k™*eHK olmalidir. Halbuki gerek sart hipotezinden HK <G
oldugundan

(hk ™)' eHK
olur. Boylece y e KH alarak y € HK oldugunu gostermis olduk. Bu ise

KH — HK (2.1.1)

olmasini gerektirir. Simdi de xeHK alip xeKH oldugunu dolayisi ile ters

kapsamanin gegerli oldugunu gosterelim.
X € HK ise hipotezden HK <G oldugundan
X" =hk
olacak sekilde he H ve k e K vardir. Buna gore;
x=(x)"=(k)*=k*h™
yazariz. Buradan k™ € K ve h™ € H oldugundan
x=k?*h™" e KH
dir. Bu da

HK — KH (2.1.2)

olmasini gerektirir. Boylece (2.1.1) ve (2.1.2)’den HK = KH sonucunu elde ederiz.

<! HK = KH oldugunu kabul ederek HK <G oldugunu gosterelim. Her a,be HK

i¢in a=hk veb =h,k,olacak sekilde h,h, e H ve k;,k, € K vadrir. Buna gore;
ab = (hk)(hk,) ™ = hkk;*h* (2.1.3)
yazariz. Diger yandan kk,* € K veh,* € H oldugundan
(kk,H)h,t e KH
dir. Halbuki hipotezden HK = KH oldugundan
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(kk,Hht e HK
yazariz. Bu ise
(kk; )t =hk

olacak sekilde he H ve ke Kvarolmasini gerektirir. Boylece (2.1.3)’te bu degeri

yerine yazarsak
ab™ =h (kk;")h;" = (hh)k € HK
buluruz. Bu ise HK <G oldugunu gosterir.

Tammm 2.1.13: G bir grup ve H <G olsun. H’nin G’deki biitiin sag ve sol yan
kiimeleri birbirine esit, yani her a€G i¢in aH =Ha oluyorsa H altgrubuna G

grubunun normal altgrubu denir ve H <G ile gosterilir[30].

Teorem 2.1.11: G bir grup ve N <G olsun. Buna gore asagidaki 6nermeler birbirine
denktir[30].

i. VYgeGveVneNigin gng™ e N dir.
ii. VgeGicin gNg™ < Ndir.

iii. VgeGicin gNg™ =N dir.

iv. Vg eGigin gN = Ngdir.

Ispat: (a) = (b) gNg™ ={gng " :n e N} kiimesine gore gng™ € gNg* oldugu agiktir.

Halbuki hipotezden gng™ e N oldugundan

gNg™" <N (2.1.6)
dir.
(b) = (c) gyerine g alarak (b)’de yerine yazalim.

g'N(g™)*'=9g"'NgcN
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durumunu elde ederiz. Bu son ifadenin her iki tarafin1 soldan g ve sagdan g~ ile isleme

koyarsak
9(9'ng)g " cgNg™
ve dolayist ile
NcgNg™ (2.1.7)
elde ederiz. (2.1.6) ve (2.1.7)’den
gNg =N
elde edilir.

(c) =(d) gNg™ =N esitliginde her iki tarafi sagdan ¢ ile isleme koyarsak

(gNg)g = Ng olup buradan
gN = Ng
elde edilir.
(d) = (a) gN = Ng esitliginin her iki tarafin1 sagdan g ile isleme koyarsak
gNg™ =(Ng)g™ =Ne=N
esitligini elde ederiz. Halbuki gNg™ ={gng™:ne N} kiimesine gore gng™ e gNg™

dirve gNg™ =N esitligi saglandigindan gng™ e N “dir.

Teorem 2.1.12: G bir grup olmak iizere H <G ve N <G ise HN <G dir[30].

Ispat: Her x e HN ve herg e G icin

gxg ' = ghng™ = (ghg ™*)(gng™)

dir. H <G oldugundan ghg™ eH ve N <G oldugundan gng™ e N olup gxg™* e HN
dir.
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Teorem 2.1.13: G bir grup ve N <G olmak iizere
G/N={aN:aeG}
kiimesi tizerinde her aN,bN € G/ N i¢in
(aN)(bN) = (ab)N

seklinde bir ikili iglem tanimlanirsa G/ N yapisi bir gruptur[30].

Ispat: Her a,b e Gigin ab e Gdir. Buradan
(@b)N G/ N

olup

(aN)(bN) eG/ N
dir(Kapalilik). Her aN,bN,cN G/ N igin
(@N)[(bN)(cN)] = (aN)[(bc)N]
=[a(bc)IN
=[(ab)c]N
=[(ab)N1(cN)

=[(aN)(bN)](cN) (Birlesme Ozelligi)

e G birim eleman ve her aN e G/ N igin
(aN)(eN) =(ae)N =aN
ve

(eN)(aN) =(ea)N =aN
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olup birim eleman mevcuttur.

Simdi de ters elemanin varligmi gosterelim. Oncelikle G grup oldugundan aeG ise

a™ G dir. Buna gére aN e G/ N i¢in
(aN)(@*N)=(aa)N =eN
ve
(a*N)(aN)=(a"a)N =eN

olup her elemanin tersi vardir. Bu sartar saglandigindan G/ N bir gruptur.

Tanim 2.1.14: N <G olmak tizere

G/N={aN:aeG}

kiimesine G ’nin N ’ye gore boliim grubu adi verilir.

Tamm 2.1.15: (G,*) ve (H,°) iki grup olsun. Her a,beG igin

p(axb) =p(@)-¢(b)

olacak sekilde tanimlanan ¢:(G,*) — (H,°) doniisiimiine grup homomorfizmi ya da

kisaca homomorfizm adi verilir[20].

Ornek 2.1.7: ¢:(R",)>(R,+), @(X)=Inx seklinde tanimlanan doniisiim

homomorfizmdir. Her a,b € R"i¢in
p(a-b) =In(a-b) =Ina+Inb= ¢p(a) + p(b)

dir[11].

Teorem 2.1.14: ¢@:G—>H bir homomorfizm olsun. Buna gore asagidakiler,

homomorfizmlerin temel 6zelliklerini teskil eder.
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I. €5,Ggrubununve e, , H grubunun birim elemanlar1 olmak iizere

ZCYELN
dir.
ii. Her aeGigin
p@") =[p@)]"
dir.
iii. Her ae G ve her neZ” igin
p(@") =[p@@)]"
dir.

iv. Eger G grubu degismeli ise ¢(G) de degismelidir[30].

ispat:

i p(a)=p(ae;) =p(@)p(e;) ve p(a)=gp(e;a)=p(e;)p(a) olup birim elemanin
tamimindan @(e;) = e,, oldugu goriiliir.

il pley)=p(@aa™)=p(@p@")=e, yazilir. Ayrica e, =qp(a)[p(a)]™" olarak
yazilabilir. O halde

ey = o@)[p@)]" = p(@)p@™)

olup

p(@a™) =[p@)]"
olarak elde edilir.

iii. Homomorfizm tanimi geregi islemi korudugundan

p@") = p(@)p(a)..o(@) =[p(a)]"
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olarak gosterilebilir.

Iv. G grubu degismeli ise her a,b G i¢in

p(@)g(b) = p(ab) = p(ba) = p(b)p(a)

olur.

Teorem 2.1.15: ¢:G — H bir homomorfizm olsun. Eger a € G 'nin mertebesi n ise

¢(a) 'nin mertebesi N ’yi boler[20].

Ispat: Hipotez geregi a" =e, olacak sekilde en kiigiik bir n pozitif tam sayisi vardir.

Diger yandan
p@") =[p@)T"
ve
p(@") = (&) =ey
oldugundan
[p(@)]" =e,
yazilabilir. Bu ise
o(p(a)) |k

olmasini gerektirir.

Tamm 2.1.16: (G,*) ve (H,e) iki grup olsun. ¢:(G,*) — (H,°) doniisiimii birebir ve
orten bir homomorfizm ise grup izomorfizmi ya da kisaca izomorfizm adin1 alir. (G, *)
ile (H,°) arasinda en az bir izomorfizm varsa (G,*) ile (H,°) birbirine izomorftur

denir ve G = H ile gosterilir.
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Ornek 2.1.8: (R,+) ile (Rﬂ-) birbirine izomorftur. ¢:(R,+)—>(R+,-), o(a) =2°
doniisiimiine bakalim. Bu doniistimiin birebir ve orten oldugu asikardir. Ayrica her

a,beR icin
p(a+b) =2 =2.2" = p(a) - p(b)

esitligi saglandigindan homomorfizmdir.

Ornek 2.1.9: Her sonsuz devirli grup, (Z,+) ile izomorftur. G =(a) sonsuz bir devirli

grup olmak iizere ¢:(Z,+) —>G, @(n)=a" ile tanimlanan doniisiimii ele alalim. Her
i, jeZ igin i# | oldugunda a' #a’' olacagndan doniisiim birebirdir. Bundan dolay

her neZ i¢in farkli bir a" € G mevcuttur. O halde doniisiim ortendir. Ayrica her

n,me 7 igin
p(n+m)=2""=2".2" = p(n) - p(m)

olup doniistim bir homomorfizmdir.

Teorem 2.1.16: ¢:G — H bir izomorfizm olsun. Bu durumda

i. G ’nin mertebesi ile H " mertebeleri esittir, yani |G| =|H| dir.

ii. Her aeG igin [a|=|p(a)| dir.

Ispat:

i. Izomorfizmin birebir olma sart1 |G| = | H| olmasin1 gerektirir.

ii. a€G igin |a] = nolsun. Bu durumda a" = e, "dir. Buradan
o(a")=[o(a)] =e,

yazarak |a| = |go(a)| sonucunu gostermis oluruz.
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2.1.2. Serbest Gruplar ve Grup Takdimleri

Tamm 2.1.17: A={a,,a,,a,,...} kiimesini ve elemanlari, her a€ A elemaninn tersi
a'’lerden ibaret olan A= {ai’ Yata; 1,...} kiimesini géz Oniine alalim. Ayrica bu iki
kiimeye ait olmayan bir de ¢ elemani segelim; 1¢ AU A . Terimleri AUA™U{1} 'nin
elemanlar olan (a,,a,,...,a,,...)dizisinde uygun bir n>1 i¢in a, teriminden sonraki
tiim terimler ¢ ise, yani (a,,a,,...,a,,11,...) seklinde ise bu diziye A iizerinde bir kelime

ad1 verilir. Ozel olarak her terimi : olan | :(z,z,z,...) seklindeki diziye bos kelime

denir[20].

Tammm 2.1.18: Asagidaki iki kosul saglandiginda (al,az,...a l,z,...) kelimesi

1 Y

kisaltilmig kelime adini alir.

i. 1<i<n-lolanbiri i¢cin a, =a ise a, =a ‘dirve a,=a™ ise a,, #a dir.

ii. keNve a, =1 ise, her i >k i¢in &, =1dir[20].

Ornek 2.1.10: (ai, a,,a, 1 a,1,1, ) bir  kisaltilmis kelimedir. Ancak
(al,az,z,agl,as,z,z,...)bir kisaltilmis kelime degildir. Ciinkii ilk : elemanindan sonra,

1’dan baska hicbir terim olmamali ve yine a;* ile a, seklindeki ters elemanlar bir

araya gelmemelidir.

Not 2.1.3: Bir kisaltilmus kelimenin terimleri 4 € {~1,1} olmak iizere a* seklindedir ve

bu durumda x = (af1 a2, .., an ,z,z,...) seklinde yazilabilir. Kolaylik olmas1 igin bundan

sonra
x=ajaj..ar"

bigiminde ifade edilecektir.
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A lizerindeki tiim kisaltilmig kelimelerin  kiimesini  Ser(A) ile gosterelim.

X,y € Ser(A) ve n>rolmak lizere
x=araj..al" , y=Dblb%.b

olsun. Bu durumda xy ¢arpimini asagidaki gibi tanimlariz.

Tanmm 2.1.19: 0<k <rolmak iizere her i=0,1..,k-1 igin a’ =b%* kosulunu
saglayan en biiyiik tamsay1 K olsun. Eger
al.ambXr. b , k<r<n

Xy =< at.am , k=r<n
| , k=r=n

ile tanimlanirsa xy bir kisaltilmis kelime olur ve bdylece Ser(A) iizerinde bir ikili

islem tanimlanmus olur[20].

Teorem 2.1.17: Bos olmayan her A kiimesi i¢in Ser(A) bir gruptur ve A, Ser(A)’y1
tiretir[20].

Ispat: | =(,1,1,...) birim elemandir. Teorem 2.1.3 geregi x* =a;*...a, " dir. Birlesme

islemi oldugu da asikardir.

Tamim 2.1.20: Ser(A)ya A iizerinde bir serbest grup denir.

Teorem 2.1.18: Her grup, bir serbest grubun homomorf goriintiistidiir.

Ispat: G herhangi bir grup olsun. G ’nin birim elemam € ve herhangi bir {iretecler
kimesi A olsun. h:Ser(A) —>G fonksiyonu, h(l)=e ve h(a}..a>)=a..a" ile
tanimlansin. Burada sol taraftaki a...a™ kisaltilmig bir kelimeyi, sag taraftaki a’...a’

ise G’deki bir elemani ifade etmektedir. Boylece tanimlanan h, iyi tanimli, 6rten bir

homomorfizmdir.
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Tamm 2.1.21: G herhangi bir grup ve A, G ’nin herhangi bir iiretecler kiimesi olsun.

Eger G=Ser(A) ise, G grubu A iizerinde serbesttir denir ve A, G’nin serbest

tiretecler kiimesidir denir[20].

Ornek 2.1.11: (Z,+) grubu {1} kiimesi iizerinde serbesttir; {1} de (Z,+) grubunun

iiretecler kiimesidir.

Teorem 2.1.19: G bir grup, {a, :i |} onun bir iiretegler kiimesi ve G’ de herhangi bir
grup olsun. Eger her i€l i¢in G'’niin farkli olmalar1 gerekmeyen & € G’ elemanlari
verilmisse, 0:G —>G’, o(a)=4a  olacak sekilde en ¢ok bir homomorfizm vardir. Eger
G grubu {ai e I} iizerinde serbest grup ise, sozii edilen kosullar1 saglayan bir ve

yalniz bir homomorfizm vardir[20].

Ispat: 6:G—>G’, her iel igin o(a)=a kosullarmi saglayan bir homomorfizm

olsun. Bu durumda her xeG igin 1 nin bdyle bir sonlu altkiimesi 1, ={i,...,i,} ve

ol

a,,....a, € Z bulunur Ki

Xx=a"..a" (2.1.8)

r

olur. o bir homomorfizm oldugundan,
o()=o(a..a")=(a)"..(a)"

olmasi gerekir ki bu, o(a)=a’, 1<i<r, ozelligine sahip bir homomorfizm varsa,
onun tek oldugunu gosterir. Eger ek olarak, G grubu {ai} iizerinde serbest grup ise, her
xeG igin (2.1.8) ifadesi tek tiirlii belirlidir. Dolayisiyla her x=a"..8" €G i¢in
o(x)=(a;)*...(& )* tanimlanirsa G ’den G'’ye istenilen tiirde bir homomorfizm elde

edilir.
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Tamim 2.1.22: A bos olmayan bir kiime, B — Ser(A) ve B ’nin Ser(A)iginde iirettigi

normal altgrup N olsun. Bu takdirde, G=Ser(A)/N grubuna ae A iiretecleri ve
o =e(w € B) bagntilarinin belirledigi grup denir. <A| B> gosterimi de, G grubunun

takdimi adin1 alir[20].

Ornek 2.1.12: <a|a6=e> seklinde taktim edilen grup, Z ile izomorf olan

{e,a, a2,a3,a4,a5} devirli grubudur.

Tamm 2.1.23: D,, =(x,y|X"=y’=e,xy=yx ") scklinde taktim edilen gruba 2n

mertebeli dihedral grup adi verilir. Dihedral grupta |X| =n ve |y| =2 dir.

Ornek 2.1.13: n=3 icin dihedral grubun takdimi Dy =(x,y|x* =y’ =1xy=yx")

olup bu grubun elemanlari e, X, x?, Y, XY, x2y olarak elde edilir.

Tanim 2.1.24: r tek say1 olmak tizere

F(r,2)= <x, yl (xy)%1 = yx‘l,(yX)%1 = W‘1>

r+l

takdimi ve x*=y®=(xy)2 bagmntisiyla verilen gruba Fibonacci grubu denir. Burada

X Ve y iireteglerinin mertebeleri [x|=|y| =2(r —1) olup grubun mertebesi (r® 1) dir.

Tamm 2.1.25: Bostan farkli R kiimesi {izerinde toplama (+) ve carpma () islemi

tanimlanmis olsun. (R,+,-) cebirsel yapist asagidaki sartlar1 sagladiginda halka adini

alir.

i. (R,+)degismeli gruptur.

ii. Her a,beRi¢in ab € Rdir (kapalilik).
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iii. Her a,b,ceR igin a(bc) = (ab)C saglanir (birlesme 6zelligi).

iv. Carpma isleminin toplama lizerine sagdan ve soldan dagilma ozelligi vardir.

Yani her a,b,c eR igin
a(b+c)=ab+ac
ve
(b+c)a=bha+ca
dir.
(R,+,) halkas1 ¢arpma islemine gore degisme 6zelligini saglarsa degismeli (komiitatif)

halka; carpma islemine gére birim elemana sahipse birimli halka adin1 alir. Ozel olarak

carpmaya gore birim elemani 1; ile gosterilir.

Tanim 2.1.26: (R,+,-) bir halka ve a,beR olsun. a0 ve b=0olmasina ragmen

ab =0 oluyorsa a ’ya sol sifir bolen, b ’ye de sag sifir bolen adi verilir. Hem sag hem

de sol sifir bolen olan eleman sifir boélen adini alir.
Ornek 2.1.14: (Z6,+, ) degismeli halkasini ele alalim. Bu kiimeden alinacak 3 ve 4

elemanlar1 birlikte sifir bolen teskil ederler. Fakat 3 ve 5 birlikte segilirse ikisi de ne

sag ne de sol bolen teskil ederler.
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2.2.Matrisler

2.2.1.Matrislerle Tlgili Temel Kavramlar

Tamim 2.2.1: Elemanlar1 bir A kiimesinden alinan elemanlarlardan olusan

8; 8, ... &,
a a eoa

M = ?1 .22 .2n
A Ay oo Q|

formundaki dikdortgen tabloya mxn tipli bir matris denir.

a

Ornek 2.2.1: {
Xy

} matrisi 2x3 tipli bir matristir.
z
2x3

Tamim 2.2.2: nxn tipindeki matrislere kare matris ad1 verilir.

-l
c d 2x2

Tanim 2.2.3:
a, 0 ... 0
0 a, ... O
0 O NN _Inxn

formundaki matrislere kdsegen matris, a; elemanlarinin olusturdugu késegene de esas

kosegen adi verilir. Kdsegen matris 6zel bir kare matristir.
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Tamm 2.2.4: Matrislerde toplama islemi ayni indisli elemanlarin toplami seklinde

tanimlanir.

a‘.l.l a:I.2 s aln bll b12 ce bln

ay Ay ... Ay, N b, b, .. b,

a'ml amz c amn mxn bml bmz mn _mxn
a:I.l—'—bll a12+b12 a:I.n_+_bln
a,+b, a,+b, .. a,+b,,
a,+b, a.,+b., .. a,+b, o

Bu islemin yapilabilmesi i¢in matrislerin tipleri ayni olmalidir.

Tamm 2.2.5: Matrislerde skaler ile carpma islemi tiim elemanlarin skalerle ¢arpilmasi

seklinde tanimlanir.

& B, . ka,, ka, ... ka,
M =K &, ay, ... &, _ ka, ka, ... ka,,
Ay Apy e Ay | | Kay, ka, ... ka |

Tamim 2.2.6: Matrislerde carpma islemi asagidaki gosterildigi sekilde tanimlanir. ki

matrisin ¢arpimi,

ail a12 b a1n bll b12 e blr
a a a b, b ... b

A — 21 .22 ?n ve B — .21 .22 ?r
aml amz MmN _Imxn bnl bn2 nr _{nxr

28



ifadesinden elde edilen matristir. Carpilacak olan matrislerden ilkinin siitun sayisi

ikincinin satir sayisi ile ayni olmalidir.

Ornek 2.2.2:

A w DN

1
{7 13:|

2 =

3 1 4 2x2

3x2

{4 3 —1}
2 4 3|,
Teorem 2.2.1: Matrsilerde ¢arpma isleminin degisme 6zelligi yoktur.

Ispat: Ispat1 6rnekle yapalim.

1 2
4 3 -1 7 13
{24 3}'23 :L 4}
2x3 3 43)(2 2x2
iken
1 2 8 11 -7
4 3 -1
2 3| - =14 18 -11
2 4 3],
3 4], 20 25 -15] .

olup genel olarak ¢arpmanin degisme 6zeliginin olmasi gerekmedigi sonucuna varilir.

Tamm 2.2.7: Esas kdsegenini olusturan elemanlar: 1, diger elemanlar1 0 olan matrise

birim matris adi verilir.

Birim matris 6zel bir kdsegen matristir.
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Onerme 2.2.1: Birim matrisin baz1 6zellikleri sdyledir:

I. Birim matrisle ¢arpilan bir matrisin bilesenleri degismez.
Al =1A=A
ii. Birim matrisin her kuvveti birim matrise esittir. N € N olmak tizere
1"=1.

Tammm 2.2.8: A matrisinin satir ve silitunlarinin yer degistirmis formuna A ’nin

transpozu denir ve A" ile gosterilir.
_ T _
A=la] = A =[a]

Ornek 2.2.3:

dir.

Tammm 2.2.9: Bir kare matrisi bir skalere esleyen fonksiyona deteminant denir.

A matrisinin determinant: |A| ile gosterilir.

. .|la b L . a
2x 2tipli q matrisinin determinanti
C C

b
d‘ =ad —bc ile hesaplanir.

&; &, ... &,
o la, a, .. a, i : . .
nxn tiph | : : : matrisinin determinantin1 hesaplayabilmek igin
anl anz NN _Inxn

asagidaki tanimlar bilinmelidir.
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Tammm 2.2.10: Bir A kare matrisinin i.satir ve j.siitununun silinmesiyle olusan

matrisin determinantina a; elemaninin mindril denir ve ‘M ij‘ ile gosterilir.

a; a4, a; a, a
Ornek 2.2.4: A=|a, a,, a, | matrisiigin M| = ' 21 bigimindedir.
G B Ay, Lo

Tamm 2.2.11: (—1)i+j ‘Mij‘ ifadesine a; elemaninin kofaktorii denir ve

A :(_1)i+j Mij‘

ile gosterilir.

Tanim 2.2.12: Bir matrisin determinanti herhangi bir satirin (veya siitunun)

elemanlarinin kofaktorlerinin toplamidir.

8, 8, ... &,
ay a, ... a

?n = a11A11 +"'+a1nA1n

a, a, ... a

nn

Onerme 2.2.2: Determinantin dzellikleri icin asagidakiler sdylenebilir:

I. Matriste bir satirin(ya da siitunun) elemanlarinin tamami sifir ise determinant
sifira esittir.

ii. Herhangi iki satir(ya da siitun) ayni ya da birbirinin tam kati ise determinant
sifira esittir.

lii.Herhangi iki satirin(ya da siitunun) yeri degistirilirse determinantin isareti

degisir.
iv. |A=|AT|
v. |AB|=|A-|B|

31



vi. |A" =|A]

vii. nxn tipli A matrisi i¢in k skaler olmak iizere |kA|=k"|A|"dir.
ka, ka, ... ka, a, a, ... a,

viii. a.21 a.22 a.2n K 3?1 a.22 a?n .
8y @ e 8y, a, a, ... a,

iX. Matrisin bir satirinin bir K kat1 bagka bir satira eklenirse matrisin determinanti

degismez[17].

Tanim 2.2.13: Bir matrisin elemanlarinin yerine elemanlarinin kofaktorleri yazilip

transpozunun alinmasiyla olusan matrise ek matris (adjoint matrisi) denir ve Ek(A) ile

gosterilir.
Ar A, e AT
EK(A) = A:21 A:22 A:Zn
Av Ae - An

Tanmm 2.2.14: Bir A matrisi igin AB=BA=1 olacak sekilde uygun bir B matrisi

varsa bu matrise A nin ¢aprma islemine gore tersi denir ve B=A" ile gosterilir.

Detrerminanti sifirdan farkli matrislerin tersi asagidaki esitlikle hesaplanir:

1
At=—Ek(A
A (A)
a —
2 x 2 tipindeki {a“ aﬂ} matrisinin  tersi Alzé{ 2 a“} ile
y 9y ;85 — 83,8, | ~8y a,

hesaplanabilir.
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Onerme 2.2.3:

i, [A]=0 icin |A?|= L.

A
i. (A1) =A
iii. (A1) =(AT)
iv. (AB) =B™A™[18].

Tamm 2.2.15: A bir kare matris ve 1 bir skaler olmak iizere
AX=AX = AX—Ax=0

= (A-A1)x=0

olup |A—M|=O denklemini saglayan A degerlerine A matrisinin dzdegerleri X

vektoriinede A ’nin 6zvektori adi verilir[32].

2.2.2.Dairesel (Circulant) Matris

Tanim 2.2.16: c,,C,...,C,; sayillarinin meydana getirdigi Cz[cij} dairesel

nxn

(circulant) matrisi

Co G G Coa

Ci G G Ciz

C= Cio Cu G Cos
I R A I

seklinde tanimlanir. (n—1).dereceden P(X)=C,+CX+---+C,_ X" polinomu C,

dairesel matrisinin yardimei polinomu olarak adlandirilir [2].
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Onerme 2.2.4: Dairesel (circulant) matrisler i¢in asagidaki durumlar basit matris

islemleri ile goriilebilir.

i. AveBaym tipli iki dairesel matris ve k ile m iki sakaler olsun. Bu durumda
kA+ mB matrisi de dairesel matristir.

ii. 1ki dairesel matrisin ¢arpimu bir dairesel matristir.

iii. Bir dairesel matrisin ¢arpmaya gore tersi bir dairesel matristir.

Iv. Bir dairesel matrisin transpozu bir dairesel matristir.

V. Dairesel matrislerde ¢arpma isleminin degisme 6zelligi vardir[33].

C, dairesel matris hakkinda daha fazla bilgi i¢in bakiniz [18,24,29,33].

2.3.Indirgemeli Diziler

Tanmm 2.3.1: R birimli ve degismeli bir halka olsun. a;,a,,...,a, baslangic degerleri

olmak tizere n>1 i¢in

A =G TG T+ G, (2.3.1)

formundaki bagintiy1 saglayan {an}dizisine k —mertebeden homojen lineer indirgemeli

dizi denir. Burada c,,C,,...,C, sayilar1 R’den alinan sabit sayilar olup C,, R halkasinin

sifir boleni olamaz[12].

Tanim 2.3.2: f(x)=x* +c X +...+C_X+C,
seklindeki k.dereceden polinoma (2.3.1) denklemi igin karakteristik polinom adi

verilir[12].

Tanmmm 2.3.3: R birimli ve degismeli bir halka olmak iizere a,a,,...,a, baslangic

elemanlartyla n>1 i¢in

a =Ca,,,t6a, ,+...tCGa, +C
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formundaki bagintiyr saglayan {a,} dizisine k —mertebeden homojen olmayan lineer

indirgemeli dizi denir. Bu bagintida n yerine n+1 segilerek elde edilen

a‘n+k-¢—l = Clan+k + CZa‘n+k—l +ot Ck a“n+1 + Ck+1

bagintis1 kullanilarak

k-1
e =(C+1)a,, + > (., —C)a,, —Ca, (2.3.2)
i=1l

seklinde (k +1) mertebeli homojen lineer indirgemeli dizi elde edilebilir. Bu durumda

(2.3.2) bagntisi i¢in karakteristik polinom
F() =(x*—cx*" —..—¢,,x—¢, )(x-1)

olarak ifade edilir[12].

(n+k).elemant
a, =GCa,+Ca , +...+C a4 (2.3.3)

seklindeki lineer indirgeme bagintisiyla hesaplanan diziyi diisiinelim. [19]’de Kalman,
sekildeki gibi tanimlanan dizilerin elemanlarinin companion matrisler formundaki

iirete¢ matrisler yardimiyla belirlenebilecegini asagidaki gibi gostermistir.

Kalman, A matrisini

0 1 0 0

0 1 ... O 0

0O 0 0 ... O 0
A= :

0 0 O 0 1

1[G G G C2 G

olarak tanimlamis ve basit bir islemle
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A" =7 (2.3.4)

ak -1 a‘n+k—l

a, 0
a 0
n‘+1 — An )
a 1

n+k

formunda yazilabilir. Daha da 6zel olarak a, igin

a,=[1 0 0 ... 0JA"|0

esitligi yazilabilir.

Dabha fazla bilgi i¢in bakiniz [19].

2.3.1.Fibonacci Dizileri
Tamm 2.3.4: F; =0, F, =1 baslangi¢ degerleri ve n>0 i¢in
Fao=F+F.,

seklindeki indirgeme (rekiirans) bagintisiyla tanimlanan {Fn} dizisi, Fibonacci dizisi

olarak adlandirilir. Fibonacci dizisi

0,11,2,3,5,8,13,21,...

seklinde olup dizinin her bir elemanina Fibonacci sayis1 denir.
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n.Fibonacci sayisi i¢in Binet formiili

£ _(@5) —(@-5)
n 2"\/5

formundadir.

Silvester [26]’de

0 1]'[o] [ F,
1 1| |1] |F,
esitligini kullanarak bu dizi hakkinda bir¢ok 6zellik elde etmistir.

Tanmm 2.3.5: F® =0,...,F* =0, F*) =1 baslangi¢ degerleri ve N>0 i¢in

FO=F® +FO 4+ +F® (2.3.5)

n+k

seklindeki indirgeme (rekiirans) bagintis1 ile tanimlanan {Fnk}k>2dizisi, k -basamak

Fibonacci dizisi olarak adlandirilir.

k -basamak Fibonacci dizisi Kalman tarafindan incelenen
Ak = Coly TG, + o F G184 (2.3.6)

dizisinin 6zel bir seklidir. Kalman, [19]’de

0 1L 0 .. 0 0
001 .. 0
0 0 .. 0

A= .
0 0 0 0 1
_CO Cl CZ Ck—2 Ck—l

olmak lizere
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8 a,

An ai — ar‘j+1

ak—l an-*—k—l
esitligini elde etmistir. Bu esitlik kullanilarak k -basamak Fibonacci dizisi i¢in

Fo 010..0
F® 001 ..00/]0

n+l

FY 000 ..00[|O

=0)

n+k—-2

FO. 111 .01 1)1

esitligi elde edilebilir.

2.3.2.Pell Dizileri

Tanim 2.3.6: P, =0, P, =1 baslangi¢ degerleri ve N >0 igin

P

n+l

= 2Pn + Pn—l

seklindeki indirgeme bagintisyla tanimlanan {Pn} dizisi, Pell dizisi olarak adlandirilir.

Pell dizisi

0,1,2,512,29,70,1609, ...

seklinde olup dizinin her bir elemanina Pell say1s1 denir.

n.Pell sayisi i¢in Binet formiilii

o _ (V2" — (-2
n 2\/5

formundadir. Bicknell [1]’deki ¢alismasinda Pell sayilari igin
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[

matrisinin tirete¢ oldugunu gostermistir ve bu anlamda ne Z" igin
M n_ |:Pn+1 I:)n i|
Pn Pn—l
esitligine ulagmustir.

Kili¢ ve Tasci, genellestrilmis K -mertebeden Pell sayilarinin Kk dizilerini, 1<i<Kk

olmak tizere 1-k <n <0 igin

g 1,n=1-i
"0, diger durumlarda

baslangi¢ degerleri ve N> 0 igin;
P'=2P  +P ,+..+P,

seklindeki indirgeme bagmtist ile tanimlamislardir. Burada P!, i.dizinin n.terimidir.

I =k alinirsa {Pnk} , genellestirilmis k -mertebeden Pell sayilar1 elde edilir. Ozel olarak
k=2 almrsa {P)}dizisi, standart {P,} Pell dizisine indirgenir ve i=k igin Py

terimine n. genellestirilmis k -Pell sayis1 denir [21].

Genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisinin karakteristik polinomu
f(x)=x—2x"—x?—...—1
dir.

Ayrica Kili¢ ve Tasc1 [21]’de genellestirilmis K -mertebeden Pell matrisini
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2 1 1 1]
1 .. 0
R:[rij]kxkz 01 ..00 (2.3.6)
0 0 1 0
seklinde tanimlamislardir ve
S P!
I R S 2a7)
P Pl o Pl
olmak tizere,
E..=R-E,

esitligini elde etmislerdir.

Lemma 2.3.1: R ve E, sirastyla (2.3.6) ve (2.3.7)’deki matrisler olsunlar. Bu durumda

her n>0 igin
En+1 — Rn+l

dir[21].

Tamm 2.3.7: o >0 sabit tamsayisit i¢in {P(“)} genellestirilmis Pell dizisi, baslangig

n

degerleri
po(a) -0, pl(a) -1
olmak tizere N>0 i¢in

a(a+1) o)

P =(a+1)P% + — R

n+

seklindeki indirgeme bagntisi ile tanimlanir[14].
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Deveci ve Karaduman, « >0 sabitleri igin genellestirilmis Pell dizilerinin

elemanlarinin
a(e+1) per A@tD) o
M(a): a+l > ’ (M(a))n_ 2
1 0 ple) & (0; +1) pia)

olacak sekilde bir M @ matrisi yardimiyla elde edilebilecegini gostermislerdir [10].

Deveci ve Karaduman, « >0 sabit tamsayisi i¢in Pn(o’)k k -basamak genellestirilmis Pell

dizisini,

baslangi¢ degerleri ve n>0 i¢in

P(a)k = (a +1) P(a)fl + ﬁan(flzlfl +eet :Bk—l Pn(O!)k

n+k n+k

bagintist1  yardimiyla  tanimlamiglardir. Burada 1< j<k-1 olmak iizere

L
B, = (Oj . 1’} "dir. Ayrica burada {P,f“”} - {Pn(“)} olduguna dikkat edilmelidir [10].

Deveci ve Karaduman ayni ¢alismada K -basamak genellestirilmis Pell dizisi igin

(a)k - - (a)k
I:)n+k (O{ +1) ﬁl oo ﬂk72 ﬂk—l I:)m—k—l
P 10 0o o0 [P
PnkaZ - O 1 O 0 Pn(fk)g

I Pn(fl)k | L 0 0 1 0 | I Pn(a)k |

esitligini elde etmislerdir. Burada
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(a+) A = Ao A

1 0 0 0

U=[ul, = o 1 0 0
0 0 1 0 |

seklinde ifade edilen U matrisine k -basamak genellestirilmis Pell matrisi denir [10].

2.4. m Modiiliine Gore Indirgemeli Diziler
2.4.1. M Modiiliine Gore K -basamak Fibonacci Dizileri

Tanmmm 2.4.1.1: (2.3.5)’te tanimlanan Kk -basamak Fibonacci dizisinin elemanlari

4™ = £® (mod m) olmak iizere m modiiliine gore indirgenirse,
f (k, m) — ( fl(k,m), fz(k,m) W fn(k,m)”__)

seklindeki indirgemeli dizi elde edilir. f%™, £%(modm) oldugundan
(flm fkm L f*™)=(0,0,...,1) olur ve bu dizi i¢in indirgeme bagmtisi (2.3.5)’de

tanimlanan indirgeme bagntistyla aynidir[23].

Tanmm 2.4.1.2: Bir dizi, belli bir elemanindan sonra, bir alt dizinin tekrar1 seklinde
devam ediyorsa periyodik dizi adin1 alir ve tekrar eden alt dizideki terim sayisina bu
dizinin periyodu denir. Ornegin; a,b,c,d,e, f,g,d,e, f,qg,d,...dizisi periyodiktir ve

periyodu 4 ’tiir[23].
Tamim 2.4.1.3: Bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye

k -periyotlu basit periyodik dizi adi1 verilir. Ornegin; a,b,c,d,e,a,b,c,d, e, a,...dizisi

basit periyodiktir ve periyodu 5 ’tir[23].
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Teorem 2.4.1.1: f (k,m) basit periyodik bir dizidir[23].

ispat: S, ={(a,,a,,..,a,)|0<a <m-1}olsun. |S,|=m“olup sonlu oldugundan her
u>0ig¢in

flam _ g om g (km) _ g (km)

u+l v+l 1ttt Tu+k v+k

olacak sekilde v >u sayist vardir. Dizinin tanimindaki

k-1

(k) _ (k)
fn+k - Z fn+j

j=0

esitligi kullanilarak

k-1
(k) _ § (k) (k)
fn - fn+k _Z fn+j

-0
oldugu goriilmektedir. Buradan

g (km) _

u % ! Tu-l

f(k,m) f(k,m) — fv(_kl,m)’ f(k,m) _ f(k,m)

u-2 = lv=2 1

, fz(k,m) _ f(k,m)

= Tv-u+2

ve f&m = f&m olarak elde edilir ki bu da f (k,m) dizisinin basit periyodik oldugunu

v—u+l

gosterir[23].

h,(m) ifadesi f (k,m) dizisinin en kiigiik periyodunu gosterir ve f (k,m)’nin periyodu

veya m modiline gore K-basamak Fibonacci dizisinin Wall sayisi diye

adlandirtlir[23].

Ornek 2.4.1.1:
5(4, 3) = (O, 0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1, .. .)dizisini ele

alalim. Bu dizi her 26 terimde bir ilk dort terimi ile tekrar ettiginden basit periyodiktir
ve h,(3)=26"dir [23].
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p, sayilart asal sayilar ve € sayilar1 pozitif tamsayilar olmak tlizere, M= H:zl p(t>1)

ise h,(m), h, (p7) lerin en kiigiik ortak katidur.

a; 'ler tamsayilar olmak iizere, verilen bir Az[aij] matrisi i¢in, A matrisinin her

elemaninin m modiiline gore indirgenmesi Amod(m) seklinde ifade edilir. Yani,

Amod(m) = a; (mod m) "dir.

kxk tipli bir kare matris olmak tizere <G> 4 {Gi (mod m)‘i > 0} kiimesini g6z Oniine
alalim. T , matrisin transpozu olmak tizere,
G'(0,0....,1)" (modm) =( 4™, £, &™)

seklindedir. Bu durumda h, (m), asagidaki esitli§i saglayan en kii¢ik h pozitif

tamsayisi olarak elde edilir;
G"(0,0,...,1)' (modm)=(0,0,...,1).

Simdi a, =(a,,a,,...,8,)=(0,10,...,0) seklinde Kk -boyutlu bir vektdr ele alalim.

Burada n > 0olmak iizere @, =(a,,4,,,...,a, ) seklinde tanimlanip,

8y = Qg V€ Ay = 8 gy T8 )iy (i >1) (2.4.2)

esitlikleri elde edilir.
Simdi de

44



an anl anZ [ ank
. a ., Qpaap Aoz 0 Fnaag
G,=| . |= ) } .
Aca] | Qnikap Koz o Rk

matrisiyle ilgili asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma2.4.1.1: G, =G, ’dir[23].

gk(p”’), Gpa grubunun mertebesi olsun. Simdi verilecek olan teorem hk(p”‘)ve

g, (p*)arasindaki iliskiyi verir.

Teorem 2.4.1.2: h (p*)=g, (p*)dir[23].

Ispat: gk(p"), hk(p”’) sayisina boliinebilir oldugu agiktir. O zaman sadece
hk(p“)’nin, gk(p"‘) sayisina boliinebildigini gostermeliyiz. hk(p“):n olsun. Bu

durumda n asagidaki esitligi saglayan en kiigiik tamsay1dir;
G"(0,0,...,1)' (mod p)=(0,0,...,1).
Buradan ve Lemma 2.4.1.1°den, 0< j <k —1ligin
8.5 =0(mod p*) ve &, ,, =1(mod p*)
olur. (2.4.2) kullanilarak her j=0,1,...,k—1 igin
Qe i) = Xnri)inn) ~ Foejk = Knvj)iny (mOd pa)
oldugu goriiliir. Boylece

A = a("+1)2 == a(n+k_1)k = 1( mod pa )

elde edilir. j+1<i<k oldugu zaman,
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Qi) = Anejeaivg) =+ = FHnkcinjk = O(mOd pa)
ve j>i oldugu zaman, (2)’den Bnsjoivan = e joilk olur. Bundan dolay1
Qi = v jayicg) = = e joisp = Hnrjoi = O(mod pa)

dir. Bu tarkdirde G" =1(mod p) elde edilir.

Teorem 2.4.1.3: t, g,(p)=9,(p') olacak sekilde en biiyiik tamsayr olsun. Bu

durumda her « >t igin, g, ( p”‘): p“"g (p)’dir. Ozel olarak eger g, (p)= g, ( p? )

ise her « >1 icin g, (p*)=p“g, (p) dir[23].

Ispat: Tanim geregi her pozitif I tamsayisi igin ng(pm) =| (mod p”l) ve dolayisiyla
ng(pm) =1 (mod pf)’dir. Buna gore g, ( pr), g, ( p”l) 'y1 boler. Ote yandan

") o +(bi§r)pr) yazilarak g, ( p”l) ‘nin g, ( pr)- p ’yi bolebildigini gosteren;

< (1+(69 )] <5 o <1

ifadesi elde edilir. Boylece ya g, (p™)=g,(p") ya da g,(p™)=g,(p")p oldugu
goriilmektedir ki buradaki ikinci durum ancak ve ancak p tarafindan béliinemeyen bir
bigr) nin varligi ile miimkiindiir. g, ( p) =0, ( pt) esitligini saglayan en biiyiik pozitif tam
say1 t oldugundan gk(pt);tgk(p”l)’dir. Buna gére p tarafindan boliinemeyen bir

b{"*? vardir ve béylece gk(p“l);tgk(p”z)’dir. t lizerinde yapilacak bir tiimevarim

ispati tamamlar.

46



2.4.2. m Modiiliine Gore Genellestirilmis k -mertebeden Pell Dizileri
Genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi bir m modiiliine indirgenirse

{Pk,m} — {P]-Ei(m ' leilzn . F)Ok,m, Plk,m’ sz,m’m’ Pnk,m,.“}
formunda indirgemeli bir dizi elde edilir. Burada

PX™ = P¥(mod m)

seklindedir[10].
Teorem 2.4.2.1: {P*"} periyodik bir dizidir[10].

Ispat: U, ={(X,X,,.... X, )| 0< x, <m—1} olsun. Bu durumda |U,|=m" sonlu olur. Yani

herhangi bir a>0 igin

Pk,m — Pk,m Pk,m — lDkar,lr(n

a+l b+l 771 T a+k

olacak sekilde b>a sayis1 vardir. Genellestirilmis Kk -mertebe Pell dizisi {Pk}

n

tanimindaki
Pnk+k = 2Pnk+k—1 + Pnlj—k—z t..+ I:)nk
ifadesi
Pnk = Pnk+k - 2Pnk+k—1 - Pnk+k—2 e Pnlj-l

olarak diizenlenir ve bu esitlik kullanilarak
Pak,m — F)bk,m Pk,m — F)blijl:n s sz,m — F)t)l(_,21+2 , Plk,m — Pk,m

1 a1 b—a+1

esitlikleri elde edilir ki bu da {P*™ | *nin periyodik oldugunu gésterir.
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hR.(m), m modilline goére indirgenmis genellestirilmis k -mertebe Pell dizisinin

periyodunu ifade eder.

Omegin; {P**}={1,0,0,1,2,210,0,1..} olup dizi 6 adimda bir tekrar cttiginden

hP,(3) =6 dir.
Burada k =2 alindiginda hP,(m), m modiiliine gore Pell dizisinin periyodunu gosterir.

Teorem 2.4.2.2: Her u e N i¢in hR,(2") =2" olur[10].

Ispat: {F’n} Pell dizisi tanimindan her u € N igin
P, =2, +P, ,=2'A(1eN)
ve
P.,=2P,+P, = 2" A+2' B+1(BeN)

Y41

yazilabilir. P, =0(mod2") ve P, =1(mod2’) oldugundan devir her 2".elemandan

sonra tekrar baglar. Yani
P.=PR(mod2’),P, =R (mod2"),..
dir. Boylece
hP,(2") =2"

sonucu elde edilr.

Teorem 2.4.2.3: hP,(m) bir ¢ift sayidir[10].

Ispat: P, = P,(modm) ve P,, =P , (modm)olsun. {Pn} , Pell dizisinin tanimindan

asagidaki durumlara ulagilir:
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i.  Eger P, tekise P, ifttir.

il.  Eger P, ciftise P, tektir.

Boylece hP,(m) ’nin 2 tarafindan bolinmesi gerektigi, yani ¢ift oldugu goriliir.

Asagidaki teoremde, (R) . ={R'mod(p“)|i=0} bir devirli bir grup olmak iizere

KR>M

ifadesi, <R>pa ’nin mertebesini ifade etmektedir.

Teorem 2.4.2.4: th(p“)=‘<R> *dir[10].

pa

Ispat: ‘(R)pa

'nin hB (p“) tarafindan boliindiigii acgiktir. O halde hB, (p“) nin de

‘(R)pu‘ tarafindan  bolindiiginii  gostermek  gerekir.  hR (p“)=n  olsun.

E,,=R"™ =R-E, oldugunu biliyoruz. E, =I1mod(p”) (I birim matris) oldugu i¢in

R"™ =Rmod(p*) elde edilir. Boylece R"=1mod(p*) oldugu goriiliir ki, bu da

KR>W

‘min N yi boldiigiini gosterir. Bdylece hR (p*) = ‘(R)

esitligi yazilabilir.

p®

t
Teorem 2.4.2.5: p, sayilar1 farkli asal sayilar olmak lizere m= H p’(t>1) olsun. Bu
i=1

durumda

hR, (m) = okek | hR, (pf') |
dir[10].
Ispat: okek[th(pf*)]=§ olsun.

Py =Ry (modm), Py, =R (modm),..., P, , = R, (modm)

oldugundan
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hR, (m) = okek [ hR, (pf") ]
dir.

Teorem 2.4.2.6: t, hP(p)=hP,(p')esitligini saglayan pozitif tamsayilardan en

bliyiigii olsun. Bu durumda her o >t igin,
hR.(p*) = p“"hR.(p)

olur. Ozel olarak eger hP (p)=hP(p?) olmasi sartiyla her «a>1 igin
hR.(p“) = p**-hR(p) olur[10].

Ispat: @, pozitif bir tamsay1 olsun. Tanim geregi R = I (mod p®*) oldugu icin
R™ (" = | (mod p?) olur. Buna gére hP, (p?) nin hP, (p°*) ’yi boler. Diger taraftan
RM () = | +(a1(j”)p9) olarak yazilirsa, hR (p”*)’nin hPR.(p’)-p’yi boldigini
gosteren

Rth(pg)p =(| +(ai(j‘9)p5))p =i( ?J(ai(jg)pa)i =| (mod p€+1)

i=0

esitligi elde edilir. Buna gére ya hP,(p°*)=hPR (p?) ya da hR.(p”*)=hP (p?)p
olmalidir. hPR (p°*)=hP (p’)p esitliginin saglanmasi ancak ve ancak p ile

t+1

boliinemeyen bir ai(j‘g)oldugunda mimkiindiir. hP, (p') = hP (p'**) oldugundan p ile

boliinemeyen bir ai(jg) vardir. Boylece hP, (p'*") #hPR (p'"?) olarak elde edilir. spat t

tizerinden tlimevarimla tamamlanir[10].
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3.MATERYAL VE YONTEM
3.1.Sonlu Gruplarda Genellestirilmis k -mertebeden Pell Dizileri
Tanmmm 3.1.1: Sonlu bir grupta genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi, grubun
Xg s Xy - X, - €lemanlarinin bir dizisidir. Burada dizisinin her bir elemani, verilen

Xo1 X 1oy Xj_; baslangic elemanlari ile

n—-k “*n—-k+1**"

XoXooo (X1 )’ , j<n<k
X, =
X, X (Xn—l)z ,n>k

seklinde tanimlanir. Ayrica bu dizinin Xo s Xy 5eees Xjg baslangi¢ elemanlarinin grubu
germesi gerekir. Demek ki genellestirilmis k -meretebeden Pell dizisi, grubun yapisini
yansitir. X,,%,...,X., tarafindan gerilen sonlu bir G grubundaki genellestirilmis

RN

k -meretebeden Pell dizisi Q, (G:X,,X,,...,X; , ) ile gdsterilir.

Tamsayilarda bir m modiiline gore Pell dizisi Q,(Z,;0,1) olarak yazilir. Grup

elemanlarmin genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizisi, sonlu bir grubun Pell dizisi
olarak adlandirilir[10].

Teorem 3.1.1: Sonlu bir grupta genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi
periyodiktir[10].

Ispat: G, sonlu bir grup olsun ve |G|, G grubunun mertebesini gostersin. G grubunun

|G|k tane farkli sirali K -lis1 oldugundan bu sirali K -lilardan en az bir tanesi tekrar eder.

Sirali K -lillar tekrar ettiginden dolay1 genellestirilmis Kk -mertebeden Pell dizisi

periyodiktir.
Q (GiXy. % ,mmn X, ) dizisinin periyodu  PerQ, (G;Xy,%,....X;,) ile gosterilir.
Tanmimdan, sonlu bir gruptaki genellestirilmis Kk -meretebeden Pell dizisinin

periyodunun segilen irete¢ kiimesine ve X;,X,..,X;, baslangi¢ elemanlarinin
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siralamasina bagl olarak degisir. Ayrica hP,(m), C_ devirli grubunda genellestirilmis

k -mertebeden Pell dizisinin periyodu oldugu asikardir[10].

Tamm 3.1.2: G, sonlu bir grup olsun. Eger G grubunun her bir elemaninin goriildiigi,
G ’nin elemanlarinin bir genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi varsa bu durumda G

grubuna genellestirilmis k -mertebeden Pell dizilenebilirdir denir[10].

Genellestirilmis ~ k -mertebeden Pell dizilenebilir gruplarin  direkt ¢arpimlari
genellestirilmis k -mertebeden Pell dizilenebilir olmayabilir. Ornegin; e birim olmak

uzere;
(x v =y =e,xy=yx)

seklinde verilen D, dihedral grubunu ele alalim. D, grubunun <X> ve <y> gruplarinin

direkt garpimudir. D, grubunun Pell dizileri
QZ(DZ X, Y)=X, Vi X, Y,

QZ(Dz;y7X)= V. X ¥, X

seklinde olacaktir. Burada Xy elemanmi iki dizide de olmadigi i¢in D, grubu

genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilir degildir. Ancak (X) grubu
Q,(D,;e,x)=6,x8X,...
seklindeki Pell dizisine sahiptir ve genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilirdir.

Benzer sekilde <y> grubu

Qz(Dzie,Y)=e, v,e,Y,...

seklindeki ~ Pell  dizisine sahiptir ve genellestirilmis  2-mertebeden  Pell
dizilenebilirdir[10].
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Sonu¢ 3.1.1: D, Dihedral grubunun genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisinin

periyodu  hP, (2)dir[10].

X =y>=(xy) = e> olsun. Bu durumda,

Teorem 3.1.2: n>2 i¢in D, :<x, y

i. k=24 iken PerQ,(D,;x,y)=hR/(2) dir.

g(ha(z)) . n=0(mod 4)

ii. PerQ,(D,;x y)=1 n(hR(2)) , n=2(mod4)
2n(hP,(2)) , diger durumlarda

iii. k>5 olmasi halinde iki durum vardir.

a. Eger n’nin ¢arpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3, k— 2] araliginda

degil ise periyot
g(th(Z)) , n=0(mod 4)
PerQ, (D,;x,y)=1 n(hR(2)) , n=2(mod4)
2n(hPR (2)) , diger durumlarda
dir.

b. Eger 17, n’nin [3, k— 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek

tamsay1 ise asagidaki iki durum vardir.

bl. Eger jeN olmak iizere 73’ ¢[3,k—2] ise periyot

ng(th(Z)) . n=0(mod4)

PerQ (D,;x,y) =1 7 (hP(2)) , n=2(mod4)
n2n (th (2)) , diger durumlarda
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dir.

b2. Eger y, [3 k—2] araligindaki en biiyiik tek tamsay1 ve jeNolmak

iizere u=n3" ise periyot

,ug(th(Z)) . n=0(mod4)

PerQ, (D,;x,y)=1 un(hP(2)) , n=2(mod4)
u2n(hR,(2)) , diger durumlarda

dir’(Deveci ve Karaduman 2015).
ispat:
i. k=2 asagidaki dizi elde edilir.
X, ¥, X, Y,
Boylece bu dizinin periyodu hP,(2) =2 olur. Eger k =4 ise asagidaki dizi elde edilir.
XY, X XY, Y, 6,6, %, Y, X, XY, ...
ve periyot hP,(2) =7 dir.
ii. hR,(2)=7 olup k =3 ise asagidaki dizi elde edilir.
X=X, X, =Y, % =X, ..
8 7 4
Xig :(XY) X, X5 :(Xy) X, X6 :(Xy) Xy

X28 Z(Xy)l6 X’X29 =(xy)l4 X, X30 =(Xy)8 X,..

Xoiz = (XY)8 Xy Xoiz1 = (Xy)7 Xy Xaiz42 = (XY)4 Xy

Burada ve N i¢in 4i=nv olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisina ihtiya¢ vardir ve

asagidaki durumlar s6z konusudur.
. . N
Eger n=0mod(4) ise bu durumda i = 7 olur. Boylece,

54



PerQs(Dn;X,Y):2'2'7= 7:2"]%(2)

n
2

oldugu goriiliir.
. .. N
Eger n=2mod(4) ise bu durumda i= > olur. Boylece,

PerQ,(D,: X, y) =2-g-7= n-7=n-hP,(2)
oldugu goriiliir.
Eger n=1mod(4) veya n=3mod(4)ise bu durumda i =n olur. Béylece,
PerQ;(D,;X,y)=2-n-7=n-7=2n-hR,(2)
oldugu goriiliir.
iii. k=5 icin &,...,5_; €N olmak iizere asagidaki dizi elde edilir.

Xo =X, X =Y, X = X, X = XY, X, = Y, X = Xou.
4i & 4i &40
X2i.hR, (2)—k+2 :(yX) 1 XoihR, (2)—k+3 =(yx) 1 XoihR, (2)—k+d = (yX) ree

Xoihp (2)-1 = ( yx)%34i 1 Xoihp, (2) = (yX)T Xy Xoinp (2041 = (yX)T_l X,

Burada periyodu belirlemek i¢in @ € N olmak iizere 4i =n-w olacak sekilde en kiigiik

i dogal sayisina ihtiyag vardir ve asagidaki durumlar s6z konusudur.

a. Eger n’nin carpanlarindan tek olanlarinin higbiri [3, k- 2] araliginda degil ise

ti¢ durum s6z konusudur;

al. n=0mod(4) ve n|r ise 1<1<k—-2igin

Xinm (2)-1 = €
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ve i="icin
4 ¢
X2i~th(2) =X, X2i~th(2)+1 =y
olur. Buradan
n n
PerQ, (D,;X,y)= Z-ZhFL(Z) :Eth(Z)
yazilir.

a2. n=2mod(4) ve n|r ise 1<1<k-2igin

Xinm (21 = €
ve | .
=— i¢in
2

X2i~th(2) =X, X2i~th(2)+1 =y

olur. Buradan
PerQ, (D,; X, y)=2.ghpk(2) =n-hP.(2)
yazilir.

a3. n=1mod(4) veya n=3mod(4) ve n|r ise 1<1<k-2igin

Xoinp (21 = €
ve i =n igin
Xoing2) =X v Xaing 241 = Y
olur. Buradan

PerQ, (D,; X, y)=2n-hR,(2)
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yazilir.

b. Eger 77, n’nin [3 k —2]araligindaki carpanlarindan en biiyiik olani ise iki

durum s6z konusudur;

bl. Eger jeN icin 73’ ¢[3 k —2]ise ii¢ durum séz konusudur.

bl.1. n=0mod(4) ve n|r ise 1<1<k-2igin

Xoitp (21 = €

ve i = 1 icin

n 4 ¢

Xoinm2) = X v Xoinp 2041 = Y
olur. Buradan
_ n n
PerQ,(D,; X, y):Z-UZth(Z) :775-th(2)

yazilir.

bl.2. n=2mod(4) ve n|r ise 1<1<k-2igin

Xzi-hPk 2 =€
. n..
ve l= 775 1¢In

Xite 2 =X v Xoing 21 = Y

olur. Buradan
PerQ, (D,;X,y)= 2-nghpk(2) = 7n-hP,(2)

yazilir.
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b1.3. n=1mod(4) veya n=3mod(4) ve n|r ise 1<1<k-2igin

Xinp (2)-1 = €
Ve i =n igin
Xoinp2) =X 1 Xoinp . = Y
olur. Buradan
PerQ, (D,;x,y)=2nn-hP,(2)
yazilir.
b2. Eger u, [3,k—2]araligindaki en biiyiik tek tamsay1 ve jeN icin g =43

ise ti¢ durum s6z konusudur.

b2.1. n=0mod(4) ve n|r ise 1<1<k-2igin

Xoinm (2)-1 = €

vei=ul icin

H 4 ¢

X2i~th(2) =X, X2i~th(2)+1 =y
olur. Buradan
_ n n
PerQ, (Dn,X, y) = Zuz'th(Z) :ﬂa'hpk(z)

yazilir.

b2.2. n=2mod(4) ve n|r ise 1<1<k-2igin

Xinm (21 = €

ve i—,uE icin
)
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Xoinp2) = X 0 Xoinp 2041 = Y

olur. Buradan
PerQ, (D,;X,y)= Zyg-th (2) = un-hP,(2)
yazilir.

b2.3. n=1mod(4) veya n=3mod(4) ve n|r ise 1<1<k-2igin

Xoinm (21 = €
ve i = un igin
Xoing ) = X 1 Xoinp, 21 = Y
olur. Buradan
PerQ, (D,;x,y)=2un-hR(2)

yazilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

3.2. Pell-Dairesel (Circulant) Dizileri

Genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisinin karakteristik polinomu
f(x)=x—2x"—x“?—...—1
oldugundan bu polinomun katsayilar1 kullanilarak olusturulan dairesel matris

1, (i=k+1 j=1) ve (i+1=j,1<i<k),
cmz[cij](kﬂ)x(kﬂ): 2, (i=k, j=1),(i=k+1 j=2) ve (i+2=j,1<i<k-1),
-1 ,diger durumlarda.

seklindedir[3].
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Ornegin; C, ve C, dairesel matrisleri agik olarak

11 -2 1 -1 1 =2 -1
C,=|-2 -1 1|veC=|-1 -1 -1 1 -2
1 -2 -1 2 -1 -1 -1 1

seklinde yazilabilir.

K 'nin farkli degerleri i¢in C,,, matrisi kullanilarak, genellestirilmis k -mertebe Pell-

dairesel dizisi asagidaki gibi tanimlanmustir:

k=2 icin

—2X, ,+ X, ,—X, 5, N=1mod3,
X, =9 Xop =X, 3—2%,,, N=2mod3,(n>3) (3.2.1)
—X, 3—2X, ,+X, 5, Nn=0mod3

olup dizinin baslangi¢ degerleri x, =0, X, =0 ve x, =1"dir.

k>3 ise n>k+1 i¢in

X =X = =X = 2X L FX =X, n=1mod (k+1),
~Xop = Xos = = Xosz = Xt F Xok — Xos — Xouor  N=2mod (k+1),
X, =9=X g = 2% T X = X = = X o n=k-2mod (k+1),
“2X X =X — =X o, n=k-1mod (k+1),
X+ Xos = = Xy osr — X oo n=k mod (k+1),
“Xnkr T Xz T T Xncakes T Kok T Xosakeas n=k mod (k +l)

olup dizinin baglangi¢ degerleri X, =X, =---X, =0 ve x,,, =1 ‘dir[3].
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Ornegin genellestirilmis 5-mertebe Pell-dairesel dizisi

—Xo g — X0 — Xy g —2X, 4+ X, s —X, ¢, N=1mMod6
—X, 0 =X, 3 —2X, 4+ X, 5 =X, =X, 7 , N=2mMod6

(n>6)

—X, 3= 2X, 4+ X s =X, =X, 7 —X, 5, N=3mod6
X =
T 22X+ X s — X s — X, =X g—X, o, N=4mod6
Xo5 = X6 = Xn7 = Xyg = %o — 2%, 4 , N=5mMod 6
—X 6 = X7 = Xn_g = X9 — 2% 10 + X111 » N=0mMod 6
seklindedir ve baslangic degerleri X, =X, =...= X, =0 ve x; =1"dir.

n>0 i¢in timevarim yontemiyle

Xn(k+1)+k+1 Xn(k+1)+k Xn(k+1)+k—l v Xn(k+1)+2 Xn(k+l)+l
Xn(k+1)+l Xn(k+l)+k+1 Xn(k+1)+k Xn(k+1)+3 Xn(k+l)+2
X X X D X
n n(k+1)+2 n(k+1)+1 n(k+1)+k+1 n(k+1)+4 n(k+1)+3
(Coa)' = ™ ) ) ; ) (3.2.2)
Xn(k+l)+k—l Xn(k+l)+k—2 Xn(k+1)+k—3 °og Xn(k+l)+k+l Xn(k+1)+k
L Xn(k+1)+k Xn(k+1)+k—1 Xn(k+1)+k—2 tee Xn(k+1)+1 Xn(k-¢—1)+k-¢—1_

oldugu goriilebilir. Goriildigii gibi (Ck+1)", k +1 mertebeli bir dairesel matristir[3].

P(X) = Xyny st + Xagonya X+ e Xngona X POlinomu - (C,,,)"
polinomudur[3].
k >3 olmak tizere k -basamak Pell-dairesel dizisi
a=a=..=a,=0a=1
baslangi¢ degerleri ve n>0 i¢in
g1 = 280y ~ 8 g e T 8 T,

seklindeki indirgeme bagantisiyla tanimlanir[3].

61

matrisinin  yardimet1

(3.2.3)



k -basamak Pell-dairesel dizisi {a, } *nin iireteg fonksiyonunu

Xk—l

X) =
9(x) XX X2+ 2x+1

seklinde elde edilmektedir.

(3.2.3) denkleminin katsayilar1 kullanirak

(2 -1 ... -1 1

1 0 ... O
Mo=[m], =[0 1 .. 00

0 0 1 0]

seklindeki yardimeci (companion) matrisi yazilir. Bu matris k -basamak Pell-dairesel

matrisi adin1 alir. Ayrica

dir[3].

n >k —1 olmak tizere tiimevarim yontemiyle

&k g "8y T T8y A T8y T T g e Gy T8 A
(M )n _ Aik-r & & T8 g "y T Ty e Az T o S
k - . . . . .
i A2 T8 T Ty B T g T Ty a —a, a,
oldugu goriilebilir[3].
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Bilindigi gibi bir indirgemeli dizinin Simpson formiilii kendisini {ireten marisin
determinanti alinarak elde edilir. Ornegin; detM, =(— )1“1 oldugu i¢in 3-basamak

Pell-dairesel sayilarinin Simpson formiilii

(an+l )3 + (an+2 )2 a,,ta,; (a'n )2 - 2a‘n+2a‘n+lan 85818, = 1

seklinde elde edilir. Burada n>2 dir[3].

3.3.C,,,ve M, Matrisleri Yardimyla Devirli Gruplar

A= [aij] bir matris ve a; elemanlari tamsayilar olmak iizere A(mod m), Amatrisinin

elemanlarmin - m modiiline gore indirgenerek yazilmasi anlamina gelir; yani,
A(mod m) = (aij (mod m))dir. (A) = {Ai (mod m)‘i > 0} kiimesini gz Oniine alalim.
Eger obeb(m, det A)=1 ise (A) kiimesi bir devirli grup olur. ‘(A)m‘ ifadesi de (A)_
kiimesinin mertebesini ifade eder. detM, = (—1)k+l oldugundan her m pozitif tam sayist
igin (M, >m bir devirli gruptur. Benzer sekilde obeb(detC,,,m)=1durumunu saglayan

m tam sayilari i¢in <Ck+l>m devirli grup teskil eder.
Burada C,,, ve M, matrisleri ele alinmustir.

Teorem 3.3.1: pbir asal say1 ve (G) . da (C,,) . yada (M) . gruplarindan biri
olsun (a eN). u, [(G) |=[(G),
(G),

"dir [3].

esitligini saglayan en biiyiik pozitif tam say1 ise her

v-u

v>u igin‘(G)pv

‘<G>pv

"dir.  Ozel olarak ‘<G>p‘¢‘<G>pz

=p ise her v>2 ig¢in

(),

v-1

=P
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Ispat: <Mk>pa grubunu ele alahm ve h(p“)=‘<Mk>pa olsun. Eger

(Mk)h(pm) = (mod p“”) ise (Mk)h(pw) = (mod p“) de saglanir. Burada a pozitif bir

tamsay1 ve |, kxk tipli birim matristir. Bu da gosterir Ki h( pa), h( pa”) ’yi boler.

Ayrica (Mk)h(pa) =1 +(mi(ja)~ pa) oldugundan

(Mk)h(pa)p =(| +(mi(ja) ) pa))p

p
i=0

5 (%) =1 ot

sonucu ¢ikarilabilir. Dolayistyla h( pa+l) da, h( p® ) p’yi boler. Buna gore ya
h( pa+1) = h( pa) ya da h( pa+1) = h( pa)- p  durumlan vardr. h( pa+l) = h( pa)- P
durumu ancak ve ancak p ’nin bolmedigi bir mi(ja) sayist var oldugunda saglanir. u,
h(p)=h ( p“) esitligini saglayan en biiyiik tamsay1 oldugundan h( p' ) # h( p“*l) dir.
Bu da, p’nin bélmedigi bir mi(j”+1) sayisinin var oldugunu gosterir. Bundan dolayi
h( p“”) # h( p‘“z) dir. Ispat1 tamamlamak igin de tiimevarim metodu uygulamak yeterli

olur. <Ck+1> o icin ispat benzer bigimde yapilabilir.

Teorem 3.3.2: (G) , (C,.,) yada (M,) devirli gruplarindan biri olsun. p; sayilari

t
birbirinden farkli asal sayilar olmak iizere m=] | pf, (t>1) olarak kabul edelim. Bu
i=1

‘<G>p?

<(;>pe2

2

durumda ‘(G)m‘ = OkekH<G>plel } ile hesaplanir[3].

Ispat: <Ck+1>m devirli grubunu ele alahm. Bu grup i¢in obeb(detC,,,,m)=1"dir.

1<i<t igin (C)[=4 Ve |(Crn),|=4 oldugunu farzedelim. (3.2.1)deki matrise

p?“ !

gore

X

Lk =0mod pi 1< j<k

X =1mod p;

2 (k+1)+k+1
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ve

Xy =0modm , 1< j<k

k+1)+

Xﬂ(k+l)+k+l = 1m0d m

dir. Buradan te N ve 1< j <k+1 Imak lizere X ax sonucu ¢ikar, bu da

k+1)+k+1 = A (k+1)+ ]

i ‘nin tim degerleri i¢in (CM)Z ’nin a-(Ckﬂ)% formunda oldugunu gosterir. Bu ise

‘<Ck+1>m‘ = okek |:‘<Ck+l>p191

(et o |(Cun) ] oldugunu ispatlar.

<M ‘ >m icin ispat benzer sekilde yapilabilir.

Bilinmektedir ki bir dizinin belirli bir noktasindan sonra elemanlar tekrar eden bir alt
dizi olarak devam ediyorsa dizi periyodik adimi alir. Tekrar eden alt dizideki
elemanlarin sayisina dizinin periyodu denir. Bir dizinin ilk k elamani tekrarli olarak bir

alt dizi olusturursa dizi, k periyotlu basit periyodik dizi adin1 almaktadir.
ve

sirastyla dizileri bir m modiiliine gore indirgenmis, genellestirilmis k -mertebeden Pell-

dairesel dizisi ve k-basamak Pell-dairesel dizisini ifade etsin. Burada

x; (m)=x; (modm)ve a,(m)=a, (modm) dir.

Teorem 3.3.3: Her m pozitif tamsayisi igin {a, (m)} basit periyodiktir. {x, (m)} dizisi

de obeb(detC,,;,m)=1 oldugunda basit periyodiktir [3].

Ispat: {an (m)} dizisini ele alalm. Q= {(ql,qz,...,qk)|O£ g < m—l} kiimesi sirali K -

lillarmn bir kiimesi olsun. Bu durumda |Q| =m“’dir. Elemanlar1 Z_ kiimesinden alinan
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m* adet siral1 K -li oldugundan {an (m)} dizisinde siral1 K -lilardan en az biri tekrarlanir.

Boylece bu sirali k -lidan sonra alt dizi tekrarlanmaya baslar; yani {an(m)} dizisi

periyodik olur. Boylece eger
a,,(m=a;,(m),a,,(m=a;,(m)),..a,(m=a;,(m)
ve i> j ise i = jmodk ’dir. Tanimdan kolayca
a(m)=a;(m),a_(m)=a; ,(M),..,a,; (M) =a; (M) =2a(m)
elde edilir. Bu da {a, (m)} dizisinin basit periyodik oldugunu gdsterir.
{Xn (m)} i¢in ispat benzer sekilde yapilabilir.
Asagidaki ifadelerde {an (m)} ve {Xn (m)} dizilerinin periyotlart sirasiyla I: (m) ve

k
Ix

(m) ile gosterilmistir.

Sonug 3.3.1:

i.  pbirasal say1 ve obeb(detC,,, p)=1 ise I{(p)=(k+1) -‘<Ck+1>p "dir.

ii. Her p asal sayisi igin |:(p)=‘<Mk>p

"dir [3].
p bir asal say1 ve
A(p"‘)z{x" (mod p“)‘n eZ,a>1,x =-2xt—x*2_  —x+1,k 23}

olsun. Bu durumda A( p“ ) kiimesi bir devirli gruptur.

Artik k -basamak Pell-dairesel dizisinin karakteristik polinomu ile 1X(m) periyodu

arasindaki bagintiy1 verebiliriz.
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Sonug 3.3.2: p bir asal say1 ve « € N olsun. Bu durumda A( p“) devirli grubu <Mk>pa

devirli grubuna izomorftur[3].

3.4.Gruplarda k -basamak Pell-Dairesel Dizileri
G, j-gerenli sonlu bir grup ve X de (X,X,,...X;)€G olacak sekilde GxGx..xG

1 Kyyeee
]

kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda G grubuna Xpy Xgyeen X tarafindan

tretilmistir ve (Xl, Xpyeenr X ) ’e de G ’nin tireteg j -lisi denir.

Tamm 3.4.1: G=(X) grubu X = {xl ..., xj} kiimesinin elemanlariyla iiretilen sonlu

bir grup olsun. Bu durumda G grubundaki k -basamak Pell-dairesel dizisinin tanimi

asagidaki gibidir:

j=2 ise

olup n>1 i¢in

B =(0,)(B1s) " - (Osz)” (Bac)”

dir.

j=>3ise

olup n>1 i¢in

. {(bﬁl(bz)l...(bm2)1<b.+n1>2 jen<k
- (b”“‘k )(b”“-kﬂ)_l "'(bi+n—2 )_1 (bi+n—1)_2 , J+n>k
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dir[3].

X, X,,..., X; elemanlariyla iirertilen k -basamak Pell-dairesel dizisini PCk(G;xl,...,xj)

ile gosterecegiz.

Teorem 3.4.1: X ={X,X,,...X;} olmak iizere G=(X) bir sonlu grup olsun. Bu

durumda G grubundaki k -basamak Pell-dairesel dizisi periyodiktir. Ozel olarak eger

k> j ise G grubundaki k -basamak Pell-dairesel dizisi basit periyodiktir[3].

Ispat: |G|=n olsun. G’de n* adet farkli k-li bulundugundan bunlardan en az biri

PC, (G s Xpyeen X ) dizisinde tekrar eder. Bu tekrardan dolay1 dizi periyodiktir.

Simdi de k > j olsun. PC, (G;Xl,...,xj) periyodik oldugundan u,veN , u>v i¢in

b,

u+l

=D

v+l

b,

2 =

bv+2 1 bu+k = b\/+k

dir. k -basamak Pell-dairesel dizisi tanimindan j =2 igin

(bn+k )(bmk—l )2 (bn+k—2 )'"(bn+1) = (bn )

ve j>3 igin

(b|+n )(bi+n—l )2 (b|+k—2)"'(b|+n—k+1) = (b|+n—k )

dir. Bundan dolay1 b, =b, ’dir; bunun da sonucu olarak

bu—l = bv—l ) bu—2 = bv—z ""’bu—(v—l) = bv—(v—l) = bl

dir. Bu da dizinin basit periyodik oldugunu gosterir.

PC, (G;Xi,...,xj) dizisinin periyodunu LPC, (G;Xl,...,xj) ile gdsterecegiz. Tanimdan

anlagilmaktadir ki LPC, (G;xl,...,xj), secilen tretecler ve bunlarin mertebeleriyle
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iliskilidir. Burada genellestirilmis quarternion grup Q,, daki k -basamak Pell-dairesel

dizisinin periyodunu inceleyecegiz.

n>3 olmak lizere Q,, genellestirilmis Quarternion grubu

2n71 _ 2 on

x> =e,y’ =X 72,y‘lxy:x‘1>

Q. =(x.y

seklinde takdim edilmektir. Burada ‘an =2", [x|=2"" ve |y|=4"dir.

Teorem 3.4.2 [3]: (X, y) geren (lreteg) cifti icin genellestirilmis Q,, quarternion

grubundaki k -basamak Pell-dairesel dizilerinin periyotlar1 asagidaki gibidir:
I. LPC3(Q2n 7 X, y) =7,

ii. LPC,(Q

2

X Y)=2"2142) (k= 4).

Ispat: Ispati, dogrudan hesaplama ydntemiyle yapacagiz. 13(2)=7 oldugunu goz

ontinde bulundurarak;

i PC,(Q,;xY) dizisi

X, Y, Xty % = x" xy ! (Xn—l)‘2 —ylx, y(xn—l)‘l (y‘lx)_z = yx, X" (y‘lx)_l(yx)*z — X2y,
y‘lx(yx)fl(x‘zy)_2 =g, yx(x‘zy)_1 =X, X2yex? =y, ex 'y =x"",...

seklinde oldugundan, dizinin periyodu 7’dir.

i. k>4 ise A,.. A4 3 A ,€Z ve A, pozitif tek tam sayt olmak izere

PC, (an TX, y) dizisi

X =XX%=Y,%=X"% =y "%,

— Xﬂl4|, X — Xjk734i X — Xﬂk724i+l X = Xﬂ'k’14i X = Xn_l, e

X ik (2) TR0k 2)1 T i1k (2)+2 'Rk @)+3 T

2i1X (2)-k+4
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seklindedir. Bu durumda dizinin periyodunu belirlemek i¢in n>3 olmak iizere 2" |4i

sartin1 saglayan en kiiciik i tamsayisini bulmaliy1z.

I =n—23 olarak secersek

n-1

X =X =e,X =XX X

220k (2)—k+a T 221X (2) 221X (2)+1 20k @2)2 Y, Xz“*24|§(2)+3 -

olur ki, bu da dizinin her (2”‘2 Ak (2)) tane elemanda bir basa donerek tekrar ettigini

gosteririr. Dolayistyla LPC, (an i X, y) =2"%.1X(2) olarak elde edilir.

Teorem 3.4.3 [3]: (,x) ikilisiyle iiretilen genellestirilmis Q,, quarternion grubunda

k -basamak Pell-dairesel dizisinin periyodu

i LPC,(Q,ixy)=2"%.7,

ii. LPC, (Q,:%y)=2"%152) , (k>4).

Ispat1 énceki teoremdeki gibi yapilabilir.
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4 ARASTIRMA BULGULARI
4.1.Birinci, Tkinci ve Uciincii Tiirden Pell-Dairesel Dizileri

Bu c¢alismada genellestirilmis K -mertebeden Pell-dairesel dizileri yardimiyla birinci,
ikinci ve tiglincii tirden Pell-dairesel dizileri tanimlanmis ve bu dizilerin elemanlar ile
dizilerin trete¢ matrisleri arasindaki bagintilar elde edilmistir. Ayrica tanimlanan
diziler, m modiiliine gore indirgenip, lirete¢ matrisleri ve yardimci denklemlerle elde
edilen devirli gruplar incelenmistir. Buna ek olarak, elde edilen bu devirli gruplarin
mertebeleri ile m modiiliine gore indirgenen dizilerin periyotlari arasindaki bagintilara
ulagilmistir. Son olarak tanimlanan diziler gruplara taginmis ve bu anlamda birinci ve
liclincli tiirden Pell-dairesel orbitleri tanimlanmistir. Tanimlanan orbitler sonlu

gruplarda incelenmis ve elde edilen bulgularin uygulamasi olarak farkli r degerleri i¢in

F (r,2) Fibonacci grubunun birinci ve iglincli tlirden orbitlerinin periyotlar

belirlenmistir.

(3.2.1) esitlikleri kullanilarak birinci, ikinci ve tiglincii tiirden Pell-dairesel dizileri soyle

tanimlanir:
Baslangi¢ degerleri PC; = PC, =0 ve PC; =1 olmak iizere N>3 i¢in
PC.=-2PC. ,+PC} ,—PC! ., (4.1.1)
baslangig degerleri PC? = PCZ =PCZ =0 ve PC; =1 olmak iizere N >4 i¢in
PC? = PC?,,—PC2, —2PCZ,, (4.1.2)
baslangi¢ degerleri PC} = PCJ = PC} = PC} =0 ve PC =1 olmak iizere N>5 igin

PC?=-PC?,—2PC?,+PC: .. (4.1.3)

(Deveci ve Giinagt1 [8]).

Birinci,ikinci ve tigiincii tiirden Pell-dairesel dizilerinin tireteg¢ fonksiyonlar1 sirasiyla
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2

X3 —x?+2x+1

X3

2x4 + X3 —x? +1

ve

olarak elde edilir[8].

(4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) esitlikleri kullanilarak asagidaki gibi companion matrisler

yazilabilir:
2 1 -1
M;={1 0 O
0 10
01 -1 -2
10 0 O
M, =
01 0 O
001 O
ve
0 0 -1 -2 1]
10 0 0O
M,=|0 1 0 0 O].
001 0O
00 0 1 0]

M,, M,ve M,matrisleri sirastyla birinci, ikinci ve iigiincii tiirden Pell-dairesel
matrisleri olarak adlandirilir. Burada detM, =-1, detM, =2 ve detM, =1 olduguna
dikkat edelim[8].
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n>1 olmak iizere tiimevarim yoluyla

PCr];+3 PCr];+2 - I:)Crzl1-+l _PCr];+2
(m,)"=|PC}, PC.,-PC: -PC., (4.1.4)
PC!, PC.,+2PC:, -PC;
PC§+4 PCri—S _PCnZ+3 - 2PCr?+2 _ZPCr12+3
(M )” _ PCr12+3 PC§+4 _PCr12+2 _ZPCr12+l _ZPan+2 (4 1 5)
*|pci, PCI, -PCi,-2PCI -2PC:, B
PC,. PC., PC,,-PC, -2PC;
ve
PC:+5 PCr?JrB PC:H PCI?JrB + PC:+5 PC:+4
PCr?+4 PC:+5 PC:+6 PC:H + PC:+4 PC:+3
(MS)n = PC§+3 PC§+4 PCr?+5 PC:HS + PC|3+3 PC:+2 (416)
PCy, PC., PCl, PCl,+PC;, PC.,
L PCr?Jrl PCr?JrZ PC:+3 PC:+4 it PC:+1 PC: a

oldugu goriilebilir. Bir indirgeme dizisinin Simpson formiiliiniin iirete¢ matrisinin
determinant1 yoluyla elde edilebildiginden o6rnek olarak birinci tiirden Pell-dairesel

dizisini diislinecek olursak bu dizi i¢in Simpson formdilii

1 1
n+1PCn+2 +

(F)Crlwl)3 - (PcrlH-Z)3 + 2(PC$+1)2 Pcl - 2PC;+1(PCi+2)2 - ZPCrl\ PC

n+3

PCrl1+3(PCr11)2 - F)Crll(l:)crlH—z)2 - PCr:: Pcr11+1PCrl1+3 + PCr11+1PCrl1+2 PC;+3 = (_1)“

seklindedir[8].

Onceki kisimlarda deginildigi gibi A=[aij] bir matris ve a; elemanlari tamsayilar
olmak tizere A(mod m), Amatrisinin elemanlarinin m modiiliine gore indirgenerek

yazilmasi anlamina gelir; yani, A(mod m) :(aij (mod m))dir.
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<A>m = {Ai (mod m)‘i > 0} kiimesini goz oniine alahm. Eger obeb(m,detA)=1 ise
<A>m kiimesi bir devirli grup olur. ‘<A>m‘ ifadesi de <A>m kiimesinin mertebesini ifade

eder.

Bu bilgilere gére her m pozitif tamsayisi igin <M1>m ve <M3>m kiimeleri birer devirli

gruptur. <M2>m kiimesi ise m bir tek tamsay1 oldugunda devirli olmaktadir.

4.2. m Modiiliine Gére Birinci, ikinci ve Ugiincii Tiirden Pell-Dairesel Dizileri

Simdi M,, M, ve M, tarafindan iiretilip m modiiline gore alinan devirli gruplarin

mertebelerini inceleyecegiz.

Teorem 4.2.1: A bir asal say1 ve <G>/1" kiimesi <M1>,1na <M2>4" ile <M3>/1n

kiimelerinden biri olsun(n eN ) KG) ﬁ‘ = KG) L ‘ esitligini saglayan en biiyiik pozitif

tamsayl U olmasi durumunda her v>u i¢in KG)AV ‘ =A"". <G>/1‘ esitligi vardir. Ozel

olarak v>2 igin |(G), | #|(G) "dir[8].

ise bu durumda ‘(G)A‘ =t "<G>,1

/12

Ispat: <M2> » devirli grubunu ele alalim; bu durumda 4 #2 dir. a pozitif bir tamsay1
olsun ve ‘<M2>An‘ sayist hz(/ln) ile gosterilsin. Eger (Mz)hz(’laﬂ) = (mod }baﬂ) ise
(Mz)hz(laﬂ) = (mod za) yazilabilir. Burada 1 ,4x4 tipli birim matristir. Buna gore

h, (/Ia), h, (/1"‘+1) sayisini boler. Ayrica (Mz)hz(ia): I +(mij(a)-ﬂa) ifadesini binom

acilimiyla yazilirsa
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elde edilir. Buna gore h,(A%*), h,(4%)-4 sayisim bdler. Bu da demektir ki ya
h,(A**)=h,(4) yada h,(2**)=h,(2%)-2 dir. h,(2**)=h,(4%)-2 durumu ancak
ve ancak A tarafindan bolinmeyen bir mij(a) saylsl varsa saglanir. U sayisi
h,(1)=h, (}t“) esitligini  saglayan en biiyiikk pozitif tamsayr oldugundan

h, (ﬂ,“ ) #h, (i”“) "dir. Buradan A tarafindan boliinmeyen bir mij(l”l) tamsayisinin var

oldugu anlasilir ve bdylece hz(ﬂ“”);thz (/1‘“2) esitsizligini elde ederiz. Ispati

tamamlamak i¢in U Ustlinde bir tiimevarim uygulamak yeterli olacaktir.

<M1>ln ve <|\/|3>ﬂn igin teorem benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 4.2.2: m bir pozitif tamsay1y1 ve <G>m kiimesi <M1>m, <M2>m ile <M3>m devirli

gruplarindan herhangi birini gostersin. 4, sayilar1 birbirinden farkli asal sayilar olmak

K
tizere m=] A", (k 21) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
i=1

(@),

(@),|-okek||(G).. (@) o] | a1

Ispat: (M,) devirli grubunu ele alahm. 1<i<k igin ‘<M3> =4 Ve ‘<M3>m‘=ﬂ

Z

oldugunu farzedelim. (4.1.6)’den

X4.5 =1(mod pft),
X, =1(mod pf*),
X4., =0(mod pf ),u=1,2,3,4,6,7,8igin

ve

X,.5 =1(mod pf'),
X, =1(mod pf"),
X, =0(mod pf ), u=1,2,3,4,6,7,8igin
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elde ederiz. Buradan O0<k<8ve AeN i¢in x,, =4-X,, , sonucu cikar. Bunun

B

anlami(M,)”, i’nin her degeri i¢in t-(M,)” formunda oldugudur. Bu da bize

‘<M3>m‘ = okek[<M3>pel ,<M3>p22 ""’<M3>pﬁk} oldugunu gostermektedir.
<M1>mve <M2>migin teorem benzer sekilde ispatlanabilir.

Birinci, ikinci ve tgiincii tiirden Pell-dairesel dizilerini bir m modiiline gore

indirgedigimizde

{PC? (m)} ={PCE (m). PC (m), PCE (), ++,PC; (m).-+}

seklinde tekrarli diziler elde ederiz. Burada PC(m)=PC'(mod m) ve k=123 dir.

Bu dizilerdeki indirgeme bagintilari sirasiyla (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3)’deki indirgeme

bagintilarinin aynisidir.

Teorem 4.2.3 [8]: m modiiliine gore indirgenmis {PC;}, {PCf}Ve {PCf} dizilerinin

periyotlar1 agsagidaki gibidir:
i. {PCi (m)} ve {PCf (m)} dizileri her pozitif m tamsayis1 igin periyodiktir
ii. {Pan(m)} dizisi her pozitif m tamsayis1 igin periyodiktir. Ozel olarak

obeb(2,m)=1 oldugunda {PC? (m)} dizisi basit periyodik olur.

Ispat:  Birinci  tiirden  Pell-dairesel {PCrf (m)} dizisini  ele  alalim.
S= {(Sl, S,,S; )‘0 <s§ < m—l} kiimesini goz Oniine alalm. Bu durumda Z, ’nin

elemanlarmin m® adet farkli sirali 3 -liisii var oldugundan, bu sirali 3 -liilerin en az biri

{PC,f (m)} dizisi i¢inde iki defa ortaya ¢ikacaktir. Bu tekrardan dolay: dizi periyodiktir.

Bu durumda i> jolmak iizere PCj,(m)=PC;,

(m),PCl,,(m)=PC;,,(m),

i+2

PC..,(m)=PC;,,(m) ise i = j mod 3 oldugu sonucu elde edilir. Tanimdan hareketle
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PC/(m)=PC;(m),PC},(m)=PC;,(m),...,
PG, (M)=PC., , (m)=PCH(m), PCL ., (m)=PC} ., () = PCI(m)

i—j+1

yazilir. Boylece dizinin basit periyodik oldugu goriilmiis olur.

{PCf (m)} ve { PC? (m)} dizileri i¢in ispat benzer sekilde yapilabilir.

{PCﬁ (m)} , {PCf (m)} , {PCf (m)} dizilerinin periyotlari sirasiyla I1C* (m) Ic? (m) ve

IC? (m) ile gosterilir.

Asagida  sunulan sonuglarda IC*(m), IC*(m) ve IC’(m) periyotlart ile

‘<M1>m‘: ‘<M2>m‘, ‘<M3>m‘ mertebeleri arasinda tespit edilen bazi bagmtilar ifade

edilmistir.

Sonug 4.2.1: A herhangi bir asal say1 olsun. Bu durumda IC* (2)= ‘<M1>,1‘ ve
IC*(1)= K M,) ﬂ‘ esitlikleri vardir. A > 2olacak sekilde bir asal say1 oldugunda ise

IC?(4) =|(M,), | esitligi goriiliir[8].

Ispat: Bu ozellik (4.1.4), (4.1.5) ve (4.1.6) esitliklerinin getirdigi bir sonugtur.

A bir asal say1; ayrica U>1 olmak {izere

A(4)={x"(mod A):neZ, x* =-2x"+x-1
ve

A(2)={x"(mod2):neZ, x* =—x* —2x+1}

kiimelerini ele alalim. Bu sartlarda A (/1) ve A (ﬂ)kﬁmeleri devirli gruplardir.
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Artik birinci ve tglincii tiirden Pell-dairesel dizileri ile bunlarin periyotlari ICl(m),

IC® (m) arasinda bir bagint1 verebiliriz.

Sonug 4.2.2: A bir asal say1 olsun. Bu durumda A (1)ve A;(4) devirli gruplari

sirasiyla < M 1> Ve <M 3 > , devirli gruplari ile izomorftur[8].

4.3.Gruplarda Birinci ve Uciincii Tiirden Pell-Dairesel Dizileri

Tanmm 4.3.1: X = {Xl, Xy yeens Xj} olmak tizere G =(X) sonlu iiretilmis bir grup olsun.

Bu durumda G grubunun birinci ve tgiincii tiirden Pell-dairesel orbitleri sirasiyla

asagidaki gibi tanimlanir:

n>1 i¢in
xic, =(X'c,.) " (X'c,,)(X'C,.)”
olup bu dizinin baglangi¢ degerleri

XlCl:(Xl){l’XlCZ:XQ’X1C3:X3 ,J=3IS€
X'C, =(x) ", X'C, =(x) ", X'C, =%, ,j=2ise

seklindedir. Benzer sekilde n>1 igin

-1

x%fﬁx%ﬁxx%Mf%X%H)

olup bu dizinin baglangi¢ degerleri
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XC,=x ,XC,=x, ,XC,=x, ,X%,=x%, ,XCy=x, , j =5ise
XC,=(x), X°C,=x ,XCy=x, ,X%C,=x,,X’Ci=x, ]j=4dise
X%, =(x)  X%C,=(x)", X’C,=x, X°C,=x,, X’C;=x, ,j=3ise
XC, =(x)", X°C,=(x), X*C,=(x)", X°C, =%, X°’C;i=x, ,j=2ise

5

seklindedir.

Teorem 4.3.1: Eger G sonlu bir grup ise G grubunun P1C(

X pee X

orbitleri basit periyodiktir.

Ispat: G grubunun birinci tiirden Pell-dairesel orbitini yani PlC(

X reees X
alalim. G ’nin mertebesini n olarak kabul edersek G ’nin elemanlarmin n® tane farkli
sirali 3 -liisiinlin mevcut olacagi agiktir. Bu da bize bu sirali Gigliilerin en az bir tanesinin

F’lC(X ) )(G) orbitinde iki defa karsimiza cikacagimi gosterir. Bu tekrardan dolay:

oldugundan

XlCu+1 = XlCv-¢—1 ’ xlcu+2 = Xle+2 ve XlCu+3 = Xle+3

olacak sekilde u>v dogal sayilarinin mevcut oldugu aciktir. Dizinin tanimindaki

indirgeme bagintis1 kullanilarak

-2 -1

(X'C,,)(X'c,,) (X'c,) =x'C,,
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bagntisina ulasilir ki bu da bizi

X'C, =X'C,

ve dolayisiyla

XlCl = XlCu—v+1 ’ xlCZ = XlCu—v+2 ve XlCS = XlCu—v+3

esitliklerine ulastirir ki dolayisiyla F’1C<X ) orbiti basit periyodik olur.

,,,,,

,,,,, i

......

4.4 Birinci ve Uciincii Tiirden Pell-Dairesel Dizilerinin Fibonacci Grubundaki

Periyotlar:
I 'nin gesitli degerlerine gore Fibonacci grubunun birinci ve tiglincii tiirden Pell-dairesel

orbitlerinin periyotlar1 asagidaki gibidir.
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Cizelge 4.4.1 Fibonacci grubunda birinci ve tiglincii tiirden Pell-dairesel orbitlerinin

bazi r degerleri i¢in periyotlari

IlC(X'y)(F(r,Z)) |3C(va)(F(r,2))
r=5 56 372
r=7 84 372
r=9 168 744
r=11 168 26 412
r=13 336 7068
r=15 3192 694 648
r=17 336 4 464
r=19 252 2232
r=21 168 5 854 660
r=23 1064 226 920
r=25 168 67 704
r=27 6 832 1293 444
r=29 3192 1683 944
r=31 336 105 648
r=33 3808 304 544
r=35 51576 2589 120
r=37 252 212 040
r=39 504 2019 960
r=41 336 1 003 656
r=47 3696 8675040
r=49 1680 7440
r=53 30 744 204 228
r=55 3024 127 224
r=59 4872 22 680 840
r=61 1344 1 056 480
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TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada sadece birinci, ikinci ve tg¢linci tiirden Pell-dairesel dizileri ile
calisilmigtir. Arastirmalar daha genis mertebeli dizilere genisletilerek siirdiiriilebilir.
Ayrica Pell dairesel dizilerinin Fibonacci grubu disindaki gruplardaki periyotlar

arastirilip ortaya konulabilir.
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