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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SOFT DUZGUN UZAYLAR

Adem YOLCU

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Yrd. Dog. Dr. Taha Yasin OZTURK

Sosyal bilimlerde, fen bilimlerinde, mithendislik ve tipta ki bir¢ok problemin ¢éziimiinde klasik
matematigin yontemleri yeterli olamayabilmektedir. Bu problemler genellikle karar verme ile
ilgilidir.  Son yillarda gelistirilmis olan bulanik(fuzzy) kiimeler teorisi, sezgisel
bulanik(intuitionistik fuzzy) kiimeler teorisi, kaba(rough) kiimeler teorisi, esnek(soft) kiimeler
teorisi, bulanik esnek(fuzzy soft) kiimeler teorisi bu karar verme problemlerinin ¢6ziimii i¢in
onemli derecede katki saglamistir. Bu teoriler matematigin bir¢ok alt dallarinda arastirmacilarin
yogun olarak calismis oldugu giincel konulardir. Diizgiin uzaylar kategorisi topolojinin en
onemli konularmdan biridir. Ciinkii topolojik uzaylarin arastirilmasinda diizgiin yapi, iyi bir

arag olarak kullanilmaktadir.

Bu tezde soft diizgiin uzaylar incelenmis, soft diizgiin agik doniisiimler tamimlanarak gerekli

teoremler ispatlanmustir.

2016, 61 sayfa

Anahtar Kelimeler: Soft kiime, Soft topolojik uzay, soft civar, soft diizgiin yap1, soft diizgiin

uzay, soft diizgiin agik fonksiyon, soft diizgiin siirekli fonksiyon



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

SOFT UNIFORM SPACES

Adem YOLCU

Kafkas University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Taha Yasin OZTURK

The methods of classical mathematics may not be sufficient in problem solving in social
sciences, physical sciences, engineering and medicine. These problems are generally
related to decision making. Fuzzy sets theory, intuitionistic fuzzy sets theory, rough sets
theory, soft sets theory, fuzzy soft sets theory, which have been developed recently,
have remarkably contributed to solving these decision making problems. These theories
are actual subjects which have been intensively studied by researchers in a number of
sub-branches of mathematics. The category of uniform spaces is one of the most
significant subjects of topology. Because, uniform structure is used as a good medium

in studying topological spaces.

In this study, by studying soft uniform spaces, and by identifying soft uniform open

mappings required theorems were proved.

2016, 61 pages

Keywords: Soft set, Soft topological space, Soft entourage, Soft uniform structure, Soft

uniform space, Soft uniform continuous function, Soft uniform open function



SIMGELER DiZziNi

X : Herhangi bir evrensel kiime

P(X) : X’inkuvvet kiimesi

E : Parametreler Kiimesi

A . E parametreler kiimesinin bos olmayan alt kiimesi
(F,A) : Herhangi bir soft kiime

("F,E): Y alt uzaymnda (F,E) nin soft alt kiimesi
(X,7,E) : X ilizerinde bir soft topolojik uzay
(F,E) : (F,E) kiimesinin soft kapanisi

(F,E) : (F,E) kiimesinin soft i¢i

(x,, E) : Soft nokta

SS(X,E) : X iizerinde tiim soft kiimelerin ailesi
(X,&, E) : Soft metrik uzay

B(IR) : R nin bostan farkl sinirli tiim alt kiimelerinin bir ailesi

R(e)* : Negatif olmayan tiim soft reel sayilar kiimesi
g y y

D(x B Tum soft civarlar kiimesi

Uwm : Soft diizglin alt kiime

(M ,’Z}M ,E) : Soft diizgiin alt uzay

Vi



1. GIRIS

Sosyal bilimlerde, fen bilimlerinde, miihendislik ve tiptaki bir¢ok problemin
¢oziimiinde klasik matematigin yontemleri yeterli olamayabilmektedir. Bu problemler
genellikle karar verme ile ilgilidir. Son yillarda gelistirilmis olan bulanik(fuzzy)
kiimeler teorisi, sezgisel bulanik(intuitionistik fuzzy) kiimeler teorisi, kaba(rough)
kiimeler teorisi, esnek(soft) kiimeler teorisi, bulanik esnek(fuzzy soft) kiimeler teorisi
bu karar verme problemlerinin ¢6ziimii i¢in Onemli derecede katki saglamistir
[16,19,26,34,36,54]. Bu teoriler matematigin bir¢ok alt dallarinda arastrmacilarin

yogun olarak ¢alismis oldugu giincel konulardir.

Her teori kendine 6zgii problemleri ¢6zse de bu teorilerden en 6nemlisi 1965 yilinda
Lotfi Zadeh tarafindan gelistirilen bulanik(fuzzy) kiimeler teorisidir [54]. Amerika’da
yasayan azeri asilli L. Zadeh calismalarinda fonksiyon kiimesini [0,1] reel say1 araligina
genisleterek fuzzy mantik ve fuzzy kiimeleri tamimladi. Fuzzy kiimeler karar verme
problemlerinde, sosyal bilimlerde, cebirde, geometride vb. gibi ¢ok farkli alanlarda

kullanilmustir [39,50,54].

L. Zadeh’in fuzzy kiimeler teorisi diger teorilere kiyasla en dikkat ¢eken teori
olmasina ragmen bazi yapisal zorluklara sahiptir. Bir fuzzy kiime iiyelik fonksiyonu
yardimiyla tanimlanir. Molodtsov’a gore liyelik fonksiyonu olusturulmasmin ¢ok fazla
bireysel olmasindan dolayi, herbir durum i¢in bir {iyelik fonksiyonu olusturulmasi
zorluguyla karsilagilir. Molodtsov bu nedenle bagimsiz bir kiime teorisine ihtiyag
oldugunu diistinerek 1999 yilinda soft kiime teorisini matematiksel bir ara¢ olarak
ortaya atmustir [38]. Molodtsov soft kiime teorisini kullanarak matematigin farkli
alanlarinda basarili ¢alismalar yapmustir [39]. Daha sonralari Molodtsov’un disinda
birgok arastirmaci soft kiime teorisi tlizerine farkli caligmalar yapmistir

[11,12,14,15,21,23,24,25.35,37,49,56].

Cebirde soft kiime teorisini 2007 yilinda ilk Aktas ve Cagman kullanarak, soft
grup kavramini tanimlamiglardir [3]. Daha sonra soft modiil ve soft halka kavramlari

farkli arastirmacilar tarafindan tanimlanmustir [1,18,29,30,46,47,52]. Topolojide soft



kiime teorisi ilk defa 2011 yilinda Shabir ve Naz tarafindan tanimlanmis ve ayirma

aksiyomlar1 aragtirilmistir [51].

Topolojinin temel kavramlarindan biri olan soft nokta kavrami {lizerine farki
caligmalar yapilmistir [5,51,55]. Ancak bu c¢alismalarda bir yetersizlik mevcuttur.
Bayramov ve Giindiiz (Aras) [20] ¢alismasinda soft nokta i¢in yeni bir tanim vererek bu

yetersizlikleri ortadan kaldirmistir.

Maji ve arkadaglar1 fuzzy soft kiimeleri tanimlamislar [34] ve daha sonra farkli
arastirmacilar tarafindan fuzzy soft kiimeler ile ilgili c¢aligmalar yapilmistir
[2,10,42,43,53]. Fuzzy soft yapisini cebirde ilk olarak 2008 yilinda Jing-liang ve
arkadaglar1 tanimlamstir [28]. Bayramov ve Giindiiz(Aras) 2010 yilinda soft ve fuzzy
soft gruplar kategorisinde yaptiklar1 galismalar ile izomorfizma hakkinda teoremleri
ispatlamiglardir [8]. Yine 2011 yilinda Bayramov ve Giindiiz(Aras) fuzzy soft modiil ve
intuitionistic  fuzzy soft modiller {izerinde yaptiklar1 c¢alismalarla katkida
bulunmuslardir [9,22]. Ayrica Oztiirk T. Y. doktora tezinde soft ve fuzzy soft
modiillerin homoloji modiilleri {izerine dnemli calismalar yaparak cebirsel topoloji

alaninda bu konunun ilerlemesine yardimci olmustur [43].

Gilintimiizde soft kiime teorisi ve onun uygulamalar1 iizerine olan c¢aligmalar

neticesinde soft kiime teorisi hizli bir gelisim gostermektedir.

Tezin 6zet kisminda da belirtildigi tlizere diizgiin uzaylar topolojinin en 6nemli
konularindan biridir. Diizgiin uzay yapisi, verilen herhangi bir X kiimesinin X x X
Kartezyen g¢arpim kiimesi iizerindeki belirli sartlar1 saglayan bir filtredir. Diizgiin
uzaylar metrik uzaylara benzer ancak diizgiin uzaylar metrik uzaylardan daha genistir.
Ornegin  bazt  topolojik  uzaylar iizerinde  diizgiin  siireklilik  kavrami
tanimlanamamaktadir. Ancak diizgiin siireklilik kavrami metrik uzaylardan daha genel
olan diizgiin yapilar iizerine genisletilebilir. Her diizgiin uzay bir topolojik uzaya
doniistiiriilebileceginden diizglin uzaylar ile topolojik uzaylar arasinda onemli bir

baglant1 vardir.

Tezin kuramsal temeller boliimiinde topolojik uzaylar, metrik uzaylar ve diizgiin
uzaylar ile ilgili tanim ve teoremler verilmis bu wuzaylar iizerindeki islemler

sunulmustur.



Tezin materyal ve yontem kisminda soft (esnek) kiimeler ve soft topolojik uzaylar ile

ilgili 6nemli tanim ve teoremler sunulmustur.

Tezin arastirma bulgular1 kismida soft diizgiin uzaylar iizerinde bazi tanimlar
verilip konunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in bir¢ok drnek sunulmustur. Ayrica soft

diizgiin agik fonksiyon tanimlanarak gerekli teoremler ispatlanmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde ihtiyag duyacagimiz temel tanim ve teoremler

sunulacaktir.

2.1. Baz1 Topolojik Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. [7] X #& bir kime ve 7={U,}  <2" in bir alt ailesi olsun. 7

ailesi i¢in asagidaki kosullar saglanirsa :

a) X,Jer ,

b) VA'c A alt kiimesi igin UUa er ,

aeh’

€) 7 da alinan her sonlu sayida elemanin arakesiti 7 Yya alittir.

7 ya X kiimesi iizerinde bir topoloji, (X,7) ikilisine topolojik uzay, z nun her U

elemanina agik kiime denir.

Ornek 2.1.1. [7] X # & kiimesinde 7, :{Q, X} ailesi bir topolojidir. Bu topolojiye

indiskret topoloji denir.

Ornek 2.1.2. [7] X = kiimesinde rl=2x kuvvet kiimesi bir topolojidir. 7,
topolojisine diskret topoloji denir.
Tanmm 2.1.2. [7] X # bos kiime 7, ve 7,, X iizerinde iki topoloji olsun. Eger

7, C 7, ise 7, e 7, den daha kaba topoloji veya 7, ye 7, den daha ince topoloji denir.

X {izerinde topolojilerin iginde en ince topoloji diskret, en kaba topoloji indiskret

topolojidir.

Tamm 2.1.3. [7] (X,7) bir topolojik uzay, B < X bir kiime olsun. Eger B nin

tiimleyeni B =X \B agik ise B kiimesine bu uzayda kapalidir denir.



Tamm 2.1.4. [7] (X,7) bir topolojik uzay, x € X bir nokta ve x e Ac X bir alt

kiime olsun. Eger XxeU — A saglanacak sekilde U ez varsa A kiimesine X

noktasmin bir komsulugu denir.

Tamm 2.1.5. [7] (X,7) bir topolojik uzay, M < X bir alt kiime olsun. Eger A

kiimesi M kiimesinin her noktasmin bir komsulugu ise A kiimesine M kiimesinin

komsulugu denir.

Tamm 2.1.6. [7] (X,7) bir topolojik uzay, x € X bir nokta ve Ac X bir alt kiime

olsun. Eger X noktasinin her komsulugunun A ile arakesiti bos degilse; bu X noktasina

A kiimesinin degme noktasi (kapanis noktasi) denir.
Teorem 2.1.1. [7] (X,7) bir topolojik uzay, A< X bir alt kiime olsun.
A agiktir << VX € A igin A kiimesi X noktasmnin bir komsulugudur.
Teorem 2.1.2. [7] (X, 7) bir topolojik uzay, B < X bir kiime olsun.
B kapalidir << B kiimesinin her degme noktas1 B ye aittir.

Tamm 2.1.7. [7] (X,7) bir topolojik uzay, xe X bir nokta olsun. U(X) ile x

noktasinin biitiin komsuluklar ailesini gosterelim. U(X) ailesi asagidaki ozelliklere

sahiptir:

1) Her A€ U(X) igin x e A drr;

2) AcU(x), AcB=BeU(X) tir;

3) A,BeU(x) =ANBeU(X) tir;

4) AeU(X) i¢in AU e U(X):U c A ve Yy eU icin U e U(y) dir.

Teorem 2.1.3. [7] X # kiimesinin her X € X elemanina X in alt kiimeler ailesi

U (x) karsilik gelsin ve asagidaki kosullar saglansin :

1) VAeU (x) = x €A,



2) AcU(x), AcB=BeU(x),
3) ABeU(x) = ANBeU(x),
4) AcU(x) U eU(x), UcAve VyeU icin U eU(y)

O zaman r:{U :VxeU icinU eU(x)} ailesi X de bir topolojidir ve U (x) ailesi

bu topolojiiye gore X noktasinin komsuluklar ailesidir.

Tamm 2.1.8. [7] (X, 7) bir topolojik uzay, A< X bir kiime olsun. A kiimesini igeren

tiim kapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin kapanisi denir ve A° ile gosterilir.

Tamm 2.1.9. [7] (X,7) bir topolojik uzay, A< X bir alt kiime ve X € A bir nokta
olsun. Eger X in uygun bir komsulugu A nm i¢inde kaliyorsa bu X noktasina A nin

bir i¢ noktasi denir. A min tiim i¢ noktalarinmn kiimesine A nm i¢i denir ve Int(A) veya

0
A ile gosterilir.

Tamm 2.1.10. [7] (X,7) bir topolojik uzay, B — ¢ bir alt aile olsun. Eger her a¢ik

kiime B nin bazi elemanlarinin birlesimi olarak gosterilebiliyorsa bu B ailesine 7

topolojisinin bir tabanidir denir.

Teorem 2.1.4. [7] (X,7) bir topolojik uzay, B — 7 olsun.

a) B ailesi 7z nun tabamdir < VGer ve VxeG igin XeB, G saglanacak

sekilde B, € B bulunabilir.

b) B={B}.

., ailesi 7 nun tabani ise her B, ,B, €B ve her xeB B, icin

xeB, cB, N B, kosulunu saglayan B, € B vardur.

Teorem 2.1.5. [7] X # < bir kiime, B ={B; }._, X in alt kiimeler ailesi olsun. Eger,

a) UBi:X ;

iel



b) Her Bil, Bi2 eB ve her xe Bi1 N Bi2 icin X € Bi3 c Bil N Bi2 saglanacak sekilde

B, € B vardr

kosullar1 saglanirsa T:{U B:l'c I} ailesi X de bir topolojidir ve B ailesi bu

iel

topolojinin bir tabanidir.

Tamm 2.1.11. [7] Eger X noktasmin her U € U(X) komsulugu i¢cin XeV U
kosulunu saglayan V € B(x) varsa B(x) ailesine (X,7r) topolojik uzaymda Xx

noktasinin bir komsuluk tabani denir.

2.2. Topolojik Uzaylarda Siirekli Fonksiyonlar

Tanmm 2.2.1. [7] (X,7), (Y,z") iki topolojik uzay, f:X —Y bir fonksiyon ve

X, € X olsun.

a) Eger Y, = f(X;) noktasmmn her V, komsulugu icin f(U, )=V, olacak sekilde
X, noktasmm en az bir U, komsulufu varsa f fonksiyonuna X, noktasinda

sureklidir denir.

b) Eger f fonksiyonuna her x e X noktasmnda siirekli ise f fonksiyonuna X de

sureklidir denir.

Teorem 2.2.1. [7] (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, f:X —Y bir fonksiyon olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

a) f:X —>Y fonksiyonu siireklidir ;
b) Her V e z'igin f (V) ez dur;

€) Y nin her elemaninin ters goriintiisic X de agiktir;

d) Y nin tabanmin her elemaninin ters goriintiisi X de agiktir;



e) X de {U(X)}Xex , Y de {‘U '(y)} , seklinde X ve y noktalarmnin 8yle komsuluklar

ye
ailesi mevcuttur ki her xe X ve V eU'(f(x)) icin f(U)cV olacak sekilde
U € YU(X) vardir;

f) Y de kapali B kiimesiigin f *(B) kiimesi X de kapalidir;
g) Her Ac X igin f(A°) < (f(A))° dir;

h) Her BcY icin (f (B))° < f*(B°) dir;

1) Her B Y icin f (IntB) — Intf ~(B) dir.

Teorem 2.2.2. [7] (X,7), (Y,7"), (Z,7") topolojik uzaylar olsun. Eger f:X —Y

g:Y — Z fonksiyonlar: siirekliise go f : X — Z bileske fonksiyonu da siireklidir.
Tanmmm 2.2.2. [7] (X,7), (Y,7") iKki topolojik uzay, f : X —Y bir fonksiyon olsun.
a) Egerher U e 7 igin f(U) er'ise f fonksiyonuna agik fonksiyon,

b) Eger her kapali A< X kiimesi i¢in f(A) kiimesi Y de kapaliise f fonksiyonuna

kapali fonksiyon adi verilir.

Uyan 2.2.1. [7]: Bir fonksiyonun siirekli, agik veya kapali olmasi birbirinden

bagimsizdir.

Ornek 2.2.1. [7] X de 7,,7, swrastyla indiskret, diskret topoloji olmak iizere,

1, :(X,7,) > (X,7,) fonksiyonu hem agik, hem de kapahdir, fakat siirekli degildir.
Teorem 2.2.3.[7] (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, f: X —Y bir fonksiyon olsun.
a) f aciktir < Her Ac X icin f(IntA) < Intf (A) dur.
b) f kapahdrr < Her B < X i¢in (f(B))° < f(B°) dir.

Tamm 2.2.3. [7] (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, f: X —Y bir fonksiyonu icin,



1) f bire-bir ve drtendir
2) f siireklidir,
3) f siireklidir.

kosullar1 saglanirsa bu fonksiyona bu uzaylar arasinda bir homeomorfizma denir. Eger
iki topolojik uzay arasinda en az bir homeomorfizma varsa bu uzaylara homeomorf

uzaylar denir.

2.3. Filtreler

Tanim 2.3.1. [7] a) X =& bir kiime olsun. Eger ® < 2” ailesi icin asagidaki kosullar

saglanirsa,
Fl) Jed ,
F2) R, F,e®=F(F,e®
F3) Fed, FcF'=F'ed
@ ailesine filtre denir.

b) @ bir filtre ve @, @ olsun. Eger her F € ® i¢in F < F olacak sekilde F, € @,

varsa bu @ alt ailesine @ filtresinin bir taban1 denir.

c) @ bir filtre olsun. Eger ® — @' kosulunu saglayan her @' filtresi i¢in ® ="' ise
@ vye bir ultrafiltre denir.

d) ®,0" iKkifiltre ve ® — @' ise @' filtresi @ den daha incedir denir.

Aciktir ki @, < @ ailesinin @ Afiltresinin tabani olmasi igin gerek ve yeter kosul her

A,A €D, igin A, < A A, saglanacak sekilde A, € @, bulunmasidur.

Ornek 2.3.1. [7] (X,7) topolojik uzayinda her X € X noktasmm U(X) komsuluklar

ailesi bir filtredir.



2.4. Alt Uzaylar

(X,7) bir topolojik uzay, A< X bir kiime olsun. 7, = {U NA:U e z‘} ailesi igin

a) [ Ju,NA) =[UuajﬂAerA,

b) U,NANU,NA)=U,NU,)NAez,
kosullar1 saglandiginda 7, ailesi A iizerinde bir topolojidir. [7]

Tamm 2.4.1. [7] (X,7) bir topolojik uzay, Ac X bir kiime ve 7, ={U N A:U e}

ailesi A kiimesi lizerinde bir topoloji olsun.

a) (A;r,) ciftine (X,7) uzaymm bir alt uzayi, 7, topolojisine alt uzay topolojisi

denir.

b) Her (X,7) topolojik uzayr ve (A/7,) alt uzayr igin i,(X)=X formiilii ile

tanimlanan 1, : A— X fonksiyonuna gomme fonksiyonu denir.

i.'(U)=UNAer, oldugundan i, fonksiyonu siireklidir. A¢iktir ki 7, topolojisi

A kiimesinde 1, : A— X fonksiyonundan iiretilen topolojiye esittir.
Tamm 2.4.2. [7] (X,7) bir topolojik uzay, M < X bir alt uzay olsun.

a) AcM kiimesi (M,7,,) de kapahdir < A=MF saglanacak sekilde kapal

F < X kiimesi vardir.
b) Eger A’ kiimesi A nin M alt uzaymda kapanisiise A’ =A"(1M dir.

Tamm 2.4.3. [7] (X,7), (Y,7") iki topolojsk uzay, M < X bir alt uzay, f: X —Y
bir fonksiyon olsun. f i, :M —Y fonksiyonuna f fonksiyonunun M alt uzayma

daraltilmasi denir ve f |M M =Y ile gosterilir.
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2.5. Topolojik Toplam

(X,7) bir topolojik uzay, {(Xa,ra)} ise X :UXa kosulunu saglayan alt

aeA

€

uzaylar ailesi olsun. Alt uzaylar topolojisinin tanimindan her ¢ € A ve U < X agik

(kapalr) kiime i¢in U (] X kiimesi X, da agiktir (kapahdir).

, X = U X, kosulunu

aeA

Tammm 2.5.1. [7] (X,7) bir topolojik uzay, {(Xa,ra)}aeA

saglayan alt uzaylar ailesi olsun. Eger,

U c X kiimesi X de agiktir (kapalidir) <> Va e A igin U (X kiimesi X, da

aciktir (kapahdir).

kosulu saglanirsa X uzayina {(Xa,ra)} , alt uzaylarin serbest birlesimi denir.

[24S]

Eger (X,7) uzay1 {(X,,7,)}

alt vzaylarinin serbest birlesimi ve B < X kiimesi

aechA

acik veya kapali ise (B,7;) alt uzay: {B NX, }ae , alt uzaylarinin serbest birlesimidir.

Teorem 2.5.1. [7] (X,7) bir topolojik uzay, {(X,,z,)} X = UXa kosulunu

acA

aeA’

saglayan alt uzaylar ailesi olsun. Eger

a) Her o € A igin X, kiimesi X de agik, veya

b) Her o € A igin X, kiimesi X de kapali ve {(X,,7,)} _, ailesi yerel sonlu aile ise

ae

X uzayi {(Xa , Ta)}ae , alt uzaylar ailesinin serbest birlesimidir.

Teorem 2.5.2. [7] {(X,.z,)} _, topolojik uzaylar ailesi ve X = U X, olsun. Eger

ae
aeA

her aj,a, € A igin X, X, kiimesi (Xal,ral) ve (X

T ) uzaylarmnda agik

(kapal)) ise X uzayi {(Xa,ra)} , Uzaylarmin serbest birlesimidir ve her X, kiimesi

[245]

X de agiktir (kapahdir).
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Eger {(X,.7,)} _, ailesinde her a,a, € A igin X, NX, =@ ise X =|]JX,

acA

uzayt {(X,, 2'0[)}0(E , ailesinin serbest birlesimidir.

Tamm 252. [7] {(X,,7,)} , topolojik uzaylar ailesi ve her a,,a, €A igin

acA

X, NX, =0 ise (X,,7,) uzaylarm serbest birlesimine bu uzaylarmn topolojik

toplami denir ve X = @ X  ile gosterilir.

achA

2.6. Topolojik Carpim

{(Xa,ra)}aeA topolojik uzaylarin bir ailesi olsun. Simdi HXa kiimesinde

achA
tim p, :H X, — X, izdiisiim fonksiyonlarmi siirekli yapan topolojiyi tanimlayalim.

achA

Indis kiimesi A dan keyfi a,,...,a, seklinde sonlu tane eleman ele alalim.

HXa carpim kiimesinde X%,...,Xan kiimelerinin yerine uygun Ual,...,Uan acik

acA
kiimelerini, a%{al,...,an} oldugunda ise X, kiimesinin kendisini yazalim. Bu
kiimeyi

U, x.xU, xH X,

a#a;

ile gosterelim ve Ual,...,U _ tabanlu silindir adin1 verelim.

Q,

Lemma 2.6.1. [7]

B:{Ual,...,uaanXa:(al,...,an)sonlu Ualez'al,...,Uanez'an} ailesi J]X,

aa; achA

carpim kiimesinde topolojinin bir tabanidir.

12



Tamm 2.6.1. [7] H X, carpim kiimesinde

aehA

B :{UO{1 ><...><Uan xH X, (a...,a,) sonlu Uw1 ETal""’Uan S Tan}

a+ao;
tabanindan iiretilen topolojiye ¢arpim topolojisi veya Tychonoff topolojisi , HXa

achA

kiimesine bu topoloji ise birlikte topolojik carpim denir.

2.7. Metrik Uzaylar

Tamm 2.7.1. [7] X # & bir kiime, p: X x X = R bir fonksiyon olsun. Eger,
a) p(%,¥) 20, p(x,y)=0=x=Yy, [p(x,y)20, x=y= p(x,y)=0]
b) VX,y e X, p(X,y) = p(y,X) (simetri)

c) VX,¥,ze X, p(X,¥) < p(X,2)+ p(z,Y) (iiggen esitsizligi)

kosullar1 saglanirsa p fonksiyonuna X iizerinde bir metrik [s6zde metrik veya

pseudometrik] , (X, p) ikilisine ise bir metrik [s6zde metrik veya pseudometrik] uzay

denir.

Ornek 2.7.1 [7] R dogrusunda p(X, y):|x—y| ile tammlanan p fonksiyonu bir

metriktir.

Tamm 2.7.2. [7] (X, p) bir metrik uzay, x € X ve r >0 olsun.
B(x,r)={yeX:p(xy)<r},
IB(x,r)={yeX:p(x,y)<r} ve

S(x,r)={yeX:p(xr)=r}
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kiimelerine sirasiyla X merkezli I yaricapli agik kiire, kapali kiire ve kiire yiizeyi veya
sphera denir.

Teorem 2.7.1. [7] (X, p) bir metrik uzay olsun. B ={B(x,r,):xe X,r, >0} acik

kiireler ailesi i¢in topolojinin tabaninin kosullar1 saglanir.

Ornek 2.7.2. [7] R dogrusunda p(X,Y) = |X - y| metriginden iiretilen topolojiye dogal

topoloji denir ve 7, ile gosterilir.

Tamm 2.7.3. [7] (X,p) bir metrik uzay, Ac X ve XeA olsun. Eger

X € B(X,r) © A kosulunu saglayan B(X,r) kiiresi bulunabiliyorsa A kiimesine X

noktasinin bir komsulugu denir.

Tamm 2.7.4. [7] (X, p) bir metrik uzay, Ac X ve Xe& X olsun. Eger her B(X,r)

acik kiiresi ile A nin arakesiti bostan farkli ise X noktasina A kiimesinin degme

noktasi denir.

Tamm 2.7.5. [7] (X, p) bir metrik uzay, A,B < X iki kiime olsun.

a) p(A, B):inf{p(x,y):XeA,yeB}, p(A D) = p(B,J)=1 sayisina A ile B
kiimeleri arasindaki uzaklik denir. Eger A:{X} tek noktali kiime ise

p(A,B) = p(X, B) ile gosterilir.
b) 6(A) = Sup{p(X, y):X,ye A} sayisma A kiimesinin ¢ap1 denir.

Tamm 2.7.6. [7] (X, p), (Y, p") iki metrik uzay, f : X —Y bir fonksiyon ve X, € X
olsun. Eger her B(f(X,),¢) kiiresiigin f (B(X,,0)) < B(f(X,),&) kosulunu saglayan

B(X,,0) kiiresi varsa f fonksiyonuna X, noktasinda siireklidir denir.

Tamm 2.7.7. [36] (X,p,),(Y,p,) metrik uzaylar1 ve bir f:X —Y fonksiyonu
verilsin. Her £>0 igin bir >0 reel sayis1 p,(X,Y) <0 06zelligini saglayan her

x,ye X igin p,(f(X), f(y)) <& olacak sekilde varsa f fonksiyonuna diizgiin

suireklidir denir.
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Buna denk olarak her £>0 i¢in bir 6>0 sayist her Xe X igin
f(B(X,0)) € B(f(Xx),&) olacak sekilde varsa f fonksiyonuna diizgiin siireklidir

denir.

2.8. Diizgiin Yap1 Ve Diizgiin Uzaylar

Tamm 281 [7] a) A ve B bos olmayan kiimeler olmak {izere
AXB:{(X, y):XeA,yeB} bigiminde swrali ikililerin kiimesine A ve B

kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir.

b) X bir kiime ise A= {(X, X) ‘Xe X} kiimesine X x X in kdsegeni denir.

c) Ac X x X bir alt kiime ise A™ = {(X, y):(y,x) e A} ile tamimlanir. Eger A= A™

ise A kiimesine simetriktir denir.

d) ABc X xX ise

A-B ={(x, y):3ze X,(x,z)eA(z,y)e B}
seklinde tanmlanir.
e) N=12,.. icin A=Ave A"=A""cA dr.

Tamm 2.8.2. [7] X bir kiime ve V < X x X olsun. Eger AcV ve V=V ise V

kiimesine kosegenin civar1 denir. A kdsegeninin tiim civarlarmi Dy ile gosterelim.
Tamim 2.8.3. [7] X birkime Ac X,V € D, ve X,y € X olsun.

a) Eger (X,y) €V ise x vey noktalar1 arasmdaki uzaklik V den kiigiiktiir denir ve

|X - y| <V ile gosterilir. Aksi durumda |X - y| >V yazilr.

b) Eger AxAcV ise A kiimesinin ¢apt V den kiigiiktiir denir ve O0(A) <V ile

gosterilir.
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Her X,y,z € X ve her V,V,,V, € Dy i¢in asagidaki dzellikler saglanr.

1) [x—x|<V dir;

2) [x—y|<V <|y-x <V dir;

3) Eger [x—y|<V,,|y—z| <V, ise [x—z| <V, oV, dir,

Tamm 2.84. [7] X bir kiime, X, € X bir nokta ve V €D, olmak iizere

B(X,,V) ={X e X Z|XO —X| <V} kiimesine X, merkezli, V yarigapl kiire denir. Her

Ac X i¢in B(AV) = U B(x,V) ile tanimlanr.

xeA

Tamm 2.8.5. [7] X bir kime U c D, alt aile olsun. Eger U ailesi i¢in asagidaki

kosullar saglanirsa bu U ailesine diizgiin yap1, (X, ) ikilisine ise diizgiin uzay denir.
a)Vetl,VcWeD, ise WeU dur,

b) Eger V,,V, €U ise V,[1V, € U dur,

c¢) Her V €U i¢in W? cV olacak sekilde W € U vardr.

d) [V =A dr.

Vev

Uyan 2.8.1. [7] Tanim 2.8.5 in d) sikkini saglayan yapiya Hausdorff diizgiin yapist adi

verilir.

Tanim 2.8.6. [7] (X, V) bir diizgiin uzay , BC U bir alt aile olsun. Eger her V € U

icin W cV saglanacak sekilde bir W € @B varsa B ailesine U diizgiin yapisinin

bir tabanidir denir.

X kiimesinde U diizgiin yapisinin her B tabani agagidaki 6zelliklere sahiptir :

a) Her V,,V, € B i¢in V <V, 1V, kosulunu saglayan V € B vardir ;

b) Her V € B i¢in W? €V saglanacak sekilde W € B vardur.
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¢)B=A dr.

Teorem 2.8.1. [7] X bir kiime ve B, X x X in asagidaki kosullar1 saglayan alt

kiimeler ailesi ise ,

a) B=B=AcB,

b) B,B,e B=3B,€B:B,cB, (1B, ,

c) B=B=3d1CeB.C-CcB,

d B=B=3CeB:C'cB,

e) B=A

0 zaman @ ailesi X iizerindeki bir diizgiin yapinin tabanidir.

Ispat: U={VcXxX:3Be®B dyleki BV} ailesi X iizerinde bir diizgiin

yapidir ve @B ailesi bu diizgilin yapinin bir tabanidir.
Teorem 2.8.2. [7] (X, 1) bir diizgiin uzay ise
r={G < X :VxeG icin B(x,V) c G saglanacak sekilde I3V e U}  ailesi X

kiimesinde bir topolojidir. X kiimesi bu topoloji ile birlikte bir T, — uzayidir. Bu 7
topolojisine U diizgiin yapisindan tiretilen topoloji denir.
Ispat. 7 ailesinin bir topoloji oldugunu gosterelim. G, € 7 ve X € UGa herhangi bir

nokta olsun. Bu durumda x€G, dir. z nun tammindan B(X,V) <G, CUGa

saglanacak sekilde V € U vardur, yani UGa e dur.

G,,G, e7 ve G, [1G, olsun. 7 nun tammimdan B(X,V;) € G, ve B(x,V,) c G,
saglanacak  sekilde V,V, e U vardir. Buradan V =V,(\V, €U ve
B(x,V)=B(x,V,)NB(x,V,) cG,NG, oldugundan G,(1G, €z dur.
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Simdi bu (X,7) uzaymm bir T, — uzayr oldufunu gosterelim. Bunun igin her
X € X noktast igin G =X \{x} kiimesinin agik oldugunu gostermek yeterlidir. Her
yeG i¢in X#Y oldugundan 3V e V:|x—y|>V  yazilabili. Bu durumda

B(y,V) c G oldugundan G ez dur.

Teorem 2.8.3. [7] (X, V) bir diizgiin uzay, Ac X bir alt kiime ve = , X de U dan
iiretilen diizgiin topoloji ise B ={xe X :3V eV oyleki B(x,V) = A} kiimesi IntA
ya esittir.

Ispat. Agiktir ki her agtk G — A kiimesi B ye aittir. Ispat1 tamamlamak icin B nin
acik oldugunu gosterelim. Her X € B icin B(X,V) c A olacak sekilde V e U yu

W?<cV  kosulu altinda segelim. Bu durumda her yeB(X,W) igin

B(y,W)c B(X,V) c A yazlabilir. O halde B(X,W)c B dir ve dolayisiyla B
agiktir.

Sonug 2.8.1. [7] (X,7) topolojik uzaymin topolojisi U diizgiin yapisindan iiretilsin. O

halde her x € X ve her Ac X i¢in
xe A< HerVevUicin ANB(X,V) = du.

Sonu¢ 2.8.2. [7] Eger (X,7)topolojik uzaymin topolojisi U diizgiin yapismdan
iiretilen topoloji ise her A< X ve O(A)<V kosulunu saglayan her V €U igin
S(A%) <V tiir.

Ispat. Sonug 2.8.1 den her x,y e A° icin X'e B(X,V) ve y'eB(y,V) saglanacak

sekilde X',y'€ A bulunabilir. Buradan [x—y| <V oV oV =V tir.

Ornek 2.8.1. [7] X kiimesinde U = D, ailesi bir diizgiin yapidir ve B = {A} ailesi bu

yapinm tabamidir. U dan iiretilen bu topoloji diskret topolojisidir. (X, V) uzayma

diskret diizgiin uzay adi verilir.
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Ornek 282 [7] R reel sayilar kiimesinde her a>0 igin
V, ={(x,y) eRxR:[x-y|<a} olsun. B={V,}

o ailesi bir diizgiin yapinmn
[24

tabanidir.

Ornek 2.8.3. [7] 1 =[0,1] olsun. U< D, ailesi V e V<3G < | x| agik kiime ve

AcGcV seklinde tanimlanirsa U nun bir diizgiin yapt oldugu ve bu yapidan

iiretilen topolojinin I kiimesinin dogal topolojisi oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornek 2.8.4. [7] (X, p) bir metrik uzay ve & >0 olmak iizere
B,(e)={(x.y)e XxX:p(x,y) <&}

kiimelerinin B = {B L(e)ie> 0} ailesi X iizerinde bir diizgiin yapmn tabanidir. Bu

diizgilin yapiya p metrigi ile tiretilen metrik diizgiin yap1 denir.

Eger (X,V) diizgiin uzaymm diizgiin yapis1 bir metrik ile iiretilebiliyorsa bu

diizglin uzaya metriklenebilir diizgiin uzay denir.

Tanmm 2.8.7. [7] (X,V) bir diizgiin uzay p, X de sozde metrik olsun. Eger her
>0 ve |X—y|<V icin p(X,Y) <& saglanacak sekilde V e U varsa p sdzde

metrigine U yapisina gore diizgiindiir denir.

Teorem 2.8.4. [7] Eger p sozde metrigi U diizgiin yapisma gore diizgiin ise
p X xX —>R fonksiyonu U diizgiin yapisindan iiretilen topolojide diizgiin

sureklidir.

Ispat. (X,,Y,) € X x X bir noktaolsun. £>0 ve V U kiimesini

[x—y|<V igin p(x,y) <§

seklinde segelim.  IntB(X,,V)x IntB(y,,V) kiimesi (X,,Y,) noktasin bir
komsulugudur. O zaman her (X, Y) € B(X,,V)xB(Y,,V) noktasi igin |x, —X| <V ve

Yo — Y| <V dir. Buradan
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|,0(X’ y) — p (X, yo)| < |p(X, X) + (X5 Yo) + 2(Yor Y) — P (X, YO)| =

& &
=,0(X,X0)+,0(y0,)/)<§+§=6‘

bulunur. Boylece p: X x X — R bir siirekli fonksiyondur.
Tamm 2.8.8. [7] (X,V), (Y,U") iki diizgiin uzay ve f : X —Y bir fonksiyon olsun.

a) Eger her V'eU' i¢cin IV € U: ‘v’|X—y|<V Icin |f(X)— f(y)| <V saglaniyor

ise T fonksiyonuna diizgiin siireklidir denir.

b) Eger f birebir, orten ve f ile f fonksiyonlarmin her ikisi de diizgiin siirekli

iseler f fonksiyonuna bir diizgiin izomorfizma bu iki diizgiin uzaya da izomorf uzaylar

denir.

Onerme 2.8.1. [7] (X,p) Ve (Y,p) iki metrik uzay, f:X —Y bir fonksiyon U,

ve U o P Ve ' metriklerinden iiretilen metrik diizgiin yapilar olsun.

f:(X,0,) —>(Y,v,) dizgin streklidir < f:(X, p) = (Y, p') dlizgln streklidir.

Ispat. Her B .(s) e U, i¢in 3B,(5) € U, 6.k.
V|x—y|< Bp(5):>‘f (x)— f(y)‘< B,(¢)=
(Ve>0icin 35 >0: p(x,y) <= p'(f(x), f(y))<e) dur.

Teorem 2.8.5. [7] Her diizgiin siirekli fonksiyon siireklidir.

Ispat. (X,0), (Y,V") iki diizgiin uzay, f:X —Y diizgiin siirekli bir fonksiyon ve
xe X olsun. B(f(x),V") f(X) in diizgiin topolojisinde herhangi bir komsuluk ise

f diizgiin siirekli oldugundan V'€ V" igin

IV eU: Vix—y|<V icin [f(x)-f(y)|<V"
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saglanir. Buradan f(B(X,V)) < B(f(x),V') oldugu kolayca elde edilir, yani f

fonksiyonu X noktasinda siireklidir.

Not: Siirekli bir fonksiyonun diizgiin stirekli olmas1 gerekmez.

Ornek 2.85. [7] f:R—R, f(x)=x* fonksiyonu R de siireklidir fakat diizgiin

stirekli degildir.
2.9. Diizgiin Uzaylar Uzerinde islemler

(X,0) bir diizgiin uzay, M < X bir alt kiime olsun. U, :{(M xMV:V e U}

ailesi i¢in diizglin yapmnin kosullar1 saglansm. [7]
Tamm 2.9.1. [7] (M, v),,) diizgiin uzaya (X, ) diizgiin uzaymin alt uzayi denir.
7, U diizgiin yapisindan iiretilen diizgiin topoloji, 7,, ise U,, diizgiin yapisindan

tiretilen topoloji ise 7,, topolojisi = nun iirettigi alt uzay topolojisidir. Diizgiin alt

uzaylarda
i, 1(M,U,) > (X,V), i, (X)=x
seklinde tanimlanan gomme doniisiimii diizgiin siireklidir.

X bir kiime, {(XS’Us)}sGs diizglin uzaylarin bir ailesi ve her seS igin

fs 1 X — X bir fonksiyon olsun.
{(fsx ) (Vs) = X x X 1V € Uy, s €S}

ailesinin tiim sonlu alt ailelerinin arakesitlerinden olusan aile X kiimesi tizerinde bir

diizgiin yapinin alt tabanidir. Bu diizgiin yapida her fg: X — X, fonksiyonu diizgiin

stireklidir. Bu diizgiin yapiya {fS X > XS}S fonksiyonlar ailesinden iiretilen

eS

diizgiin yap1 denir.
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{(XS,‘US)}SES diizgiin uzaylarin bir ailesi olsun. S kiimesinin herhangi sonlu

K
{Si1-,S ) alt kilmesini seelim ve (H XSi)X(H XS) kiimesinin A kosegenini
i=1

iceren

Xsi - ysi

{({x,}43)):

kiimelerini tanimlayalim. Boyle tanimlana kiimeler ailesi i¢in diizgiin yapinin tabaninin

<V, i=1...k|

kosullar1 saglanir. Bu tabandan tretilen diizglin yapiya {US}SE , diizgiin yapilarinin

carpimi denir ve H U, ile gosterilir. (H X, H”USJ diizgiin uzayma ise
seS seS seS
{(XS , US)}Se , diizgiin uzaylar ailesinin garpimi denir.

Eger her seS i¢in 7, topolojisi U, diizgiin yapisindan iiretiliyorsa I_IXS

seS

kiimesinde H’Us diizgiin yapisindan tretilen 7 topolojiside {Ts}sEs topolojilerinin

seS

carpimina esittir.
Agiktir ki, her seS igin P ZH X, = X projeksiyon  doniisiimii

P, : (H X, H‘USJ — (X,,T,) diizgiin uzaylarin diizgiin siirekli doniistimidiir.

seS seS

Teorem 2.9.1. [7] (X, V) bir diizgiin uzay, {(Ys,Us)} ¢ diizgiin uzaylarm bir ailesi

Se

ve f:(X,0) —)(HYS,H‘US) bir fonksiyon olsun.

seS seS

f diizgiin sireklidir < Her seS igin p o f:(X,V)—>(Y,,V,) diizgin

sureklidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu baglik altinda tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve teoremler

verilecektir.
3.1. Soft Kiimeler

Tamm 3.1.1. [38] X evrensel bir kiime ve E parametrelerin kiimesi olsun. @(X)
kiimesi X kiimesinin Kuvvet kiimesi ve A kiimesi E nin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. (F,A) cifti F:A— P(X) ile verilen doniisiimle X kiimesi iizerinde bir soft

kiime olarak adlandirilir.

Bagka bir deyisle X evrensel kiimesi iizerinde bir soft kiime, X in alt kiimelerinin

parametrelendirilmis ailesinden olusur. ¢ € A i¢in F(g) kiimesi, (F, A) soft kiimesinin

keyfi & yaklagimlarinin kiimesidir.

Ornek 3.1.1. [38] X kiimesi evlerin kiimesi , E kiimesi de parametrelerin kiimesi
olsun. (F,E) soft kiimesi bay Y’in alacagi evlerin &zelliklerini tarif eden bir kiime

olsun.

Simdi bu 6rnegi daha detayli inceleyelim ;

X ={h,h,,h;,h, h;,h;} seklinde alti tane evden olusan evlerin kiimesi ve E
parametreler kiimesi €, — pahal:, e, —guzel, e, —ahsap, e, —ucuz, e, —bahgeli,
olmak tizere E :{el,ez,es,e4,e5} olsun. F(e;) nin anlan €, parametresini saglayan

evlerin kiimesidir. Farz edelim ki;

F(el):{hz’h4}v F(eZ):{hl'hB}' F(es):{hwhwhs}’F(e4):{hl’h3'h5}’
F(es) = {hl}

olsun. Dolayisiyla (F, E) soft kiimesi,
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(pahalz ev,{hz,h4}),(giizel ev,{hl,hg}),(ahwp ev,{hz,h4,h5}),

(ucuz ev,{h,h,,h;}),(bahceli ev,{h })
seklinde yazilabilir.

(F.E)=

Tamm 3.1.2. [36] (F,A) ve (G,B), X evrensel kiimesi {izerinde iki soft kiime olsun.
(F,A) ve (G,B) soft kiimeleri i¢in;

i-) AcB ve
ii-) Her ec A igin F(e) < G(e)

kosullar1 saglanirsa (F,A) ya (G, B) nin soft alt kiimesi denir ve (F,A) & (G,B) ile

gosterilir.

Tamm 3.1.3. [36] (F,A) ve (G,B), X evrensel kiimesi iizerinde iki soft kiime olsun.
Eger (F,A) c(G,B) ve (G,B) < (F,A) ise (F,A)=(G,B) olur.

Tanmm 3.1.4. [36] (F,A), X iizerinde bir soft kiime olsun. Eger her € A icin

F(e)=D ise (F, A) soft kiimesine bos soft kiime denir ve @, olarak gosterilir.

Tanmm 3.1.5. [36] X evrensel kiimesi iizerinde (F,A) bir soft kiime olsun. Eger

ceA i¢in F(e)=X ise (F,A) soft kiimesine mutlak soft kiime denir ve )ZA ile
gosterilir.

Tamm 3.1.6. [36] Eger (F,A) ve (G,B), X evrensel kiimesi tizerinde iki soft kiime
ise “(F,A) ve (G,B)” islemi (F,A) A (G,B) olarak gosterilir ve (F,A) A (G,B)
=(H,AxB) olarak tanimlanir. Burada tim (a,p) e AxB icin
H((a, p)) = F(a) "nG(p) du.

Tamim 3.1.7. [36] Eger (F,A) ve (G,B) X evrensel kiimesi tizerinde iki soft kiime
ise “(F,A) veya (G,B)” islemi (F,A) vV (G,B) olarak gosterilir ve (F,A) Vv (G,B)
=(H,AxB) olarak tanimlanir. Burada tim (a,p) e AxB icin
H (@, B)) = F(a) W G(p) dr.
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Onerme 3.1.1. [4]

i-) (F,A)v(G,B))* =(F,A)°’ A (G,B)

ii-) (F,A)A(G,B)) =(F,A) v(G,B)° seklindedir.

Tammm 3.1.8. [36] X evrensel kiimesi iizerinde (F,A) ve (G,B) soft kiimelerinin

birlesimi (H,C) soft kiimesidir. Burada C=AuUB ve VeeC i¢in

F(e) egerec A—B ise
H(e)=<G(e) egeree B—A ise dir.
F(e)uG(e) egerec ANB ise

Bu islem (F, A) U (G, B) =(H,C) ile gosterilir.

Tamm 3.1.9. [36] (F, A) ve (G, B) soft kiimelerinin X {izerinde kesisimi olan (H,C)
kiimesi (F,A)n(G,B) ile tanimlanir. Burada C=AnB ve VeeC icin
H(e)=F(e)nG(e) dir.

Tamm 3.1.10. [51] (F,E) ve (G,E) soft kiimelerinin X evrensel kiimesi tizerindeki
farki (H,E)=(F,E)\(G,E) olarak gosterilir ve tim ec E i¢cin H(e)=F(e)\G(e)

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.1.11. [6] (F,A) ve (G,B) kiimeleri srrastyla X, ve X, iizerinde iki soft

kime olsun. (F,A)x(G,B) kartezyen carpimi (F xG) 5, ile tanimlansm. Bu

durumda

V(e,k) € AxB icin (F xG), g, (e,k) = F(e) xG(k)
seklinde olur.

Bu tamima gére (F, A)x(G,B) soft kiimesi, X;x X, iizerinde bir soft kiimedir ve

parametre kiimesi de E, x E, dir.
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Tammm 3.1.12. [51] Y, X ’in bos olmayan alt kiimesi olsun. VaeE, Y(a)=Y igin X

iizerinde (Y,E) soft kiimesi Y olarak gosterilir. Ozellikle (X,E) soft kiimesi, X

olarak gosterilir.

Tammm 3.1.13. [51] (F,A) soft kiimesinin bagil tiimleyeni (F,A)'=(F', A) seklinde
tanmimlanr ve (F,A)' olarak gosterilir. Burada F':A—>®P(X), YaeA iin

F'(a) = X —F () olarak verilen bir doniistimdiir.

Onerme 3.1.2. [51] (F,E) ve (G,E), X iizerinde soft kiimeler olsun. Bu durumda;
i-) (F,E)u(G,E))'=(F,E)'n(G,E)’

ii-) (F,E)n(G,E))'=(F,E)'U(G,E)" olur.

Tamm 3.1.14. [31] SS(X,E) ve SS(Y,E") soft kiimelerin aileleri olsun. u: X —Y
ve p:E—E" donisiimler olsun. f  :SS(X,E) — SS(Y,E’) doniisiimii asagidaki

gibi tanimlanir:

1) (F,A), SS(X,E) da bir soft kiime olsun. Bu soft kiimenin goriintiisii V3 € B igin

u(F(a)), P (ANA%D
fou(F)(B) =1 xermna
% , aksi takdirde

seklinde bir kiimedir ve f_,(F, A)=(f ,(F), p(A)) ile gosterilir.

2) (G,C), SS(Y,E") da bir soft kiime olsun. Bu soft kiimenin ters goriintiisii Vo € D

icin

@)@ =Y (C(P@)). p@)=C
) % , aksi taktirde

seklinde bir soft kiimedir ve fp_ul (G,C)=( fr;Jl (G), p*(C)) ile gosterilir.
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Teorem 3.1.1. [31] SS(X,E) ve SS(Y,E") soft kiimelerin aileleri olsun.
f . :SS(X,E) = SS(Y,E’) fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.

a) f, (D) =De.
b) f,,(X¢)EYe.

0) fou((F,AU(G,B))= f,,(F, AU, (G,B) burada (F,A),(G,B)eSS(X,E)

drr.

Genel olarak; fpu(O(Fi,A)):Dfpu(Fi,A) burada (F,A) € SS(X,E) dir.

d Eger (F,AS(GB) s fu(F,A)S f,(G,B) dr. Burada
(F,A),(G,A) e SS(X,E) olur.

e) Eger (G,B)&(H,B) ise, f((G,B)&f, (H,B) dir. Burada
(G,B),(H,B) e SS(Y,E") olur.

Eger p ve u surjektif ise fpu soft fonksiyonuna surjektif denir. Eger p ve u injektif

ise 1‘pu soft fonksiyonuna injektif denir.

3.2. Soft Topoloji Ve Soft Topolojik Uzaylar

X evrensel bir kiime , E parametrelerin bos olmayan bir kiimesi olsun.

Tammm 3.2.1. [51] 7, X lizerinde soft kiimelerin bir ailesi olsun. Eger asagidaki

kosullar saglanirsa,
i-) @, X e T,
ii-) = da herhangi sayida soft kiimelerin birlesimi = Yya aittir,

iii-) z da herhangi iki soft kiimenin kesisimi = Yya aittir
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v ya X fizerinde bir soft topoloji denir. (X,7,E) Ugliisiine ise X {izerinde soft

topolojik uzay denir.

Tammm 3.2.2. [51] (X,z,E) bir soft topolojik uzay olsun. Bu takdirde z nun

elemanlarina bu uzayda soft agik kiimeler denir.

Tamm 3.2.3. [51] (X,z,E) bir soft topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir kiime
olmak tizere eger (F,E)', ¢ vyaaitise (F,E) soft kiimesine bu uzayda soft kapali

kiime denir.

Onerme 3.2.1. [51] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay olsun. Bu durumda;

i-) @, X kiimeleri soft kapali kiimelerdir.
ii-) Soft kapali kiimelerin herhangi sayida soft kesisimi soft kapali bir kiimedir.
iii-) Herhangi iki soft kapali kiimenin birlesimi soft kapali kiimedir.

Tamm 3.2.4. [51] X evrensel bir kiime, E parametrelerin kiimesi ve 7 = {CD, )Z} olsun.

Bu durumda z ya X kiimesi lizerinde soft indiskret topoloji denir ve (X,z,E) ye bir

soft indiskret topolojik uzay denir.

Tamim 3.2.5. [51] X evrensel bir kiime, E parametrelerin kiimesi ve 7, X iizerindeki
tim soft kiimelerin ailesi olsun. Bu durumda z ya soft diskret topoloji denir ve

(X,7,E) ye bir soft diskret topolojik uzay denir.

Onerme 3.2.2. [51] (X,z,E) bir soft topolojik uzay olsun. Burada her «€E igin

T, = {F(a)|(F,E) € 1} ailesi X kiimesinde bir topoloji tanimlar.

Ornek 3.2.1. [51] X ={c,,c,,c,}, E={e,e,} ve

r={® X,(D,E),(D,,E),(D,,E),(D,,E)}  olsun. Burada X iizerindeki

(D,,E),(D,,E),(D,,E),(D,,E) soft kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir :

Dl(el)={c2} ] Dl(ez) ={C1}’
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D,(e,) ={C,.C;}, D,(e,) ={c,.C,},

D,(e) ={c,,C,}, D,(e,) =X,

D,(e) ={c,.C,}, D,(e,) ={c..C;},
Bu durumda 7, X kiimesinde bir soft topoloji tanimlar. Kolayca goriilebilir ki
7, ={@.X.{c,}.{c,.c.} . {0} ve 7, ={@,X,{cl},{cl,cs},{cl,cz}}
X iizerinde birer topolojidirler.

Ornek 3.2.2. [51] X ={c,,¢c,,C,}, E={e,,e,} ve

rz{CD,X,(Dl,E),(DZ,E),(Ds,E),(D4,E)} olsun. Burada X iizerindeki

(D,,E),(D,,E),(D,,E),(D,,E) soft kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir :

D,(e)={c,} . Dy(e,) ={c},
D,(e) ={C,.Cs}. D,(e,) ={c..C.}
D,(e) =1{c..C.}, D.(e,) ={cu.c.
D, (&) ={c.}, D,(e,) = {c,.C3},

Bu durumda 7, X’ de bir soft topoloji degildir. Ciinkii (D,,E)u(D,,E) =(G,E)

dir. Burada G(g) = X ve G(e,) ={c,,C,} dir. Yani (G,E) &7 dur. Ancak

7, ={@,X,{cz},{cz,ca},{cl,cz}} ve 7, ={®,X,{cl},{cl,c3},{cl,cz}} X flzerinde

birer topolojidirler.

Onerme 3.2.3. [51] (X,7,,E) ve (X,z,,E) iki soft topolojik uzay olsun. Bu durumda
(X,7,N7,,E) bir soft topolojik uzaydir.

Ornek 3.2.3.[51] X ={c,,c,,c;} , E={e,,e,} ve
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7, ={®,X, (D, E),(D,, E),(D,, E), (D, E)}.7, = |, X, (G, E). (G, E), (G,, E). (G, E)}

X  lizerinde tammlanan iki soft topoloji olsun. Burada X  iizerindeki
(D, E),(D,,E),(D,,E),(D,,E),(G,,E),(G,,E) ,(G;,E), (G,,E) soft kiimeleri

asagidaki gibi tanimlanir.

D.(e)=1{c,} D,(e,) ={c.}
D,(e) ={C,. G5}, D,(e,) ={c..C,}
Dy(e) ={c.C,}, Dy(e,) =X ,
D, (&) ={G..C,} D,(e,) = {c..C3},
G(e)=1{c,} . Gy(e,) ={c,},
G, (&) ={c,.Cs}, G, (&) ={c..C.},
G;(8) =1C:. Gy} Gs(e,) ={c1.C, ),
G,(e) =1{c,}, G, (e,) ={c..¢}

Bu durumda
r=7,n7, ={®,X,(D,,E),(D,,E),(D;, E).(D,, E).(G;, E). (G, E)}

elde edilir. Buradan 7, N7, nin X {izerinde bir soft topoloji oldugu goriiliir. Ancak

(H,E)=(D,,E)U(G;, E) olarak kabul edilirse
H(e) = D,(e) W G;(e) = {CZ'CB} U{Cl'CZ} =X
ve

H(e,) = D,(e,) UG,(e,)={c,.c,} u{c,c,} ={c,.c,}
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dir. O halde (H,E)¢#7,N7, olur. Bdylece 7,U7,, X iizerinde bir soft topoloji

degildir.
Tamm 3.2.6. [51] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay ve (F,E) , X iizerinde bir soft

kiime olsun. O halde (F,E) nin soft kapanmis1 (F,E) yi igeren tiim soft kapali

kiimelerin arakesitidir ve (F, E) olarak gosterilir.

Aciktir ki (F,E) soft kiimesi (F,E) yi iceren en kiigiik soft kapali kiimedir.

Teorem 3.2.1. [51] (X,7,E) bir soft topolojik uzay, (H,E) ve (G,E), X iizerinde

soft kiimeler olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur ;
1) d=dve X =X

2) (H.E)&(H.E)

3) (H,E) soft kapali kiimedir <> (H,E)=(H,E)

4) (H,E)=(H,E)

5) (H,E)&(G,E)=(H,E) & (G,E)

6) (H,E)u(G,E)=(H,E)U(G,E)

7) (HE)n(G,E)&c(H,E)n(G,E)

Tamm 3.2.7. [51] (X,7,E) bir soft topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir soft
kiime olsun. (F,E) soft kiimesi Va eEicin F(a)=F(a) olarak tammlanrr.

Burada F(«) her o €E igin 7, da F(&) nm kapamgidir.

Onerme 3.2.4. [51] (X,7,E) bir soft topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir soft

kiime olsun. O zaman (F,E) & (F,E) olur.
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Sonu¢ 3.2.1. [51] (X,7,E) bir soft topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir soft

kiime olsun. O halde (F,E) =(F,E) < (F,E)'er olur.

Ornek 3.2.4.[51] X ={h,,h,,h,}, E=(e,e,) ve

rz{CD,X,(Dl,E),(DZ,E),(D3,E),...,(D7,E),} olsun. Burada;
D.(e)={c.c,} . Di(e,)={c.c,}
D,)={c.} . D) ={c.c
Dy(e) ={C,, G} . Dy(e) ={c}
D,e)={c,} . D,E)={c}
D;(e,) ={c..C,} , Ds(e;) =X
Ds(&)=X . Dy(&,)=1C,C,}
D;(e) ={cy.C}, Dr(e)) ={ci.Cy}

seklinde tanimlansm. O zaman (X, 7, E) bir soft topolojik uzaydir. (D,E) ve (G,E)

asagidaki gibi tanimlansin.

D(e,) :{Cl’c3} ' D(ez) =
G(el) = {Czics} ' G(ez) = {Cl’CZ}

Bu durumda (D,E)n(G,E)=((DNG),E) , (DNG)(e) ={c,},

(DNG)(e,)=D olur. O halde (D,E)=X (D,,E)'n(D,,E)'=(D,,E)' ve

(G,E) = X elde edilir. Yani (D,E) (G, E) =(D,E) dir. Diger taraftan
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(D.E)n(G,E)=N{X,(D,E)'(D,,E)'(D,,E)',(D,E)’|
=(D,,E)' dir.

Yani (D,E)n(G,E)c(D,E)"(G,E) dir. Fakat

(D,E)n(G,E)# (D,E)"(G,E) olur. Daha sonra goriiriiz ki ;

Te, :{@’X’{Cz}’{CZ'Cs}’{Cl’Cz}} ve 7, :{g’X’{Cl}’{cl’CS}’{Cl’CZ}}

Burada (D,E) , D(g,) = {01,03}, D(e,) =@ olur. Agik¢a goriiliir ki

(D,E) & (D,E) dir. Fakat (D,E) # (D, E) dir.

Tamm 3.2.8. [25] (X,7,E) bir soft topolojik uzay olsun. (F,E) soft kiimesinin
igerdigi biitiin soft agik kiimelerin birlesimine (F,E) 'nin soft igi denir ve (F,E)" ile

gosterilir.

Teorem 3.2.2 [25] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay, (H,E) ve (G,E) X iizerinde

iki soft kiime olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
1) P =D ve X° =X

2) (H,E)’ & (H,E)

3) (H,E)) =(H,E)

4) (H,E) bir soft aik kiimedir < (H,E)" =(H, E)

5) (H,E) & (G,E) = (H,E)’ & (G,E)

6) (H,E)'N(G,E)" =((H,E)N(G,E))y

7) (H,E)'U(G,E) =((H,E)U(G,E))" .

33



Tamm 3.2.9. [51] (F,E), X {izerinde bir soft kiime ve Y , X ’ in bos olmayan bir alt

kiimesi olsun. Bu durumda Y {izerinde (F,E) soft kiimesinin soft alt kiimesi Va e E
icin "F(a)=Y N"F(a) seklinde tanimlanir ve ('F,E) olarak gosterilir Baska bir
deyisle (YF,E)=Y n(F,E) dir.

Tamm 3.2.10. [51] (X,7,E) bir soft topolojik uzay ve Y, X'in bos olmayan bir alt

kiimesi olsun. O zaman 7, ={(YF,E)‘(F,E)er}, Y de soft alt topoloji olarak

adlandirilir ve (Y, 7, ,E) uzayma (X, 7, E)'nin bir soft alt uzay: denir.

Ornek 3.2.5. [51] Bir soft diskret topolojik uzayn herhangi bir soft alt uzay: bir soft
diskret topolojik uzaydir.

Ornek 3.2.6. [51] Bir soft indiskret topolojik uzaym herhangi bir soft alt uzay1 bir soft
indiskret topolojik uzaydir.

Onerme 3.2.5. [51] (X,7,E) bir soft topolojik uzay olsun ve Y, X'in bos olmayan

bir alt kiimesi olsun. O halde (Y,7,,), her « €E i¢in (X,7,) nm bir alt uzayidir.

Teorem 3.2.3. [51] (Y,7,,E), (X,7,E) soft topolojik uzaymin bir soft alt uzay: ve

(F,E), X iizerinde bir soft kiime olsun. O zaman;
1) (F,E), Y de soft agiktir <> Herhangi (G,E) e 7 i¢in (F,E)=Y N (G, E) dir.

2) (F,E), Y de soft kapahdir <« X de herhangi (G,E) soft kapali kiimesi igin
(F,E)=Y (G, E) dir.

Tammm 3.2.11. [20] (F,E), X iizerinde bir soft kiime olsun. Eger e€E igin
F(e)={x} ve her e'e E—{e} icin F(e") = ise (F,E) soft kiimesi bir soft nokta
olarak adlandirilir ve (X, E) ile gosterilir. (X,, E) soft noktasi kisaca X, ile gosterilir.

X kiimesi {izerindeki tiim soft noktalarin kiimesini SS(X, E) ile gosterelim.

Tamm 3.2.12. [20] (X,,E) ve (Y,.,E), X iizerinde iki soft nokta olsun. Eger X # Yy

veya € # €' ise noktalara farkli soft noktalar denir.
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Tanmim 3.2.13. [20] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay ve (F,E), (X,7,E) iizerinde bir
soft kiime olsun. (X,,E) € (G,E) < (F,E) olacak sekilde (G,E) soft agik kiimesi

bulunabiliyorsa (F,E) soft kiimesine (X,, E) soft noktasmnin bir soft komsulugu denir.

Teorem 3.2.4. [20] (X,7,E) soft topolojik uzayinda (X, E) soft noktasinin U (x,, E)

soft komsuluk sistemi asagidaki 6zelliklere sahiptir;
1) Eger (F,E) €U (x,,E) ise (x,,E) e (F,E) dir,

2) Eger (F,E) eU(x,,E) ve (F,E) c(G,E) ise (G,E) eU(x,,E) dir,
3) Eger (F,E),(F,,E) eU(x,,E) ise (F,E)N(F,,E)eU(x,,E) dir,

4) Eger (F,E)eU(X,,E) ise (G,E)eU(x,,E) dir dyle ki herbir (Y,.,E) e (G,E)
icin (F,E) eU(y,.,E) olur.
Tamm 3.2.14. [5] (X,7,E) bir soft topolojik uzay £, r nun bir soft alt ailesi olsun.

Eger her soft agik kiime £ nin bazi elemanlarinmn birlesimi olarak gosterilebiliyorsa bu

p ailesine 7 igin bir soft tabandir denir.

Tamm 3.2.15. [5] (X,7,E) bir soft topolojik uzay &, = nun bir soft alt ailesi olsun.

Eger o soft alt ailesinin elemanlarmnin tiim sonlu arakesitlerinden olusan aile 7 i¢in bir

soft taban olusturuyorsa bu ¢ alt ailesine 7 igin bir soft alt tabandir denir.

Tamm 3.2.16. [5] {(¢,,v,):(X,7,E) > (Y,,7,,E,)}..s bir soft doniisiim ailesi ve
{(YS,TS,ES)}SES bir soft topolojik uzaylar ailesi olsun. Bu durumda
o= {(gos,l//s)gels(l:, E):(F,E)er,se S} alt tabanindan iretilen 7 soft topolojisi,

{((05,1//5)}565 soft doniistimler ailesi ile verilen soft topoloji (veya soft baslangi¢

topolojisi) olarak adlandirilir.
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Tamm 3.2.17. [45] (X,,7,,E)

seS

bir soft topolojik uzaylar ailesi olsun. (U X7, Ej

seS

soft topolojik uzayma (X, 7,,E).; ailesinin soft topolojik toplami denir ve

@® ( X\ T, E) olarak gosterilir.

seS

Tamm 3.2.18. [5] (X,,7,,E,) bir soft topolojik uzaylar ailesi olsun. Bu durumda

{(ps,qs)}SeS ailesinden tretilen X :Hxs tizerinde soft baslangi¢ topolojisine, X

seS

lizerinde soft topolojik ¢arpim adi verilir. ( Burada (p,q,), S € Sigin X — X, giden

soft projeksiyon doniigiimdiir.)

Soft topolojik carpim Hz‘s ile gosterilir.

seS

Tamm 3.2.19 [14] R reel sayilar kiimesi ve B(IR) , R nin bostan farkl smirh tiim alt
kiimelerinin bir ailesi ve E parametreler kiimesi olsun. Bu durumda F :E — B(R)
dontistimii bir soft reel kiime olarak adlandirilir. Eger bir soft reel kiime yalnizca bir soft
kiimeden olusuyorsa o zaman soft reel sayi1 olarak adlandirilir ve T,S .t vb. sekilde

ifade edilir.
0,1 soft reel sayilardir. Burada tim € € E igin sirasiyla 0(e) =0, 1(e) =1 dir.

Tamm 3.2.20. [15] R(e)* ile negatif olmayan tiim soft reel sayilar kiimesini ve

SS(X,E) ile de X kiimesi iizerindeki tiim soft noktalarin kiimesini ifade edelim. Eger

d asagidaki kosullari saglarsa d:SS(X,E)xSS(X,E)— R(e)* ddniisiimiine

(X, E) soft kiimesi iizerinde soft metriktir denir.
1) V%, 9, €SS(X,E) icin d(X,, . )= 0dr.
= yez e SS(X,E)

3) V%, ,¥, €SS(X,E) i¢in d(X,,¥,)=d(¥,,%,) dr.
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4) V%,,Y, .7, €SS(X,E) i¢in d(X,,7,)<d(&,.¥,)+d(¥,,Z,) dr.

(X,E) soft kiimesi d soft metrigi ile birlikte, soft metrik uzay olarak adlandirilir ve
(X,d,E) ile ifade edilir.
Tamm 3.2.21. [20] (X,7,E) ve (Y,z,E) iki soft topolojik uzay,
f:(X,7,E) > (Y,z',E) bir déniisiim olsun. (f(X),,E) nin herhangi (H,E) soft
komsulugu i¢in f((F,E)) = (H,E) saglanacak sekilde (X,,E) nin bir (F,E) soft

komsulugu bulunabiliyorsa f déniisiimiine (X,, E) de soft siirekli doniisiim denir.

Eger f:(X,7,E) > (Y,7,E) soft doniisiimii her noktada siirekli ise f e soft

stirekli doniisiim denir.

Teorem 3.25. [23] (X,7,E) ve (Y,z,E) iki soft topolojik uzay,
f:(X,7,E) > (Y,7",E) bir doniisiim olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

a) f:(X,7,E) > (Y,7',E) bir soft siirekli doniisiimdiir,

b) Y iizerindeki her (G,E) soft agik kiimesi icin f "((G,E)), X iizerinde bir soft

acik kiimedir,

) Y iizerindeki her (H,E) soft kapali kiimesi i¢in f ((H,E)) X iizerinde bir soft

kapali kiimedir,

d) X iizerinde her (F,E) soft kiimesi i¢in f((F,E)) < (f (F,E)) dir,
e) Y iizerinde her (G, E) soft kiimesi i¢in (f *(G,E)) < f *((G,E)) dir,

f) Y iizerinde her (G, E) soft kiimesi i¢in f '((G,E)’) = (f (G, E))’ dir.

3.3 Soft Ayirma Aksiyomlar

Tamm 3.3.1. [20] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay ve (X,,E) # (Y.., E) olsun. Eger
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(x,,E) e (F,E) ve (y.,E) #(F,E) veya (y,.,E) e(G,E) ve (x,,E) ¢ (G,E)

olacak sekilde (F,E) ve (G,E) soft agik kiimeleri varsa (X,7,E) uzayma bir soft

T, —uzay1 denir.
Tamm 3.3.2. [20] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay ve (X,,E) # (Y,., E) olsun. Eger
(X, E)e(F,E), (¥..E) 2 (F,E) ve (y..E) e(G,E), (x.,E) 2 (G,E)

olacak sekilde (F,E) ve (G,E) soft acik kiimeleri varsa (X,7,E) uzayma bir soft

T, —uzayi denir.

Onerme 3.3.1. [20] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay olsun.

1) Eger (X,7,E) bir soft T, —uzayi ise Ve € E i¢in (X,7,) bir soft T, —uzaydir.

2) Bger (X,7,E) bir soft T, —uzay1 ise Ve € E i¢in (X,7,) bir soft T, — uzayidir.

Tamm 3.3.3. [20] (X, 7, E) bir soft topolojik uzay ve (X,,E) # (Y.., E) olsun. Eger
(x,,E)e(F,E), (Y,,.E)e(F,E) ve (F,E)n(G,E)=®

olacak sekilde (F,E) ve (G,E) soft acik kiimeleri varsa (X,7,E) uzayma bir soft

T, —uzayi denir.

Onerme 3.3.2. [20] (X,7,E) bir soft topolojik uzay olsun. Eger (X,z,E) bir soft

T, —uzayi ise Ve € E igin (X,7,) bir soft T, —uzayidir.

Tamm 3.3.4. [20] (X,7,E) bir soft topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde soft kapali
bir kiime, (X,,E) ¢ (F,E) olsun. Eger

(x,,E)e(G,E),(F,E)c(G,,E) ve (G,E)n(G,,E)=D

olacak sekilde (G,,E) ve (G,,E) soft acik kiimeleri varsa (X,7,E) uzaymna bir soft

regiiler uzay denir.
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Tamm 3.3.5. [20] (X,7,E) bir soft topolojik uzay olsun. Eger (X,7,E) bir soft

regiiler ve soft T, —uzay1 ise (X,7,E) soft topolojik uzayma soft T, — uzay1 denir.

Tammm 3.3.6. [20] (X,7,E), bir soft topolojik uzay olsun. (F,E) ve (G,E), X

tizerinde iki soft kapali kiime ve (F,E) (G, E) =® kosulu saglansm. Eger
(F,E)c(F,E), (G,E)c(F,,E) ve (F,E)n(F,,E)=D

olacak sekilde (F,,E) ve (F,,E) soft agik kiimeleri varsa (X,7,E) uzayma bir soft

normal uzay denir.

(X,7,E), X iizerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger (X,7,E) bir soft normal

uzay ve soft T, —uzay1 ise (X,7,E) soft topolojik uzayina soft T, —uzayi denir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
Bu kisimda yaptigimiz calisma sonucunda ulastigimiz verilere yer verilmistir.
4.1 Soft Diizgiin Uzaylar

X evrensel bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun.

Tamm 4.1.1. a) Eger (X,E) bir soft kime ise A, ¢ ={(X.%):% €(X,E)}
kiimesine (X,E)x(X,E) nin kosegeni denir. Burada A ¢ =(Ay,Ag) kiimesi

(%, %), (&,€)) = (X, X) ¢y = (X5 X,) olarak tanimlanr.

b) Eger A ile gosterilen (A ExE) bir soft alt kiime ve (A ExE) & (X,E)x(X,E)
ise A= {(ye., X.): (X, Y.) € A} ile tanimlanir. Eger A= A7 ise A soft kiimesine

soft simetrik denir.
c) Eger A B & (X,E)x(X,E) soft alt kiimeler ise
A-B = {(xe, y.):3z,. € (X,E), (x.,2,.) € A, (z..,Y,) € B}
seklinde tanimlanir.
d)n=12,.. icin A=Ave A"=A""0 A dr.

Ornek 4.1.1. X :{Xl,xz,x3} herhangi bir kime ve E ={e,,e,} parametrelerin bir

kiimesi olsun. Bu durumda SS(X, E) soft kiimesi asagidaki soft noktalardan olusur.

1 1 2 2 3 3
{Xel’xez’xel’xez’xel’xez}

Béylece bu soft kiimenin A, ¢ soft kosegeni

Ascey =105 (6, %6), 02, %), (€, X2 ), (x5, %), (%2, % )} dir.

e’ e g7 g7
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Onerme 4.1.1. Eger e,€E sabit bir parametre ise (X,E) soft kiimesinin

{XeO IX€e X} bir soft kiimesini elde edebiliriz. X kiimesi ve {Xo IX€e X} soft alt

[

kiimesi arasinda birebir ve orten bir doniisiim oldugu agiktir. Boylece {Xeo ‘Xe X} soft

alt kiimesini X kiimesi gibi dikkate alabiliriz.

Onerme 4.1.2. Her ecE igin (A(X’E))e:{(x;,x;):xieX}:AX olsun. Bu

durumda (X,E) soft kiimesinin kdsegeni, X evrensel kiimesinin E parametreler

kiimesi  tlizerinde parametrizelendirilmis  kosegenlerinin  bir  ailesidir.  Yani

Axg = eLeJE(AX ), dir.

(X, E) bir soft kiime ve (V,ExXE) & (X,E)x(X,E) bir soft kiime olsun. Bu

durumda V :ExE — P(X x X) olarak ifade edilir ve (V,EXE) soft kiimesi V
seklinde gosterilir.

Tamm 4.1.2. Eger A, ¢, &V ve V=V ise V soft kiimesine soft kdsegenin soft

civari denir.

A x gy soft kdsegeninin tiim soft civarlarim Dy ¢, ile gdsterelim.

Ornek 4.1.2. Ornek 4.1.1 e gore V soft civarlarina asagidaki gibi 6rnek verebiliriz.
7 1,2 2 1
V, = {A(X’E),(xel,xez),(xez,xel }
V, = A, o, (X, x5),(x3,%x0)
2 (X,E) T\ ? ey /13 ey ? ey

1 2 2 1 2 3 3 2
V, = {A(X’E),(xel,xel),(xel,xel),(xez,xez),(xez,xez }

Onerme 4.1.3. Her (e,e) e ExXE icin (\7,) kiimesi, X kiimesinin ksegeninin bir

(ee)

civaridrr.
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Ornek 4.1.3. Ornek 4.1.2 ye gore V, soft kdsegen civarlarnm herbir i icin (g,€,)

parametrelerine gore soft daralmasinin bazi 6rnekleri asagidaki gibidir.

( 1)(91,91) - (\71)(62,%) - {AX}

()= (8 GG, (), (0]

(262)

1§

(\73)(%91) = {Ax,(xl,xz),(xz,xl)}, (\73) ):{Ax,(xz,x3),(x3,x2)}

(2.6,

Tanmm 4.1.3. (X, E) bir soft kiime, (F,E) & (X, E) bir soft alt kiime, V € Dx.g) bir

soft civar ve X, Y,. € SS(X, E) soft noktalar olsun.

a) Eger (X,,Y..) eV ise X, ve Y.. noktalar: arasindaki uzaklik V dan daha kiigiiktiir

denir ve |X,, ¥, | 2V ile gosterilir. Aksi durumda X Y| SV yazlr.

b) Eger (F,E)x(F,E)&V ise (F,E) soft kiimesinin ¢api V den daha kiigiiktiir

denir ve S((F,E)) <V ile gosterilir.

Her X, Y., Z.. € (X,E) soft noktalar1 ve \7,\71,V2 € D x g, i¢in asagidaki 6zellikler

saglanir.
1) |x, —X,|<V
2) % =YV & |y — x|V

3) Eger [X, — Yo| VL, Yo — 2|2V, ise |X, — 2,.| <V, 0V, dir.
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Tamm 4.1.4. (X, E) bir soft kiime, x? € SS(X, E) bir soft nokta ve V € D, ., olmak

tizere B(XS,V):{ye. ~} kiimesine soft x? merkezli, v

yarigapl kiire denir. Her (F,E) £ (X,E) igin B((F,E),V): U B(Xe,\7) ile
X.€(F,E)

tanimlanir.

Tamm 4.1.5. (X, E) bir soft kiime ve U & D, ¢, bir soft alt aile olsun. Eger U soft

ailesi igin,
a)Eger VeU veV EW e Dy ¢, ise We D dir;

b) Eger V.V, e U ise V,(\V, €U d
c) Her Ved icin W2 §\7 saglanacak sekilde Wev vardir;

d) [V =Axg dir;
Vet
kosullart saglanirsa bu U ailesine soft diizgiin yapi , (X,U,E) igliisiine ise soft

diizglin uzay denir.

Onerme 4.1.4. (X,{), E) bir soft diizgiin uzay olsun. Bu durumda Tanim 4.1.5 in c)

aksiyomu ile asagidaki aksiyom birbirine denktir.

) HerV e 0 icin WoW &V saglanacak sekilde W €U vardr.

Ispat. Eger W eU ise W bir soft kosegen civaridir ve W =W™ dir. Bu nedenle

W W&V dir.

Tersine eger ¢’) saglanrsa W™ =Ax g oW™cWoW™cV olur. Dolayisiyla

W&EVter dir. Simdi W'=WNW™ olsun. Bu durumda W'eU dir ve

1N

W'oW'cW oW ™ <=V elde edilir.
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Onerme 4.1.5. Her (e,e) e ExE icin ‘ZNJ(e’e) ailesi X kiimesinin siradan bir diizgiin

yapisidir.

Dolayisiyla soft diizgiin uzaylar siradan diizgiin uzaylarin parametrelendirilmis bir

ailesidir.
Tamm 4.1.6. (X, U, E) bir soft diizgiin uzay olsun. Bu durumda ;

a) Eger soft kdsegenin her soft civari U soft diizgilin yapisinim elemant ise U ye soft

diskret diizgiin yap1 ve (X, U, E) uzaymna soft diskret diizgiin uzay adi verilir.

b) Eger U soft diizgiin yapisi sadece (X,E)x(X,E) soft civarindan ibaret ise 0,

ye soft indiskret diizglin yap1 ve (X,{), E) uzayna soft indiskret diizgiin uzay adi

verilir.

Tamm 4.1.7. (X,E) soft kiimesi {izerinde U, ve U, iki soft diizgiin yap1 olsun. Eger

@2 nin her soft kdsegen civart U, de bir soft kosegen civari ise U, e “02 den daha

incedir( veya ‘(DZ ye ‘Z]l den daha kabadir ) denir.

Eger ‘01 soft yapist ’02 den daha ince ve 02 den farkli ise ‘01 e kesinlikle @2 den

daha incedir veya 02 ye kesinlikle ‘01 den daha kabadir denir.

Eger iki soft yapidan biri digerinden daha ince ise bu soft yapilar karsilastirilabilirdir

denir.

Ornek 4.1.4. 1) Soft diskret diizgiin yap1, (X, E) soft kiimesi iizerindeki en ince soft
diizgilin yapidur.

2) Soft indiskret diizgiin yap1, (X,E) soft kiimesi iizerindeki en kaba soft diizgiin
yapidir.

Tamm 4.1.8. (X, 0, E) bir soft diizgiin uzay ve I & U bir soft alt aile olsun. Eger her

VeUignW eV saglanacak sekilde bir W €T varsa bu I ailesine U soft diizgiin

yapisinin bir soft tabani denir.
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(X,E) soft kiimesinde U diizgiin soft yapisinin her I soft tabani asagidaki
ozelliklere sahiptir.

a) Her \71,\72 el icinV §\71 ﬁ\72 kosulunu saglayan Verl,
b) Her Vel icin W2 §\7 saglanacak sekilde Werl,

0) " =A g, dir.

Teorem 4.1.1. (X,E) bir soft kiime ve T, (X,E)x(X,E) nin soft alt kiimelerinin

bir ailesi olsun. Eger I soft ailesi icin

(os ]}

a)

El=A,g<EB,

b) B,B,e=3B,el:B,&BNB,,

) B&l=3Cel:C-CEB,

e) NI = Ax g

kosullar1 saglanrsa I soft ailesi (X,E) iizerindeki bir soft diizgiin yapinm bir soft
tabanidur.

Ispat. @:{VQ(X,E)X(X,E):HI_saef 6y|eki|§§\7} soft ailesi (X,E) soft

kiimesi lizerinde bir soft diizgiin yapidir ve I soft ailesi bu soft diizgilin yapinimn bir soft
tabanidir.

Teorem 4.1.2. (X, U, E) bir soft diizgiin uzay ise,

#={(G,E) & (X,E):Vx, (G, E) i¢in B(x,\V) & (G, E) dyleki 3V U}
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ailesi (X, E) soft kiimesi iizerinde bir soft topolojidir. (X,E) soft kiimesi bu topoloji
ile birlikte bir soft T, — uzayidir. Bu 7 soft topolojisine U soft diizgiin yapisindan
iiretilen soft diizgiin topoloji ad1 verilir.

Ispat. 7 ailesinin bir soft topoloji oldugunu gésterelim. (Ga, E) €7 soft agik kiime ve

X, eU(Ga,E) herhangi bir soft nokta olsun. Bu durumda x, € (G, ,E) dir. 7 nun
tanimindan B(Xe,V)Q(Gao,E)QD(Ga,E) saglanacak sekilde V €U vardir, yani
DGa e dur.

(G,E),(G,,E)eT ve x,e€(G,E)N(G,,E) olsun. 7 nun tanmndan
B(Xe,\71) & (G, E) ve B(x,,V,) & (G,,E) saglanacak sekilde V,,V, eV vardr. O

halde V =V,NV,e¥ ve B(x,V)E&B(x,V,)NB(x,V,)< (G,E)N(G,,E)
oldugundan (G;,E)((G,,E) €7 elde edilir.

Simdi bu (X, 7, E)uzaymm bir soft T, — uzay1 olduunu gosterelim. Bunun igin her
X, € (X,E) soft noktast i¢in (G,E)=(X,E)\{x,} kiimesinin soft acik oldugunu
gostermek yeterlidir. Her Y, € (G, E) igin X, # Y, oldugundan
AV eUV:|x —y.|5V
yazilabilir. Sonug olarak B(y,.,V) & (G, E) oldugundan (G,E) € 7 elde edilir.

Ornek 4.1.5. (X,E) soft kiimesi iizerinde U, ve U, iki soft diizgiin yapi ve

varsayalim ki ‘01, @2 den daha ince olsun. Bu durumda ‘01 ile verilen soft topoloji @2

ile verilen soft topolojiden daha incedir.

Ornek 4.1.6. X =R ve E ={1,2} parametrelerin bir kiimesi olsun. Bu durumda her

X, Yo € (X, E) icin d(X,,Y.)=|e—e]|+|x—y| soft fonksiyonu (X,E) soft kiimesi

tizerinde bir soft metriktir. Ger¢ekten de;
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di) d(x,,Y..)=|e—e|+[x-y|=0,

d2) d(x,,¥,)=0<le—el+|x—y|=0<le—e|=0 ve [x—y|=0<=e=¢" ve
X=Y,

ds) (X, Y.)=le—e|+[x-y|=|e'—e|+|y x| =d (Y., %) ,
d4) a(Xe’ ye') < CT(Xe’ Ze") + d~(ze“1 ye‘) '

Burada parametrelere gore iki durum s6z konusudur;
a) Her e=e'#e" igin
X —y|<1+|x—2z|+|z-y|+1
licgen esitsizligi saglanir.
b) Her eze'=¢e" i¢in
1+|x—y|<1+|x—2z|+|z Y|
esitsizligi saglanir.
Boylece d (X, Y,..) soft fonksiyonunun bir soft metrik oldugu gériiliir. Bu durumda her
a>0 igin V = {(xe, y.) e (R, E)x(R,E):d(x,,Y,) < a} olsun.  Béylece

[= {\7(1} . soft ailesi, soft diizgiin yapinin bir soft tabani olur.

Burada {{\7{1 }el}

diizgiin yapinimn bir tabanidir.

ve {{Va}e } ailelerinden her biri X kiimesi iizerinde normal

a>0 a>0

Onerme 4.1.5. (X, U, E) bir soft diizgiin uzay ve 7 bu diizgiin uzaydan iiretilmis olan

bir soft topoloji olsun. 7, topolojisi her e € E i¢in 'Oe soft diizgiin yapisindan iiretilmis

olan bir topolojidir.
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Teorem 4.1.3. (X, U, E) bir soft diizgiin uzay , (F,E)x(F,E) bir soft alt kiime ve

7, (X,E) soft kiimesi iizerinde ‘U dan iiretilen bir soft diizgiin topoloji ise ;
B={x e(X,E):IVe0 oylekiB(x,V) & (F,E)}
soft kiimesi INt(F,E) ye esittir.

ispat : Aciktir ki (G,E) & (F,E) soft agik kiimesi B ya aittir. Ispati tamamlamak

icin B nin acik oldugunu gosterelim. Her X, € B igin B(Xe,\7)§(F,E) olacak
sekilde IV eV vard. W2 eV olmak iizere W €U olsun. Bu durumda her
Y. € B(Xe,W) i¢in

B(y, W) & B(x,,V) & (F,E)

olur. O halde B(x,,V) & B ve B soft agiktr.

Sonuc 4.1.1. (X,7,E) soft topolojik uzaymmn topolojisi U diizgiin soft yapisindan
tiretilmis olsun. O halde her x, € (X,E) ve her (F,E) £ (X,E) i¢in

x, € (F,E)* < HerV eUigin (F,E)NB(x,V) =& dr.

Sonu¢ 4.1.2. Eger (X,7,E) soft topolojik uzaymin topolojisi U soft diizgiin
yapisindan iiretilen topoloji ise her (F,E)&(X,E) ve S(F,E)XV  kosulunu

saglayan her V € U igin S((F,E)°) 2V? tiir.
Ispat. Sonu¢ 4.1.1 e gore, her X X, € (F, E)° igin X;.l € B(Xel,\7) ve
y;.z e B(x,, V) saglanacak sekilde X;.l, y;.z e (F,E) bulunabilir. Buradan

2V oV oV =V tir.

‘Xel o yez
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Teorem 4.1.4. (X,U,E) bir soft diizgiin uzay ve M , (X,E)x(X,E) nin bir soft alt
kiimesi olsun. Eger V oM oV, (X,E)x(X,E) soft carpim uzaymda M nin bir soft
komsulugu ise M nim soft kapanist

ME = (LV oM oV
Vet

formiili ile tanimlanir.

Ispat. V, U nm bir soft kosegen civar1 olsun. (x,,Y,) eVoMoV bagntisi
(X.,p.)eV Ve (q.,Y,)eV olacak sekilde M nin bir (p,.,d,.) elemanmnm var
oldugu anlamma gelir. Baska bir deyisle x, €B(p,.,;) Ve y, eB(q..,V) dir. Yani
(% ¥) B VIxB@Y)  dir B(pV)xB(G, (X, E)x(X,E)),
(X,E)x(X,E) iizerinde (p,.,q,.) mn bir soft komsulugu oldugundan teoremin

birinci kismi ispatlanmis olur.

(%, Pe) €V, (¥,,0,-) €V bagmtilari  p,. € B(x,,V), Q.. € B(y,.,V) veya
(P,-,0,-) € B(x,,V)xB(Y,,V) seklinde de yazilabili. B(x,,V)xB(Y,,V) kiimesi
(X,E)x(X,E) iizerinde (X,,Y,.) nmn soft komsuluklarinm bir soft tabanini olusturur.
Eger V,,V, herhangi iki soft kdsegen civari ise daima bir V &V, NV, soft civari
vardir. Dolayisiyla B(Xe,\7)>< B(ye.,\7) & B(Xe,\7l)>< B(ye.,\72) dir. Bu yiizden herbir

V e icin B(xe,\7)>< B(ye.,\7) , M ye denktir ancak ve ancak (X,,Y,.) & M® dir.

Onerme 4.1.6. (X, U,E) bir soft diizgiin uzay olsun. U soft civarlarmn soft ici(soft

kapanig1), soft civarlarin bir soft tabanini olusturur.

Ispat. V , U soft kdsegeninin herhangi bir soft civari olsun. Bu durumda W3 é\i
olacak sekilde bir W soft kdosegen civar1 vardir. W3, W nin bir soft komsulugu
oldugundan ve (X,E)x(X,E) iizerinde V nin soft igi W y1 igerir bu yiizden bir soft

kosegen civaridir. Ayrica Teorem 4.1.4 den WeEW? ews eV saglandigindan v

bir soft civarin kapanisini igerir.
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4.2. Soft Diizgiin Siirekli Doniisiimler

(X,U,E), (Y, 0, E") iki diizgiin soft uzay ve (f,9):(X,E)—(Y,E") birebir ve

orten bir fonksiyon ¢ifti olsun.

Tamim 4.2.1. a) Eger her V'e V' igin;

1

7 —a)- 1 2
E\Y efzj.v‘xel—xe2 o))~

2V igin [ (x f (X)) SV

saglantyorsa (f,Q) soft fonksiyonuna soft diizgiin siireklidir denir.

b) Eger (f,g) bir soft bire-bir, 6rten ve (f,g) ile (f,g)™" soft fonksiyonlarinin
her ikisi de soft diizgiin siirekli ise (f,Q) soft fonksiyonuna bir soft diizgiin

izomorfizma, bu iki soft diizgiin uzaya da soft diizgiin izomorf uzaylar denir.

Teorem 42.1. (X,U,E),(Y,U,E") iki soft diizgiin uzay ve
(f,9):(X,E) > (Y,E") bir fonksiyon c¢ifti olsun. Eger her soft kdsegen civari

VeV igin ((f,g)x(f,9))*(V)eOU ise (f,g) soft diizgiin siirekli bir

fonksiyondur.

ispat. Varsayalim ki (f,g) diizgiin sirekli bir fonksiyon ve V'eU' olsun.
(f,9)x(f,g)* Ve oldugunu gosterelim. Varsayalim ki
(% Ye) € ((F,9)x(F,9) (V) dir. Yani [x, -y, |2 ((f,9)x(f,g)*(V) dir.

(f,g) bir soft diizgiin siirekli fonksiyon ve ‘f(X)g(e) () <V' oldugundan

|Xe — ye| 2V olacak sekilde U nim bir soft kdsegen civari V vardrr.

Tersine her V'e U’ soft kdsegen civart igin ((f,9)x(f,9))* (V) eU bir soft
kosegen civar1 olsun. Farz edelim ki X iizerindeki herbir X,,Y,. soft noktalar: i¢in

‘f(X)g(e)—f(y)g(e.) SV', OU' nm bir soft kosegen civaridr. Bu durumda
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|, = Yo < (V") , U nin bir soft késegen civaridir. Yani (f,g) soft diizgiin siirekli

bir foksiyondur.

Onerme 4.2.1. (X,‘[), E), (Y,@', E) ve (Z,@", E" soft diizgiin uzaylar olsun. Eger
(f,9):(X,E)>(Y,E) ve (p,k):(Y,E)—>(Z,E") iki soft diizgiin siirekli
fonksiyon ise (f,g)o(@,K)=(f cp,gok):(X,E) >(Z,E") bileskesi de soft

diizgiin siireklidir.

Teorem 4.2.2. Her soft diizgiin siirekli fonksiyon soft siireklidir.

ispat. (X,0,E), (Y, U, E") iki diizgiin soft uzay, (f,g):(X,E)—(Y,E") bir soft
diizgiin siirekli fonksiyon ve Xil € (X,E) herhangi bir soft nokta olsun. Eger
B(f (Xé(el)),\7') , f(Xil (e)) in soft diizgiin topolojisinde herhangi bir soft komsulugu
ise (f,Q) soft diizgiin siirekli oldugundan V'€ U" icin

E|\7ef0:v‘xil—x§2 V!

=V icin ‘f(x;(el))— f (%)
saglanir. Buradan (f, g)(B(X;,V)) c B(f (X;(el)),\i') oldugu kolayca elde edilir.

Yani (f,g) soft fonksiyonu Xil soft noktasinda soft stireklidir.

Onerme 4.2.2. (f,g):(X,U,E) = (Y,U,E") soft diizgiin uzaylarin soft diizgiin

stirekli bir fonksiyonu olsun.
f: (X ’ ((O)e) - (Yi({)')g(e))

fonksiyonu her e € E i¢in diizgiin siireklidir.
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4.3. Soft Diizgiin A¢ik Doniisiimler

(X,U,E), (Y, V' E") iki soft diizgiin uzay ve (f,g):(X,E)—(Y,E") birebir
ve Orten bir fonksiyon ¢ifti olsun.

Tamm 4.3.1. Eger U nm her V soft civan ve X eSS(X,E) igin
B(f (X)g(e),\7') & (f,9)(B(x,,V)) olacak sekilde U' nm bir V' soft kdsegen civari

varsa (f,Q) ye bir soft diizgiin agik fonksiyon denir.

Ornek 4.3.1. (X,U,E) bir soft diizgiin uzay ve (Y, ' E) bir soft diskret diizgiin
uzay olsun. O halde (f,g):(X,E) —(Y,E") daima soft diizgiin agik fonksiyondur.

Bir soft birebir fonksiyon soft diizgiin ac¢iktir ancak ve ancak bu fonksiyonun tersi

soft diizgiin stireklidir.

Onerme 4.3.1. (X,’O, E), (Y,‘O',E') ve (Z,@",E") soft diizgiin uzaylar olmak
iizere (f,g9):(X,E)—>(Y,E") soft diizgiin siirekli orten bir fonksiyon ve
(p,k):(Y,E)—>(Z,E") da herhangi bir soft fonksiyon olsun. Eger
(fop,gok):(X,E) > (Z,E) soft diizgiin agik ise (@,K) da soft diizgiin agiktr.

ispat. V', U"' nin herhangi bir soft civar1 olsun. O halde V = ((f,g)x(f,g)) (V") ,
U nm bir soft civaridir. Eger (f U, g ok) soft diizgiin agik ise her X, € SS(X, E)

icin
B(o(f (X))K(g(e))’v < (feop,go k)(B(Xe,\7))
olacak sekilde U" nin V" soft civari vardir. Bu durumda her Y. € SS(Y,E") igin

B(@(Y)y(er:V ") € (@, 9)(B(Y...V "))

saglanir ve bu yiizden (@,K) soft diizgiin agiktir.
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Onerme 4.3.2. (X,’O, E), (Y,‘O',E') ve (Z,@",E") soft diizgiin uzaylar olmak
tizere (f,9): (X,E) = (Y,E") bir soft fonksiyon ve (@,k):(Y,E)—>(Z,E") soft
diizgiin siirekli birebir ve orten bir fonksiyon olsun. Eger (f o, g oK) soft diizgiin

acik ise (f,Q) soft fonksiyonu da soft diizgiin agiktir.

fspat. V , U nmn herhangi soft civari olsun. Eger (f o, gok) soft diizgiin agik ise
her X, € SS(X,E) soft noktasi igin

B(@(f (X)) k(genV ") E (F 29,9 °k)(B(X,.V))

olacak sekilde U" nm bir soft V" civari vardir. V' = ((¢,K)x (0, k) *(V"), U' nmn
bir soft civaridir. (¢,k) soft diizgiin siirekli oldugundan Farz edelim Ki

Ye. € B(f(X)g,V") olsun. O halde

(P(yl)K(e'l) € B(o(f (X))K(g(e))"v V< (fep,go k)(B(Xe’V))

ve X EB(x,,V) icin P(Y ey = PLF (X)igey dir- (@,K) birebir oldugundan
Ve, =F(X)ye dir ve dolaysiyla y'. &(f, 9)(B(x,V)) dir. Boylece
B(f(X)qe V)& (f,9)(B(x,,V)) saglanir ve dolayisiyla (f,g) soft diizgiin agiktir.

Onerme 4.3.3. (X,‘[), E), (Y,’O', E") ve (Z,{J", E" soft diizgiin uzaylar olmak tizere
(f,9):(X,E)>(Y,E) ve (U,k):(Y,E)—>(Z,E") iki soft fonksiyon olsun.

Varsayalm ki (f,g) soft diizgiin agik orten fonksiyondur. Eger (f o, gog) soft

diizgiin siirekli ise (¢,K) da soft diizgiin siireklidir.

Ispat. Farz edelim ki (f o, g k) soft diizgiin siirekli bir fonksiyon olsun. Eger V"
U" nm bir soft civart ise V = ((fop,gok)x(fop,gok)*(V", U nm soft
kosegen civaridir. (f,Q) soft diizgiin agik oldugundan her X, € SS(X,E) igin

B(f (X)g:V ) € (f,9)(B(X..V))
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olacak sekilde U’ nm V' soft civart vardr. Xil e SS(X,E) icin
f(Xl)g(el) € B(f (X)g(ez),\7') ise sz EB(x,,V) igin f(Xl)g(el) = f(Xz)g(ez) dir ve
dolayisiyla (P(f (oo 2(f (Xz))k(g(ez))) ev" dir.

o(f (Xl))k(g(el)) =o(f (Xz))k(g(ez» oldugundan (¢@,K) soft diizgiin siireklidir.

Sonug¢ 4.3.1. Soft diizgiin uzaylar bir kategori olusturur ve bu kategori siradan diizgiin

uzaylar kategorisinin bir genellestirmesidir.

4.4 Soft Diizgiin Uzaylar Uzerinde islemler
(X, U, E) bir soft diizgiin uzay, (M, E) & (X, E) bir soft alt kiime olsun.

Ve g = { (M xM,ExE)\(V,ExE):(V,ExE) e V)
ailesi i¢in soft diizgiin yapinin kosullar1 saglanir. @(M £y soft ailesi @M ile gosterilir.

Tamm 4.4.1. (M ,@M ,E) soft diizgiin uzayma (X,U,E) soft diizgiin uzaymnm alt

uzay1 denir.

Eger 7 , U soft diizgiin yapisindan tiretilen soft diizgiin topoloji ise ve 7,, ,U,, soft
diizgiin yapisindan {iretilen soft diizgiin topoloji ise 7,, soft topolojisi 7 topolojisinin

soft alt uzay topolojisidir. Soft diizgiin alt uzaylarda
(iy,1:) 1 (M, Uy, E) = (X, U, E), (i, 1)(X) =X,
seklinde tanimlanan soft gdmme doniisiimii soft diizgiin stireklidir.

(X,E) bir soft kiime, {(XS,OS, ES)} soft diizgiin uzaylarin bir ailesi ve her

seS

seS igin (f,,9,):(X,E) > (X,,E,) bir soft fonksiyon olsun.

{(f,x f,0,x0,)*(V,) € (X x X,ExE):V, e U, s €8},
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(f,x £,,0,%9,) (%, Y,.) —{(aa’ba) @by e (f > )7 (x, y),}

(. f) € (9, x9,) " (e.e)

soft ailesinin tiim sonlu soft alt ailelerinin arakesitlerinden olusan aile (X,E) soft
kiimesi iizerinde bir soft diizgiin yapmin soft alt tabanidir. Bu soft diizgiin yapida her

(f,,9,):(X,E) > (X,,E,) soft fonksiyonu soft diizgiin siireklidir. Bu soft diizgiin
yapiya {(fs,gs):(X,E)—)(XS,ES)}SeS soft fonksiyonlar ailesinden iiretilen soft

diizglin yap1 denir.

{(XS,@S,ES)}SES soft diizgiin uzaylarm bir ailesi olsun. S kiimesinin herhangi

K K
sonlu {Sl,...,sk} alt kiimesini secelim ve (HXSi,HESijx(HXS,HES]

i=1 i=1 seS seS

kiimesinin soft kdsegenini iceren

(¢ 1 003):

X -Yi |2V, i=1k|

kiimelerini tanimlayalim. Boyle tanimlanan kiimeler ailesi i¢in soft diizglin yapmin

tabaninin kosullar1 saglanir. Bu tabandan iiretilen soft diizgiin yapiya {‘US} s soft
Se

diizgiin yapilarmin ¢arpimi denir ve HQ ile gosterilir. [H X, H”DS,H ESJ soft

seS seS seS seS

diizgiin uzayina ise {( X, U, E, )} soft diizgiin uzaylar ailesinin ¢arpimi denir.
seS

Onerme 4.4.1. Eger her S€S icin 7, soft topolojisi U, soft diizgiin yapisindan

S

retiliyor ise (H XS,H Esj soft kiimesinde, H’(NJS soft diizgiin yapisindan liretilen

seS seS seS

7 soft topolojiside {fs} soft topolojilerinin ¢arpimina esittir.

seS

Agiktir ki, her S€S igin (ps,qs):(HXS,H‘Z}S,HESJ—)(XS,‘Z}S,ES) soft

seS seS seS

projeksiyon doniigiimii soft diizgiin siireklidir.
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Teorem 4.4.1. (X,U,E) bir soft diizgiin uzay , {(YS,‘O E )} soft diizgiin uzaylarin

s? s

bir ailesi ve (f,g):(X,U,E) > (HYS,H’OS,HESJ bir soft fonksiyon olsun.

seS seS seS

(f,g) soft diizgiin siirekli bir fonksiyondur <> Her seS icin

(pofogy):(X U,E) > (YS,‘[)S, E.) soft diizgiin stireklidir.
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