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ÖZET 

 

Tez kapsamında kuazi optiğin durgun denklemi için bir identifikasyon probleminin 

sonlu fark yaklaĢımı ele alındı. Bu amaçla ilk önce Materyal ve Yöntem bölümünün 3.1 

alt bölümünde kuazi optiğin durgun denklemi için bir identifikasyon problemi 

tanımlandı. 3.2 alt bölümünde ise söz konusu problem sonlu farklar yöntemi 

uygulanarak diskrit aynısı elde edildi. 

 

AraĢtırma Bulguları bölümünün 4.1 alt bölümünde fark Ģemasının çözümü için 

kararlılık kestirimi ispatlandı. 4.2 alt bölümünde fark Ģemasının hatası değerlendirildi. 

4.3 bölümünde sonlu farklar yönteminin fonksiyonele göre yakınsaklığı incelendi. 

  

Son olarak tartıĢmalar ve sonuçlar bölümünde elde edilen sonuçların önceki 

çalıĢmalardan farklılığı ve önemi vurgulandı. 

 

2016, 38 sayfa 

 

Anahtar Kelimeler: Kuazi optiğin durgun denklemi, identifikasyon problemi, sonlu 

farklar yöntemi 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, the finite difference method of an identification problem for stationary 

equation of the quasi optic is considered. For this purpose, firstly, in the subsection 3.1 

of material and method section, the identification problem for stationary equation of 

quasi optic is defined. In the subsection 3.2, the considered identification problem is 

discretized by using the finite difference method. 

 

In the subsection 4.1 of research findings section, the stability estimation for  solution of 

difference scheme is proved. In the subsection 4.2, the error of difference scheme is 

evaluated. In the section 4.3, the convergences according to the functional of finite 

difference approximations is studied.  

 

Finally, in the section of discussions and outcomes, it is emphasised the difference and 

the importance from previous studies of the obtained results.  

 

2016, 38 pages 

 

Keywords: Stationary equation of quasi optic, Ġdentification problem, The finite 

difference method 
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SĠMGELER DĠZĠNĠ 

 

Bu bölümde tez içerisinde kullanılacak olan temel simgelerin gösterimlerine yer  

verilmiĢtir. 

 

        : Herhangi bir                                                                                                                               

     : Hemen hemen her yerde                                                                              

1i       : Sanal birim                                                                                     

B      : Banach Uzayı                                                                              

 H      : Hilbert Uzayı 

   0, 0,l x L   : Verilen bölge (Açık dikdörtgen) 

 0, 0,l x L        : Verilen bölge (Kapalı dikdörtgen) 

      : Bir z değiĢkeninin adımı 

h      : Bir x  değiĢkeninin adımı 

  Ιn n
     : Fonksiyonelin diskrit aynısı 

1jk k

jkz

j 
 




        : z  değiĢkeninin sol farkı 

1jk j k

x jk
h

 
 


    : x  değiĢkeninin sol farkı 

1j k jk

x jk
h

 
 

 
    : x  değiĢkeninin sağ farkı 

x jk x jk

x jkx
h

   
 


   : x  değĢkeninin ikinci mertebeden fark
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1.  GĠRĠġ 

 

Optimal kontrol teorisi, matematiğin gerek teorik gerekse de uygulama alanının önemli 

bir bölümünü oluĢturan varyasyon hesabı bölümlerinin baĢında yer almaktadır. 

“Schrödinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri için optimal kontrol 

teorisi çağdaĢ optimal kontrol teorisinin önemli alanlarından biridir. Bu teorinin 

problemleri çoğunlukla kuantum mekaniğinde, nükleer fizikte, lineer olmayan optikte 

ve çağdaĢ fiziğin ve tekniğin farklı alanlarında ortaya çıkar “[1-3]. Ġdentifikasyon 

problemleri ise ters problemlerin varyasyon konulması olup optimal kontrol teorisinin 

problem türlerinden biri sayılabilir.  

 

Kuazi optiğin durgun denklemi aslında kompleks potansiyelli Schrödinger denkleminin 

bir biçimidir. Bilindiği gibi durgun olmayan Schrödinger denklemi için optimal kontrol 

ve identifikasyon problemleri [4-28] çalıĢmalarında incelenmiĢtir. Ancak denklemin 

katsayılarında yer alan kontroller z  değiĢkenine bağlı olduğunda hem optimal kontrol, 

hem de identifikasyon problemlerinin sonlu farklı yöntemleri önceki çalıĢmalarda çok 

az incelenmiĢtir. 

 

Bu çalıĢma kapsamında kuazi optiğin durgun denklemi ve onun nümerik çözümü için 

bir identifikasyon problemi ele alınmıĢtır. Kuazi optik denkleminin durgun ya da 

kompleks potansiyelli durgun olmayan Schrödinger denklemi için optimal kontrol ve 

identifikasyon problemlerinin nümerik çözümü farklı biçimlerde [4-9,11-13,16-

19,23,25,26,29] çalıĢmalarında daha önce incelenmiĢtir. Söylemek gerekir ki, bu 

problemin incelenmesinde kuazi optiğin durgun denklemi için baĢlangıç sınır değer 

problemlerinin çözümüne uygulanan sonlu farklar yönteminin yakınsaklığına ait 

sonuçlar önemli rol oynamaktadır. Bu anlamda [30-34] çalıĢmalarında elde edilen 

sonuçlar önem taĢımaktadır. 

 

OluĢturulan identifikasyon problemi konulma açısından önceki problemlerden farklı 

olduğundan bu problemin incelenmesi gerek teorik gerekse pratik açıdan önem taĢır.  
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2. ÖN BĠLGĠLER (KURAMSAL TEMELLER) 

 

Bu bölümde  tez içerisinde geçen bazı kavramların açıklamalarına yer verilmiĢtir. 

 

Tanım 2.1: 
2 (0, )L  bir hilbert uzayı olmak üzere,  0,  kümesi üzerinde sınırlı, 

ölçülebilir olan mutlak değerinin karesiyle integrallenebilen fonksiyonlar uzayını 

göstermektedir. 
2 (0, )L  uzayı üzerinde iç çarpım 

2 (0, )

0

, ( ) ( )
L

u u x x dx    

Ģeklinde tanımlanmaktadır. 
2 (0, )L  uzayı üzerinde norm 

2 (0, )
,

L
       

olarak tanımlanmaktadır. 

 

Tanım 2.2: 2 ( )L   bir hilbert uzayı olmak üzere,   bölgesi üzerinde ölçülebilir olan 

mutlak değerinin karesiyle integrallenebilen fonksiyonların uzayı gösterilmektedir. 

2 ( )L  uzayı üzerinde iç çarpım  

2 ( )
, ( , ) ( , )

L
x z x z dxdz   





   

Ģeklinde tanımlanmaktadır. 2 ( )L  uzayı üzerinde norm 

2 2
( ) ( )

, ,
L L

   
 
     

olarak tanımlanmaktadır. 

 

Tanım 2.3: (0, )L  bir banach uzayı olmak üzere, (0, )  kümesi sınırlı ölçülebilir olan  

fonksiyonlar uzayını göstermektedir. (0, )L  uzayı üzerinde norm 

 (0, ) (0, )
max ( ) inf : 0, (0, )  ( )

L x
rai x a a x için x a   

 
       

Ģeklinde tanımlanmaktadır. 
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Tanım 2.4:  1

2 0,W  bir Sobolev uzayı olmak üzere, bu uzaydaki herhangi bir x  

elemanı için kendisi ve onun x ‟ e göre birinci mertebeden türevleri 
2 (0, )L  Lebesque 

uzayının fonksiyonlar uzayını ifade eder.  1

2 0,W uzayı bir Hilbert uzayı da olup, 

 1

2 0,W ‟da iç çarpım  

1
2 (0, )

0

( ) ( )
, ( ) ( )

W

u x x
u u x x dx

x x


 

  
  

  
  

Ģeklinde tanımlanmaktadır.  1

2 0,W  uzayında norm 

1 1
2 2(0, ) (0, )

,
W W

      

olarak tanımlanmaktadır. Burada 1

2 (0, )W  için 

1 1

2 2(0, ) (0, )W W  

olup bu uzayda 0 ve  elemanları için değeri 0‟dır. 

 

Tanım 2.5:  2

2 0,W  bir Sobolev uzayı olmak üzere, bu uzaydaki herhangi bir x

elemanı için kendisi ve onun x ‟ e göre genelleĢtirilmiĢ türevleri 
2 (0, )L  Lebesque 

uzayının fonksiyonlar uzayını ifade eder.  2

2 0,W uzayı bir Hilbert uzayı da olup, 

 2

2 0,W ‟da iç çarpım  

2
2

2 2

2 2(0, )

0

( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) ( )

W

u x x u x x
u u x x dx

x x x x

 
 

    
   

    
  

Ģeklinde tanımlanmaktadır.  2

2 0,W  uzayında norm 

2 2
2 2(0, ) (0, )

,
W W

       

olarak tanımlanmaktadır. Burada 
2

2 (0, )W  için 

2 2

2 2(0, ) (0, )W W  

olup bu uzayda 0 ve  elemanları için değeri 0‟dır. 
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Tanım 2.6:
0,1

2 ( )W    bir Hilbert uzayı olmak üzere, bu uzaydaki herhangi bir  z elemanı 

için birinci mertebeden kısmi türevleri 2 ( )L   uzayına ait olan bir fonksiyonlar uzayıdır. 

 1

2

0,W   uzayında iç çarpım  

0,1
2 ( )

( , ) ( , )
, ( , ) ( , )

W

x z x z
x z x z dxdz

x z

 
   





  
  

  
  

Ģeklinde tanımlanmaktadır. 0,1

2 ( )W  uzayında norm 

0,1 0,1
2 2( ) ( )

,
W W

  
 
     

olarak tanımlanmaktadır. Burada 2

2 ( )W   için 

0,1 0,1

2 2( ) ( )W W    

olup bu uzayda   bölgesinin sınırlarında değeri 0‟dır. 

 

Tanım 2.7: “ D   bir bölge olsun. Eğer   0   verildiğinde z   Ģartını 

sağlayan tüm z ‟ler için 
( )

1  iken ( ) ( )  olacak şekide bir >0
pL D

p f x z f x        

sayısı varsa,  ( ) fonksiyonuna pf x L normu anlamında süreklidir denir.”[35] 

 

Teorem 2.8: “1  iken ( ) ' den olan her fonksiyon p pp L D L   normu anlamında 

süreklidir.”[35] 

 

Teorem 2.9: “(Fubini Teoremi) ,  nQ    nin sınırlı bir bölgesi ve ,  mQ    nin sınırlı 

bir bölgesi olmak üzere 
n mQ Q  bölgesinde ( , )f x y fonksiyonunu tanımlayalım. Farz 

edelim ki ( , )f x y fonksiyonu 
n m n mQ Q Q   bölgesinde integrallenebilen bir fonksiyon 

olsun. Bu takdirde ( , )f x y fonksiyonu hemen hemen 
nx Q  için 

my Q ‟ye göre hemen 

hemen her yerde integrallenebilirdir. Ayrıca  

( , )

nQ

f x y dx  ve ( , )

mQ

f x y dy  

fonksiyonları sırasıyla x ‟e ve y ‟ye göre integrallenebilir olup  

( , ) ( , ) ( , )

n m n m m nQ Q Q Q Q

f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dx



       
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eĢitliği geçerlidir.”[35] 

 

Lemma 2.10 : “(Gronwall lemmasının ayrık aynısı) Eğer 0, 0a b   olmak üzere  

, 0,j j N   ve 00 a   , 

1

0

0
j

j m

m

a b 



           ,   0, 1j N   

Ģartlarını sağlıyorsa bu takdirde; 

0 (1 ) j

j a b    ,  0,j N  

eĢitsizliği geçerlidir. Eğer   

1

10
N

j m

m j

a b 






       0, 1j N   , 10 N a    

Ģartları sağlanıyorsa bu takdirde    

10 (1 )N j

j a b        , 0, 1j N   

eĢitsizliği geçerlidir.”[36] 

 

Teorem 2.11 : “(CauchyBunyakovsky EĢitsizliği)  2,u v L   elemanları için  

1 1
2 2

2 2
uvdxd u dxd v dxd  

  

   
    
   

    

eĢitsizliği geçerlidir.”[37] 

 

Teorem 2.12 : “( Cauchy EĢitsizliği) Keyfi ,a b  sayıları ve herhangi bir 0   sayısı 

için 

2 21

2 2
ab a b




   

eĢitsizliği geçerlidir.”[37] 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1 Kuazi Optiğin Durgun Denklemi Ġçin Ġdentifikasyon Probleminin 

OluĢturulması 

 

Bu bölümde kuazi optiğin durgun denklemi için  identifikasyon problemini oluĢturalım. 

“Kuazi optiğin durgun denklemi lineer olmayan optikte ortaya çıkan durgun ıĢık 

demetlerinin dağılması sürecini ifade eden bir denklemdir” [3]. Bu denklemin 

katsayıları olan kırılma ve absorbe(soğurma) katsayıları kuazi optiğin durgun denklemi 

için identifikasyon problemlerinde aranan fonksiyonlar rolünü oynayan fiziksel 

araçlardır. Bu fiziksel araçlar aĢağıdaki denklemde    0 1 ve  z z    olarak ifade 

edilmiĢtir. ġimdi identifikasyon problemi tanımlayalım. Ġdentifikasyon problemi 

 

 J       
2

0

,x L y x dx                                            (1) 

fonksiyonelinin 

      

 
 

0 1 0 02

1 1

( ) :  ( ),   0, ,  , 

        0 (0, )

( ), ( )

, , 0,1 , 

p

p

p

V z z L L b

z
z b d z L

z z z

d
p

dz

      




    

 


 


  


 

kümesi üzerinde 

     
2

0 0 12
( , ) , ( , )i a a x z i z f x z x z

z x

 
    

 
     

 
                     (2) 

  ,0 = (x)  ,  (0, )x x                                                   (3) 

   0, , 0   ,  (0, )z l z z                                           (4) 

Ģartları altında minimumunun bulunması problemidir.  

 

Burada  0 0 1 0 11 ,  0,  0,  0, 0,  0,  0,   0i L a b b d d          verilen sayılar ve  a x   

ölçülebilir sınırlı fonksiyon olup aĢağıdaki Ģartı sağlar. 

0 10 ( )   ,  (0, )a x x      .                                           (5) 

Burada 0 1, 0     herhangi sabitlerdir. 
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     , , ,y x x f x z  ise verilen fonksiyonlar olup,  

 1

2 0,y W                                                               (6) 

 2

2φ 0,W                                                              (7) 

 0,1

2f W                                                              (8) 

Ģartlarını sağlar. 

 

3.2 Kuazi Optiğin Durgun Denklemi Ġçin Ġdentifikasyon Probleminin 

DiskritleĢtirilmesi 

 

ġimdi (1)-(4) identifikasyon problemini diskritleĢtirelim. Yani bu problemin sonlu farklı 

aynısını oluĢturalım.Bunun için öncelikle     0, 0,x L    bölgesini  

   1
, ,   1,2,3,... ,   ,  1, 1  ,   0,   ,  

2 1
j k jn

h
x z n x jh j M k N h

M
      


 

0 1 1

1
,  ,  0,   

2 2
k M M

h h
z k x x x x

N
           

biçiminde bir ağa dönüĢtürelim.Burada ,M N  verilen pozitif sayılardır. Problemde yer 

alan türevlerin sonlu fark karĢılıklarını aĢağıdaki biçimde gösterelim: 

1jk k

jkz

j 
 




   

 
1jk j k

jkx
h

 
 


   

1j k jk

x jk
h

 
 

 
   

1 0
1 0

2

k k
x k x k h

 
   


    

x jk jk

k

x

x jx
h

   
 


   

jk ,    ,j k n
x z  kümesi üzerinde tanımlı olan bir ağ fonksiyonunu göstermektedir. 
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 ġimdi (1)-(4) problemine karĢılık oluĢturduğumuz jk  ağ fonksiyonunun aĢağıdaki 

Ģartlar altında bulunması problemine bakalım. 

 

 Her bir   1n   doğal sayısı için 

  
1

1

2

Ιn j j

M

N

j
n

h y 




                                                      (9) 

fonksiyonunun 

          



0 1 1 2

1

0

1

V : , , , , , ,   ,

          0 1,  ,   ,  0,1  , ,   2,

n p p p pN pkn n n n

k z pk p

b

b k N d p k N

        

  

      

     
  

kümesi üzerinde 

0 0 1   ,   1, 1,  1, ,jk xx jk j jk k jk k jz jk ki a a i f j M k N                                   (10)         

0   ,  0, ,j j j M                                                        (11) 

  0 0  ,  1, ,k Mk k N                                                     (12) 

Ģartları altında minimumunun bulunması problemi olarak oluĢturabiliriz. Yukarıdaki 

(10) denkleminde yer alan , ,  , j j j jka y f   ağ fonksiyonları 

          
2

2

   , 
1

1, ,  1

j

j

h
x

j

h
x

a a x dx j M
h





                                             (13)  

 
2

2

   , 
1

1, ,  1

j

j

h
x

j

h
x

y y x dx j M
h





                                             (14) 

 
2

0

2

  ,   
1

0 ,  1, 1    0, =

j

j

h
x

j M

h
x

x dx j M
h

   





                        (15) 

  
1

2

2

1
,    ,  1, 1  ,  1,

j
k

k
j

h
x

jk

h

z

z
x

f f x z dxdz j M k N
h







                         (16) 

olarak tanımlanmaktadırlar. 

 



9 

 

4. ARAġTIRMA BULGULARI 

4.1 Fark ġemasının Çözümü Ġçin Kararlılık Kestirimi 

 

(1)-(4) Kuazi optiğin durgun denklemi için identifikasyon probleminin sonlu fark 

yaklaĢımını inceleyelim. (9)-(12) fark Ģeması için kararlılık kestirimini elde etmeye 

çalıĢalım. 

 

Teorem 4.1.1: Kabul edelim ki ( ), ( )f x x  (5)-(8) Ģartlarını sağlayan fonksiyonlar 

olsun. Bu durumda (9)-(12) problemi için  

 
1 1 1

2 2 2

1

1 1 1 1

  1,2   ,  ,3
M M N M

jm j jk

j j k j

h c h mf  
  

   

 
    





                    (17) 

eĢitsizliğinin daima sağlanır. Bu kestirimde  1c  bir pozitif olmak sabit ,   ve  m h  ‟ya 

bağlı değildir. 

 

Ġspat: Her bir kz z   için aĢağıdaki eĢitlik (10)‟da ifade ettiğimiz denkleme denktir.  

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0

0 1 1, 1.   ,  

M M M

z x x

j j j

M M M

j

jk jk jk jk j j jk jk

k jk jk k jk jk jk jk

j

j

j

k

a a

f j

h

h M

h i h

h i

         

       

  

  

  

  

  

   

  

  
                     (18)                                                           

                                              

Yukarıdaki eĢitlikte yer alan  jk  fonksiyonu,   ,j kx z  ağlar dizisi üzerinde tanımlı bir 

fonksiyon olan 
jk  fonksiyonunun karmaĢık eĢleniğidir. 

jk  fonksiyonu, 

0 0    ,   , 1k Mk k N     Ģartını sağlar. 

 

1, 2, 1

1
, 1,

2

j

j M

j M


  


 




       „dır. 

Bu eĢitlikte yer alan jk  ağ fonksiyonunun yerine jk   alarak (18) özdeĢliği üzerinden 

karmaĢık eĢleniğini taraf tarafa çıkarırsak  
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 
1 1 1

1 1

1

1

2 2 )  , Im( 1, 1 
M M

jk jk jk jk k jk

M

z z

j

jk jk

j

j

j

kh h f jh M            
  

  

 
   


 


        (19)        

eĢitliğine ulaĢırız. Burada herhangi 1,2, ,k N      için; 

 
2 2 2

1 1z jk jk z jk jk jk jk jk jk                                          (20) 

olduğunu (19)‟da kullanıp, k  üzerinden 1k   den  k N  ‟ye kadar toplayıp (11) 

Ģartını dikkate alırsak  

 

 

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1

1 1
2

1 1 1

1 1

2

2

2    1,2       , , , 

M m M m M

j k j k j

M m M

jm jk jk k jm

j jk jk

j k j

h

h f m

h

h N

     

  

  

    

 



  

   

   

  

 
  

eĢitsizliğini elde ederiz.    1 0    ,    0,z z L     olduğunu göz önüne alarak, 

yukarıdaki eĢitsizliğin sağında bulun toplam ifadesindeki ikinci toplam ifadesinde m. 

terimi ayrı yazıp, bu eĢizliğe   Cauchy ve CauchyBunyakovsky teoremlerini 

uygularsak 

 

2 21 1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 21 1

1

1

1 1 1

   1,2, ,  .

M m M M M M

j k j j j j

m M m

jm jk jk j jm jm

j j

M

k

k j k j

h
h

h h m N

h h f

f




     

 





    

     

 

   

   

  





    

 

 

eĢitsizliklerini elde ederiz. Bu eĢitsilikte yer alan  ‟u 1
2




  alırsak 

 

1

2 21 1 1
2

1 1 1 1

2 21 1 1

0 1 1 1

   1,2, ,

2

2 2( 1)     , 

M m M M

j k j j

jm jk j

m M m M

k j k j

k j

jk jkh h m N

h h h

T f

   

  

  

   

  

 



 

  

  

  

  

 

                                (21) 

eĢitsizliğine  ulaĢırız. Ayrıca (21) eĢitsizliğinin sol kısmındaki ikinci toplam hiçbir 

zaman negatif olamayacağından  

 
2 2 21 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1

2( 1) 2     1,2,  ,,
M M N M m M

j j k j k

jm j k j

j

j khT h mh f Nh     
    

     

         

 eĢitsizliğini elde ederiz. Bu eĢitsizlik üzerinden Gronwall lemmasını uygularsak  

         
21 1 1

2 2

1

1 1 1 1

   1,2  , , ,
M M N M

j j k j

jm j jkh m Nh c h f  
  

   

 
  





                              (22)                  
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kestiriminin geçerli olduğunu elde ederiz. Bu kestirimi (21)‟ de dikkate alırsak 

2 21 1 1 1
2 2

1

1 1 1 1 1 1

1jm jk j

M m M M N M

j k

k j j

j k j

k

j

h h c h fh    
   

     



 
    

 
     

eĢitsizliğiyle birlikte teoremin hükmüne ulaĢırız. 

 

4.2 Fark ġemasının Hatası 

 

Elde ettiğimiz fark Ģemasının hatasını değerlendirmek için bir kestirim ispatlayalım. 

Bunun için (2)-(4) identifikasyon probleminin çözümü için 

 
1

2

2

1
,   , 1, 1 , 1,  ,   

j
k

k
j

h
x

jk

h
x

z

z

x z dxdz j M k N
h

 








                         (23) 

0 0  ,  0,   , 0  , 1,Mj j k k Nj M k       . 

fonksiyonunu tanımlayalım ve jk jk jkW     olacak Ģekilde farkını gösterelim. Bu 

durumda jkW  ağ fonksiyonu için  

0 0 1 1, 1 , 1,   ,, jk xx jk j jk k jk k jk jkz a ai W W i F j NW W W M k                (24) 

denklemi üzerinde  

0 00  ,  1, 1 , 0  ,  1, .j k MkW j M W W k N                               (25) 

koĢullarını sağladığını elde ederiz. Ayrıca   

 0 0 1   , 1, 1 , 1,jk jk z jk x jk j jk kx jk k jkF f a ai j M ki N                    (26) 

biçiminde bir jkF fonksiyonu tanımlayalım. Burada jkF  fonksiyonunu  

1

22

0 0 1

0 0 1

2

2

1
( )

   ,    1, 1 

(

,

)

 

(

1

)

,

j
k

k
j

jk

z jk x jk j jk

h
x

z

k jk

h

j

z
x

x k k

i a a x dxdF z i z
h

a

z x

i j M k Na i

   


     








 







  
     

  

   



  

 
 

biçiminde ifade edebiliriz. 
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Teorem 4.2.1: Kabul edelim ki ( , ),  ( ),  ( )f x z x a x  için  (5)-(8) koĢullarını sağladığını 

göz önüne alalım. Ayrıca kabul edelim ki ,  h   için min maxc c
h


    eĢitsizliğini 

gerçekleĢtirsin. EĢitsizlikteki ,  min maxc c   herhangi keyfi pozitif sabitler olup    ve h ‟a 

bağımlı değildir. Bu takdirde  (24)-(26) „nın çözümü için  

               
1

2

2

1

   
j

m

M

j hh W c 




        1,2 , ,m N                            (27) 

kestirimi geçerlidir. 

Burada 2 0c   herhangi bir sabit sayı olup ,h m  ve   ‟ya bağımlı değildir. Ayrıca 

0 00,  ,  h h     için 0h    sağlanır. 

 

Ġspat: (24)-(26) problem üzerindeki kz z  için      1,2, ,k N     ve herhangi bir  jk  

ağ fonksiyonu için aĢağıdaki toplam özdeĢliğine denk olduğu açıktır. 

 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

)        ( 28
M M M

jk jk jk jk j j k k jk j

M

z x x

j

k jk j

j j j

k jkh i W h W h i Wa h F          
   

   

                    

 

(28) formülüyle ifade edilen jk ,   ,j kx z   kümesi üzerinden belirlenmiĢ olup, 

0 0k Mk    , 1,k N   koĢulu sağlanır. jk   ise  jk  ağ fonksiyonunun karmaĢık 

eĢleniğidir. 

 

Yukarıdaki özdeĢlikte  jk  ağ fonksiyonun yerine  jkW  fonksiyonunu yazıp oluĢan 

eĢitsizlikten onun karmaĢık eĢitsizliğini çıkarırsak 

 
1

1

1 1
2 2 2 2

1 1 1

1 1

Im( )2 2 ,    
M M

jkjk jk jk jk k

M

j

jk jk

j j

h W W W h WWW h F  




 

 

 

         

   1,2, ,k N    için eĢitliğini kolaylıkla elde edebiliriz. 

 

(10) olarak ifade ettiğimiz eĢitlikte jkW   için                         

 
1

1

1 1
2 2 2 2

1 1 1

1 1

Im( )2 2 ,    
M M

jkjk jk jk jk k

M

j

jk jk

j j

h W W W h WWW h F  




 

 

 

        
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  1,2, ,k N    için yazabiliriz. Bu eĢitlikte k   üzerinden   1k   „ den k m N  ‟ ye 

kadar toplayıp ve 0 0,   0,jW j M  ,  
1 0  ,  1,k k N     koĢullarından faydalanarak 

1

1

1
2

1 1

2    
m M

jk jk jk

k j

M

j

h WhW F


 





        1,2, ,k N    

eĢitsizliğini  elde ederiz.   

 

Elde edilen bu eĢitsizliğe  Cauchy ve CauchyBunyakovsky bağıntılarını 

uygularsak  

 
1 1 1

2 2 2
1

1 0 1 1 1

2 2( 1)   
m M N M

jm jk jk

k

M

k jj j

h T hh W W F 
 

  

 



   ,      1,2, ,m N    

eĢitsizliğini elde ederiz. Elde edilen bu eĢitsizliğe Gronwall lemmasını uygulayarak 

1
2 2

1

1

2

11

        
N M

jm j

jj

k

M

k

hh W c F


 





        ,           1,2, ,m N                 (29) 

eĢitsizliğini elde ederiz. 

 

(26)‟da ifade ettiğimiz jkF  fonksiyonunu değerlendirelim. jkF  fonksiyonunu aĢağıdaki 

Ģekilde ifade edebiliriz. 

 
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   ,    1, 1 , 1,                          

( ) ( )
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j
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z jk x jk j jk k jk k jk

x
z

hz
x

x

F z i z
h
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i a a x dxd
z x

i j M ka Ni

   


     

 


  







  
     

  

    



  

 

  

(30) olarak ifade ettiğimiz jkF  fonksiyonunu aĢağıdaki biçimde parçalara ayırabiliriz. 

1 2 3 4 5 1,  1,  1,  ,jk jk jk jk jk jkF F F F F F j M k N                             (31) 

                             

1

2
1

2

1 ( , )
j

k

k
j

z
h

x

jk z jk

h
x

z

x z
F i dxdz i

h z


 









 

                                            (32) 

1

22
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2

2

2

1
j

k

k
j

h
x

jk xx jk

h

z

z
x

F a dxdz a
h x


 









 

                                             (33) 
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

                                              (34) 
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h
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z
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F z dxdz
h

   








                                             (35) 
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2

1 1

2

5 1
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j

h
x
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x

z

z

F i z dxdz i
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   








                                            (36) 

 

Bu terimlerin her birini ayrı ayrı değerlendirelim. jk  için (23) eĢitliğini, 1

jkF  için (32) 

eĢitliğini kullanırsak aĢağıdaki eĢitliği elde ederiz. 
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x x x
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    
1

 , 

                                  , 1, 1,  2,

k

k

z

j M k N



  

  

 

Bu eĢitlikten ve  CauchyBunyakovsky bağıntısından faydalanarak  

   
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




  
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 
            (37)      

eĢitsizliğini elde ederiz. Böylece 
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olarak elde ederiz. Buradan 
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0
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2
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h z
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






  

                         (38) 

eĢitliğini kolaylıkla elde edebiliriz. 

 

2 2, 2,  ,  1 ,jkF j M k N     için benzer Ģekilde değerlendirme yapabiliriz. 
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Bu eĢitlik üzerinden CauchyBunyakovsky bağıntısını uygulayarak 
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     (39)                                                

eĢitsizliğini elde ederiz. 

 

2

1 1,  ağ fonksiyonu içinde benzer Ģekild e ,  kF k N   



16 

 

   
1 1

1

1

1

1 1 1

22

0 0
1 2 12

2

2 2

1 1

0

2 2

2 2 2

0

3

2 2

2

2

(

, ,
2 2

, ,
2

)

j
k

k
j

k

k

h
x

k k k

h
x

h h h
x x x

x h

h h hx

z

x x

z

z

x

x

x x

z

a a
F dxdz

h x h

h h
x z x z

a
dz

h x x

x z za
d dx d dx

h z



   



 



  
 

 









  


  


  



    
       

    
  

 
 

 
  

   




 

 



    

   

1

1 1
1 1

1 1 1

1 1

2 22 2 2

0 0

3 2 3 2

2 2 2 2

, ,2

k

k

k k

k k

z

z

z
h h h

x x x
x h x

h h h hx
x x x

z

z z
x

dz

z za a
d d dxdz d d dxdz

h h





   
   

   



 

  


   

 
  

 



       

 

yazabiliriz. Bu eĢitliğe CauchyBunyakovsky bağıntısını uygulayarak aĢağıdaki 

eĢitsizliği elde ederiz. 
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Bu eĢitsizliğin elde edilmesine benzer Ģekilde bu iĢlemleri 2

1   ,  1,M k k NF    için 

uygulayarak 
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eĢitsizliğini elde ederiz. 

 

ġimdi 3

jkF  ağ fonksiyonunu değerlendirelim. (34) formülünün yardımıyla      
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olarak yazabiliriz.  , , 1 1ja j M   fonksiyonu ( ,  )
2 2

j j

h h
x x   açık aralığının bir 

ortalaması olduğu için bu eĢitliğin sağ tarafındaki ilk integral ifadesi 0‟a eĢit olur. 

Buradan 
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integraline ulaĢırız.  

 

ġimdi bu integral ifadesini değerlendirmek için  ,jk x z    farkına bakalım. 

 

Bu eĢitsizliği (42) formülünde dikkate alırsak  
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 1, 1,  1,j M k N                                                                                                         (44) 

eĢitsizliğini elde ederiz. 

 

ġimdi 4

jkF , 1, 1,  1,j M k N    ağ fonksiyonunu için benzer Ģekilde bir değerlendirme 

yapabiliriz. (35) formülünün yardımıyla 
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1, 1,  1,j M k N    

Ģeklinde ifade edebiliriz. Ayrıca 
0 1, 1,  1 ,  ,k j M k N     ağ fonksiyonları  0 z   için  

 1,k kz z
 kümesi üzerinden bir ortalamasına eĢittir. Ayrıca yukarıdaki 4

jkF  için ifade 

ettiğimiz formülün sağ tarafındaki ilk integral ifadesinin değeri sıfırdır. Buradan  
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değerlendirelim. 
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5

jkF  ağ fonksiyonunu değerlendirmek için (36) formülünün yardımıyla 
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F i i z dxdz i i z x z dxdz
h h

i
z dxdz x z dxdz j M k N

h h

       
 

    
 

 

 

 

 

 

 

   

    



  

   

   

 

ifadesini yazabiliriz. Bu formülden yararlanarak 5

jkF ,  1, 1,  1,j M k N    ağ 

fonksiyonunu değerlendirelim.Burada kabullendiğimiz Ģartlardan  1 10 z b  , 

 0,z L   ve (43) formülünü kullanırsak  

   

1 1

2 2
2 22 2

5 0 0

2

2 2

, ,2 2
  

j j
k k

k k
j j

z z

z z

h h
x x

jk

h h
x x

x z x zb h b
F dxdz dxdz

x h z

 


 

 

 

 
 

      

                                1, 1,  1,j M k N                                                       (47) 

eĢitsizliğine ulaĢırız. 

 

ġimdi [35] çalıĢmasından bildiğimiz Fubini teoremine göre (36) formülünden  

   
201

2
1

2 1

, ,1N M

jk

k j

x z x z
h F dz

z z
dxdz



  






  

   
 
 







  

Ω

              (48)       

eĢitsizliğini yazabiliriz. 

                                  

Kuramsal temeller bölümünde yer alan 2.8 teoremine göre  0 için öyle bir  0   

vardır ki        için 

   
2

1
2

, ,
dxdz

x z x z

z z

  


   
  
  
 

Ω

 

eĢitsizliği sağlanır. Bu nedenle böyle    „lar için (48) formülünden 

1
2

1 0

2 1

 
N M

jk

k j

h F  


 

  

eĢitsizliği yazılabilir. EĢitsizlikte yer alan 
0 0   ve 0    için  

0 0   „a gider. 
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(38) formülünden  

 

 2

1
2

1

1 0 0,

3

.,
  4

M

jk

j L L

F d
z

h c
z

z

 
 









                                (49)                                                                        

 

eĢitsizliğini yazabiliriz. Bu takdirde (48) ve (49) kestirimlerinin yardımıyla  

1
2

1

1 1

N M

jk

k j

h F


 

  0

3c                                              (50) 

eĢitsizliğine ulaĢırız. (48) eĢitsizliğinin elde edilmesine denk olarak  (39) formülünden 

aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz. 

1
2

2
2

1 2

 h

N M

jk

k j

h F 


 

   .                                            (51) 

Bu eĢitsizlikte yer alan 1 0  ve  0h h     için  1 0h    „a gider. 

 

(40) ve (41) eĢitsizliklerinden  

 

 2

2
21

2
1 2

0 2
1 0 0,

,.
  16

M

jk

j
L L

z
h F za

z
d

 









                                        (52) 

 

 2

2
21

2
1 2

1 0 2
1

0,

,.
  16

lM

M k

j l h L L

z
h F a

z
dz








 




                                     (53) 

eĢitsizliğine ulaĢırız. 

 

 Burada ölçülebilir fonksiyonlar için Lebesgue integralinin mutlak sürekliliğine göre 

0h  için  (52) ve (53) eĢitsizliklerinin sağ tarafı 0‟a yaklaĢır. Yani; 

1
2 2

1 1 2

1

1 1

     
M N

jk M k h

j k

h F h F  




 

                                       (54) 

dir. (54) eĢitsizliğinde yer alan 
2 0h    ,  0h    için 

2 0h    olur. Bu takdirde  (51) 

eĢitsizliğinin yardımıyla; 

1
2

2 0

1 1

 
N M

jk

k j

h F  


 

                                                             (55) 

elde edilir. Burada 
0 1 2

h h      „ dır. 
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Sonunda (44)-(47)  formüllerinden aĢağıdaki eĢitsizlikleri elde ederiz; 

1
2

3 2

4

2

1 1

 ( )
N M

jk

k j

h F c h 


 

                                                       (56) 

1
2

4 2

5

2

1 1

 ( )
N M

jk

k j

h F c h 


 

                                                       (57) 

1
2

5 2

6

2

1 1

 ( )
N M

jk

k j

h F c h 


 

                                                      (58) 

Böylelikle   (50), (55), (56), (57), (58) eĢitsizliklerini    (30)  eĢitliğini kullanarak (31) 

formülünden 

 
1

2
2 20 0

7

1

    
M

jk

j

h c h hW     




                                     (59) 

eĢitsizliğini elde ederiz. 

 

(59) eĢitsizliğinde yer alan sabitler için
20 0 2 h h h           Ģeklinde 

gösterirsek ve 72    c c  için teoremi ispatlamıĢ oluruz. 

 

4.3. Fark YaklaĢımlarının Fonksiyonele Göre Yakınsaklığı 

 

ġimdi fark yaklaĢımlarının hatası için ispatlamıĢ olduğumuz kararlılık kestiriminden 

faydalanarak sonlu fark yaklaĢımlarının fonksiyonele göre yakınsaklığını araĢtıralım. 

Bu amaçla öncelikle   J   ve  Ι (n n
   fonksiyonellerinin farkını göz önüne alalım ve 

bu farkı kestirelim. 

 

Teorem 4.3.1:   V    ve    nn
V     için 

         8Ιn h nn n
J c Q                                           (60) 

eĢitsizliği geçerlidir. Burada  8 0c    sayısı   ve  h ‟ a bağımlı değildir ve   0h   , 

0h  , 0     için   0h     olur.  
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Ġspat:   1 2 3 1( ,:     ,  , ,..., )n n n MV VQ Q w w w w   olarak bir nQ  operatörünü 

tanımlayalım. 

   
1

2

0 1

1
2N

n pk pkn
p k

Q w   
 

 
   

 
  ,   

 
1

1
  ,  1,    

k

k

z

p p

z

kw t dt k N




  ‟dir. 

 (1)-(4) formüllerini kullanarak aĢağıdaki eĢitliği yazabiliriz. 

        

         

21
2

10

21

1

2

Ι ,

, ,

j

j

l M

n jN jn
j

h
x

M

jN j jN j

j h
x

zJ z L y dz h y

z L y z y z L y z y dz

   

   











    

       



 

  

 

Burada   1

2 0,y W l  olduğunu dikkate alırsak ve (16) kestirimini kullanırsak kolaylıkla 

aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz. 

        
2 21 1

2 2

1 1

2 2

1 1
2 2

9Ι   ,  

j j

j j

h h
x x

M M

n jN jn
j jh h

x x

J c z L dz y z y dz   

 
 

 
 

    
    

        
    
     

    

 
21

2

1

1

1

2

2

,

j

j

h
x

M

jN

j h
x

J z L dz 







 
 

  
 
 

   

 

olarak gösterelim. Yukarıdaki eĢitsizlikten  

      1 29Ι                                    n n
J c J J   

     
(61) 

Ģeklinde ifade edelim.Burada  9 0c     sayısı   ve  h  „ tan bağımsızdır. 

 

1J  için olan formülü kullanırsak aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz.                                          

 
21

1
2

2

2

1

2

j

j

h
x

M

j

j h
x

J y z y dz







 
 

  
 
 

 
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 

 

21
2

2

1

1

2

2 21 1
2 2

1 1

2 2

,

2 , 2

j

j

j j

j j

h
x

M

jN jN jN

j h
x

h h
x x

M M

jN jN jN

j jh h
x x

J z L dz

z L dz h dz

   

   







 
 

 
 

   

   

 

  

              (62) 

(62) eĢitsizliğini incelemek için yukarıdaki gösterimlere benzer Ģekilde  

 
21

2

11

1

2

21
2

12

1

2

,

j

j

j

j

h
x

M

jN

j h
x

h
x

M

jN jN

j h
x

J z L dz

J h dz

 

 





















 

 

 

olarak ifade edelim. 

jN jN jNW        olduğundan  (27) kestirimine göre, 

    1

2

12 0 h n n
J c Q                                                     (63) 

eĢitsizliği elde edilir. Burada 10 0c    sayısı    ve  h ‟a bağımlı değildir. 

 

11J için olan formülü kullanırsak aĢağıdaki eĢitliği yazabiliriz. 

          

        

   

1 1

1

1

2 2

2 2

2

2

2

2

1 1
, , , , ,

1
, , , ,

, ,1

j j
N N

N N
j j

j
N

N
j

j
N N N

N
j

h h
x x

t t

jN

h ht t
x x

h
x

t

ht
x

h
x

t t t

ht
x

z L z L d d z L d d
h h

z L z z d d
h

z
d d d d

h
 

             
 

         


    
   

  

 





 

 









    

   

  
  

   

   

 

   

 

 

Buradan da 
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 
   

   

1

1 1

2 2

2 2

2 2

2 2

, ,1
,   (   )

, ,1 1
 (

j j
N N

N
j j

j j
N N

N N
j j

h h
x x

t t

jN

h ht
x x

h h
x x

t t

h ht t
x x

z
z L d d d d

h

z
d d d d

h



    
     

  

    
   

  



 

 

 

 

 

 
  

 

 
 

 

   

   

 

eĢitsizliğini elde ederiz. 

 

Bu eĢitsizliğin sağ tarafına CauchyBunyakovsky eĢitsizliğini uygulayarak aĢağıdaki 

eĢitsizliği elde ederiz. 

 
   

1 1

1 12 2

2 2

2 2

, ,
,  (   )  (   )

j j
N N

N N
j j

h h
x x

t t

jN

h ht t
x x

z h
z L d d d d

h

    
     

 
 

 

 

 
  

      

 

Bu eĢitsizliği 1J  için olan formülde dikkate alırsak; 

 

   

 

 

 

 

1 1

2 2

21
2

1

1

2

2 2 21

1

2 2 2

2 2

2 2

0 0

0, 0,

2 ,

, ,
4  

., .,
4 4

j

j

j j j
N N

N N
j j j

h
x

M

jN

j h
x

h h h
x x x

t tM

j h h ht t
x x x

t T t T

L l L l

J z L dz

z
d d d d dz

h h

t t
max h max

t x

 

     
   

 

 


 







  



  

   

 

 
  

   
  

 
 

 

 

       

eĢitsizliğini elde ederiz. Buradan da 

 11

2 2

1J c h                                                     (64) 

eĢitsizliği ispatlanmıĢ olur. Bu eĢitsizlikte 11 0c     sayısı   ve  h  „ a bağlı değildir. 

 

ġimdi  2J   terimini kestirelim. jy  için olan formülü ve  1

2 0,y W l  olduğu göz önüne 

alınırsak; 
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      

   

 

2

2 2 21 1
2

2

2

1 1

2 2 2

2

2 2 2 2 21 1
2

1 1

2 2 2 2 2

21
2

1

2

1

1 1
[ ]

j j j

j j j

j j j j j

j j j j j

j

j

h h h
x x x

M M

j

j jh h h
x x x

h h h h h
x x x x x

xM M

j jh h h h h
x x x x x

h
x

M

j h
x

J y z y d y z y d dz
h

y y
d d dx d d dz

h h

y z
h



 

 
   

 

  
 

 
  

    
 

 
    







   

 
 

 






   

      

 

2

     dz
z

 

eĢitsizliği elde edilir. Buradan da 

2 2

2 12J c h                                                                    (65) 

eĢitsizliğini yazabiliriz. 

 

Bu eĢitsizlikte 12 0c     sayısı   ve  h  „ a bağlı değildir. 

Böylece (63)-(65)  eĢitsizliklerini kullanarak  h   için olan ifadeyi dikkate alırsak 

teoremin hükmünün geçerli olduğunu ispatlamıĢ oluruz. 

 

ġimdi fark yaklaĢımlarının fonksiyonele göre yakınsaklığını ispatlayalım. Bu amaçla iki 

yardımcı lemma ispatlayalım. 

 

Lemma 4.3.2: Kabul edelim ki Teorem 3‟ün koĢulları gerçekleĢmiĢ olsun. Ayrıca nQ   

operatörünü için 

     01 02 03 0 11 12 13 1 0 1, , , .:     , , , , , .  ,   ,nn n N NQ Q w w w w w w w w w wV V w      

olsun. Bu takdirde  n nQ V   olduğu ve 

     13Ιn n hJ Q c                                             (66) 

kestirimi  1,2,3,...n   için geçerlidir. 

 

Ġspat: Varsayalım ki V  herhangi bir kontol olsun. Bu kontrol üzerinde  

     01 02 03 0 11 12 13 1 0 1, , , . , , , , .  , ,n N NQ w w w w w w w w w w w      
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 
1

1
  ,  p=0,1 , 1,

k

k

z

pk p

z

w t dt k N




      „dir. 

tanımlamalarını dikkate alalım. Bu formülü kullanarak  

 
1 1

0 0 0 0    , 1, 
1 1k k

k k

z z

z z

kw t dt b dt b k N
 

 

                                  (67) 

 
1 1

0 0 00

1 1
   ,   1,

k k

k k

z

z z

k

z

w t dt b dt b k N
 

 

                                      (68) 

eĢitsizlikleri Ģeklinde yazabiliriz. Bu eĢitsizliklerden,      

0 0 0kb w b       , 1,k N  

elde edilir. Yani 

0 0   ,   1,k kw b N     

‟dir. Aynı Ģekilde 

1 10   ,   1,k kw b N    

  elde ederiz. Buradan kolaylıkla aĢağıdaki eĢitsizliği yazabiliriz. 

 

       

   
 

 

1 1

1 2 1 2

1 1

1

2

2 2

1 1 1
 

1 1
  ,  0,1 , 2,            69

k k k k

k k k k

k k

k k

pk pk

z pk p p p p

p

p p

t

z z z z

z z z z

z z

z z

w w
w t dt t dt t dt t d

dv
t t d dt p k N





      
   


    

  

 

   

 





   
        

      

    
          

       

   

  

  

 eĢitsizliğinden yararlanarak, 

 

1 1

2

2 22

1 1
 , 0,1 ,,  ,2

k k

k k

z z

p

z pk p p p

z zt t

dv
d dt b d d k Npd d

d

 

 

 
    

   
  

      
           

       




     

eĢitsizliğini elde ederiz. Buradan da;                        

   ,   0,1 2,  z p pk d p k N       

eĢitsizliğini buluruz. Ayrıca    kümesi için olan tanımı kullanırsak ( )n nQ V   olur. Bu 

takdirde   nn
V     diskrit kontrolünü alıp teorem 4.3.1‟ i ispatlamıĢ olursak 

Lemma‟nın geçerli olduğunu ispatlamıĢ oluruz. 
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Kabul edelim ki nP   operatörü aĢağıdaki formülle tanımlanmıĢ olsun. 

    0 1( ) ( ), ( )n n
P z z z                                                       (70) 

Burada 

 

1 1

1

0

,

                          , 0

 ,  2,
(

  
)

 
 

   

z pk k k k

p

p

pk z z z z z k N
z

z z z

  








     
 

 

      , 0,1p  „dir.                    (71) 

 

 

Lemma 4.3.3: Kabul edelim ki Teorem 3‟ün koĢulları sağlansın. Ayrıca  nP  operatörü  

(70)‟de ifade ettiğimiz gibi tanımlanmıĢ olsun. Bu takdirde  

  n n
P V     ve          14n n hn n

J P I c                             (72) 

kestirimi geçerlidir. 

 

 

Ġspat: Kabul edelim ki ,     nn
V   olsun. Ayrıca  nP   operatörü için 

 :n nP V V   Ģeklinde olsun.Burada      nn
V    için    n n n

P P     operatörü   (70)-

(71) Ģeklinde ifade etmiĢtik. Ayrıca  

  0 0 0 kb b      ,     1,k N   „dir                                         (73) 

 

Bu eĢitsizliği  (68) de kullanırsak 

010  ( )z    ,  0 1 z z z    

elde ederiz. Bu durumda 

0 00  ( ) b z b      ,  0 10  z z z                                        (74) 

eĢitsizliğini elde ederiz. ġimdi   0 1 z z z   , 2,k N  için (70)-(71)‟ den aĢağıdaki 

eĢitliği elde ederiz. 

  0  0 0 0 0 1  z 1( ) ( )k k
k z k k k k

z z z z
z z     

 


 
    , 0 1  ,    2,z z z k N         (75) 

                                                               

Eğer ( ) k
k k

z z
z 


 


 olarak eĢitlersek  1  ,k kz z z   için  ( ) 0,1k k z    olur. 
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(73) Ģartından yararlanırsak  (75) ‟den aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz. 

           0 0 00 00 1  z 1 1  k k k k k kz z z b z b b                         ,                                                                          

1   2, ,  k kz z z k N     .                                     (76) 

 

Buradan da kolaylıkla                                                             

             0 0 10 0 0 0  z 1 1  k k k k k kz z z b z b b                    ,                                                                          

1   2, ,  k kz z z k N    ,                                (77) 

eĢitsizliğini elde ederiz. 

 

Böylelikle (70),(72) ve (73)‟ü birleĢtirirse 

 0 00   z   ,  (0, )b zb L                                        (78) 

eĢitsizliğini buluruz. 

 

Aynı Ģekilde  

  11   z   ,  ( )0 0,b z L                                         (79) 

eĢitsizliğini elde ederiz 

 

 0   z  fonksiyonu için genelleĢtirilmiĢ türevin tanımını kullanırsak; 

  1

0 1

,   

0       ,

   z  
,     0,1,    2,

0     

p z pk k kz z zd
p k N

dz z z z

    
  

  
                                    (80) 

eĢitliğini buluruz. Gerçekten      0,   ,  0 )  ( 0g L g g L    için 
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 
 

 
 

     

   

       

1

1 0

1

1

0

1

1 0

 

1

2    

2 2 1 

 

1

0 

 

1 1

2 2   

z z
( z

z ( z )
 

0 z z
  0

z 0 z

k

k

k

k

k

k

z zN

pk z pk k p

k z z

zN N
k

z pk pk z pk k

k k kz

z

z

z zN N

z pk pk k pk k

k kz z

dg dg
z z dz dz

dz dz

z z
g dz z z g

z z

z z
g dz g

z z

g dz g dz g z g z

   

    

   









  

 

 

   


    




  

 

   

  

 



    

     
1

1 0

1 1

 

1 0

2    

z 0 z        0,1,    2,
k

k

p

z zN

z pk p

k z z

g z

g dz g dz g z p k N



  




  

       

  

  0( ) 0  ,  g( )=g(0)=0Ng z g L z   olduğundan; 

 
 

   
1

1 0

 

20    

z
  z z 0 z    ,  0,1

k

k

z zL N

z pk

z

p

k z

dg
g dz g dz p

dz
  




       

formülünden  (80) formülünü elde ederiz. 

 

   z  
0

pd

dz


      , 0,1p   ,  0 1 z z z       olduğundan 

 
 0 1   , (0,1)  ,  

  z
,

p

p

d
d z

z
p zz

d


      „dir.                                  (81) 

 

 

Diğer taraftan, 

 
1

z  
 ,         ,  (  2,   0,, 1)  

p

z pk k k

d
z z pz k N

dz


        

olduğundan 

 
 1(0,1) , 

z  
  ,        ,   ,   2,

p

z pk k kp

d
d z z N

z
p z k

d


                (82) 

(80) ve (81) eĢitsizliklerini birleĢtirelim. 

 
 

z  
     , 0,   ,  (0, 1)

p

p

d
d z L p

dz


                                              (83) 
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buluruz. Böylelikle (78), (79) ve (83) bağıntılarından faydalanarak  V kümesinin 

tanımına göre  V ‟ dir. Yani 

    z  n n
P V     ,         nn

V                                    (84) 

 

 

Buradaki       V  kontrolünün yerine      z  n n
P V     kontrolünü alıp teorem 

4.3.1‟i ispatlamıĢ olursak 

             16Ιn n h n nn n n n
J P c Q P                         (85) 

eĢitsizliğini elde ederiz. 

 

       n n n n
Q P      normuna bakalım. 

         

 

 

 

1

1

1 0

1

12 2 2

0 1

2
 1

0 1  

2
   1

1 1

0 2    

2
 1

0 2 2 

1

1 1
( )

1

k

k

k

k

k

k

N

pk pkn
p k

zN

p pk

p k z

z zN

pk z pk k pk p p

p k z z

zN N
z p

z pk k

p k k

n n nn n

z

Q P Q

z dz

z z dz dz

z z dz

      

  


       
 

 
   









 

 

 

  

 


    

 

   

 


 
 
 



 
 





 

   

    

 

1

2
 1

0  

2
2 21 1 1

2
2

0 0 02 2 21

2 2 2

0 1

 
 2 4

(

4

)

k

k

z

k

k

p z

N N N
z pk kk

z pk

p p pk k kk

p

z z dz

z zz z
d

z z

L d d



  
     








    

 
 
 

 
 
 
 

     
           

 



 



 

    

  

 

Bu bağıntıdan  ve (85)‟ de elde ettğimiz kestirimden teoremin ispatını elde ederiz. 

 

Sonlu fark yaklaĢımlarının fonksiyonele göre yakınsaklığını göstermek için [36] 

çalıĢmasından bildiğimiz yöntemi kullanarak göstermeye çalıĢalım. 
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Teorem 4.3.4: Kabul edelim ki yukarıda ispatladığımız Lemma1 ve Lemma2‟nin 

Ģartları sağlanmıĢ olsun. Ayrıca kabul edelim ki  *  V   elemanı (1)-(4) probleminin bir 

çözümü ve  
*

nn
V    elemanı (8)-(11)  probleminin bir çözümü olsun. Yani 

*

* ( ) ( ),inf
V

J J J


 


           *

* in   (f )  n n nn nV
I I I


 


  

Ģartları sağlansın. Bu takdirde (1)-(4) probleminin sonlu farklı aynısı olan (8)-(11) 

problemi,  (1)-(4) probleminin yaklaĢımıdır. Yani      

* *lim  n
n

I J


  

Ģartı sağlanır ve  

* * 17 n hI J c                                                     (86) 

eĢitsizliği 1,2,3,...n  için geçerlidir. 

 

 

Ġspat : Bu teoremin ispatında [36] çalıĢmasındaki yöntemden yararlanacağız. Teoremde 

ifade edildiğine göre *  V    kontrolü (1)-(4) probleminin bir çözümüdür. Lemma1‟ in 

Ģartı sağlandığında  

 *  n nQ V      ve      * *

17 –      ,    1,2,3,n n hI Q J c n     „dir. 

Bu takdirde bu kestirimden faydalanarak 

    * *

* *17 17       ,   1,2,3,n n n h hI I Q J c J c n            

kestirimini elde edebiliriz. Bu kestirimden de 

* * 17n hI J c             ,   1,2,3,n   „dir.                      (87) 

 

Teoremde kabul ettiğimiz   (8)-(11) probleminin bir çözümü  
*

nn
V     olsun.Bu 

durumda lemma2‟ ye göre   *
 n n

P V   „dir. Ayrıca 

      * *

17 –     n n hn n
J P I c     

eĢitsizliği  1,2,3,n   için sağlanır. Buradan aĢağıdaki da 

       1

* *

* 17*7         ,   1,2,3,n n h n hn n
J J P I c I c n        ‟dir 
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Buna göre sonuncu eĢitsizlikten 

17* *      n hI J c                                               (88) 

eĢitsizliğinin  1,2,3,n   için sağlanmıĢ olduğunu buluruz. (87) ve (88) eĢitsizliklerinin 

yardımıyla (86) eĢitsizliğinin daima sağlanacağını söyleyebiliriz. Burada 

  ,  n nh h    ile gösterip ve  lim   lim   0n n
n n

h
 

  , 

h  bağıntısı üzerinden  (88) de  n   için limiti hesaplarsak teoremin ispatını elde 

ederiz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



33 

 

5. TARTIġMA VE SONUÇ 

 

Bu çalıĢma kapsamında kuazi optiğin durgun denklemi için bilinmeyen    0 1 ve  z z   

katsayılarının bulunmasına ait olan bir ters problemin varyasyon tanımı olan bir 

identifikasyon problemi ele alındı. 

 

Söylemek gerekir ki kuazi optiğin durgun denklemi için identifikasyon problemleri 

önceden farklı araĢtırmacılar tarafından [4-9,11-13,16-19,23,25,26,29] çalıĢmalarında 

incelenmiĢtir. Bu çalıĢmaların çoğunda aranan katsayılar x  değiĢkenine bağlı olmuĢtur. 

Problemde denklemin katsayıları 
0 1 ve     fonksiyonları z  değiĢkeninin fonksiyonu 

olması durumunda identifikasyon problemleri az incelenmiĢtir. Benzer problem bir 

optimal kontrol problemi olarak [29] çalıĢmasında ele alınmıĢ ve burada da kontroller z  

değiĢkeninin fonksiyonları olup kendisi ve türevleri karesel integrallenebilir 

fonksiyonlar sınıfından ve fonksiyonlar lions fonksiyoneli biçimindedir. Fonksiyonlar 

sınıfı geniĢ olmasına rağmen kuazi optiğin durgun denklemi için optimal kontrol 

probleminin sonlu fark yaklaĢımı ve fark yaklaĢımlarının fonksiyonele göre yakınsaklığı 

ek Ģartlar altında ispatlanabilmiĢtir. 

 

Bu çalıĢmada aranan fonksiyonlar ve onların türevleri ölçülebilir sınırlı foksiyonlar 

sınıfından seçilse de sonlu fark yaklaĢımlarının yakınsaklığının ispatı için fazla ek 

Ģartlar kullanılmamıĢtır. Diğer taraftan bu çalıĢmada incelenen problem konulma 

açısından bir önceki çalıĢmalardan ciddi bir biçimde farklılık oluĢturmaktadır. Bu 

nedenle bu çalıĢmada elde edilen sonuçlar gerek teorik gerekse de pratik açıdan önem 

taĢımaktadır. Bu çalıĢma kapsamında elde edilen sonuçlar önceki çalıĢma sonuçlarıyla 

örtüĢmez.  
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