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ONSOZ

Kuazi optigin durgun denklemi i¢in identifikasyon probleminin sonlu fark yaklagimini
ele alan bu arastirma, Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim

Dalinda yiiksek lisans tezi olarak yazilmistir.

Bu arastirma kapsaminda Kuazi Optigin Durgun Denklemi I¢in identifikasyon Problemi

olusturularak problem sonlu fark yaklasimi ile ele alinmistir.

Bu calisma esnasinda bana yardimlarini ve desteklerini esirgemeyen, essiz ve derin
bilgisiyle matematige goniil vermis degerli bilim insam Kafkas Universitesi
Miihendislik-Mimarlik Fakiiltesi Dekan1 ve Matematik Boliim Bagkani Prof. Dr. Gabil
YAGUB’a ve Fen Edebiyat Fakiiltesi Uygulamali Matematik Boliim Bagkani Yrd. Dog.
Dr. Nigar YILDIRIM AKSOY’a tesekkiirii bir bor¢ bilirim. Ayrica desteklerini hi¢bir

zaman esirgemeyen aileme tesekkiir ederim.
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OZET

Tez kapsaminda kuazi optigin durgun denklemi i¢in bir identifikasyon probleminin
sonlu fark yaklasimi ele alind1. Bu amagla ilk 6nce Materyal ve Yontem boliimiiniin 3.1
alt bolimiinde kuazi optigin durgun denklemi icin bir identifikasyon problemi
tanimlandi. 3.2 alt bolimiinde ise s6z konusu problem sonlu farklar yontemi

uygulanarak diskrit aynisi elde edildi.
Aragtirma Bulgular1 boliimiiniin 4.1 alt bolimiinde fark semasmin ¢6ziimii igin
kararlilik kestirimi ispatlandi. 4.2 alt boliimiinde fark semasinin hatasi degerlendirildi.

4.3 boliimiinde sonlu farklar yonteminin fonksiyonele gore yakinsakligi incelendi.

Son olarak tartismalar ve sonuglar bolimiinde elde edilen sonuglarm Onceki

calismalardan farklilig1 ve 6nemi vurgulandi.

2016, 38 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kuazi optigin durgun denklemi, identifikasyon problemi, sonlu

farklar yontemi
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ABSTRACT

In this thesis, the finite difference method of an identification problem for stationary
equation of the quasi optic is considered. For this purpose, firstly, in the subsection 3.1
of material and method section, the identification problem for stationary equation of
quasi optic is defined. In the subsection 3.2, the considered identification problem is

discretized by using the finite difference method.

In the subsection 4.1 of research findings section, the stability estimation for solution of
difference scheme is proved. In the subsection 4.2, the error of difference scheme is
evaluated. In the section 4.3, the convergences according to the functional of finite

difference approximations is studied.

Finally, in the section of discussions and outcomes, it is emphasised the difference and

the importance from previous studies of the obtained results.

2016, 38 pages

Keywords: Stationary equation of quasi optic, Identification problem, The finite

difference method
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SIMGELER DiZINi

Bu boliimde tez icerisinde kullanilacak olan temel simgelerin gosterimlerine yer

verilmistir.

B

H

Q=(0,1)x(0,L)
Q=[0,1]x0,L]

T

h
In ([g]n)
57¢jk _ ¢jk _T¢jk1
§Y¢jk _ ¢jk _h¢jlk
5X¢jk _ ¢j+1kh_¢j

_ 5x¢jk _5Y¢jk

Sahy ===

: Herhangi bir

: Hemen hemen her yerde

- Sanal birim
: Banach Uzay1
: Hilbert Uzay1

: Verilen bdlge (Ac¢ik dikdortgen)
: Verilen bolge (Kapal1 dikdortgen)

: Bir z degiskeninin adimi
: Bir x degiskeninin adimi1

: Fonksiyonelin diskrit aynisi

. Z degiskeninin sol farki

. X degiskeninin sol farki

. X degiskeninin sag farki

. X degskeninin ikinci mertebeden fark

viii



1. GIRIS

Optimal kontrol teorisi, matematigin gerek teorik gerekse de uygulama alaninin 6nemli
bir bolimiinii olusturan varyasyon hesabi bolimlerinin basinda yer almaktadir.
“Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri i¢in optimal kontrol
teorisi ¢agdas optimal kontrol teorisinin 6nemli alanlarindan biridir. Bu teorinin
problemleri ¢cogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte
ve cagdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya cikar “[1-3]. Identifikasyon
problemleri ise ters problemlerin varyasyon konulmasi olup optimal kontrol teorisinin

problem tiirlerinden biri sayilabilir.

Kuazi optigin durgun denklemi aslinda kompleks potansiyelli Schrodinger denkleminin
bir bigimidir. Bilindigi gibi durgun olmayan Schrodinger denklemi igin optimal kontrol
ve identifikasyon problemleri [4-28] calismalarinda incelenmistir. Ancak denklemin
katsayilarinda yer alan kontroller Z degiskenine bagh oldugunda hem optimal kontrol,
hem de identifikasyon problemlerinin sonlu farkli yontemleri 6nceki galismalarda gok

az incelenmistir.

Bu calisma kapsaminda kuazi optigin durgun denklemi ve onun niimerik ¢éziimii i¢in
bir identifikasyon problemi ele almmustir. Kuazi optik denkleminin durgun ya da
kompleks potansiyelli durgun olmayan Schrédinger denklemi i¢in optimal kontrol ve
identifikasyon problemlerinin niimerik ¢oziimii farkli bigimlerde [4-9,11-13,16-
19,23,25,26,29] calismalarinda daha once incelenmistir. SOylemek gerekir ki, bu
problemin incelenmesinde kuazi optigin durgun denklemi igin baslangi¢ sinir deger
problemlerinin ¢6ziimiine uygulanan sonlu farklar ydnteminin yakinsakligina ait
sonuglar 6nemli rol oynamaktadir. Bu anlamda [30-34] calismalarinda elde edilen

sonuclar onem tasimaktadir.

Olusturulan identifikasyon problemi konulma agisindan onceki problemlerden farkli

oldugundan bu problemin incelenmesi gerek teorik gerekse pratik agcidan 6nem tasir.



2. ON BILGILER (KURAMSAL TEMELLER)

Bu boliimde tez igerisinde gegen bazi kavramlarin agiklamalarina yer verilmistir.

Tamm 2.1: L,(0,() bir hilbert uzay1 olmak iizere, (0,() kiimesi iizerinde smurly,

Olciilebilir olan mutlak degerinin karesiyle integrallenebilen fonksiyonlar uzayini

gostermektedir. L,(0, () uzay1 lizerinde i¢ carpim

<u,v>L2(0'[) =.[u(x)v(x)dx

seklinde tanimlanmaktadir. L, (0, () uzay: iizerinde norm

(% (v,v) <+

L©.O

olarak tanimlanmaktadir.

Tamm 2.2: L,(Q) bir hilbert uzayr olmak tizere, QQ bolgesi tizerinde 6lgiilebilir olan

mutlak degerinin karesiyle integrallenebilen fonksiyonlarin uzayi gosterilmektedir.

L, (€2) uzay: iizerinde i¢ ¢arpim
(V. 0) e = [ (% DD (x, 2)dxlz
Q

seklinde tanimlanmaktadir. L,(Q) uzayi tizerinde norm

W)y =AW gy <0

olarak tanimlanmaktadir.

Tanim 2.3: L_(0,() bir banach uzay1 olmak tizere, (0,() kiimesi smirl 6lgiilebilir olan

fonksiyonlar uzaymi gostermektedir. L (0, () uzay1 iizerinde norm

M.y = vraimax|y ()| =inf {a:a20,vxe (0,0) igin [v(|<a

seklinde tanimlanmaktadir.



Tamm 2.4: W, (0,() bir Sobolev uzayr olmak iizere, bu uzaydaki herhangi bir x
eleman: i¢in kendisi ve onun X’ e goére birinci mertebeden tiirevleri L, (0, () Lebesque
uzaymin fonksiyonlar uzaymi ifade eder. W, (0,()uzay: bir Hilbert uzayr da olup,
W, (0, ) da i¢ garpim

au(x) av(x)

(u,v)w 0.0 J.(u(x) (X)+

seklinde tamimlanmaktadir. W, (0, () uzayinda norm

Wi(0,0) <V’V>w21(o,c) <+
olarak tanmimlanmaktadir. Burada W, (0, () igin

WZ(0,0) cWA(0, 0)

olup bu uzayda 0 ve ¢ elemanlar1 i¢in degeri 0’dir.

Tamm 2.5: W,’(0,¢) bir Sobolev uzayi olmak iizere, bu uzaydaki herhangi bir x
elemani i¢in kendisi ve onun X’ e gore genellestirilmis tiirevleri L,(0,¢) Lebesque
uzaymnin fonksiyonlar uzaymi ifade eder. WZZ(O,K) uzay1 bir Hilbert uzay1 da olup,
W, (0, ) da i¢ ¢arpim

) 00700 2700 ) 2709

seklinde tanimlanmaktadir. W22 (0, f) uzayinda norm

W2(0,0) <V’V>w22(o,() <+
olarak tanimlanmaktadir. Burada W, (0, () igin

W2(0,0) c W, (0, 0)

olup bu uzayda 0 ve ( elemanlari igin degeri 0’dir.



Tamm 2.6:W,*(Q) bir Hilbert uzay1 olmak iizere, bu uzaydaki herhangi bir z elemani
i¢in birinci mertebeden kismi tiirevleri L,(QQ) uzayma ait olan bir fonksiyonlar uzayidir.

W, (Q) uzayinda i¢ carpim

ow(x,2) 0¢(x,2) iz
OX 0z

<l//’ ¢>W2°vl(g) = J.[l//(x’ Z)¢7(X! Z) +
Q
seklinde tanimlanmaktadir. W,>*(Q) uzaymda norm

”l//”vvz"’l(g) = <W’V/>W2°’1(Q) <+
olarak tanimlanmaktadir. Burada V\;z2 (€?) i¢in

W, Q) W, M)

olup bu uzayda Q bélgesinin siirlarinda degeri 0°dur.

Tamm 2.7: “DcR"™ bir bélge olsun. Eger V &>0 verildiginde |z|<o sarti

saglayan tiim z ’ler i¢in 1< p <o iken | f (x+2)— f(X)|, ., <& olacak sekide bir >0

L, (D)

sayist varsa, f(x) fonksiyonuna L normu anlaminda siireklidir denir.”[35]

Teorem 2.8: “1<p<ooikenL (D) "denolan her fonksiyonL, normu anlaminda

siireklidir.”[35]

Teorem 2.9: “(Fubini Teoremi) Q,, R™ nin swirl bir bdlgesi ve Q,,, R™ nin sinirl
bir bolgesi olmak iizere Q,xQ, bdlgesinde f(X,Yy)fonksiyonunu tanimlayalim. Farz

edelim ki f(x,y)fonksiyonu Q,,, =Q, xQ,, bolgesinde integrallenebilen bir fonksiyon

n+m

olsun. Bu takdirde f (x,y)fonksiyonu hemen hemen xeQ, i¢in y €Q,, ’ye gore hemen

hemen her yerde integrallenebilirdir. Ayrica

j f(x, y)dx ve j f(x, y)dy
Qn Qm

fonksiyonlar1 sirasiyla x ’e ve y ’ye gore integrallenebilir olup

j f (X, y)dxdy = j dx j f(x, y)dy = j dy j f (x, y)dx
Q Qn

Qn

Qnim



esitligi gecerlidir.”[35]

Lemma 2.10 : “(Gronwall lemmasimnin ayrik aynisi) Eger a>0,b >0 olmak {izere

qu,j:(),_N ve 0<¢g,<a,

i
0<¢,,<a+bdg, , j=0,N-1

m=0

sartlarini sagliyorsa bu takdirde;

0<¢, <a(+b)! , j=0,N

esitsizligi gegerlidir. Eger

N-1
O£¢j_1£a+b2(pm J=0,N-1,0<¢,,<a

m=j

sartlar1 saglaniyorsa bu takdirde

0<g, <al+b)"’* , j=0,N-1

esitsizligi gegerlidir.”[36]

Teorem 2.11 : “(Cauchy —Bunyakovsky Esitsizligi) u,v e L, (Q) elemanlar1 i¢in

% %
< [I|u|2 dxdr} [J.Mz dxdr}

J.U\_/dXd T
Q

esitsizligi gegerlidir.”[37]
Teorem 2.12 : “( & — Cauchy Esitsizligi) Keyfi a,b sayilar1 ve herhangi bir &£ >0 sayis1
icin
ab] < S + o
2 2¢

esitsizligi gegerlidir.”[37]



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Kuazi Optigin Durgun Denklemi I¢cin Identifikasyon Probleminin

Olusturulmasi

Bu boéliimde kuazi optigin durgun denklemi i¢in identifikasyon problemini olusturalim.
“Kuazi optigin durgun denklemi lineer olmayan optikte ortaya ¢ikan durgun isik
demetlerinin dagilmasi siirecini ifade eden bir denklemdir” [3]. Bu denklemin
katsayilar1 olan kirilma ve absorbe(sogurma) katsayilar1 kuazi optigin durgun denklemi

icin identifikasyon problemlerinde aranan fonksiyonlar roliinii oynayan fiziksel

araglardir. Bu fiziksel araglar asagidaki denklemde 9 (z)ve 9(z) olarak ifade

edilmistir. Simdi identifikasyon problemi tanimlayalim. Identifikasyon problemi

(

3(9)= [l (xL)=y(x)f dx €y

0

fonksiyonelinin

V={9=9(2):9(2) = (%(2).4(2)). 9, L, (0,L),|% (2)| <b,

osgl(z)sbl,d‘gg—z(z) <d,,p=01, Qze(o,l_)}
kiimesi lizerinde
iaa—"zerao(Zj(l’zy—a(x)l//+,90(z)1//+il9l(z)1//: f(x,2),(x2)eQ (2)
1//(X,0)=(0(X) , Xe(0,0) (3)
l//(O,Z)=l//(|,Z)=0 , 2€(0,0) 4)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemidir.

Burada i=+-1,(>0,L>0,a,>0,b,>0,b >0,d,>0, d, >0 verilen sayilar ve a(x)
oOlctilebilir sinirh fonksiyon olup asagidaki sart1 saglar.
O<u,<a(x)<sg , Vxe(0,0). (5)

Burada g4, 14 >0 herhangi sabitlerdir.



y(x),@(x), f (x, z) ise verilen fonksiyonlar olup,

yeWQ(O,K) (6)
9 W2 (0,0) 7)
f eW,*(Q) (8)

sartlarini saglar.

3.2 Kuazi Optigin Durgun Denklemi Icin identifikasyon Probleminin

Diskritlestirilmesi

Simdi (1)-(4) identifikasyon problemini diskritlestirelim. Yani bu problemin sonlu farkli

aynisini olusturalim.Bunun i¢in 6ncelikle Q= [0, ( ] X [O, L] bolgesini

(%2}, n=1,2,3,...,xj=jh—g,j=1,M—1 k=0,N ,h=—"—

bi¢iminde bir aga doniistiirelim.Burada M, N verilen pozitif sayilardir. Problemde yer

alan tiirevlerin sonlu fark karsiliklarini asagidaki bigimde gosterelim:

57¢jk _ ¢jk _T¢jk1

5y¢jk _ ¢jk _h¢j1k
¢j+lk _¢j
h

5i¢lk = 5X¢0k = ¢1kh;/¢0k
2

5x¢jk =

5x¢jk _5Y¢jk

5)(7 ¢j k = h

Di» {(x i 2 )n} kiimesi lizerinde taniml1 olan bir ag fonksiyonunu gostermektedir.



Simdi (1)-(4) problemine kargilik olusturdugumuz ¢, ag fonksiyonunun asagidaki

sartlar altinda bulunmasi problemine bakalim.

Her bir n>1 dogal sayisi i¢in

M-1 2
L ([8],)=h2 [ - ©
fonksiyonunun

V, E{[g]n 191, = (191, .[81.): [ 9 ] = (90 GO ) [ 9| <1y
0<9, <b,k=1N |5,9,|<d, ,p=01 k=2,N|

kiimesi tizerinde

i57¢jk +a05x¥¢jk _aj¢jk *ok Pik +i1k ik — fjk ) J =1,M -1k :l,_N, (lO)
¢jo =®; J :Oa_M, (11)
by =ha =0 , kK=1N, (12)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemi olarak olusturabiliriz. Yukaridaki

(10) denkleminde yer alan a;,y;,9;, f; ag fonksiyonlar

a = jha(x)dx , j=LM -1, (13)
Xj—
1><J-+E -
V=1 Ihy(x)dx Cj=1LM -1 (14)
Xj—
1><j+E -
(pjzﬁj'(p(x)dx , j=LM-1,¢9,=0, ¢@,= (15)
o
L
1 o "2 . - R
fjk:T—hI I f(x,z)dxdz , j=LM-1, k=LN (16)

olarak tanimlanmaktadirlar.



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Fark Semasinin Coziimii I¢cin Kararhihk Kestirimi

(1)-(4) Kuazi optigin durgun denklemi i¢in identifikasyon probleminin sonlu fark
yaklagimini inceleyelim. (9)-(12) fark semasi igin kararlilik kestirimini elde etmeye

calisalim.

Teorem 4.1.1: Kabul edelim ki f(x),p(x) (5)-(8) sartlarini saglayan fonksiyonlar
olsun. Bu durumda (9)-(12) problemi i¢in

M-1 2 M-1 2 N
hy SQ(Z‘%‘ +7hy’
j=1 j=1 = j

M =
k=1 j=1
esitsizliginin daima saglanir. Bu kestirimde c, bir pozitif olmak sabit m,h ve 7’ya

1

Dy

\fjﬂ , Vm={123..} (17)

bagh degildir.

Ispat: Her bir z=2z, i¢in asagidaki esitlik (10)’da ifade ettigimiz denkleme denktir.

M -

M-1 1 M-t
hD 16,47 —ND_ 88,4y STy xt; — D @byt +
j=1 1 =t

j=

M -1 _ _Mfl _ M -1 _ ) (18)
+hZ‘90k¢jk77jk +|Z‘91k¢jk77]k = hz fuduily » 1=1LM -1
= i1 =i

i
Yukaridaki esitlikte yer alan 77, fonksiyonu, {(xj,zk )} aglar dizisi iizerinde taniml1 bir
fonksiyon olan 7,  fonksiyonunun karmasik eslenigidir. 7,  fonksiyonu,

Mo =1 =0 , k=1L N sartin1 saglar.

1,
Xi=

=2,M -1

— ‘dir.
,J=1M

N
N

Bu esitlikte yer alan 77, ag fonksiyonunun yerine r¢7jk alarak (18) 6zdesligi tizerinden

karmasik eslenigini taraf tarafa ¢ikarirsak

(o]



[Mff(a $i by + 6, ¢Jk¢1k)+2fhzl91k¢1k¢m] 2rh§|m(fjk¢71k) j=LM-1  (19)

j=1

esitligine ulasiriz. Burada herhangi k =1,2,..., N igin;

T(5z¢jk¢zjk+57¢jk¢7jk) ‘¢]k‘ ‘¢Jk 1‘ +‘¢jk jk—l‘ (20)
oldugunu (19)’da kullanip, k tizerinden k=1 den k=N ‘’ye kadar toplayp (11)
sartin1 dikkate alirsak

M-1 2 m M-1 2 m M-1
WY || + 20 2|8k — s +220D D" || <
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
M-1 2 m M-1 2
sh;\(pj\ +2¢h;;\fjku¢jk\ v me{l,2,..,N}

esitsizligini elde ederiz. 9 (z)>0 , V2 €(0,L) oldugunu gbz oniine alarak,

yukaridaki esitsizligin saginda bulun toplam ifadesindeki ikinci toplam ifadesinde m.
terimi ayr1 yazip, bu esizlige &—Cauchy ve Cauchy—Bunyakovsky teoremlerini

uygularsak
M-1 2 moma 2 M1 M-1 2 rhvwd )
hzl\%\ +;;\¢,-k—¢,-k_l\ ShZ‘%‘ +‘9Th2‘¢1m‘ +?;\f,-m
v S+ S S v mea.n).
k=1 j=1 k=1 j=1

esitsizliklerini elde ederiz. Bu esitsilikte yer alan £’u & = %T alirsak

M-1 2 m M-1 2 M1,
hzw +h;_21\¢jk—¢,-k_l\ sth\so,-\

(21)
m 2 m
+2rthzl\¢1k\ +2(T +1)thle\fjk\ VY me{l2,...,N}
k=0 j=1 k=1 j=1

esitsizligine ulasiriz. Ayrica (21) esitsizliginin sol kismindaki ikinci toplam higbir

zaman negatif olamayacagindan

hZ\«;ﬁ,m\ <h2\¢1\ +2(T +1)ThkzN1:M2:\ka\ +2rhijzl\¢Jk\ ¥ me{l2,...,N}
J

k=1 j=1

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik {izerinden Gronwall lemmasini uygularsak

h2\¢,m\ <01(h2‘¢1‘ m&hﬂzl\f,k\j vme{l2..,N} (22)

k=1 j=1

10



kestiriminin gegerli oldugunu elde ederiz. Bu kestirimi (21)’ de dikkate alirsak
M-1 2 m M-1 2 M1, N M-1 )
D [dn| +02 D |05~y < Cl[hZ‘q”j‘ +rhy > |y ]
j=1 k=1 j=1 j=1 k=1 j=1

esitsizligiyle birlikte teoremin hitkkmiine ulagiriz.
4.2 Fark Semasinin Hatasi

Elde ettigimiz fark semasmin hatasin1 degerlendirmek igin bir kestirim ispatlayalim.
Bunun i¢in (2)-(4) identifikasyon probleminin ¢éziimii igin

h

Zi Xj+§ _
y/jkzij j w(xz)dxdz ,j=LM-1,k=LN, (23)

Ik X; _h

2
l//jO :¢] ’ JZO,M ’ l//Ok :WMk :O ,k:l,_N
fonksiyonunu tanimlayalim ve ij =¢jk ~V¥i olacak sekilde farkini gosterelim. Bu

durumda W,, ag fonksiyonu i¢in

ié;ij +aO5XYij —ajWJ.k +190ij|< + iSlijk = ij , J=LM-1,k=1N, (24)
denklemi Uzerinde
W —0,j—1|\/| -1, W, =W,,, =0, k=1L N. (25)

kosullarmi sagladigini elde ederiz. Ayrica

ij = fjk _(i5szk +ao5xx‘//jk — ¥ +‘90ij|< +i‘91kV/jk) J=LM-1,k=1 (26)

bigiminde bir F; fonksiyonu tanimlayalim. Burada F; fonksiyonunu

T JJ‘ZL —a(X)y + 4 (2)y +i9 (Z)V/ded —

—i6 Yy +albayy —aw Sy Fidyy . 1=LM -1 k=],

bi¢ciminde ifade edebiliriz.
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Teorem 4.2.1: Kabul edelim ki f(x,2), ¢(x), a(x) i¢in (5)-(8) kosullarin1 sagladigini

gdz Oniine alalm. Ayrica kabul edelim ki h, z igin Cminéﬁgcmax esitsizligini

gerceklestirsin. Esitsizliktekic . , C herhangi keyfi pozitif sabitler olup r ve h’a

min? “~max

bagimli degildir. Bu takdirde (24)-(26) ‘nin ¢6zimii igin
M-1
WY W[ <c, VmeflL2..N] 27)
=l

kestirimi gegerlidir.
Burada c, >0 herhangi bir sabit say1 olup h,m ve 7 ’ya bagiml degildir. Ayrica

B+>0,h—>0, 7—0 icin g, >0 saglanir.

Ispat: (24)-(26) problem iizerindeki z =z, i¢in V k€{1,2,...,N} ve herhangi bir 7,

ag fonksiyonu i¢in asagidaki toplam 6zdesligine denk oldugu agiktir.

M-1 M-1 M -1 M -1
hz i5szk77jk - hz5ywjk5xﬁjklj - hz (aj _‘90k _ilglk)ijﬁjk e hz ij¢jk77jk (28)
j=1 j=1 =l j=1

(28) formiiliiyle ifade edilen 7, {(xj,zk )} kiimesi {izerinden belirlenmis olup,
Mok =T =0 k=L,N kosulu saglanir. Ejk ise 7, ag fonksiyonunun karmagik

eslenigidir.

Yukaridaki 6zdeslikte 77, ag fonksiyonun yerine W, fonksiyonunu yazip olusan

esitsizlikten onun karmasik esitsizligini ¢ikarmrsak

M-1 5 5 , M1 , M1 .
h_zl‘t(’wik‘ _‘Wikfl‘ +’Wik _Wikfl‘ )+27h_z;,‘91k ’ij‘ ZZThZ;‘lm(ij,ij )
j= = =

vV k=12,...,N ig¢in esitligini kolaylikla elde edebiliriz.

(10) olarak ifade ettigimiz esitlikte W, i¢in

= 2 2 2 M-l 2 M-1 —
hzll(’vvjk‘ _’ijk—l‘ +’ij _ij,l‘ )+2’fhzl 9, ‘ij‘ = ZTth Im(F; ;W i )
j= = =

12



Vk=12,...,N igin yazabiliriz. Bu esitlikte k tiizerinden k=1 ‘den k=m<N "’ ye

kadar toplayip ve Wjo =0, j=0,M, 9,>0 ,k =1,_N kosullarindan faydalanarak
M-1 2 m M-1
hy W,| <2chy" Y |F|w,| v k=12...N
j=1

k=1 j=1

esitsizligini elde ederiz.

Elde edilen bu esitsizlige &—Cauchy ve Cauchy—Bunyakovsky bagintilarini

uygularsak

M

L
h _1(yvvjm\ J<2h

]

M-1

’\Njk‘2+2(T+l)‘[hi. Rl vmefL2...N)

k=0 j=1 k=1 j=1

m-1M-1

esitsizligini elde ederiz. Elde edilen bu esitsizlige Gronwall lemmasini uygulayarak

M-1 2 N M-1 2
hy W,,| <c,zhd X" |F;] . vme{l,2.. N} (29)
j=1 k=1 j=1

esitsizligini elde ederiz.

(26)’da ifade ettigimiz F; fonksiyonunu degerlendirelim. F; fonksiyonunu asagidaki

sekilde ifade edebiliriz.

ka

I sz[ +a0——a(x)y/+9 (Z)v/+19(z)y/jdxd—

_'57ij +8y0, Wik — ¥ ik +'90k‘//jk +i‘91kl//jk , 1=LM-1,k=1, (30)

(30) olarak ifade ettigimiz F; fonksiyonunu asagidaki bigimde parcalara ayirabiliriz.

Fo =F +FR+FR+FR+FS L J=LM -1k =1, (31)
X+
1% ¢ op(x2) .
1_ = A E) -
Fi = " ZI Ihl e dxdz —id,y, (32)
HX]_E
X.+E
1 7o 2 52l//
2 = — —
Fo = - ZJL jhao pv dxdz —a,0,.¥ i (33)

2
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(34)

(35)

(36)

Bu terimlerin her birini ayr1 ayri degerlendirelim. y, icin (23) esitligini, ijl icin (32)

esitligini kullanirsak asagidaki esitligi elde ederiz.

.h h

1% "2 au(x2) %2 au(x,
ijl_Eijlxj'h V/a;‘ dXdZ—|5szk:—Z;[1 Ih V/E(g 2) dud

iTy Xi—5

zklz . i __kajzal// ) )

j j w(x, z)dxdz j j w(x, 2)dxdz |= j j 4d dz
+; ; h j_E

3 ooz 3 120

-|TzihZ;[1 Ihzj-rawéz’Z)deXdZ: Irzihz I {[%—Wjd@dmz

Bu esitlikten ve Cauchy —Bunyakovsky bagmtisindan faydalanarak

R <i ZhI dodxdz , j=LM —1k=2,N

Zy, N
2

h
J- J-éw (x2) oy (x, z+9|

: 00 |

esitsizligini elde ederiz. Boylece

14

(37)



X+h
7 i

1% ap(x, |
Fjll:EZJ; Ihldedz_i(le_l/jjO)

LA
TTM Doz 12| I ot | I
Z%“:%d xdz - jj:l ?) dovaz
olarak eldja ederiz. Buradan
\Fulz—%:f:xﬁwzdxdz j=1M-1 (38)

2

esitligini kolaylikla elde edebiliriz.

h
1 Z J+E aZl//
2
Fu :r_hzj jhao P~ dxdz —a,8, v

Zy Xt 2h 0 aw XZ 62(//(X+77+§,Z) - L
rh3 I j Hh[ o dndédxdz , j=2,M -2, k=1 N.

Bu esitlik tizerinden Cauchy —Bunyakovsky bagintisini uygulayarak

X+h
2 z, "V 2h 0

i 1]

lXJ_gom

Pl s 2

2 2 ’ VI
0 waf()Z(,Z)_a W(X;X?J“g’z)% dpdédxdz,j =L M —Lk =1, N (39)

esitsizligini elde ederiz.

F1k2 , k= 1,_N ag fonksiyonu icinde benzer sekilde

15



o (5¥l//2k - 5¥l//1k )

(“ 4 o)

ox?

z

Zm

h

TI JEE Iy LC P
- ><1—E><1—E
h h
z X12x+h128 Z 23 % T ox ¢ o2 Z
2 120N

yazabiliriz. Bu esitlige Cauchy—Bunyakovsky bagmntisini uygulayarak asagidaki

esitsizligi elde ederiz.

h
2 3 Nitg| A2 2
a"’()j’z) dxdz | k=1 (40)
OX ‘

o <222

L] X _h
2

Bu esitsizligin elde edilmesine benzer sekilde bu islemleri FM—1k2  k=1N icin

uygulayarak

2, er|+1+§ azw(x’ Z) 2

v dxdz , j=LM -1k=1N (41)

zh

Zy.
kL XMy

esitsizligini elde ederiz.

Simdi ij3 ag fonksiyonunu degerlendirelim. (34) formiiliiniin yardimiyla

1 2, Xj+§ 1 2, Xj+§
ijg:ajl//jk_%zj- J.ha(x)://dxdz:%zj' Ih(ajwjk—a(x)w(x,z))dxdz
k1 x - k1 x -
h h
1 % X+, 14 ity - L
:EI I (aj_a(x))z//jkdxdumf J' a(x)(w; —w(xz))dxdz ,j=LM-1k=1N
L1 X__D Tk y. _h
iT i

16



olarak yazabiliriz. a;, j=1,M -1 fonksiyonu (xj—g,xj+g) acik araligmin bir

ortalamast oldugu i¢in bu esitligin sag tarafindaki ilk integral ifadesi 0’a esit olur.

Buradan
Fl=— I J' a(X)(wy —w(xz)dxdz , j=L,M -1k =LN (42)
integraline ulasiriz.

Simdi bu integral ifadesini degerlendirmek igin —1//(x, z) farkma bakalim.

:i]ﬁ Jj_z|:j-8!//(77a9)dn+j‘awa(X,O')d0:|dé;d0 sj:]-,M_—l,kzl,_N (43)
(o)

X X

Bu esitsizligi (42) formiiliinde dikkate alirsak

oy (x,z) az//(x,z)zdxdz
X

0z

0

3 24°h g 2 2,7 | g
‘ij‘ STI J.h dxdz+TI _[h

Ly Xj—
2

I Xj—
2

i=LM-1k=LN (44)
esitsizligini elde ederiz.
Simdi ij4 , J=LM =1k = ].,_N ag fonksiyonunu icin benzer sekilde bir degerlendirme

yapabiliriz. (35) formiiliiniin yardimiyla

h h
1 % L +§ 1 7 Xj +E
ij4 = Vi _EZJ. .[h % (Z)l//(x’ z)dxdz = EZJ- J-h (¥ i — e (Z)!//(X, z)dxdz
kL Xj*E k-1 Xj,E
h h
1 % Xj+§ 1 7 Xj+§
- I jh (F —H (z)y/jkdxdz+E I jh 9 (%) (v —w (x,2)) dxdz
k-1 )(J._E g Xj_E

17



j=1M -1k =1,
seklinde ifade edebiliriz. Ayrica 3, , j =1L M -Lk=1N ag fonksiyonlart 9 (z) i¢cin
(z,4,2,) kiimesi iizerinden bir ortalamasmna esittir. Ayrica yukaridaki F;* icin ifade
ettigimiz formiiliin sag tarafindaki ilk integral ifadesinin degeri sifirdir. Buradan

L
Fik4=71hj [ 9(2)(vy-w(x2))dxdz , j=LM-1k=1,N

Zk1x_ﬂ

2

olarak yazabiliriz. Bu ifadelerden faydalanarak ij“ , J=LM-=1Lk=1N ifadesini

degerlendirelim.

% el (0,L) oldugunu dikkate alip benzer sekilde Cauchy—Bunyakovsky

bagintisindan faydalanarak

‘ij“‘_ I J' ‘19 Hl//jk—l//(X,Z)‘dXdZ L j=LM-1k=1N (45)

Zklx_,

esitsizligine ulasiriz. Burada ‘90 (Z)‘ <bh, ,9 ze(0,L) oldugunu dikkate alirsak

elde ederiz. Bu esitsizlikte (43) formiiliinii dikkate alirsak

2b“kXJ 2,2
Fi|< H dxdz + hTH

Zklx Zklx

81//xz az//xz)

oz

dxdz

h
2

j=LM-1k=1 (46)

esitsizligine ulasiriz.
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ijs ag fonksiyonunu degerlendirmek i¢cin (36) formiiliiniin yardimiyla

h
2, xJ+2 2, xJ+2

ijsz—iglkl//jk I Ilz9 l,V(X Z)dXdZ——I I "91k‘/11k L91() (X’Z))dXdZ

h h
7 Xty R _
:_rihj j (Slk—Sl(z))z//jkdxdz—TI—hj j (l//jk—l//(X,Z))dXdZ ,j=1LM -Lk=1N
g h Zq _D
2 2

ifadesini yazabiliriz. Bu formiilden yararlanarak ij , J=1LM —1,k:1,_N ag

fonksiyonunu  degerlendirelim.Burada  kabullendigimiz ~sartlardan 0<9(z)<b,,

Vize (0,L) ve (43) formiiliinii kullanirsak

81//xz

[RER uy I

(S

‘ddz

j=LM-1k=1 (47)

esitsizligine ulasiriz.

Simdi [35] ¢alismasindan bildigimiz Fubini teoremine gore (36) formiiliinden

oy (x2) oy xz+6?| ix dz]dz 49)

0z 0z

esitsizligini yazabiliriz.

Kuramsal temeller boliimiinde yer alan 2.8 teoremine gore V & >0 igin dyle bir 6 >0

vardir ki |t9| <7< i¢in

!

esitsizligi saglanir. Bu nedenle boyle 7 ‘lar i¢in (48) formiiliinden
N M-1 2
ThZZ‘ijl‘ <o
k=2 j1

esitsizligi yazilabilir. Esitsizlikte yer alan @.° >0 ve 7 >0 igin @.° >0 ‘a gider.

%
ay/(x,z)_ay/(x,z+0) ? dxclz ? Py
0z 0z
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(38) formiiliinden

dz<c,r (49)

L(0L)

Yy |Ff < 4]H—a'/'a(z" ?)
=L 0

esitsizligini yazabiliriz. Bu takdirde (48) ve (49) kestirimlerinin yardimiyla
N M-1 2
thY Y[R < o +er (50)
k=1 j=1

esitsizligine ulasiriz. (48) esitsizliginin elde edilmesine denk olarak (39) formiiliinden

asagidaki esitsizligi elde ederiz.
N
thy, 2[Rl < @ (51)

Bu esitsizlikte yer alan @f >0 ve h—0 icin @ —0 ‘a gider.

(40) ve (41) esitsizliklerinden

2

M -1 71l 52
thy |F,[ <16a,? CACID) - (52)
= ol 2 Ly
IE Lot (z,)
th>’ \FM_lkl\zslesaoz | % dz (53)
=1 1-h L(o,L)

esitsizligine ulasiriz.

Burada olgiilebilir fonksiyonlar i¢in Lebesgue integralinin mutlak siirekliligine gore

h — 0 i¢cin (52) ve (53) esitsizliklerinin sag tarafi 0’a yaklasir. Yani;
M-1 1 2 N L 2 5
thy” [Fl| +2h) Ry ol < o (54)
=l kL

dir. (54) esitsizliginde yer alan @’ >0 , h—0 icin & —0 olur. Bu takdirde (51)

esitsizliginin yardimiyla;
N M-1
K

thy YR <@ (55)

=1 j

elde edilir. Burada @’ = @ + @} * dir.
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Sonunda (44)-(47) formiillerinden asagidaki esitsizlikleri elde ederiz;

N M-1 2

thY Y[R <c, (e +h?) (56)
k=1 j=1
N M-1 2

Y YIRS <@ +h?) (57)
k=1 j=1
N M-1 2

thY Y |F¥| < co(e® +h?) (58)
k=1 j=1

Boylelikle (50), (55), (56), (57), (58) esitsizliklerini  (30) esitligini kullanarak (31)

formiiliinden

h> ‘ij‘2£c7(a)f+ & +7+h+77 +h?) (59)

j=1

esitsizligini elde ederiz.

(59) esitsizliginde yer alan sabitler igin B, =@’ + @ +7+h+7°+h® seklinde

gosterirsek ve C, =C, i¢in teoremi ispatlamis oluruz.

4.3. Fark Yaklasimlarinin Fonksiyonele Gore Yakinsakhgi

Simdi fark yaklasimlarmin hatasi i¢in ispatlamis oldugumuz kararlilik kestiriminden

faydalanarak sonlu fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligini arastiralim.

Bu amagla ncelikle J(9) ve I, ([9] fonksiyonellerinin farkini goz 6niine alalim ve

bu farki kestirelim.

Teorem4.3.1: V eV ve V [9] €V, i¢in

[9(9) -1, (191, )| <& (VB ]

esitsizligi gegerlidir. Burada ;>0 sayist 7 ve h” a bagimh degildir ve S, >0 ,

Q. (9-191) (60)

h—>0,7—>0 i¢in B, —>0 olur.
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Ispat: Q,:V -V, , Q(9)=W, W, W,..,w, ) olarak bir Q,

tanimlayalim.

Q. ($)-[9],

=[z‘iZ‘ka — 9, ZJ% ,

p=0 k=1
w =1T9 (t)dt , k=1 N ’dir.
k™ p ’ ’

Zxa

(1)-(4) formiillerini kullanarak asagidaki esitligi yazabiliriz.

2(0)-1([51)= L) y(2for-n Sl -y

=55 () 3@l =l L) -y,

I

operatoruni

Burada yeW, (0,1) oldugunu dikkate alirsak ve (16) kestirimini kullanirsak kolaylikla

asagidaki esitsizligi elde ederiz.

h % h

Xit+— Xi+—
M-11 2

3(9)-1,([9],)

.h %
M-1 2 2
J, = Z J. ‘y/(z,L)—qﬁjN‘ dz
J=1Xj_g
b %
M-17 2 )
3= > '[ ‘y(z)—yj‘ dz
=, h
b2

olarak gosterelim. Yukaridaki esitsizlikten
9(9)-1,([9], ) <& (3:+3,)

seklinde ifade edelim.Burada ¢, >0 sayisiz ve h ‘ tan bagimsizdir.

J, i¢in olan formiilii kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz.

22

B )
<G| D] j ‘1//(2,L)—¢jN‘2dZ + lej ‘y(z)—yj‘zdz
= =
i3 )

%

(61)



h
+

M-11"2 )
‘]12 :z _[ ‘W(Z!L)_WjN +¥in _¢jN‘ dz
h

oy

. : (62)
M7 5 M1t 5
<23 [ lw(zL)-yu| dz+20Y [ | —dy| dz
= ih
2

2

(62) esitsizligini incelemek i¢in yukaridaki gosterimlere benzer sekilde

h
451t
‘]1122 I “//(Z’L) V/JN‘ dz
1,
M-1"2
JlZ_hzl I ‘l//jN ¢1N‘ dZ
=1 " h
X~

olarak ifade edelim.

Wy =vp — ¢, oldugundan (27) kestirimine gore,

Q. (9)=[9],

esitsizligi elde edilir. Burada ¢, >0 sayis1 7 ve h’a bagimli degildir.

3, < clo( B+ 2) (63)

J,,icin olan formiilii kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz.

1 ty >(J-+D 1 ty xj+E
w(z,L)-w, =l//(Z,L)—T—th .jhw(g,e)dgdez—hmjl Jh(gy(z,L)—w(f,H))dfde
:Tihj [ (w(20)-v(2.0)+v(2.0)-y(£0))dsdo
1% e (vow(an)  tov(7.9)
_Ththl jjh ! o dn+£ dy [d&do
Buradan da
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tN Axj-

esitsizligini elde ederiz.

Bu esitsizligin sag tarafina Cauchy —Bunyakovsky esitsizligini uygulayarak asagidaki
esitsizligi elde ederiz.

AC)] ISR :
T‘dgd@) = j

ty Ax;-

‘d de)z

ETEME N

Bu esitsizligi J; i¢in olan formiilde dikkate alirsak;

M-1"2
J_22sz|_ V/JN\d

i 2
h

s4zj+ jj‘é'/’ ‘dgd jj ‘dydé’ dz

=t th
2

tN Axj-

2 2

6(//(.,t)

2
+4h"max,_, . r

L,(0.1)

<4r’maxy,

oy (.,1)
ot

L,(0.1)

esitsizligini elde ederiz. Buradan da

J; SCM(TZ +h2) (64)

esitsizligi ispatlanmig olur. Bu esitsizlikte ¢, >0 sayist 7 ve h “ a bagh degildir.

Simdi J, terimini kestirelim. y,; i¢in olan formiilii ve y eW, (0,1) oldugu gdz dniine

alinirsak;
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, M—1XJ+2 ) M—1X1+2 1X’+2
J, :Z; J'h‘y(z)—yj‘ d:Zl: I - J'h(y(z)—y(ﬁ))dgg dz
= h VLY
] 2 J J 2
LI N ? el iy
M—1'21'2Xay(77) M_llzllzlzay(n) )
= - ——dnpdé&| dx < - ——dnd£&]°dz
J—lxjh hjh! on 1 z‘x_jh[hx,hx_jh on |17
2 2 12 2™ 2
M-1972 8y(z)2
<h? — dz
J-Z:l: -[h 0z

esitsizligi elde edilir. Buradan da
J,2 <c,h? (65)

esitsizligini yazabiliriz.

Bu esitsizlikte ¢, >0 sayis1 7 ve h © a bagh degildir.
Boylece (63)-(65) esitsizliklerini kullanarak S, i¢in olan ifadeyi dikkate alirsak

teoremin hiikmiiniin gecerli oldugunu ispatlamis oluruz.

Simdi fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligini ispatlayalim. Bu amacla iki

yardimc1 lemma ispatlayalim.

Lemma 4.3.2: Kabul edelim ki Teorem 3’iin kosullar1 gergeklesmis olsun. Ayrica Q,
operatorinii i¢in

Q, VoV, Q) =(Woy, Wy, Wog, - oWy s Way, Wep, Wig, . Way ), W= (Wy, W)

olsun. Bu takdirde Q, () €V, oldugu ve

9(8)-1,(Q.(9))| <cu/Bar (66)

kestirimi V n=1,2,3,... igin gegerlidir.

Ispat: Varsayalim ki 9eV herhangi bir kontol olsun. Bu kontrol iizerinde

Q, (‘9) =(W01'W02’W03""'W0N ’Wll’W12’W13""'WlN) ' W=(W0’W1)
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w, :—jg(t)dt,pm k=1LN i

Zxa

tanimlamalarmi dikkate alalim. Bu formilii kullanarak

WOkz—IS(t)dt>——_[bdt——b k=1 (67)
0k—-j9 t)dt<= jbdt_  k=1N (68)

esitsizlikleri seklinde yazabiliriz. Bu esitsizliklerden,

—by <w, <b, ,k=1LN

elde edilir. Yani

“dir. Ayni sekilde
O<w,<b , k=LN

elde ederiz. Buradan kolaylikla asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

S, =w={%zfgp( izkfgp }—%{js(t)dt—zjbp(t_f)df

pk
k-1 Zy2

{IS t r)dr}—rizﬂf[j[dvg—gf)&f}dt} ,p=0,1,k=2,_N (69)

esitsizliginden yararlanarak,

52‘9‘*‘%1{1 [t[ a, (5)‘ ; 5} dt} 1 {

[jb daj]dr]<—d =d, ,p=01k=2N,

t-r

d& r'[

Ia
esitsizligini elde ederiz. Buradan da;

L 9y|<d, , p=01 k=2N

esitsizligini buluruz. Ayrica V;, kiimesi i¢in olan tanimi kullanirsak Q, (%) €V, olur. Bu
takdirde [S]n eV, diskrit kontroliinii alip teorem 4.3.1° i ispatlamis olursak

Lemma’nin gecerli oldugunu ispatlamis oluruz.
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Kabul edelim ki P, operatorii asagidaki formiille tanimlanmis olsun.

n

P.([9],)=9@ =(%(.4(2) (70)
Burada
3 9 +6,9. (2-2),2 .<2<z, ,k=2,N
lgp (Z) — pk + Z 7 pk (Z Zk) Zk 1 z Zk , p — O,l‘dil‘. (71)
o1 ,0=12,<7<17

Lemma 4.3.3: Kabul edelim ki Teorem 3’lin kosullar1 saglansin. Ayrica P, operatorii

n

(70)’de ifade ettigimiz gibi tanimlanmis olsun. Bu takdirde

pn([,g]n)ev ve ‘J(Pn([S]n))—|n([‘9]n)

kestirimi gecerlidir.

<cuB (72)

n

Ispat: Kabul edelim ki, v [9] €V, olsun. Ayrica P, operatérii igin

P,:V, 5V seklinde olsun.Burada V [J] €V, i¢in B, =P, ([S]n) operatorii  (70)-

n

(71) seklinde ifade etmistik. Ayrica

b, <9, <b, , k=LN “dir (73)
Bu esitsizligi (68) de kullanirsak

elde ederiz. Bu durumda

—b, <8 (2)<b, , 0=2z,<2<72 (74)

esitsizligini elde ederiz. Simdi  z,<z<z, , k=2,N igin (70)-(71)’ den asagidaki
esitligi elde ederiz.

-1, -1, —

3 (2) =G + 6,9 (2-2,) =1 ) +—28, ,, z,<2<2,, k=2,N  (75)

-1 . ..
Eger o, =, (2) = “ olarak esitlersek V z e€[z,_,,7] i¢in ¢ =, (z) €[0,1] olur.
T
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(73) sartindan yararlanirsak (75) ’den asagidaki esitsizligi elde ederiz.

3 (2) =1, (2)) Sy + @ (2) Fyes < (1- 1, (2))by + %, (2)by <, ,

. ,<257, , k=2,N . (76)

Buradan da kolaylikla
9 (2)= (1—% (Z))190k +0, (2) ey 2 (1—ak (z))(—bo) +a (2)(-hy)=—by, |
z.,<2<7, , k=2,N, (77)

esitsizligini elde ederiz.

Boylelikle (70),(72) ve (73)’ii birlestirirse
b, <3 (z)<b, , ze(O,L) (78)

esitsizligini buluruz.

Ayni sekilde
0<8(z)<b , ze(O,L) (79)
esitsizligini elde ederiz

3,(z) fonksiyonu igin genellestirilmis tiirevin tanimmni kullanirsak;

, p=01 k=2,N (80)

dg,(2) _[8:90 Ba<z27,
dz 0 ,0=z,52512

esitligini buluruz. Gergekten V ge[0,L] , g(0)=g(L)=0 i¢in
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N % g(z I g(z
=k§z“(9pk +6,9,(2-7,) d(z )dz+ 2[8')1(2) d(z )dz
N Z N =z,
==>" [ 6,8,9(2)dz+> (% + 3,9, (2-2,)9(2)) _Z
k 22“ k=2 — fk-1
__ng(z)dz =+9(2) :zZ: s

—Zj58pkg )dz—ijg dz+2[ pkg pklg( )}+19plg(zl)

Zy

:—ZjﬁzSpkg dz—jOg Jdz+8,9(z,) p=01 k=2,N

Zy

g (ZN ) =g(L)=0, 9(z,)=9(0)=0 oldugundan;

ISp(z)dgd(z ) _ I5Spkg(z dz—jOg z)dz , p=0,1

_2 Zq Zy

formiiliinden (80) formiiliinii elde ederiz.

dg

552) =0 ,p=01, z,<z<Zz  oldugundan
dg
dp_z(z)gdp ,p=(0,2) , Ze[ZO,Zl] ‘dir.

Diger taraftan,

dd 7N
(F;(Z) :éigpk , 4, 5257, k=2, , p=(02)
Zz
oldugundan
dd (z N
EIE ) |97k ZE[ZH,Z] k=2,

(80) ve (81) esitsizliklerini birlestirelim.

5, (2)
dz

<d, , ze[0,L] , p=(0,)
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buluruz. Boylelikle (78), (79) ve (83) bagmntilarindan faydalanarak V kiimesinin
tanimma gore JeV ’ dir. Yani

3(2)=PR([9],)ev . v [9], eV, (84)

n n

Buradaki $eV  kontroliiniin yerine 3(z)=P, ([9]n)eV kontroliinii alip teorem

4.3.1’1 ispatlamis olursak

3(R([91,))-1.(141,)

esitsizligini elde ederiz.

s%(\/ﬂ:+

Qn (Pn ([‘g]n )) _[S]n

| (85)

Q, (P ([19]n))—[19]nu normuna bakalim,

- 2 1 N 2
_[‘g]nH F TZZ‘gpk _‘gpk‘
=0 k=1

2
L

1 N 1
=>r Z; j(gpﬁ@gpk(z—zk))dz—gpk

UECE

=ler i% T&ZSpk(z
[ 52

1t
+7 ; thpldz - l9p

lJ
Z

OrToe _[ (z-1z,)dz

Iy

2}

A2 )

Iy

:ler i O P [(Z_sz) j

p=0 | k=2| T

Bu bagintidan ve (85)’ de elde ettgimiz kestirimden teoremin ispatini elde ederiz.

Sonlu fark yaklagimlarmmn fonksiyonele gore yakinsakligini gostermek igin [36]

caligmasindan bildigimiz yontemi kullanarak gostermeye caligalim.
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Teorem 4.3.4: Kabul edelim ki yukarida ispatladigimiz Lemmal ve Lemma?2’nin

sartlar1 saglanmis olsun. Ayrica kabul edelimki §" eV elemani (1)-(4) probleminin bir

¢oziimii ve [9]; eV, elemani (8)-(11) probleminin bir ¢oziimii olsun. Yani

3. =inf3(9)=3(F),  l.=inf1,(9])=1,([9],)
sartlar1 saglansm. Bu takdirde (1)-(4) probleminin sonlu farkli aynisi olan (8)-(11)
problemi, (1)-(4) probleminin yaklagimidir. Yani

liml .=J.

N—oo

sart1 saglanir ve

<oFr )

I n* _\]*

esitsizligi n=1,2,3,...1i¢in gecerlidir.

Ispat : Bu teoremin ispatinda [36] ¢alismasindaki yontemden yararlanacagiz. Teoremde
ifade edildigine goére 9 €V kontrolii (1)-(4) probleminin bir ¢dziimiidiir. Lemmal’ in

sart1 saglandiginda

Q.(9)ev, ve <c Bn » N=123,... dir.

(@) 9(9)

Bu takdirde bu kestirimden faydalanarak

e <1,(Q(9)) <3 (F)+cu /By =3+ B, . N=123,...

kestirimini elde edebiliriz. Bu kestirimden de

In*_\J*SC]J?\?ﬂrh y n=l,2,3,... ‘diI'. (87)

*

Teoremde kabul ettigimiz ~ (8)-(11) probleminin bir ¢dziimii [9]n eV olsun.Bu

n

durumda lemma2’ ye gore P, ([19]”*) eV ‘dir. Ayrica

(R (121,) (191, ) <o B

esitsizligi N=1,2,3,... i¢in saglanir. Buradan asagidaki da

J*SJ(PH([g]n*))s|n([,9]n*)+cl7ﬁ=|n*+cﬂ ., n=123... di
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Buna gore sonuncu esitsizlikten

l.—J.>—C,f3, (88)
esitsizliginin n=1,2,3,... i¢gin saglanmis oldugunu buluruz. (87) ve (88) esitsizliklerinin
yardimiyla (86) esitsizliginin daima saglanacagini sdyleyebiliriz. Burada

t=1, , h=h ile gosterip ve limz, =limh =0,

n—o n—o

n !

[, bagmtisi iizerinden (88) de n—co icin limiti hesaplarsak teoremin ispatini elde

ederiz.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alisma kapsaminda kuazi optigin durgun denklemi i¢in bilinmeyen 4, (Z) ve 9 (Z)

katsayilarinin bulunmasma ait olan bir ters problemin varyasyon tanimi olan bir

identifikasyon problemi ele alind1.

Soylemek gerekir ki kuazi optigin durgun denklemi icin identifikasyon problemleri
onceden farkli arastirmacilar tarafindan [4-9,11-13,16-19,23,25,26,29] c¢alismalarinda
incelenmistir. Bu ¢aligmalarin ¢cogunda aranan katsayilar x degiskenine bagl olmustur.

Problemde denklemin katsayilar1 4 ve & fonksiyonlar1 z degiskeninin fonksiyonu

olmas1 durumunda identifikasyon problemleri az incelenmistir. Benzer problem bir
optimal kontrol problemi olarak [29] ¢alismasinda ele alinmis ve burada da kontroller z
degiskeninin fonksiyonlar1 olup kendisi ve tiirevleri karesel integrallenebilir
fonksiyonlar sinifindan ve fonksiyonlar lions fonksiyoneli bigimindedir. Fonksiyonlar
smifi genis olmasina ragmen kuazi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol
probleminin sonlu fark yaklasimi ve fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligi

ek sartlar altinda ispatlanabilmistir.

Bu calismada aranan fonksiyonlar ve onlarin tiirevleri Olgiilebilir sinirli foksiyonlar
smifindan secilse de sonlu fark yaklasimlarmin yakmsakliginin ispati i¢in fazla ek
sartlar kullanilmamistir. Diger taraftan bu calismada incelenen problem konulma
acisindan bir Onceki ¢alismalardan ciddi bir bi¢imde farklilik olusturmaktadir. Bu
nedenle bu c¢alismada elde edilen sonuglar gerek teorik gerekse de pratik agidan 6nem
tagimaktadir. Bu ¢aligma kapsaminda elde edilen sonuglar dnceki ¢caligma sonuclariyla

Ortiismez.

33



6. KAYNAKLAR

[1] Butkovskiy, A.G., Samoilenko Y.I., ‘° Kuantum mekanik siire¢lerin kontrolii’’ ,
M.Nauka-1984-S. 256, Moscow. (Rusga)

[2] Landau, L.D., Lifshitz, E.M., ‘‘Kuantum Mekanigi’’, Cilt 3-m-1963-s. 702
(Rusga).

[3] Vorontsov, M.A., Shmalgauzen, V.I., ** Adaptiv optigin prensipleri’’, Nauka-
1984, 336 s, Moskova. (Rusca).

[4] Aksoy, N.Y., Yagubov, G., and Yildiz, B. (2012) ‘‘The finite difference
approximations of the optimal control problem for non-linear Schrodinger
equation’’, Int. J. Mathematical Modelling and Numerical Optimisation, Vol, No.
3, pp. 158-183

[5] Yetiskin, H., “Kompleks Potansiyelli Schrodinger Denklemi igin Optimal Kontrol
Problemi ve Onun Sonlu Farklar Yaklasimi1”, Doktora Tezi, Atatiirk Universitesi, Fen
Bilimleri Enstitiisii, 2005.

[6] Deveci, E., “Schrédinger Tip Denklem I¢in Optimal Kontrol Probleminin
Sonlu Farklar Yontemi ile Coziimii”, Yiiksek Lisans Tezi, Kafkas Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, 2015.

[7] Iskenderov A.D., Yagubov G.Y., Ibrahimov N.S., “About an estimate of
convergence of difference approximations by the functional in the identification
problem for the non stationary equation of quasi optics”, Abstracts of the XIX
International Conference Problems of Decision Making under Uncertainties (PDMU-
2012), pp.118-120. Mukachevo, Ukraine, April 23-27 2012.

[8] Mahmudov, N.M., “Lions Fonksiyonelli Kuantum Mekanik Sistemler i¢in Optimal
Kontrol Probleminin Farklar Metoduyla Coziimii”, Azerbaycan Bilimler Akademisi
Matematik Mekanik Enstitiisii Eserleri, 7, 79-82. 1997, (Rusga).

[9] Ibrahimov N.S., “The convergence of the difference method for solving the problem
of identification of non-stationary equation of quasi optics”, Scientific Proceedings of
the Azerbaijan SSR. tehn. Univ. Ser. Basic Sciences, Ne 4, p.54-60. 2010, (Rusga).

[10] Yagub G., Ibrahimov N.S., Yildirim Aksoy, N., Deveci O., “The solution with

difference method of on optimal control problem for nonstationary quasi-optics

34



equation”, Abstracts of the XXI International Conference Problems of Decision Making
under, Uncertainties (PDMU-2013), Skhidnytsia, Ukraine, pp.68-71. May 13-17 , 2013.
[11] Toyoglu, F., Yagubov, G., ‘‘Numerical solution of an optimal control problem
governed by two dimensional Schrédinger equation’’. Applied and Computation
Mathematics. Vol.4, No. 2, pp. 30-38. do0i:10.11648/j. acm. 20150402.11

[12] Yagubov, G.Ya., "Kuazi Lineer Schrodinger Denklemi'nin Katsayisi ile Optimal
Kontrol", Bilimler Doktoru Tezi, 318 s., Kiev, 1994,(Rusca).

[13] Yildiz, B., Yagubov, G.Ya.,, ”On an optimal control problem”, Journal of
Computational and Applied Mathematics, vol 88, pp. 275-287. 1997.

[14] iskenderov, A.D., Yagubov, G.Ya., ‘‘Kuantum Mekanik Potansiyelin
Bulunmasi Ters Problemin Coziimii I¢in Varyasyon Yéntemi’’, DAN SSSR-1988-
€.303-N0:5-5.1044-1048 (Rusga)

[15] Iskenderov, A.D., Yagubov, G.Ya., Museyeva, M.A. “‘Kuantum
Potansiyellerinin Identifikasyonu’’, Bakii, Casioglu Yaymncilik, 2012, 552 s
(Rusga).

[16] Mahmudov, N.M., “‘Lions Fonksiyonelli Kuantum Mekanik Sistemler I¢in
Optimal Kontrol Probleminin Farklar Metoduyla Coziimii’’, Azerbaycan Bilimleri
Akademisi Matematik Mekanik Enstitiisii Eserleri -1997-c. 7. s. 392 (Rusca).

[17] Patapov, M.M., Razgulin, A.V., Sameeva, T.Y., ‘‘Schrodinger Tipli Optimal
Kontrol Probleminin Yaklasim1i ve Regiilarizasyon’’, Moskova Devlet
Universitesinin Haberleri. Seri 15 (Niimerik Analiz ve Sibernatik)1987. No:1-s. 8-
13 (Rusga).

[18] Silla, N.,*“Schrodinger Tipli Kuantum Mekanik Sistemler i¢in Optimal
Kontrol Problemlerinin Niimerik Coziimii’’, Doktora tezi, Bakii, 1991.

[19] Yagubov, G.Ya., Musayeva, M.A., ‘‘Lineer Olmayan Schrédinger Denklemi
[gin Bir Invers Probleminin Varyasyon Konulmasmnm Farklar Metoduyla
Cozimii’’, Azerbaycan Bilimler Akademisinin Haberleri. Seri:Fizik-Teknik ve
Matematik Bilimleri. 1995, Cilt:16, No:1-2, S.46-51 (Rusga).

[20] iskenderov, A.D., Yagubov, G.Ya., ‘‘Lineer Olmayan Kuantum Mekanik
Sistemlerin Optimal Kontrolii’’, Otomatik ve Telemekanik. 1989, no:12-s. 27-38
(Rusca).

35



[21] Iskenderov, A.D., ‘‘Durgun Olmayan Schrédinger Denkleminde Potansiyelin
Bulunmasi1’’, Matematik Modellemenin ve Optimal Kontroliin Problemleri, Bakii,
2001- s. 6-36 (Rusga).

[22] Iskenderov, A.D., Mahmudov, N.M., ‘‘Kuantum Mekanik Sistemler I¢in
Lions Kriterli Optimal Kontrol’’, AMEA’nin Haberleri Fizik Teknik Matematik
Bilimleri Serisi-1995, ¢.16, N0:5-6-30-35 (Rusga).

[23] Razguin, A.V., ‘“‘Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi I¢in Kontrol
Problemlerinin Yaklasimlar1’’, Moskova Devlet Universitesi nin Haberleri. Seri:15
(Niimerik Analiz ve Sibernetik) 1998 No:2 s.28-33 (Rusca)

[24] Yagubov, G.YA., Museyeva, M.A., ‘‘Lineer Olmayan Schrédinger Denklemi
I¢in Idendifikasyon Problemi Hakkinda Diferansiyel Denklemler’’, 1997, c¢.33,
N0:12 5.1691-1698 (Rusca)

[25] Ibrahimov, N.S. ,”A numerical method for solving the problem of
identification of linear time-dependent equation of quasi optics”, Journal of
Computational and Applied Mathematics , Kiev. Zap them. Shevchenko,
N0:2(101),p.44-59.2010 (Rusca)

[26] Ibrahimov, N.S. ,”On the order of accuracy of the difference method for
solving initial value problems for the non-stationary equation of quasi optics”,
Journal of Qafgaz University Mathematics and Computer Science, Vol 1, No:31 ,
p.55-68. 2011, (Rusca)

[27] Dmn Nio Hao, Kuantum Objektlerinin Optimal Kontrolii / Optimatik ve
Telemekanik. 1986, no 2,s.1420 (Rusca)

[28] Kogak,Y.,”Kuazi optigin durgun denklemi i¢in bir optimal kontrol
probleminin ¢dziimii”, Yiiksek Lisans Tezi, Kafkas Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, 2010

[29] Kocak,Y.,”Quasi optigin durgun denklemi i¢in lions fonksiyonelli optimal
kontrol problemi ve onun niimerik ¢dziimii”, Doktora Tezi, Atatiirk Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, 2013

[30] Buyankara,M., “Durgun Kuazi-Optik Denklemi i¢in Baglangi¢ Sinir Deger
Probleminin Sonlu Farklar Yontemiyle Coziimii ve Yakinsaklig1”, Yiiksek Lisans

Tezi, Katkas Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, 2015.

36



[31] Senger, O., “Lineer Schrodinger Denklemi i¢in Sinir Deger Probleminin
Coziimiine ait Yiiksek Mertebeden Kestirimler ve Onlarin Uygulamalar1”, Yiiksek
Lisans Tezi, , Kafkas Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, 2006.

[32] Vargiin, M., ”Schrodinger Denklemi I¢in Baslangic Smir Deger Problemlerinin
Niimerik Coziimii” Yiiksek Lisans Tezi, Kafkas Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
2013.

[33] Demirci, Z., “Kuazi Optigin Durgun Olmayan Denklemi i¢in Baslangic Smir
Deger Probleminin Niimerik Coziimii” Yiiksek Lisans Tezi, Kafkas Universitesi, Fen
Bilimleri Enstitiisii, 2013.

[34] Celik, D., "Kompleks Potansiyelli Lineer Schrodinger Denklemi Gg¢in BaGlangig
Smir Deger Probleminin Niimerik C6ziimii” Yiiksek Lisans Tezi, Kafkas Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, 2014.

[35] Mikhailov,V.P 1983. ”Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler” Nauka,424 s.
Moskova.

[36] Vasilyev, F.P., ‘“ Extremal Problemlerin C6ziim Metodlar1’’, M.Nauka 1981 -
5.400 (Rusga)

[37] Ladyzenskaja, O. A. , Solonnikov, V. A., Ural’ceva, N. N. , 1968. Linear and
Quasilinear Equations of Parabolic Type. American Math. Soc.,646 s, ABD.(ing)

37



OZGECMIS

Adi Soyadi  : Arif SARIOGLAN
Dogum Yeri : Feke/ADANA
Medeni Hali : Bekar

Yabanci Dil : Ingilizce

Egitim Durumu:

Lise : Feke LISESI(2002)

Lisans . Akdeniz  Universitesi, Fen-Edebiyat  Fakiiltesi,
Matematik Bolimii(2008)

Yiiksek Lisans : Kafkas Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Uygulamali
Matematik
Calist1g1 kurumlar:

Antalya Final Dergisi Dershaneleri(2008)
Feke Lisesi(2009)
EGM (2010-2016)

38



