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ONSOZ

Bu c¢alisma Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda

yiiksek lisans tezi olarak hazirlanmistir.

Calismada Telin titresim Denklemi i¢in bir optimal kontrol probleminin iyi konulmas1
ve onun ¢oziim algoritmasi ele alimustir. Ele alinan optimal kontrol probleminin varlik
ve tekligi, amag¢ fonksiyonelinin Frechet diferansiyellenebilirligi incelenmis ve ¢6zim

icin varyasyon esitsizligi biciminde bir gerek ve yeter sart elde edilmistir.

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu caligmada, fikirleriyle bana yol gosteren, hicbir
O0zveriden kagmmayip degerli bilgi ve katkilarmi benden esirgemeyen Kafkas
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Dr. Gabil YAGUB danigsman hocama siikran ve tesekkiirlerimi sunarim.

Kars-2016 AYSUN POLAT



ICINDEKILER

ONSOZe......oooeeeeeeeee ettt i
OZET ... v
ABSTRACT ettt e e e et e e e e e b e e e e b e e e e eaa e %
SIMGELER DIZINI ......cocooiiiiiiiiiiiii e Vi
L @] 1 23 1R 1
2. KURAMSAL TEMELLER ...t 3
3. MATERYAL Ve YONTEM .........c.cocoooiiiiiiiiiieeeeecceeeeee e, 8
3.1. Optimal Kontrol Problemin Konulmasi............cccccoonimiiiiiiiie e 8
4. ARASTIRMA BULGULARI .......ooooiiiiiiiiiiiiiiie et 11
4.1. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varlig1 Ve Tekligi ..........ccccocvvvenn 11
4.2. Amag fonksiyonelinin Diferansiyellenebilirligi ve Onun Gradyenti .................. 21
4.3. Optimal Kontrol Problemlerinin Coziimii I¢in Gerek ve Yeterli Sart................. 25
4.4, Optimal Kontrol Probleminin Cozlimii icin Gradyent Yontemi ...........ccccoeeeernns 27
5. TARTISMA Ve SONUC .......ooiiiiiiiiiiiiiiiie e 31
6. KAYNAKLAR .o 32
OZGECMIS ..ottt ettt ettt sttt 34



OZET

Bu tezde, Telin Titresim Denklemi i¢in Bir Optimal Kontrol Probleminin Iyi Konulmas1
ve Onun Coziim Algoritmas: ele alinmustir. Ilk bolimde optimal kontrol teorisi
hakkinda genel bir bilgi verildikten sonra, ikinci boliimde tezde kullanilan bazi
matematiksel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde, ele alman optimal kontrol
probleminin olusturulmasi i¢in gerekli olan sinir deger problemi, amag¢ fonksiyoneli ve
olas1 kontroller kiimesi verilmistir. Bu ¢alismada olas1 kontroller kiimesi, dlgiilebilir
karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Dordiincii boliimde, ilk olarak optimal
kontrol probleminin ¢éziimiiniin varligi ve tekligi gosterilmis, amag¢ fonksiyonelinin
Frechet diferansiyellenebilir oldugu elde edilmis ve gradyenti bulunmustur. Son olarak
optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gradyent yontemi verilmistir. Besinci

boliimde ise bu tezin 6nceki ¢alismalardan farkliligi vurgulanmistir.

2016, 35 Sayfa

Anahtar kelimeler: Telin titresim denklemi, Optimal kontrol, Ama¢ fonksiyoneli,

Olgiilebilir karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzay.



ABSTRACT

In this thesis well posed of an optimal control problem for wave equation and its
solutions algorithm is considered. In the first chapter, after giving a general information
about the optimal control theory, in the second chapter,some mathematical concepts
used in this thesis are presented. In the third chapter, a boundary-value problem, the cost
functional and the set of problem controls required for the constitution of the considered
optimal control problem is given. In this thesis, the set of problem control is a space of
measurable square integrable functions. In the fourth chapter, firstly, the existence and
uniqueness of the solution of the optimal control problem is shown, secondly, Frechet
differentiability of the cost functional and its gradient is obtained and its obtained,
gradient method for solution of optimal control problem is given. In the fifth chapter, it

is emphasized that this thesis is different from the previous studies.

2016, 35 Pages

Keywords: Wave equation , Optimal control, Cost functional, The space of measurable

square integrable functions.
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1.GIRIS

Telin titresim denklemiyle tanimlanan sistemler i¢in optimal kontrol problemleri
dagilmis parametreli sistemler i¢in optimal kontrol problemlerinden olup titresim ve
dalga siireglerinin 0grenilmesi zamani ortaya c¢ikar. Bu nedenle bu tiir problemlerin
incelenmesi gerek teorik gerekse pratik agidan 6nem tasimaktadir. Bu tez ¢caligmasi telin
titresim denklemi i¢in bir optimal kontrol probleminin &grenilmesi iizerinedir.
Caligmada amag tanimlanan optimal kontrol probleminin ¢ézliimiiniin varlig1 ve tekligini
incelemek amag¢ fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugunu ispatlamak ve
fonksiyonelin gradyentinden yararlanarak problemin ¢6ziimii i¢in gerek ve yeterli sart
elde etmektir. Bunlarin yani sira s6z konusu optimal kontrol probleminin niimerik

¢Ozlimii i¢in algoritma olusturmaktir.

Soylemek gerekir ki telin titresim denklemi veya dalga denklemleri i¢in optimal kontrol
problemleri 6nceden ¢esitli yazarlarca incelenmis problemin iyi konulmasi ve ¢éziimii
icin gerek ve yeterli sartlara ait cesitli sonuglar elde edilmistir. Bu tez ¢alismasinda
incelenen problem kullanilan amag fonksiyoneli agisindan ciddi bir bigimde bir dnceki

calismalardan farklilik olusturmaktadir.
Soylemek gerekir ki tezde incelenen (1)-(4) biciminde optimal kontrol problemleri

B <0 i¢cin Onceden [2—22] calismalarinda incelenmistir. Bu optimal kontrol

probleminde g >0 oldugundan bu problemi incelemek bilimsel dnem arz etmektedir.

Ciinkii @ =0 oldugunda \]a(V) fonksiyoneli konveks fonksiyonel olamamaktadir. Diger

taraftan bir onceki ¢alismalardan farkli olarak burada olasi kontroller kiimesinin karesel

integrallenen fonksiyonlar uzay1 olmasidir.

Tezin ilerleyen boliimlerinde ilk olarak, 2. boliimiinde, bu tezin olusturulmasinda temel

teskil edecek olan uzaylarin ve Sobolev uzaylarinin tanimlar1 verilmistir.

3. boliimde Telin Titresim denklemi i¢in bir optimal kontrol problemi gdéz Oniine
almmigtir. Bu problemin olusturulmasi i¢in gerekli olan sartlar, smir deger problemi,

amac fonksiyoneli ve olas1 kontroller kiimesi verilmistir.



4. bolimde ele alinan optimal kontrol probleminin iyiy konulmasi arastirilmistir. Bu
amacla 4.1. bolimiinde optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin varligi ve tekligi

gosterilmistir.

4.2. boliminde amag¢ fonksiyonelinin Frechet diferansiyellenebilir oldugu

gosterilmistir. Ayrica amag fonksiyonelinin gradyenti i¢in bir formiil elde edilmistir.

4.3. boliimiinde optimal kontrol probleminin ¢dziimii icin gerek ve yeterli sart elde
edilmistir.
4.4. boliimiinde ise optimal kontrol probleminin ¢oziimii i¢in gradyent yontemi

incelenmistir.

Son olarak, 5. boliimde ise bu ¢alismanin daha 6nceki calismalardan farkliligi ortaya

koyulmus ve tezin 6nemi vurgulanmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerde kullanacagimiz teoremler ile bazi uzaylarin ve kavramlarin

tanimlarini verecegiz:

Tamm 2.1: K reel veya kompleks sayilar cismi, X K cismi tizerinde bir lineer uzay

olsun. Her x,y e X ve her aeK i¢in
1. ||x|=0<x=0,

2. [ax|=lafx].

3. [x+y|<|X|+]ly] (iggen esitsizligi)
kosullarm1 saglayan

[: X >R, x|

doniisiimiine X lineer uzayi lizerinde norm denir.

Uzerinde bir norm tanimlanan X lineer uzayna normlu lineer uzay denir.

Tanim 2.2: X bir normlu lineer uzay olsun.

(%)= X,n=12,... dizisi “ V& >0, VpeN ve ¥n>n, icin

<¢g

X.,—X

n+p n

olacak sekilde 3N, €N dogal sayis1 vardir.”” kosulunu sagliyorsa, (Xn) dizisine X

normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir denir.

Tamm 2.3: Her Cauchy dizisi yakinsak olan normlu lineer uzaya tam uzay denir.

Tam normlu lineer uzaya Banach uzayi denir.



Tamm 2.4: LZ(Q) Hilbert uzayi olup elemanlari ) dikdortgeninde 6lgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarm uzayidir. Burada i¢ carpim ve

norm

(Vi) o = [y (xDp(x. tyaxdt,

”l//”LZ(Q) :«é<w"//>|_2(g) '

seklinde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.5: L2(0,|) Hilbert uzay1 olup (0,1) araliginda olgiilebilir ve modiiliiniin

karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm

<u’V>L2(0,I) = Iu(x)\_/(x)dx

”u”LZ(O,I) ~ <u’u>|_2(o,|) .

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.6: W21(0,|) Hilbert uzayr olup elemanlarmin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilims tiirevleri LQ(O,l) uzaymdan olan Sobolev uzayidir. Bu
uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

<l//’ ¢>W21(0,|) = I(W(X)&(X) +

0

oy (x) 04(%) |y,
OX OX

”‘//”wzl(o,l) = \f<‘//’ l'//>w21(0,l) '

0
1
Wzl(O, |) uzayl W2 (O, |) uzayinin alt uzayi olup, (O,1) araliginin ug noktalarinda sifira esit

olan fonksiyonlarin uzayidir.



Tanm 2.7: W20,1 (Q) Hilbert uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin t degiskenine

gore genellestirilmis tlirevleri LZ(Q) uzaymdan olan sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢

carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

<W’ ¢>W20’1(Q) = QJ;[W(th)g(Xit) + al//(th’ t) a¢((,;:’t) ]dth

”l//”wzovl(g) :\/<I//’W>W2°vl(g) )

Tanim 2.8: W21,0 (©Q2) uzay1 Sobolev uzay: olup, elemanlarmin kendisi ve onlarn X’ e

gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri LZ(Q) ’den olan fonksiyonlar

uzayidir. Bu uzay ayn1 zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir:

(W Byso e =ﬂw(x,t)5(x,t)+ a"’g’t) a¢é:’t)}dxdt

”l//”w:lvl(g): <W’I//>WZ“(Q) )

0 10
W2 (Q) uzayi W21,o () uzaymin alt uzay: olup elemanlari Q dikddrtgeninin yan

taraflarinda sifira esit olur.

0
Tanim 2.9: Wzl’l(Q) uzay1 elemanlarmim ve onlarin t ve z degiskenlerine gore

genellestirilmis tlirevleri |—2 (©) *dan olan fonksiyonlarmn Sobolev uzay1 olup Hilbert

uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

o oy 0 Oy 0
<V/’¢>W2“(Q) = §[|:W¢+EE+EE:|dthdZ



”l//”wzlvl(g) = \f<l//’ W>w21-1(9) <0

oLt

W2AH(Q) =W (Q) AW (Q)

0 241 211
W2 (Q) uzay1 W2 () uzaymin alt uzay olup elemanlar1 (0,1) araligmmn uglarinda

sifira doniistir.

Tanim 2.10 : X normlu uzayinda bir E kiimesi verilsin. Eger E deki biitiin yakinsak

dizilerin limit noktalar1 E deyse E kiimesine X de kapali kiime denir.

Tanim 2.11: {Xn}, H hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger her y e H i¢in

lim(x,,y) =(X,y), oluyorsa {Xn} dizisi x € H elemanina zayif yakinsiyordur denir.

Tanim 2.12: {Xn} , {X,|| ||} normlu uzaymda bir dizi olsun. Eger lim|x,—x|=0

oluyorsa {Xn} dizisi X € X elemanima normda ya da kuvvetli yakinsar denir.

Tamm 2.13: f konveks bir X kiimesi ilizerinde tanimli, reel degerli bir fonksiyon

olsun. Eger her x,ye X ve @€ [O,l] icin
f (ax—i-(l—a)y) <af(X)+(1-a)y

oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.14: (X,| [)bir normlu uzay ve E < X olsun. E igindeki her dizinin E de bir

limit noktas1 varsa E kiimesine X de kompakt kiime denir.



Tanim 2.15: X ve Y normlu uzaylar olsun . Eger,

) X, Y nin bir alt vektor uzay1 ve
i) Her xe X i¢in IX= X olarak tanimlanan |:X —Y 6zdeslik operatorii
stirekliyse ,

X uzayr Y wuzayma (siirekli) gomiiliir denir. Yani, X Y ve her xe X ig¢in
|||X||Y <M ||X||X olacak sekilde bir M sabiti vardir. Eger | operatorii kompakt ise X

uzayl Y uzayma kompakt gomiiliir denir.

Tamm 2.16: F, bir |araligi tizerinde tammli f(t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.
Egerher telveher f e F icin |f(t)]<M olacak sekilde negatif olmayan bir M sayisi

varsa F yel iizerinde sinirlidir denir.

Tamm 2.17: B herhangi bir Banach uzayi ve J(u) fonksiyoneli Unoktasinin herhangi
bir w(u,y)={v:veB,|v-ul|<y} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger fonksiyonelin

artis1 icin

o(h,u)

im =0
a0 [,

olacak  sekildle AJ(@U)=J(u+h)-J(u)= (J (W), h)B +0(h,u)  sartim1  saglayan

J(u)e B" elemanm varsa , bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet

anlaminda diferansiyellenebilirdir denir.

Tanim 2.18 (Cauchy Bunjakovskii Esitsizligi): U,V € L,(Q) elemanlar1 i¢in

1 L
< ( flur dxdrjz [ I olxolfJ2 esitsizligi gecerlidir.
Q Q

J.U\_/dXdZ'
Q




3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Optimal Kontrol Problemin Konulmasi

Bu boliimde telin titresim denklemi icin bir optimal kontrol problemi ele alinmistir.

Burada kontroller karesel integrallenebilir fonksiyonlar olup olasi kontroller kiimesi

Lz (9)) uzayidir.

Farz edelim ki 1,t > 0 verilmis sayilar x[0,1],t€[0,T], o= (0,1)x (0,T) olsun.

2 2
3,0 ==plu(ct) - y(uf ot + v,

Q

Fonksiyonelinin V = L,(Q) kiimesi tizerinde

2 2
%—Zx—f:v(x,t),(x,t)eg
U(%,0) = ¢, (%), a“(axt’ 9 _ 4 (x).xe(0.1)

u(o,t) =u(l,t)=0,t €(0,T)

sartlar1 altinda minimumu bulmak gerekir.

Burada

0l

yeL(Q), ¢ eW2(01), ¢ eL,(01)

sartlarin1 saglayan fonksiyonlardir. >0, >0 verilmis sayilardir.

D)

(2)

(3)

(4)

(5)



0
4 eW21’1(Q) YveV igin (2)-(4) sartlarmmdan u=u(x,t)=u(x,t;v) fonksiyonunun

bulunmasi problemi telin titresim denklemi icin 1. ¢esit baslangic sinir deger

problemidir.
0
Bu problemin ¢oziimii dendiginde ¢ (x,T) =0 sartin1 saglayan V¢ eW,"(Q) icin

i[—%u% + Z—i%}dxdt = lv(x,t)g’(x,t)dxdt +j;(pl(x)§(x, 0)dx (6)

integral 6zdesligini

u(x,0)=g,(x),xe(0,1) W)

0
baslangi¢ sartin1 saglayan ve Wzl’l(Q) uzayma ait olan u =u(x,t) =u(x,t;v) fonksiyonu

anlasilmaktadir.

[2—22] calismalarindan bildigimize gore (2)-(4) baslangi¢ smnir deger probleminin

verdigimiz tanim anlaminda ¢éziimiiniin varhigi ve tekligi incelenmistir. Bu kaynaklara

dayanarak sOyleyebiliriz Ki (2)-(4) baslangi¢ smir deger probleminin kabullendigimiz

0
sartlar altinda Wzl‘l(Q) uzayna ait olan genellestirilmis ¢oziimii vardir tektir ve bu
¢Oziim i¢in asagidaki kestirim gegerlidir.

;\)/12,1 <G, (”%”jvzuo(o,n +||¢1||i2 o) +||V||i2 (Q)) ®)

Ju

Burada C, >0 sabiti @ ,¢; den bagimsiz sabittir.

(2)-(4) baslangi¢ smir deger probleminin ¢6ziimiiniin U € LZ(Q) sartin1 saglamasmdan

amag¢ fonksiyonelinin anlami oldugu agiktir. Bu nedenle (1)-(4) optimal kontrol

problemi belli bir anlama sahiptir.



Soylemek gerekir ki (1)-(4) bigiminde optimal kontrol problemleri g<0 i¢in dnceden
[23—24] calismalarinda incelenmistir. Bu optimal kontrol probleminde >0
oldugundan bu problemi incelemek bilimsel 6nem arz etmektedir. Ciinkii a =0

oldugunda \]a(V) fonksiyoneli konveks fonksiyonel olamamaktadir. Diger taraftan bir

onceki calismalardan farkli olarak burada olas1 kontroller kiimesinin karesel

integrallenen fonksiyonlar uzay1 olmasidir.

10



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg: Ve Tekligi

Bu boliimde (1)-(4) optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi

incelenmistir.

Teorem 4.1.1. Farz edelim ki @,(X),,(X), Y(X) fonksiyonlar1 (5) sartlarini saglasin.

Bunun yani sira o >0ve g >0 sabitleri i¢in
a-2pc,>0 (9)
sart1 saglansin.

Burada C, sabiti (8) kestiriminde yer alan sabittir. Bu taktirde (1)-(4) optimal kontrol

probleminin ¢oziimii vardir ,tektir ve asagidaki esitsizlik gegerlidir:

2 my_
Lz(Q)SaTﬂCO(Ja(V )=J ). (10)

Burada v eV (1)-(4) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii, {Vm} herhangi
minimallestirici dizidir.
J.= in\lj J, (v) dir.
ispat: J (V) fonksiyonelinin formiiliinden veV igin J, (V) <+ yani;
2 2
—ﬂ”U - y“L2 Q) + a”V”LZ (@) <+ dur.
Bu durumda

in\lj J, (V) <+ olur.
Ve

Bu nedenle 6yle bir M >0 sabiti ve {Vm} eV dizisi bulmak miimkiin ki

11



inf J,,(v) = lim(v") <+ (11)

ml2

<M (12)

m — _ 2
J, (") ==p|u, y||L2(Q)+a VIl
sartlar1 saglansin.

Burada U, =U_(X,t) =u(x,t;v),v" eV ’ye karsilik gelen (2)-(4) baslangic sinir deger

probleminin ¢6ziimii M > 0 sabiti ise m’den bagimsizdir.

(8) kestiriminden yararlanarak {U,,(X,t)} dizisi igin asagidaki kestirimi yazabiliriz:

2 m

||Um L (®)

2
i <6l

2

’ j . (13)

2
WZM(Q) + ”(pl”l_z(o,l) + HV

Burada C, >0 sabiti m’den bagimsizdir ve (8)’ de yer alan sabittir. (12) esitsizliginden
yararlanirsak;

2
L(Q

afVv

£ M +B|u, - y||i2(g) (14)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafinin ikinci terimi i¢in asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:
”um B y”i(g) < 2”um“i(g) + 2”y”i(9) '

Bu taktirde bu esitsizligi (14) te dikkate alirsak

2
L (Q

\Y

a ) <M +2ﬁ||um”i2(9) +2ﬁ||y||i2(9) (15)

esitsizliginin gecerli oldugunu elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terimi

(13) esitsizliginin yardimiyla degerlendirirsek;

2

2 2 2
Wi " ”(pl||L2(°") j -2 y”LZ o 2P va HLz(Q) (16)

2
W, <M +2,Bco(||¢>o

esitsizligini elde ederiz.

12



Burada (9) sartii dikkate alwrsak yani @ —2fC,>0 oldugunu g6z oniinde

bulundurursak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

m 2
@28V o, <M + 28IV +280ll0lly, Hlol )
Buradan da
[ <c,m=12 17
Lz(m_cl’ S (17)

esitsizligi bulunur ki C; sabiti asagidaki formiille tanimlanir:

1

C=——
' a-2pc,

2l 20l <ol || &

(17) esitsizliginde {Vm} minimallestirici dizisinin L2 (Q) uzayindan olan kapal1 kiimenin
elemani oldugu agiktir. Bu taktirde {vm}dizisinin LZ(Q) ’dan olan zayif kompakt
kiimenin elemani oldugu gorilir. Bu nedenle {vm}dizisinden veV ’ye zayif
yakinsayan {mG } dizisini segebiliriz. Genel olsun diye bdyle alt diziyi yeniden v™ ile
gosterelim. Bu taktirde M— Migin

V' >V, L(Q) dazayif (19)

limit bagmtisin1 yazabiliriz. (13)’den yararlanarak (17) esitsizliginden asagidaki

kestirimi elde ederiz:

Juals  <c,m=12.. (20)
w3 (Q)
Burada
.= (I, Il ) 2
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formiilityle tanimlanir ve m’den bagimsizdir.

Boylece {U,} dizisinin W,*(Q) uzayindan olan kapal kiimenin elemani oldugu ortaya

cikar.

Wzl’1 (Q) uzay refleksif Banach uzayi oldugundan kapali kiime burada zayif kompakttir.
Bu nedenle {Um} dizisinden Wzl'l(Q) uzaymda U €W21’1(Q) elemanina zayif yakinsayan

alt diziyi secebiliriz. Bu zayif yakinsayan alt diziyi {Um} ile gosterelim.

Bu durumda M—®© i¢in

u, —Uu, Lz(Q) ’da zayif (22)
ou ou
m =, L. (Q) da zayif 23
OX g P 2( ) y ( )
ou ou
M L (Q)’ da zayif 24
ot - ot 2( ) Y ( )

limit bagintilarin1 yazabiliriz.

0
u, eW;*(Q) fonksiyonu her bir m=12,..i¢in (2)-(4) baslangic smr deger

0
probleminin genellestirilmis ¢éziimii oldugundan V¢ €W, (Q) ve V< (x,T)=0 igin

asagidaki integral 6zdesligini:

I[_&J_ma_ﬁau_ma_?

a ot ox aX}dxdt=£Vm(x,t)§(x,t)dxdt+.:[q)l(x)g(x,o)dx (25)

Q

ve

u, (x,0) = (x), x e (0,1) (26)
baslangi¢ sartin1 yazabiliriz.

(19)-(23)-(24) limit bagmtilarindan yararlanirsak M— i¢in (25) te limite gegersek

asagidaki integral 6zdesligini elde ederiz:
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o ouos
ﬂ ot ox ox Jdth ‘I v(x.1)g(x, t)dXdchol(X)é’ (x,00dx . (27)

0 0
u, €W,"(Q) oldugundan U,(.,0)€L,(0,1) oldugu agiktir. Diger taraftan W,"(Q) uzay

L,(0,1) uzayma kompakt gomiildiigiinden M—>0 igin

u,(~0)—>u(,0), L,01I) de kuvvetli (28)

limit bagintis1 yazilir.

Simdi u(x,t) limit fonksiyonunun U(X O) ( ) baslangic sartin1 sagladigini kontrol
edelim.
Bu amacla asagidaki esitsizlige bakalim

[ !

ju(x 0) -, ()’ ju (u, (x,0)—u(x,0))" dx

0 0

| (29)
+2j(um (x,0) —goo(x))2 dx,m=12,..

Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terim (26) sartina gore sifira esit olur. Bu durumda
(28)’1 dikkate alip (29)’un her iki tarafinda M—> 0 i¢in limite gegersek
|

[(u(x,0) =g, (x)) dx =0

0

olur. Buradan da u(x,t) limit fonksiyonunun (7) baslangi¢ sartin1 sagladigi gorilir.

Simdi  u=u(x,t) limit fonksiyonunun u(0,t)=u(l,t)=0 sartlarin1 sagladigini
gosterelim.

o 11
W2 (Q) uzayr C° [[O,I];LQ(O,T)] uzayina kompakt gomiildiigiinden asagidaki limit

bagntisini yazabiliriz:
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u, (%)= u(x,.), L,(0,T) de kuvvetli. (30)

Buradan da x=0ve x =1 alirsak M— ®igin

u,(0,.) > u(0,), L,(0,T) de kuvvetli (31)

u,(l,.) >u(l,.), L,O0,T) °de kuvvetli (32)

limit bagintilar1 yazilir.

0
Diger taraftan  U_€W,"(Q) oldugundan

u,(0,t)=u_ (I,t)=0m=12,... (33)
sartlar1 saglanir.
Bu taktirde
[lues.f dt<2fJu(s,t) —u, (s O dt+2[lu (s H[ dt s=0,L m=L2,... (34)
0 0 0

esitsizliginden, (31)-(32) limit bagintilarindan ve (33) sartlarindan yararlanarak limite

gecersek asagidaki bagintiy1 elde ederiz:
. 2
[l dt=0,s=0,1. (35)
0

Buradan da limit fonksiyonunun smir deger sartlarini sagladigi ¢ikar. Bagka bir deyisle

0
limit fonksiyonunun W,"(Q) uzayinin elemani oldugu ispatlanr.

Bu limit fonksiyonunun (2)-(4) sinir deger probleminin (6) integral 6zdesligini ve (7)
baslangic sartin1 sagladigi agiktir. Bu limit fonksiyonu {vm}dizisinin limit fonksiyonu

olan v eV ’ye karsilik gelen (2)-(4) smir deger probleminin ¢dziimiidiir.
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Yani; u=u(x,t) =u(x,t;v)’ dir.

0
Yukarida {Vm} <V dizisi veV ’ye LZ(Q) "da zayif yakinsadiginda {Um} CWZM(Q)
0 0
dizisi ueW,"(Q) ya zayif yakmsar. W, (Q) < L,(Q) gommesi kompakt oldugundan

{um} dizisi U’ya L,(€2) da kuvvetli yakinsar yani M—>®igin

u, —>Uu, Lz (Q) ’da kuvvetli (36)

limit bagintis1 yazilir.

Simdi
3o (V) =Bl =Y o (37)
fonksiyonelinin L, Q) dav ye gore zayif siirekli fonksiyonel oldugunu gosterelim.

JO(V) fonksiyoneli i¢in (1) formiiliinden yararlanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

2

30 =3, ==BuvM) =y o, + B Y
= —,BJ 2(u(x,t;v)— y(x,t))(u(x,t;vm)—u(x,t;v))dxdt

- B[ (u(xtv)-u (x.t;v)) dxdt

Cauchy Bunjakovskii esitsizliginden yararlanirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

2
u™—u

L(Q)

‘Jo(Vm) —Jo(V)‘ <2p|u- y”Lz(Q) u” _UHLZ(Q) th

Bu esitsizligin her iki tarafinda M— ®i¢in limite gegersek ve (36) limit bagmtisindan

yararlanirsak asagidaki esitligi elde ederiz.

lim J,(v") = Jo(v) (39)
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Boylece JO(V) fonksiyonelinin veV elemani lizerinde zayif siirekli oldugu ¢ikar.
Diger taraftan o ||v||i @ fonksiyoneli alttan zayif yar stirekli oldugundan

2
L (Q)

2
L(©)

2a||v

lim a|[v (39)

esitsizligini yazabiliriz. Bu taktirde J (V) fonksiyoneli i¢in olan formiilden ve (38)-(39)

bagintilarindan yararlanarak asagidaki bagintilar1 yazabiliriz:

3, =infJ,(V)<J,(v)<limJ, (")

m-—oo

. 4 2
<lim J,(v™) + lim aHVmH
m—o m—owo LZ(Q) .

=limJ_ (v")= in\f J,Vv)=J,
Buradan da

J &= in\lj J,(v)=J,_,

oldugu ortaya ¢ikar. Boylece veV ’'nin (1)-(4) optimal kontrol probleminin ¢oziimii

oldugu elde edilir.

Simdi kabullendigimiz sartlar altinda JQ(V) fonksiyonelinin @—2/C, >0 saglamasi

halinde kuvvetli konveks fonksiyonel oldugunu gostermeye calisalim.

Yani; Wv,,v, €V =L,(Q), Vz‘e[O,l] icin
J,(v.)=J, (v, +(1-7)V,)

<7d, () +(1-1)J, (%) (40)

-nz{l-7) Hvl Vo Hiz(g)

sartin1 saglayacak bi¢imde 7 > 0 sabitinin var oldugunu gosterelim.
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(2)-(4)  smur  deger probleminin  V, €V ’'ye karsibk gelen  coziimiinii
U, :MO(X, D=u(x,t ;Vl) ile gosterelim. Bu durumda (2) denkleminin lineer olmasindan

ve V' kontroliiniin denklemin sag tarafinda yer almasindan yararlanirsak kolaylikla,

u, (x,1) =u(x,t;v,) = ulx,t;7v, +1-7)v,)
=tu(x,t;v) + (1= u(x,1;v,) (41)
=tu, (x,1) + (1 —1)u,(x,1)

esitligini yazabiliriz. Bu esitligi JQ(V) fonksiyonelinin V, elemani iizerindeki degerinde

dikkate alirsak ,

J,v)==p

= _T'B”ul - y“Z(Q) —(1- T)'BHMO - y”i(ﬂ)

2 2
q — H Y
r V) TE Vel 0

(42)

2
+ Ta”‘}l ”L‘,_(Q)

+(1- T)a“voll;g)

—ar(l-7)y v, HZ(Q) +pr=0) ] ~u, H;Q)

elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda yer alan sonuncu terimi degerlendirelim. Bu

amacla Zt:ul —Uu, ile gosterelim. Bu taktirde (2)-(4) sartlarimi kullanirsak ;t:;t(x,t)

fonksiyonunun asagidaki baslangic sinir deger problemlerinin ¢oziimii  oldugu

kolaylikla goriiliir.
u u -
? —a—xz— =v(x,1),(x,1) € Q (43)
(3,0 =0, 0,z (01 1)
u(0,0) =u(l,t) =0,¢ €(0,T) (45)

Burada v = v, =V, dir. Goriildiigi iizere (43)-(45) baslangi¢ sinir deger problemi (2)-
(4) baslangic smir deger problemi tipinde bir problemdir. Bu nedenle (43)-(45)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in agsagidaki kestirimi yazabiliriz:
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2 < ~12
Hu LNEJ(Q) =G HV L©Q) (46)
Burada C, >0 sabiti (9) da yer alan sabittir. U,\~/ ‘nin formiiliini dikkate alirsak
Jlu, — Uolli(g) <G _V0||i2(g) (47)

elde edilir.

Bu esitsizligi (42) de dikkate alirsak ve Ja fonksiyoneli i¢in olan formiilden

yararlanirsak

J,(v.) =3, (v +A=1)V) < 7d, () +(1-7), (V)

(48)
—ar(l-17)|v, —Vo”i @ T AT A=)V, _VOHi(Q)

esitsizliginin gegerli oldugunu elde ederiz. @ —2C, >0 oldugundan 77 =a—2/¢,>0

sart1 saglanacaktir.

Buradan da Ja(V) ‘nin & —2f5C, >0 sart1 altinda kuvvetli konveks fonksiyonel oldugu

ispatlanir.

Ja(V) fonksiyoneli kuvvetli konveks fonksiyonel oldugundan ayni zamanda ciddi

konveks fonksiyoneldir.

Bu durumda Ja(V) fonksiyonelini istte ispatladigimiza gore {V} kiimesi tlizerinde

¢6zliimii oldugundan bu ¢dziimiin tek oldugunu soyleyebiliriz.

Boylece (1)-(4) optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin var oldugunu ve tek oldugunu

ispatladik.

Simdi (10) esitsizligini ispatlayalim. Bu amagla (40) tan yararlanarak asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:
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nt(l—r7) ||Vl —V0||i2(g) <-J, (v, +A-7)v)+7I_ (v,)+(A—7)I_(V,)- (49)

Farz edelim Ki {Vm} €V herhangi minimallestirici dizi olsun ve v" eV (1)-(4) optimal

kontrol probleminin herhangi ¢6ziimii olsun . (49) da ¢ :%,\/l =v™,v, =v" alalim.

Bu taktirde asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

*|12
n ||Vm vV

1 1 -
<= m_= .
L S5 %= 3.0)

4
Buradan da J_(v')= infJ,(v)=J,. oldugunu dikkate alip her iki tarafini —’ ye
ve a 77
carparsak (10) esitsizliginin gercekligini elde ederiz.

Boylece teorem ispatlanmustir.

4.2. Amacg fonksiyonelinin Diferansiyellenebilirligi ve Onun Gradyenti

Farz edelim ki yw =y(x,t) fonksiyonu asagidaki sinir deger probleminin ¢oziimii

olsun.
Oy Oy
?—W:Zﬁ(U(X,t)—y(X,t)),(X,t) eQ (50)
w(x.T) =o,% _0.x<(0,l) (51)
w(0,t) =y (l,t)=0,t (0, T) (52)

Burada u=u(x,t) (2)-(4) baslangi¢c sinir deger probleminin veV ’ye karsilik gelen
¢oztiimiidiir. (50)-(52) smir deger problemine (1)-(4) optimal kontrol problemine karsilik

gelen eslenik problem denir.

0
(50)-(52) probleminin ¢éziimii dendiginde £1(X,0)=0 sartim saglayan V¢ eWzl’l(Q)

icin
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J[_G_W%ﬁ_‘//%
ot Ot Ox Ox

}zxdz = j 28— y)&, (x,1)dxdt (53)

integral 6zdesligini

w(x,T)=0,xe(0,]) (54)

0
sartini saglayan WzLl (€)) uzayma ait olan y =y (x,t) fonksiyonu anlasilmaktadir.

Buradan (50)-(52) sinir deger probleminin (2)-(4) baslangi¢ sinir deger problemi tipli

bir problem oldugu goriiliir. Simdi 7 =7 —¢ degisken dontisimii yapalim. Bu taktirde

l/N/(x, 7) =w(x,T—7) gosterirsek asagidaki baslangi¢ sinir deger problemini elde ederiz:

~ 2"
25 *(ZTZU =2L(u(x,1)— y(x,1)),(x,7) € (55)
70 =0, 2% o 0. (56)
or
w(0,7) =y, 7)=0,7(0,T) (57)

Gorildigi tzere bu problem (2)-(4) problemine benzer problemdir. Sarta gore

y ELZ(Q) ve U EZQ(Q) oldugundan 2,3(1/!— y) ELZ(Q) olur.

Bu sart1 dikkate aldigimizda (2)-(4) baslangi¢ sinir deger probleminin kullandigimiz
distincelerden yola ¢ikarak hiikmedebiliriz ki (50)-(52) smir deger probleminin (53)

0
integral 0zdesligi ve (54) sartin1 saglayan WZ”(Q) uzayina ait olan bir tek c¢oziimi

vardir ve bu ¢oziim i¢in asagidaki kestirim gecerlidir:

T 9

hO
WZI.I(Q)
Burada ¢ >0 sabittir.

Simdi (1) fonksiyonelinin Vv eV iizerinde artisini bulalim. Bu amacla veV ’ye

v+AveV olacak bicimde Av EZQ(Q) artisin1 verelim ve (2)-(4) baslangi¢c sinir deger

2



probleminin v eV ’ye karsilik gelen ¢dziimiini u=u(x,t) =u(x,t;v) ile v+AveV’ ye

karsilik gelen ¢oziimii ise U, =U, (X,t)=U, (X,t;V+AV) ile gosterelim.

Bu durumda Au=Au(x,t) =u(x,t;v+Av) —u(x,t;v) ile gosterirsek bu fonksiyonun

asagidaki baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugu agiktir.

0’°Au  &*Au
e = Av(x,1),(x,t) e Q (59)
AU(X,O)=O,W=O,XE(O,|) (60)
Au(0,t) = Au(l,t) =0,t (0, T) (61)

(6) mtegral 6zdesliginde Au=Au(x,t) fonksiyonu i¢in £ (x,T)=0 sartin1 saglayan

0
V¢ eW,™(Q) igin gegerli olan asagidaki integral 5zdesligini

oAU BL AUl T, .
ﬂ_ﬁﬁ +E&}dxdt = i AVE (X, t)dxdt (62)
ve
Au(x,0)=0,x (0, (63)

baslangi¢ sartin1 yazabiliriz.
Bu Au = Au(x,t) fonksiyonu i¢in (8) kestirimine denk olarak

2
L, ()

Jauls  <c;]av] (64)
Wt (Q)

kestirimini elde edebiliriz. (1) fonksiyonelinin veV fizerinde artisin1 asagidaki gibi

yazabiliriz:
3, (v+Av) =3, (v) = =28 (u(x,) - y(x, 1) JAu(x, t)dxdt

: . 69
+ Zaju(x,t)Av(x,t)dxdt —~ ,B||Au||L2(Q) ta ||Av||L2(Q)
Q
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Bu esitsizligin sag tarafinda yer alan birinci terimi doniistiirmeye ¢aligalim. Bu amagla

o L1

0
(53) integral ozdesliginde ¢, =AueW, (Q), (62) dzdesliginde ise ¢ =y €W, (Q)

alalim.

Bu taktirde elde edilen esitlikleri taraf tarafa ¢ikartirsak,

2 j (u(x,) = y(x,t)) Au(x, t)dxdt = — j w (X, )AV(X, t)dxdt (66)

esitligini elde ederiz. Bu esitligi (65) te dikkate alirsak fonksiyonelin artisi i¢in olan

formiilii asagidaki bi¢imde yazabiliriz:

AJ, (V) = j [~y (%,t) + 2av(x, t) ] Av(x, t)dxdt +R . (67)

Burada

2
L2(Q)

R=—plauf} , +eav? (69)

2(Q)

dir. (64) kestiriminden yararlanirsak R kalaninin kolaylikla asagidaki bigimde bir miktar

oldugunu
R= 0(||AV||L2(Q)) (69)

Yani; ||Av], @ miktarma gore sonsuz kii¢iik miktar oldugunu elde ederiz. Bu formiilii

(67) de dikkate alalim. Bu durumda fonksiyonelin artis1 i¢in olan formiilii asagidaki gibi

yazabiliriz:
A3, W) = [[-w(x.0) + 2av(x, )] dxdt + o [Av],_, )- (70)

Fonksiyonellerin Frechet anlamda diferansiyellenebilirliginin tanimindan yararlanirsak

J, (V) fonksiyonelinin V=L,(Q) iizerinde Frechet anlamda diferansiyellenebilir

oldugunu ve onun gradyenti i¢in
J. (V) ==y (x,t) + 2av(x,t) (71)

formiiliiniin gegerli oldugunu sdyleyebiliriz. Boylece asagidaki teoremi ispatladik.

24



Teorem 4.2.1. Farzedelim Ki (DO(X),(/)l(X) fonksiyonlar1 (5) sartlarini1 saglasin. Bu

taktirde  J_ (V)  fonksiyoneli VvV  kiimesi iizerinde Frechet anlamda

diferansiyellenebilirdir ve onun gradyenti i¢in (71) formiilii gegerlidir.

4.3. Optimal Kontrol Problemlerinin Céziimii icin Gerek ve Yeterli Sart

Bu alt bdlimdeJ, (V) fonksiyonlarmin V  kiimesi iizerinde Frechet anlamda

diferansiyellenebilir olmasindan ve onun gradyentinden faydalanarak (1)-(4) optimal

kontrol probleminin ¢éziimiiniin gerek ve yeterli sartini elde edecegiz.

Teorem 4.3.1. Farzedelim ki teorem 4.1.1. ve teorem 4.2.1. in sartlar1 saglansin v’ eV

(1)-(4) optimal kontrol probleminin herhangi ¢6ziimii olmasi igin

J (V)= (x,t)+2av"(x,t) =0 (72)

sartin1 saglamasi gerek ve vyeterlidir. Burada l//*=l//*(X,t)El//(X,t;V*) fonksiyonu

eslenik problemlerin v" eV ‘ye karsilik gelen ¢oziimiidiir.

Ispat: Teorem4.2.1. e gére\]a(V) fonksiyonelinin VV kiimesi iizerinde Frechet anlamda

diferansiyellenebilir fonksiyonel oldugu ispatland1 ve onun gradyentinin formiilii i¢in

(71) formiilii ispatlandi.

Teorem 4.1.1. de fonksiyonelin siirekli oldugu ispatlandi. Simdi gradyentin yani J ;(V)

nin 'V kiimesi {izerinde siirekli oldugunu ispatlayalim. Bu nedenle YveV ve

||AV||L2(Q) —0 i¢in

||J;(v+Av)—J;(v)||L2(Q) —0 (73)
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oldugunu gosterelim.

Gergekten J ; (V + AV) -J ; (V) farkin1 (71) formiiliinden yararlanarak asagidaki gibi

yazabiliriz:
A, (V)= (V+AV) =] (V) =—pw (X t;V+AV) + 2a(V(X, 1) + AV(X,1)) (74)
+w (X, V) —2av(X,t) = Ay (X,1) + 2aAv(X,t)
Burada Ay (x,t) fonksiyonu asagidaki sinir deger probleminin ¢oziimiidiir.
OPAy  O*Ay

© o =2pAu(xt), (x,t)eQ (75)
Ay;(x,T):O,aA‘/’T()“T):o, x<(0,1) (76)
Ap(0,t)=Ap(L,t)=0, te(0,T) (77)

Burada Au = Au(x,t) (59)-(61) baslangic sinir deger probleminin ¢éziimiidiir.

Goriildigi lizere bu smnir deger problemi eslenik smir deger problemi bi¢ciminde bir
problemdir. Bu nedenle eslenik problem icin elde ettigimiz kestrime denk olarak

asagidaki kestrimi elde edebiliriz:

2

vy, <elaf ©

Simdi (64) kestiriminden yararlanarak Ay i¢in asagidaki kestirimi elde ederiz:

2

2
g L@’

[Avls, <cslav] (79)

w;H(Q)
Burada C; >0 sabiti Av’ den bagimsizdir. (74) formiiliinden yararlanirsak
|32 (v+AV) = 3] (v)| < [Ap (x,0)]+ 2 |Av(x t)|

elde ederiz. Bu esitsizligin her iki tarafinin karesini alip € iizerinden integrallemis

olursak kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:
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2
L (@)

2
L (@)

2
L (@)

95 v+ AV) = 3, W, o) < 2]Av ), ) + 827 [[AV]

Burada (79) kestirimini kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

9Lv+Aav) =3 W[ ., <c AV (80)

L (Q) L)'

Burada C; >0 sabiti Av’ den bagimsizdur.

Buradan da kolaylikla (73) limit bagintisinin gegerli oldugunu elde ederiz.

Béylelikle J,(V) fonksiyonelinin V  kiimesi iizerinde siirekli diferansiyellenebilir

fonksiyon oldugu ve bunun yani sira teorem 4.1.1.de ispatladigimiza gore & —2/3¢, >0

sart1 altinda konveks fonksiyonel oldugu dahasi kuvvetli konveks fonksiyonel oldugu

aciktir. Bu nedenle bu sartlar1 saglayan konveks fonksiyonelin minimumu i¢in V
kiimesi tim L,(€) uzayr oldugundan gerek ve yeterli sarti J,(V)=0 biciminde

yazabiliriz.

Burada fonksiyonelin gradyenti i¢in formiilii dikkate alirsak teoremin hiikmiinii elde

etmis oluruz.

Boylece teorem ispatlanmis oldu.

4.4, Optimal Kontrol Probleminin Coéziimii i¢cin Gradyent Yontemi

(1)-(4) optimal kontrol problemi sonsuz boyutlu sartsiz optimizasyon problemi

oldugundan onun niimerik ¢éziimii i¢in gradyent yonteminin semasini asagidaki gibi

yazabiliriz [25,26]:
V™ =y"—-g 3! (V"),m=0,12,.... (81)

Burada J. (V") fonksiyonelinin gradyentinin v™ iizerinde degeridir ve asagidaki formiil

ile bulunur:

I (V") == (X, t;V")+ 2av" (X,1). (82)
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0, > 0 ise yontemin parametresi olup asagidaki sarttan segilir:

J (V™)< (v")

a

iterasyon stireci

m+1 m

v

<ge>0
L, (@)

sart1 saglanana kadar devam ettirilir. Burada & >0 6nceden verilen sabittir. & >0 sabiti

ise (9) sartindan segilen bir sabittir.

(1)-(4) optimal kontrol probleminin niimerik ¢éziimiinii bilgisayarda gergeklestirmek
i¢in onun niimerik ¢oziim algoritmasini insa etmeye ¢alisalim. Bu amagla €2 bolgesini

aga doniistiirmeye ¢alisalim.

FarzedelimKi: t, =ku,k =0,N,x; =

N
=
N
I
3
>
I

Problemde yer alan integrali toplamla ve baslangic smir deger problemini fark
semasiyla degistirirsek sonugta asagidaki sonlu boyutlu ayrik optimal kontrol

problemini elde ederiz:
N-1M-1 N-1M-1

L, ([v])=-BzhY. Y |u; - yjk‘z +arhy v, (83)

k=1 j=1 k=1 j=1

I, ([v]) fonksiyonunun W = L;, uzayinda

Sy — O Uja =V J=LM-Lk=1LN-1 (84)
Uo=@, i =0M, Su,=g,, j=LM-1 (85)
Ug = U =0, K :]-,_N (86)

sartlar1 altinda minimumu bulmak gerekir.

Burada
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1 e Xja )
Vi :T—hj [ yoxtydxdt,j=1,M —Lk =1,N -1

ta X

1xj+1 i -
¢mj =H I (Pm(X)dX,m:O,l, J =1,M -1
Ug, —2Uy +U;
Poo = Pom =0, é}tujk == Z_2J -
Uiiggeg —2U g FUG
5§xujk+l == h”2< : S

Ly uzayi L, () uzaymm ayrik aymsi olup &yle bir [v]:(vjk),jzl,M—l

elemanlarindan olusur ki

olsun.

Fonksiyonelin gradyentinden yararlanarak (83) fonksiyonunun gradyenti i¢in asagidaki

formiilii yazabiliriz:

(V) =-w; +2avy, j=LM-Lk=1LN-1. (87)

Burada ¥
Ok — 0¥ = Zﬂ(ujk - yjk)’ j=LM-1k=LN-1 (88)
win=0,j=0M, Sy;,=0, j=LM-1 (89)
Yo =V =0, K =1N (90)

sisteminin ¢oziimiidiir.

Burada

Sy, = Vi _2‘//jk TVWia Sy, = Viaka _2(//jk—1 TViaa
ttr bk T 2 ! X

g =
T xx7 ] h2

dir.
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Simdi (83)-(86) ayrik optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in gradyent ydnteminin

semasini agagidaki gibi yazabiliriz:

W =vi -0l ([v']), i=IM-1k=1LN-1m=0,12,... (91)

m-a, jk

\Y

Burada 0,, >0 parametresi

L)<t (v])

sartindan  secilir. 1], ([V]) ise (87) formiiliiyle bulunur. Gradyent ydntemini
uygulamak i¢in her bir adimda (84)-(86) ve (88)-(90) cebirsel denklemler sistemi

[29,30] calismalarindan bildigimiz kovalama yontemiyle bulunur.

Iterasyon siireci

sartin1 saglayincaya kadar devam ettirilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Tezde ele almman baslangic smir deger problemleri konulma agisindan onceki
calismalardaki problemlerden ©6nemli bigimde farklilasmaktadir. Tezde incelenen
problemler ¢ok az incelendiginden tez ¢aligmasi gerek teorik gerekse de pratik agidan

Onem tasir.

Bu tezde Telin Titresim denklemi i¢in baslangic smir deger probleminin ¢dziim
algoritmasi insa edilmis ve bu amagla gradyent yontemi uygulanmistir. Ayrica bu

tezdeki optimal kontrol probleminde g >0 oldugundan problemi incelemek bilimsel

onem arz etmektedir. Clinkii & =0 oldugunda Ja(V) fonksiyoneli konveks fonksiyonel

olamamaktadir. Diger taraftan bir Onceki calismalardan farkli olarak burada olasi
kontroller kiimesinin karesel integrallenen fonksiyonlar uzayi olmasidir. Yani diger
caligmalara nazaran daha genis bir alanda ¢alisilmistir. Bu nedenle bu tezde elde edilen
arastirma bulgular1 diye adlandirdigimiz sonuglar, onceki ¢aligmalardaki sonuglardan

farklidir ve onlarla ortiismez.
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