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OZET

Bu tez calismasinda, ilk olarak Faber polinomlari kullanilarak kompleks mertebeden
genellestirilmis bi-subordinasyon fonksiyonlarin genel katsayisi igin bir st sinir
bulunmustur. Daha sonra ayni fonksiyonlar i¢in Fekete-Szegd problemi ¢oziilmiistiir.
Ayrica parametrelerin 6zel durumlarinda bi-Uinivalent fonksiyonlarin 6zel alt siniflari

igin iist sinirlar verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, firstly an upper bound for general coefficient of the generalized bi-
subordinate functions of complex order by using Faber polynomial is obtained. Later,
the Fekete-Szegt problem is solved for the same functions. Morever, upper bounds for

special subclasses of bi-univalent functions in special cases of parameters are given.

2016, 85 pages

Keywords: Bi-univalent function, Bi-convex function, Bi-yildiz1l function, Faber
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en dnemli konularindan birisi tinivalent fonksiyonlar
teorisidir. Kompleks duzlemin basit baglantili bir 6z altkiimesini birim diske konform
olarak doniistiiren fonksiyonun varligi Riemann doniisiim teoremi ile bilinir. Bu nedenle
keyfi basit baglantili bolgeler ilizerinde tanimlanan {inivalent fonksiyonlarla ¢aligmak

yerine birim disk de tamimlanan Univalent fonksiyonlarla ¢alismak ¢ogu kez kolaylik

saglar. Univalent fonksiyonlar iizerindeki ¢alismalar, U = {Z eC: |Z| < 1} birim diskinde

analitik, Gnivalent ve f(0)=0, f'(0) =1 sartlarin1 saglayan fonksiyonlarin olusturdugu

bir S sinifi lizerinde yogunlagmistir.

1907 yilinda Koebe, S siifina ait fonksiyonlar altinda U birim diskinin goriinttsuni

incelemis ve U birim diskinin f € S altindaki gdriintiisiiniin sinir1 olan &f (U) nun
orijine olan uzakhiginin 1/4 den kigiik olamayacagini ispatlamistir (Literatirde Koebe-

Ceyrek Teoremi olarak bilinir).

1916 yilinda Bieberbach tarafindan ileri siiriillen z e U olmak tzere f e S fonksiyonu

f(z)=z+ Zanzn bi¢ciminde bir Taylor acilimina sahipse n=2,3,... i¢in |an| <n
n=2

tahmini uzun yillar matematikgiler tarafindan ispatlanmaya calisilmis ve 1985 yilina

kadar bu tahmin sadece a,,a,,a,,a,,a;,8, katsayilari igin saglanabilirken 1985 yilinda
Branges tarafindan tiim a, degerleri icin ispatlanmistir. Bu asamalar

n=2 icin |a,|<2  Bieberbach (1916)

n=3icin |a;|<3  Lowner (1923)

n=4 igin |a,|<4  Garabedian ve Schiffer (1955)

n=5 icin |a;|<5  Pederson ve Schiffer (1972)

n=6 icin |as|<6  Pederson ve Ozawa (1968-1969)

Tum n'lericin |a,|<n L. De Branges (1985)



seklindedir. Unutulmamalidir ki, katsay1 problemini en énemli kilan sebep katsaymin
fonksiyonun geometrisi iizerindeki roliidiir. Ornegin ikinci katsayr kullanilarak,
yukarida da bahsedilen Koebe-geyrek teoremi, buyime (growth) ve genisleme

(distorsiyon) teoremleri ispatlanir.

1985 yilinda elde edilen bu ¢ozlim iinivalent fonksiyonlar teorisini zenginlestirmistir ve
beraberinde bir¢ok yeni problemin ortaya ¢ikmasina vesile olmustur. Bu problemlerden
biri linivalent fonksiyonlarin alt siniflarinin 6zelliklerini aragtirmak olmustur. Bu alt

simflarin en Onemlilerinden biri yildizil fonksiyonlarm smifi S”, digeride konveks

fonksiyonlarmn siifi C dir.

Ele alman problemlerden bir digeride hem kendisi hemde tersi Univalent olan yani
kisaca bi-linivalent fonksiyonlarin belirttigi serinin katsayilari i¢in kesin bir {ist sinir

bulmaktir. Bu problemle ilgili ilk c¢alisma 1967 yilinda Lewin [27] tarafindan

yapilmistir. Lewin calismasinda Grunsky esitsizligini kullanarak her f,f*e S igin

|a2| <1.51 oldugu ispatlamistir. Yalniz bu iist sinir kesin degildir. 1979 yilinda Brannan
ve Clunie [7] |a2|S\/§ bularak Lewin’in sonucunu iyilestirmistir. Netanyahu 1968
yilinda [31] max|a2|:4/3 olarak ispatlamistir. Styer ve Wright [41] ¢alismasinda
Netanyahu’nun bu calismasindan yola ¢ikarak |a2|>4/3 esitsizligini saglayan bi-

tinivalent fonksiyonlarin var olduguna dair bazi 6rnekler vermistir. Bundan sonraki
yillarda bi-iinivalent fonksiyonlarin katsayilar1 iizerine ¢alismalar hiz kazanarak bi-
tinivalent fonksiyonlarin alt siniflar1 i¢in katsay1 problemi ¢alisilmigtir. Bu asamada da
ilk calisma Kedzierawski [25] tarafindan 1985 yilinda yapilmistir. Kedzierawski
calismasinda
1.5894, f.f'eS

2 f,.fleS
1507, feS,f'eS
1.224; feCc fteS

|, | <

kesin olmayan sinirlari elde etmistir. Ayni1 yilda Taha [44] daha iyi bir sinir olarak

|a2| <1.485 oldugu ispatlamistir.



Daha sonra 1986 yilinda Brannan ve Taha’nin giiglii bi-yildizil, « - mertebeden bi-

yildizil ve o - mertebeden bi-konveks fonksiyonlar igin a, ve a, icin kesin olmayan tist

sinirlarmi1  verdigini  goriiyoruz.  Ozellikle 2010 yilindan sonra bi-Univalent

fonksiyonlarmn alt siiflara ait fonksiyonlar i¢in a,,a, ve a, katsayilarinin kesin

olmayan iist sinirlarmi bulma problemi olduk¢a hiz kazanmustir. Oyle Ki; bu ilk iki
katsayi ile ilgili Gst smurlar 2010 yilinda Srivastava, Mishra ve Gochhayat’in [37]
calismasiyla baslamis, 2011 yilinda Frasin ve Aouf [16], 2012 yilinda; Ali, Lee,
Ravichandran ve Supramaniam [4], Xu, Gui ve Srivastava [47], Xu, Xiao ve Srivastava
[48] ve Li and Wang [28], 2013 yilinda; Deniz [13], Caglar, Orhan ve Yagmur [12],
Kumar, Kumar ve Ravichandran [26], Srivastava, Bulut, Caglar ve Yagmur [38], Bulut
[9], Crisan [11], Magesh ve Yamini [29], Tang, Deng ve Li [45],
Murugusundaramoorthy, Magesh ve Prameela [30], Prema ve Keerthi [35] and Srutha
ve Chinthamani [43] ile devam ederek ve materyal ve yontem béliminde de sunulan
2014-2016 yillar1 arasinda yapilan bir¢ok ¢alismayla halen giincelligini korumaktadir.
Bu ¢alismalarin tamaminda bulunan iist sinirlar kesin degildir. Dolayisiyla bi-Univalent
fonksiyonlarin katsay1 problemi ile ilgili iki agik problem goze carpmaktadir. Bunlardan
biri her ne N igin genel a, katsayilarinin st sinirin1 bulmak digeride kesin {ist sinir
bulmaktir. Her iki problemde bugiine kadar ¢oziilememistir. Yalniz Jahangiri ve Hamidi
[22] 2013 yilinda yaptig1 ¢alismada bi-iinivalent fonksiyonlarin bir alt sinifi igin Faber

polinomlarinin katsayilariin 6zelliklerini kullanarak k €{2,3,...,n-1} icin a =0
olmas1 durumunda a, i¢in kesin olmayan {ist sinir bulmustur. Bununla agik problem
olarak bildigimiz genel a, katsayilarmin iist sinirmi bulmak kismende olsa ¢oziime
kavugmustur. Bu ¢aligmadan sonra bu konu iizerine 2014 yilinda; Hamidi ve Jahangiri
[18,19], Bulut [10] ve Jahangiri, Hamidi ve Halim [24], 2015 yilinda; Jahangiri ve
Hamidi [23] ve Hamidi ve Jahangiri [20] ve 2016 yilinda ise; Hamidi ve Jahangiri [21]

ve Deniz ve arkadaslarinin [14] ¢alismalarin1 gérmekteyiz.

Tezin kuramsal Temeller basligi altinda tezde kullanilacak temel tanim ve bilgiler
sunuldu. Materyal ve yontem kisminda ise bi-Univalent fonksiyonlarin alt siniflari igin
katsay1 problemi ile ilgili bugiine kadar yapilan ¢alismalarin bir 6zeti verildi. Bulgular

kisminda ise ilk defa bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar ispatlariyla verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde daha sonraki boluimlerde kullanilacak olan temel kavramlar sunuldu. Bu

kavramlar Ponnusamy ve Silverman’in [34] kitabindan alinmistir.

Tamm 2.1.1 (r-komsulugu): z,€C ve r>0 bir reel sayr olmak iizere
U(Zo,r)={Ze(C:|Z—ZO|<r} ifadesi z, merkezli, r yarigapli agik disk (veya Z,

noktasinin I —komsulugu) olarak adlandirilir.

U(Zo,r) ile U(z,,r) nin kapams1 oU(z,,r) ile de onun sinir1 ve orijin merkezli r
yarigaph disk U (0,r) =U, ile gosterilecektir. Ozel durumda orijin merkezli agik birim

disk U ={z:|z|<1,2e C} ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.2 (I¢ Nokta): ScC herhangi bir kiime olsun. z,€S noktast igin

U(z,,r) c S olacak sekilde bir r>0 sayis1 varsa Z, noktasina S kimesinin bir i¢

noktas1 denir.

Tamm 2.1.3 (Acik Kiime): Bir S < C kiimesi verilsin. Eger S kiimesinin her noktasi

S nin bir i¢ noktasi ise S kiimesine agik kiime denir.

Tamm 2.1.4 (Kapah Kiime): S c Colsun. S kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise, S

kiimesine kapali kiime denir.

Tanmm 2.1.5 (Baglantih Kiime): Eger ScS US,, SNS #d, SNS,=#d ve
SN§ NS, = olacak sekilde S, ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime

bulunamaz ise ScC kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde bu S kumesine

baglantisiz kiime denir.



Tamim 2.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir.

Tamm 2.1.7 (Sureklilik): ScC, f:S— C bir fonksiyon ve z, €S olsun. Her ¢ >0
icin |2—2,| <& oldugunda |f(z)- f(z,)|<¢ olacak bicimde &=05(z,,¢)>0 saysi
varsa f ye z, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu S kimesinin her bir

noktasinda siirekli ise f ye S kiimesinde sirekli fonksiyon denir.

Tamm 2.1.8 (Egri): [a,b]c R olmak Uzere stirekli bir y:[a,b] - C fonksiyonuna C

diizleminde egri (yol) denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirastyla egrinin baslangig ve

bitim noktalar1 denir.

Tamm 2.1.9 (Kapah Egri): y:[a,b] > Cye bir egri olsun. y(a)=y(b) ise y ya

kapali egri denir.

Tamm 2.1.10 (Basit Kapah Egri): U¢ noktalarin ¢akismasi hari¢, kendini kesmeyen
egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan
egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dist olmak iizere iki bolgeye
ayirir. Jordan egrisinin i¢ine Jordan bolgesi denir. y egrisi [a,b] kapali araliginda
tiirevlenebilir olsun. Eger [a,b] kapali aralifinda " tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise
y egrisine diizgiin egri denir. t, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen p(t)
degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi egrinin yoniini belirtir. Kapali bir
egrinin yonii ya pozitif veya negatiftir. Kapali olmayan egriler i¢in baslangic

noktasindan bitis noktasina dogru siralama yon olarak alinir.



2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve iinivalent fonksiyon kavramlari tanitilacak ve bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.2.1 (Diferensiyellenebilme): A< C bir bolge olmak tzere f:AcC—>C

ye bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

lim f (Z) — f (ZO)

1517, Z—ZO
sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu z,€ A noktasinda diferensiyellenebilirdir

(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z = z, noktasinda f(z)

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir [34].

Tamm 2.2.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu
noktanin belli bir U (Zo, r) komsulugundaki biitiin noktalarinda diferensiyellenebiliyorsa

f ye z, noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir ScC
kiimesinin her noktasinda analitikse f ye S kiimesinde analitik denir. Tim kompleks

duzlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir [34].

z=x+1iy olmak tzere f(z)=u(x,y)+iv(X,y) kompleks degiskenli kompleks degerli
fonksiyonu analitik ise

ov
oy

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar [34].

ou ou ov
&(x, y) =—(X,y) ve @(x, y) ——&(X, y)

Teorem 2.2.1 (Liouville Teoremi): Bir f(z) tam fonksiyonu sinirli ise, sabittir [34].

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki gibidir [34].



Teorem 2.2.2 (Cauchy-Turev Formuld): f, pozitif yonlii basit kapali p egrisi iginde

ve uzerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin iginde bir nokta ise n € N igin

J- f(z) dz

(Z _ Zo)n+l

|
f0(z) =

27i
V4

dir.

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: f, bir b6lgede analitik
bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0 bdlgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f)=Ya,(z-2)", a =f7(z)/n! 2.1)

seklinde bir Taylor acilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada

birinci mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi vardir
diyemeyiz. Ornegin, f(X)=x¥? reel degiskenli fonksiyonunun x =0 noktasinda

birinci mertebeden tiirevi oldugu halde, aymi fonksiyonun X =0 noktasinda ikinci

mertebeden tlirevi yoktur [34].

Tanim 2.2.3 (Ayrik Tekil nokta): Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasiin bir
U (Zo , r) - {Zo} delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f

fonksiyonu icin z, noktas1 bir ayrik tekil noktadir denir [34].

Teorem 2.2.3 (Laurent Teoremi): ¢, ve ¢, merkezleri z, noktasinda bulunan pozitif
yonde yonlendirilmis iki gember olsun. r, <1, olmak tizere c,, I, yaricapli ve C, de r;

yarigapli ¢cemberler olarak almsm. Eger bir f fonksiyonu c, ile ¢, in Uzerinde ve

bunlarin arasinda kalan halka bolgenin tamaminda analitik ise bu durumda bdélgedeki

her Z noktasinda f(z) fonksiyonu a, ve b, kompleks sayilar olmak iizere

f@)=Ya(z-2)+3 2.2)



agtlimi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun 2z, noktasinin delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilim1) denir [34].

Tanim 2.2.4 (Kutup Noktasy): z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktas:1 olsun.
Laurent ag¢ihmindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkh ise z,

noktasina f(z) fonksiyonunun kutup noktast denir [34].

Tamm 2.2.5 (Meromorf fonksiyon): Kompleks dizlemin bir A boélgesinde kutup

noktalart hari¢ analitik olan f(z) fonksiyonuna A bdlgesinde meromorf fonksiyon

denir [34].

Teorem 2.2.4 (Maksimum Modul Prensibi): f fonksiyonu kompleks dizlemin bir A
bolgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A bdlgesinde sabit olmadikga, |f(z)|

maksimum degerini A bdlgesinin sinirinda alamaz [34].

Sonug 2.2.1: A kompleks diizlemde sinirli bir bolge ve sabit olmayan f fonksiyonu da
bu boélgenin sinirinda siirekli ve iginde analitik olsun. Bu durumda |f(z)| maksimum

degerini A bolgesinin sinirinda alir [34].
Maksimum prensibinin 6énemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Lemma 2.2.1 (Schwarz lemmasi): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda |f'(0)|<1 ve

| f(2)|<|z| dir. Esitlik sadece 6 € R olmak tizere f(z)=e"z ile saglanir [9].

Teorem 2.2.5 (Minimum Prensibi): f(z) fonksiyonu kompleks dizlemin bir A

boélgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her ze A i¢in f(z) =0 olsun. Bu durumda

| f (Z)| , A bolgesinde minimum deger alamaz [34].



Sonug 2.2.2: A kompleks diizlemde sinirli bir bolge, f(z) bu bdlgede sabit olmayan

bir fonksiyon ve her ze A icin f(z)#0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A
bolgesinin i¢inde analitik, sinirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda | f (Z)|

minimum degerini A bélgesinin sinirinda alir [34].

Tamm 2.2.6 (Univalent fonksiyon): f, Ac C bélgesinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Her z,,z, € A icin f(z) = f(z,) olmasi sadece z, =z, olmasini gerektiriyorsa (veya
z, #2, oldugunda f(z,)#= f(z,) gerceklesiyorsa) f fonksiyonuna A bolgesinde

tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir [15].

Eger f, z, noktasinin bir komsulugunda tnivalent ise f ye yerel linivalent fonksiyon

denir.

Teorem 2.2.6: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel {inivalent olmast i¢in

gerek ve yeterli kosul f'(z,) #0 olmasidir [15].

Ayrica f'(z,)#0 sart1 f(z) fonksiyonunun tinivalentligi i¢in gerek sarttir fakat yeterli

degildir. Yani sadece f analitik fonksiyonu Univalent ise f'(z,)#0. Tersi daima

dogru degildir. Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede

tinivalent olmasi gerekmez.

Ornek 2.2.1: f(z)=z* fonksiyonu A={z:1<|z|<2,0<argz<3z/2} bolgesinde
yerel iinivalent olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z)=z> fonksiyonu,

A bolgesinde analitik ve her z, € A igin f'(z,) #0 saglandigindan yerel {inivalenttir.

Fakat

oldugundan f(z) =z’ fonksiyonu A bélgesinde iinivalent degildir.



Eger Ac C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel (nivalent ise, bu durumda z € A

noktasinda f'(z) turevi, f nin yerel geometrik davranigini belirler.

f'(z)| ve arg f'(2)

degerleri sirasiyla yerel biiylime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna

ilave olarak, f:AcC—C analitik doniisimiiniin Jacobian determinanti

J(2)= f’(Z)|2 ile verilmektedir. Jacobian determinantinin |f'(z)|2 ifadesine esit

oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca gorilir. Boylece Teorem 2.2.6 den
analitik fonksiyonlar ic¢in Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel

tinivalentlik i¢in gerek ve yeter sarttir.

Tamm 2.2.7 (Konform doéniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gegen iki
diizgiin egri arasindaki a¢inin biiyiikliiglinii ve yOniinii koruyorsa, bu doniisiime bu

noktada konform doniistim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir Ac C bdlgesinin tim

noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bdlgesinde konformdur denir [15].

Omegin f(z)=¢* déniisimii C diizleminin tamaminda konformdur

Teorem 2.2.7: f fonksiyonun analitik oldugu her Z noktasinda f'(z)#0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur.

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve {inivalent bir fonksiyon konformdur. En onemli
konform doniisiimlerden biri Mobius doniisiimiidiir. Bu dontisiim; a, b, ¢, d kompleks
sabitler olmak tzere

_az+b

w=1@) cz+d’

ad —bc =0

genisletilmis kompleks diizlemi (C, =Cu{ec}) kendi (zerine konform olarak

resmeder.

Z—duzlemindeki D c C (D =C) bolgesini, w-dizlemindeki D, bolgesi Uzerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varligi 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmastir.
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Teorem 2.2.8 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks dizlemin her D < C (D # C)
basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski lizerine resmedilir. Ayrica,
z, €D olmak tzere f(z,)=0 ve f'(z,)>0 kosullarim saglayan ve D yi U birim

diski lizerine resmeden bir tek konform dontisiim vardir [15].
2.3 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boélimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan (nivalent
fonksiyonlar1 biraz daha ayrintili sunacagiz. Analitik olarak, bir iinivalent fonksiyon
sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere
doniistiiriir. Hem analitik hem de iinivalent fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit
baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniisim teoreminden, keyfi bir basit

baglantili bolgede tanimli f Univalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte tanimli
bir f Gnivalent fonksiyonu secilebilir. Bu fonksiyon icin f(0)=0, f'(0)=1

normalizasyon sartlar1 géz Oniine alinirsa (2.1) serisi
f(z)=2+) a,2", (zeV) (2.3)
n=2

seklini alir. Burada (2.3) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik
fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin simifim A ile gosterecegiz

ve kisaca
A:{f :VzeU iginf(z)=z+> a2 }
n=2

seklinde yazilabilir.
Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tas1 olan bir sinifi asagida tanimlayalim.

Tanmm 2.3.1 (S Smifi): U birim diskinde tnivalent olan f €. 4 fonksiyonlarinin

olusturdugu simifa S sinifi denir ve kisaca
S={f eA:vzel iginf —Univalent}
seklinde gosterilir [15,17,33].
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S smifina ait bazi fonksiyon orneklerini asagida verelim.

(i) w=f(z)=z(@-2)" fonksiyonu U birim diskini Re(w)>-1/2 sag yar diizlemine

resmeder.

(i) f(z)=z(@1-2z*)" fonksiyonu U birim diskini (C\{(—oo,—1/2]u(1/2,oo]} bolgesi

Uzerine resmeder.

(iii) f(z)=12(1-2)? Koebe fonksiyonu U birim diskini C\(—o0,—1/4] bolgesi Uzerine

resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki, S sinifina ait iki fonksiyonun toplami S sinifina ait

olmayabilir. Ornegin;

z z
f(z)=— ve f,(2)=——
1(2) 1-2 () 1+iz
fonksiyonlart S sinifina ait olmasina ragmen
1 1
f(2)=—— ve f,(2) =————
1(2) (1-2)? :(2) (L+iz)?
tlrevlerinden
2-2(1-1)z

f(2)+ f,(2) = m

elde edilir. Buradan z = 1—;' €U noktasinda f(z)+ f,(z) =0 oldugu goriiliir. Bununla

beraber S smifindaki birgok 6zellik bazi dontisiimler altinda korunur.

Teorem 2.3.1: f € S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eslenik alma: g(z)= f(Z)=z+&,z° +... ise, g€ S dir.
(i) Dondirme (Rotasyon): € € R olmak Uzere
g(z)=ef(e"z) =2+ a,e"z", (zeU)
n=2

fonksiyonu S simnifina aittir.
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(iii) Genisleme: 0<r <1 olmak Uzere
g(z)=rtf(rz)=z+) ar"'z", (zeU)
n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, €U olmak uzere

7+1
f O |—f
[1+TOZJ (2))

-z '(z,)

, (zeV)

9(2) =

fonksiyonu S sinifina aittir.
(v) Deger bolgesi doniisiimii: w fonksiyonu f(U) da tnivalent ve w(0)=0, v'(0) =1
kosulunu gercekleyen bir fonksiyon ise o f € S dir.

(vi) Cikarilmig deger doniigimii: w ¢ f(U) olsun. Bu durumda,

__ @ _
00w @<V

fonksiyonu S sinifina aittir.
(vii) n. kok doniisiimii: Eger n=2,3,... ise

g(z): n[f(zn) :Z+&Zn+l+%(2na3_(n_l)a22)22n+l+m, (Z EU)
n n

fonksiyonu S sinifina aittir [15].

Tanmm 2.3.2 (P smmfi): U birim diskinde p(0) =1, Re p(z) >0 kosullarint saglayan

p(z) =1+ Z:ann seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu siifa Caratheodory sinifi veya
n=1

P sinifi denir [15].

Ornegin; p(z) = (1+2)/(L-2),zeU fonksiyonu P sinifina ait olup, U birim diskini
sag yar1 diizlem iizerine resmeden bir konform doniisiimdiir. Ayrica, P sinifina ait bir
fonksiyonun {inivalent olmas1 gerekmez. Ornegin; f(z)=1+2" fonksiyonu P sinifina

ait olmasina ragmen N e N, N> 2 i¢in tinivalent degildir.
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Tamm 2.3.3 (Q smufi): U birim diskinde ¢(0)=0 ve |#(z)|<1 kosullarim saglayan

analitik fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarinin siifi denir ve Q

ile gosterilir [15].

Bunlarin yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

1+¢(2)
1-¢(z)’

P ve Q smiflarii tanimladiktan sonra, S smifinin iki 6nemli alt sinifin1 agagidaki

p(2)eP <= p(2)= #(2) e Q.

sekilde verebiliriz.

Tamm 2.3.4 (S* simfi): B < C kiimesi verilsin. B kimesindeki sabit bir w, noktasini

her w e B noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye

W, noktasina gore yildizil kiime denir. W, noktasi 6zel olarak orijin segilirse, bu
kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi1 verilir. Eger bir f
fonksiyonu U birim diskini W, noktasina gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna w, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda, f fonksiyonu
U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon

denir. f € A olmasi durumunda yildizil fonksiyonlarin simifi S” ile gosterilir [15,33].

Yildiz1l fonksiyonlarin yukaridaki geometrik tanimini analitik olarak ifade eden en

Onemli teorem asagida verilmistir.
Teorem 2.3.2: f € A olsun. Bu halde f € S™ olmasi igin gerek ve yeter sart
Re #(2) >0
f(2)

olmasidir. Ayrica, f(z)=z+ Z:anzn eS = |an| <n  degerlendirmesi dogrudur
n=2

[33,17].
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Kisaca yildizil fonksiyonlar
S'=<feA:VzeU icin Re 2@ >0
f(2)

seklinde gosterebiliriz. Ornegin, S* smifina ait fonksiyonlardan en &nemlilerinden

birisi ze€U olmak Uzere,

2
seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu k(z) :%{(T—Zj —1:|
-z

seklinde yazabiliriz. Ayrica k(z) fonksiyonu,

U@ =12, 9@=v'@), k@ -39

bi¢iminde yazilarak U birim diskini —oo dan -1/4 e kadar negatif reel ekseni
cikartilmis kompleks diizlem iizerine konform olarak doniistiirdiigilinii gorebiliriz. k(z)

doniisiimii tinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde énemli rol oynar.

‘Y 4V

Sekil 2.1: Koebe fonksiyonu

Yukaridaki sekilden de goriildiigii gibi k(z)= a 22)2 =z+) nz"eS" dir. Ayrica
- n=2

Teorem 2.3.6 kullanilarak da z =re" ve (0<r<1,0<6<2r) olmak lzere,
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S

o 1-r JL+r
1+r?2=2rcos@ 1-r

elde edilir. Buradan da k(z) € S* oldugu gériiliir.

Koebe fonksiyonunun dénmeleri (rotation), her z €U igin,

z

k,(2) = m

seklinde tanimlanir ve K,(z) fonksiyonlart S smifina ait fonksiyonlardir. Bu déniigiim

ile birim diskin goruntlisi +c dan —e*i6/4 151n hari¢ kompleks diizlem olur. « € (0,2]

ve zeU olmak lzere f(2) =2i{(1'+—ZJ - } fonksiyonu, “genellestirilmis Koebe
4 A

fonksiyonu” olarak adlandirilir ve S sinifina aittir.

Tanmm 2.3.5 (C smfi): Bc C kimesi verilsin. Her w,,w, € B i¢in W, noktasmni W,

noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B iginde kaliyorsa B ye konveks kiime

denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f e A olmasi durumunda konveks

fonksiyonlarin siifi C ile gosterilir [15,33].
Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.
Teorem 2.3.3: f €. 4 olsun. Bu halde f e C olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Re[1+w] >0
f'(2)

olmasidir. Ayrica, f(z)=z+ Z:anzn eC=> |an| <1 degerlendirmesi dogrudur [17,33].
n=2

16



o0

Omegin;  f(z)= —| 0g (1+ ZJ Z 7= dir.  Gergekten  z=re"

2

(0<r<1,0<6<2r) olmak lizere,

" 2 2Ai20

Re 1+w =Re 1+—Zz =Re 1+r—229
f'(2) 1-z 1-r'
1-r* 1 r2
1+r —2r%cos26 1+r

elde edilir.

Teorem 2.3.2 ve 2.3.3 Un bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafindan verilmis olan

asagidaki teorem S° ve C siniflarina ait fonksiyonlar arasindaki ¢ok Onemli bir

baglantiy1 ifade eder.

Teorem 2.3.4 (Alexander Teoremi): fe A ve zeU olmak Ulzere, g(z)=1zf'(z)

olsun. Bu durumda, f € C olmasi igin gerek ve yeter sart g € S” olmasidir [15,17,33].

Simdi tinivalent fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yere sahip olan subordinasyon ve

Hadamard ¢arpim kavramlarini verelim.

Tanim 2.3.6: f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon
olsun. U birim diskinde f(z)=g(w(z)) olacak sekilde bir w € Q fonksiyonu varsa, f

fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir [15].

Eger g Univalentise f <g < f(0)=9(0) ve f(U) < g(U) gerektirmesi dogrudur.

Subordinasyon prensibi (Lindeléf Prensibi): Eger f fonksiyonu U birim diskinde
analitik, Univalent ve g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica

g(0)=f@0) ve gWU)c f(U) ise, bu durumda U, diskinde her r<1 igin

ve g(U,) c f(U.) dir [15].
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Ozellikle, eger f < g ise
max| f (z)] < max|g(z)|, (re(0,1)

|zj<r |zj<r
esitsizligi dogrudur. Ayrica,
1+z
p(2)eP < p(z)<ﬁ ve ¢(2)eQ < ¢(2)<z

gerektirmeleri yazilir.

Sekil 2.2: f < g Subordinasyonu

Tanmm 2.3.7: f,g e A fonksiyonlar

f(z)=z+) a,2" ve g(2)=2+) b2
n=2 n=2

seklinde verilsin. f ve g fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimlari,

(1+g)D) =2+ Y ab,2 =(g* )@

seklinde tanimlanir. Burada "+" Hadamard ¢arpimini gosterir [15].

Tamim 2.3.8 (S"(S) smfi): 0< S <1 olmak lizere her z€ U igin

Re[zi 'é?}ﬂ

kosulunu saglayan f e A4 fonksiyonuna f —mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusurdugu smifa da S —mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir

ve S°(pB) ile gosterilir [17].
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Tamm 2.3.9 (C(5) smifi): 0< S <1 olmak tzere her z€U igin

ot

kosulunu saglayan f e.A fonksiyonuna /S —mertebeden konveks fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusurdugu siifa da £ —mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi denir

ve C(p) ile gosterilir [17].

Subordinasyonu kullanarak S*(f) ve C() fonksiyonlarini

S*(ﬁ):{f ced: Zf'(z)<1+(1‘2ﬁ)z,osﬂ<1}
f(z) y -

ve

(z) 1-z

C(ﬂ)={f c A1+ Z:,”(Z)<1+(1_2’B)Z,Osﬂ<l}

seklinde de yazabiliriz.

Ozel olarak, S*(0)=S" ve C(0) =C yazilir. Buradan da anlasildig iizere S*(8)c S”
ve C(f) cC dir.

Tanmmm 2.3.10: ¢:U —»C fonksiyonu ¢(0)=1, ¢'(0) >0, Re(¢(z))>0 kosullaim

saglasm. Ayrica ¢(U)da reel eksene gore simetrik olsun. Bu kosullarmi saglayan

fonksiyonlar W smifindandir denilir.

Bu durumda ¢ e W ise
p(z)=1+Bz+B,2°+.. (zeU,B Q)
seklinde Taylor agilimina sahiptir.
Ayn1 W sinifi ile P smifi arasinda yakindan bir iliski vardir. Oyle ki; p,, p, e P ve
u,v:U ->U,u(0)=v(0) =0 fonksiyonlar1 i¢in

1+u(2)

=1+CZ+C2% +...
1-u(2)

pl(z) =
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ve

1+v(2)

=1+bz+bz* +..
1-v(z) hz+b,

pz(z) =

seklinde tanimlansin. Buradan

_ 2
u(z)=M=&z +l C, ST P
p(z)+1 2 2 2

ve

v(z) :M:Ez +£[b2 —Ejzz +..
p,(z)+1 2 2

yazilir. Bdylece

B.C 1 c 1
p(u(2)) =1+fz + {E[CZ —?j B, +ZCIZBZ}ZZ +...

ve
(V(2)) :1+i;z +{%[b2 —%2] B, +%b1282}22 +...

elde edilir [4].

Tamm 2.3.11 (Ma-Minda Yildizil Fonksiyon): f € A ve ¢ )V olsun. Her zeU
icin
zf'(2)
f(2)
kosulunu saglayan fonksiyonlara Ma-Minda yildizil fonksiyon denir. Ma-Minda yildizil

< ¢(2)

fonksiyonlarm simifi S [¢] ile gosterilir [4].

Ozel durumda

1-z

S*[“—Z}:S* ve S*{H(i_—za)z}:é‘*(a) (0<a<l)

yazilir.
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Tamim 2.3.12 (Ma-Minda Konveks Fonksiyon): f € A ve ¢ € W olsun. Her zeU
icin
1+w<
f'(2)

»(2)

kosulunu saglayan fonksiyonlara Ma-Minda konveks fonksiyon denir. Ma-Minda

konveks fonksiyonlarin simfi C[¢] ile gosterilir [4].

Ozel durumda

C{“—Z}=C ve C{M}=C(a) 0<a<])
1-z 1

yazilir.

Tamm 2.3.13 (y—Mertebeden Ma-Minda Yildizil Fonksiyon): feAvepeWW

olsun. y € C/{0} olmak Uzere her zeU igin

1(2t'(z)
+;( ) l}—w)(z)

kosulunu saglayan fonksiyona y —kompleks mertebeden Ma-Minda yildizil fonksiyon

denilir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif S[y;¢] ile gosterilir [14].

Tamm 2.3.14 (y —Mertebeden Ma-Minda Konveks Fonksiyon): f e A vegpe WV

olsun. y € C/{0} olmak Uzere her zeU igcin

1+ 1(Zf ”(Z)j < ¢(2)

y\ '(2)
kosulunu saglayan fonksiyona y —kompleks mertebeden Ma-Minda konveks fonksiyon

denilir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif C[y;¢] ile gosterilir [14]

y —kompleks mertebeden Ma-Minda yildizil ve konveks fonksiyonlarin siiflart

arasinda  C[y;0] < S [y;@¢] bagintist mevcuttur. Bu siniflar igin  y min  6zel

durumlarinda S'[L;¢] =S [¢] ve C[L¢] = Cl¢] elde edilir.

21



Tanmm 2.3.15 (/C(S) simfi): 0< B <1 olmak lizere her zeU igin
Re (w] > [
9(2)
kosulunu saglayan bir ge S~ fonksiyonu varsa bu durumda f e.4 fonksiyonuna
S —mertebeden konvekse yakin fonksiyon ve bu fonksiyonlarin olugsurdugu sinifa da

[ —mertebeden konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi denir ve K(f) ile gosterilir [18].

Ozel olarak K(0)=K smifina konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi, bu sinifa ait

fonksiyonlarada konvekse yakin fonksiyon denir.

Yukaridaki siniflar arasinda

CcS cKcScA

igcerme bagintis1 vardir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde ilk olarak bi-tinivalent fonksiyonun tanimi ve seriye agilimi gibi bazi
Ozellikleri verilmistir. Daha sonra bi-iinivalent fonksiyonlarin smifinin belli alt
smiflarina ait fonksiyonlar i¢in katsay1 problemine iligkin yapilan ¢aligmalar tarihi seyir

icinde sunulmustur.
3.1 Bi-tinivalent Fonksiyonlarin Tanimi ve Bazi Ozellikleri

Bu baslik altinda bi-iinivalent fonksiyonun tanimi ve seriye acilimi gibi bazi 6zellikleri

verildi.

Tanmim 3.1.1: Hem Kkendisi hemde tersi Univalent olan fonksiyona bi-tnivalent

fonksiyon denir.

Bir f fonksiyonun tersi f " ile gosterilirse

f(f(2)=z

yazilir. Diger taraftan Koebe-geyrek teoremine gore her U diskinin f € S altinda
gOruntasa orijin merkezli % yarigapli diski ihtiva ettigini biliyoruz. Boylece her f € S

fonksiyonu
f(f(z))=2, (zeU)

ve

F(Fiw)=w, [|w|<r0(f),r0(f)2

)

Budurumda f(z)=z+ Zanzn €S alnrsa, f(2)=z+ anzn olacagi agiktir. Bu

n=2 n=2

N

olacak sekilde f* tersine sahiptir.

durumda
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(£ w)=frw+a,[ W] +a[ i w] +..

0 0 2 0
=w+ Y bw" +a{w+ anw”} +a3[w+ anw”} +.
n=2

n=2 n=2
=w+(a, +b,)W? + (b, + 2a,b, + a,)w’ + (b, + 2a,b, + a,b,” + 3ab, +a, )W’ +...
=W
seklinde olur. Buradan karsilikli w nin ayni dereceli kuvvetlerinin katsayilari esitlenirse

a, ile b, ler arasinda

a,+b,=0=>b,=-a,
b, +2ab, +a,=0=b,=2a’ —a,
b, +2a,b, +ab,® +3ab, +a,=0=b, =-5a’ +5a,a, - a,

seklinde bagintilar elde edilir. Boylece
fH(w) =w—a,w’ +(2a; —a,)w’ —(5a; 52,3, +a, )W +...
olarak yazilir. Buradan f(z)e. A oldugu goriilmektedir. Yalnz sunu sdylemekte

fayda vardr her f(2)eS icin  f7(z2)eS  olmayabilir.  Ornegin;

f(z):ﬁ:z+2nz“ Koebe fonksiyonunu g6z 6nune alalim. Bu fonksiyonun
—-Z n=2

tersi icin son esitlikteki f " in acilimi kullanilirsa

f(z)=2-22*+52°-147" + ...
oldugu goriiliir. Yine f(z) € S sinifina ait fonksiyonlar igin |an| <n oldugu bilgisinden
yola ¢ikarak |an| £n ise f(z)¢S oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla Koebe
fonksiyonun tersinin katsayilarina bakildiginda 6rnegin {igiincii katsay1 i¢in |b3| =5%£3

oldugundan S sinifina ait olamaz. Bu durum diger katsayilar iginde gegerlidir. Bundan
dolayr kendisi ve tersi iinivalent fonksiyonlar1 bir kategoride incelemek bir problem

olarak karsimiza ¢ikar.

Bundan sonra S smifinda bi-Onivalent fonksiyonlarin olusturdugu smifim > ile

gosterecegiz. Yani
Y={feS: vzeU icinf(z) eS|

seklinde yazilir.
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2. smifindan fonksiyonlara érnek olarak
z
f.(z) = P

fonksiyonlarii verebiliriz.

Diger taraftan,

z
91(Z)=W
ZZ
9,(2) = 1-—
Z
g3(z) = 1_ Zz

fonksiyonlar1 >, smifina ait degildir.
3.2. Bi-Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Altsiniflari icin Katsay1 Esitsizlikleri

Bu baghik altinda bi-iinivalent fonksiyonlarin smnifinin belli alt siniflarina ait
fonksiyonlar i¢in katsay1r problemine iliskin yapilan c¢aligsmalar tarihi seyir icinde
verilmistir. Bi-iinivalent fonksiyonlarin . sinifina ait fonksiyonlar i¢in katsayi lizerine
yapilan ¢alismalar giris boliimiinde sunulmustu. Simdi > smifinin altsiniflarina ait
fonksiyonlar icin bulunan katsay1 simirlart asagida verilecektir. Bu konuyla ilgili ilk
calisma 1986 yilinda Brannan ve Taha’ya ait olup bulduklari sonuglar asagida

verilmistir.

Sonuglara gegmeden Once ispatlarda sik¢a kullanilan bir lemmayi verelim.

Lemma 3.2.1: peP ve p(z)=1+cz+c,z*+... olsun. Bu durumda her ne Nigin

|c,| < 2 dir. Esitlik ancak ve ancak p(z) = i—z fonksiyonu ile saglanir [15].
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Tamm 3.2.1: feX ve g=f "' olsun. Eger f € fonksiyonu

zf'(2) ar
arg(mJ <7 (Z EU,0<C(S1)
ve
arg[Mj T (weU,0<a<l)
g(w) 2

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonuna o —mertebeden gucli bi-yildizil fonksiyon denir.

Bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif SS; («) ile gosterilir [8].

Teorem 3.2.1: f fonksiyonu SS;(«) smifindan olsun. Bu durumda

la,| < ve |a,|<2a

2a
Vi+a

esitsizlikleri saglanir [8].

Tamm 3.2.2: feX ve g=f " olsun. Eger f € fonksiyonu

Re[mJ>ﬁ (zeU,0< <))
f(2)

ve

Re[Mj>ﬁ (WeU,0< g <1)
g(w)

sartlari1 saghiyorsa f fonksiyonuna fS —mertebeden bi-yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin olusturdugu simf S; () ile gosterilir [8].

Teorem 3.2.2: f fonksiyonu S;(f) smifindan olsun. Bu durumda

BN

ve
|a| <2(1- p)

esitsizlikleri saglanir [8].
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Tamm 3.2.3: feX ve g=f " olsun. Eger f € fonksiyonu

Re(l+w}>ﬂ (zeU,0< B<1)
f'(2)

ve

Re(l+Mj>ﬁ (weU,0< <)
g'(w)

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonuna g —mertebeden bi-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin olusturdugu simif Cs () ile gosterilir [8].

Teorem 3.2.3: f fonksiyonu C;(f) smifindan olsun. Bu durumda

|a,|<J1-B ve |ay|<1-p

esitsizlikleri saglanir [8].

Univalent fonksiyonlar1 bi-iinivalent fonksiyonlardan ayiran o6zelliklerden biri de

Alexander teoreminin (Teorem 2.3.4) saglanmamasidir.  Ornegin f(z):li
-z

fonksiyonu Tanim 3.2.3 deki esitsizlikleri sagladigindan C;(0) sinifina aittir. Fakat

zf'(z) =

2 fonsiyonu bi-iinivalent olmadigindan Sy (0) sinifina ait degildir.

2010 yilinda Srivastava ve arkadaslar1 [37] Brannan ve Taha’nin yukaridaki
diistincesinden hareketle tnivalent fonksiyonlar teorisinde énemli bir yere sahip tirevi
pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar i¢in asagidaki sonuglar elde etmislerdir.
Tamm 3.2.4: f eXveg="f" olsun. Eger f €Y fonksiyonu

|arg(f’(z))|<% (zeU,0<a<1)
ve

larg (g'(w))| <a—27[ (weU,0<a<1)

sartlarim sagliyorsa f fonksiyonu Hy (0 <a< 1) smifindandir denir [37].
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Asagidaki teorem HJ  smifina ait fonksiyonlar igin |a2| ve|a3| hakkinda kesin

olmayan iist sinirlar hakkinda bilgi verir.

Teorem 3.2.4: f € H{ olsun. Bu durumda

|a2| = a+2
ve
a(3a +2)
o < ==—
dir [37].

Ispat: feXYveg=f" olsun. Bu durumda Tamm 3.2.4 de verilen argiiman

esitsizliklerini aslinda Q(z) =1+c¢,z+¢C,z° +... ve L(w) =1+1lw+l,w* +... olmak Gzere

f'(z) =[Q(2)]" ve g'(w) =[L(W)]"
olacak sekilde ReQ(z) >0 ve RelL(w)>0 veya diger bir deyisle Q,L € P sartlarini
saglayan fonksiyonlarmin var olmasma denk olarak sdyleyebiliriz. Ik &nce
f'(Z)=[Q(Z)]a ifadesinde karsilikli z nin ayni dereceden kuvvetlerinin katsayilar
esitlenirse
2a, = aC (3.1)
ve

a(a-1)

3a, =ac, + c’ (3.2)

bulunur. Diger taraftan g'(w) :[L(W)]a ifadesinde karsilikli w nin aymi dereceden

kuvvetlerinin katsayilari esitlenirse de
—2a, =al, (3.3)
ve

a(a-1)

3(2al -a,) =al, + I (3.4)

elde edilir.
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Yukaridaki (3.1) ve (3.3) esitliklerinden
c,=-l, ve 8al=ca’(c+)) (3.5)

yazilir. Diger yandan (3.2) ve (3.4) esitliklerinden de

6a’ —(ozc2 + a(az_l) cfj =al, +@Ii2

bulunur. (3.5) esitliginin ikinci kismi1 son esitlikte yerine yazilirsa

ala -1 4a’
(2 )(If+cf):a(cz+lz)+a(a—1)a—22

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

6a’ = a(c: +17)+

2
2

al = (04
2 2a+2)

(CZ + IZ)

olur. Son esitlik i¢in Lemma 3.2.1 yani |C2| <2ve ||2| < 2 esitsizlikleri kullanilirsa

|a2|Sa a+2

esitsizligi bulunur.
Teoremin ikinci sonucu olan |a,| iin simrin1 bulmak igin (3.2) ve (3.4) esitlikleri taraf

tarafa ¢ikarilirsa

6a, —6a’ = ac, + a(az_l) ¢/ —(alz + a(az_l) Ifj

bulunur. (3.5) deki a’ nin degeri yerine yazilip yine (3.5) deki ¢’ =17 sonucu dikkate
alinirsa
1 1
a3 :Zazclz +Ea(02 _IZ)

elde edilir. Son esitlik igin Lemma 3.2.1 yani |¢[<2,|c,|<2 ve |I,|<2 esitsizlikleri

kullanilirsa
a(3a+2)

1 oatoac
|a3|£4a4+6a4— 3

elde edilerek teorem ispatlanmis olur.
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Tamm 3.2.5: f eXveg=f ' olsun. Eger f €Y fonksiyonu
Re(f'(z))>p (z2eU,0<p<1)

ve
Re(g'(w))>p (weU,0<p<1)

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonu Hy ( S ) (0 <p< 1) siifindandir denir [37].

Asagidaki teorem Hz( ,B) sinifina ait fonksiyonlar igin |a2| Ve|a3| hakkinda kesin

olmayan sinirlari ihtiva eder.

Teorem 3.2.5: f e Hy (/) olsun. Bu durumda

2(1-
< 22 ve fay<

1-5)(5-35)
3

dir [37].

Frasin ve Aouf 2011 yilinda Tanim 3.2.4 ve Tanim 3.2.5 deki smiflarinin bir

parametreye bagli genel halini tanimlayarak bu siniflara ait fonksiyonlarin |a2| ve |a3|

katsayilar1 i¢in kesin olmayan smirlarmi elde etmislerdir. Dolayisiyla bulununan

sonuclar aynt zamanda Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 i genellestirir.

Tamm 3.2.6: feX ve g="f" olsun. Eger f e fonksiyonu O0<a <1 ve 1>1

olmak tizere her w,z eU igin

ar
< —
2

arg((l—/i) () +/1f’(z)j

z

ve

ar
<_
2

arg ((1— ﬂ)% + ﬂg’(w)j

sartlarini sagliyorsa f e ¥ fonksiyonu SBy (@, 4) smifindandir denilir [16].
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Teorem 3.2.6: f €SBy (a, 1) olsun. Bu durumda

2a
JA+1)? + a(l+24- A7)

|a,| <

ve

- 4o’ . 2
T (A+1D)? 24+1

|
esitsizlikleri saglanir [16].
Yukaridaki Teorem 3.2.6 da A =1 alinirsa Srivastava ve arkadaslarinin Teorem 3.2.4 de
bulduklar1 sonuglar elde edilir.
Tamm 3.2.7: f € ve g=f " olsun. Eger f €Y. fonksiyonu
f(2) : :
Re| l-A)—=+Af'(2) |> (ZeU,OS/i’<l, 121)

z

ve

Re((l—/l)$+ﬂg’(w)j>ﬂ (weU;0<f<1,121)

sartlarini sagliyorsa f €2 fonksiyonu By (5,4) siifindandir denilir [16].
Teorem 3.2.7: f e B;(5,4) olsun. Bu durumda
< [2=D)
22 +1

E 41— p)* N 2(1-5)
(A+D*  24+1

ve

esitsizlikleri saglanir [16].
Teorem 3.2.7 de A =1 alinirsa Srivastava ve arkadaglarinin Teorem 3.2.5 de bulduklar

sonuglar elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.7 de bulunan sonuglar

sirastyla Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 de bulunan sonuglarin genellestirilmisidir.
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Xu ve arkadaglar1 [47] 2012 yilinda yaptiklar1 ¢alismada Srivastava ve arkadaslarinin
2010 yilinda yaptiklar1 ¢alismay1 (Teorem 3.2.4 ve 3.2.5) genellestirmis ve sonuglarini

tyilestirmistir.

Tanim 3.2.8: h, p:U — C fonksiyonlari

min{Re(h(z)),Re(p(2))} >0
ve
h(0) = p(0)=1
kosullarin1 saglasin. Ayrica f e ve g=f' olsun. Eger f e fonksiyonu her
z,welU igin f'(z)eh(U) ve ¢g'(z) e p(U) kosullarin1 sagliyorsa f fonksiyonuna

H? sinifindandir denilir [47].

Teorem 3.2.8: f e Hy'® olsun. Bu durumda

< J|h"(0)|+ P'O)
4 12
ve
hn(o)|
2] <=5
dir [47].

Eger Tanim 3.2.8 de

h(z) = D(Z)=G+—Zj =1+2az+22°2° +... (zeU,0<a<1)

almirsa Tanim 3.2.4 de ki H{ smnuf,

h(z) = p(2) =%=1+2(1—ﬂ)z+2(1—ﬂ)z2 +.. (zeU,0<p<1)

almursa da Tamm 3.2.5 deki Hy(4) smfi elde edilir. Bu 6zel fonsiyonlarla ilgili

sonuglar asagida verilmistir.
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Sonug 3.2.1: Eger Teorem 3.2.8 de h(z) = p(z) = GJF—ZJ (zeU,0<a<1) aliirsa
.y

J6

2
|a, | <o Ve || sgaz

elde edilir.

Bu sonuctaki |a,| ve |a,| i¢in bulunan sonuglar Teorem 3.2.4 dekine gére daha iyidir.

Cunkd, Teorem 3.2.4 ve Sonug 3.2.1 deki |a2| ve |a3| iin st sinirlart kiyaslandigia

J6 2
—asa
3 a+2
ve
2. @ (3a+2)
5 3
oldugu goriiliir.

1+(1-2p)z
Sonug 3.2.2: Eger Teorem 3.2.8 de h(z) = p(z) = % alinirsa

2(1 )

la,| <

2(1;’3) ve [a|<E5—22

elde edilir.

Sonug 3.2.2 de |a,| icin bulunan sonug¢ Teorem 3.2.5 dekine gére daha iyidir. Clinkii

kiyaslandiginda

20-p) _(1-5)(5-38)
3 3

, (0<B<1)
dir.
2010 yilinda Srivastava ve arkadaglar1 [37] tarafindan Teorem 3.2.4 ve 3.2.5 de bulunan

sonuglarin bir bagka genellestirmesinide 2012 yilinda Ali ve arkadaglar [4] tarafindan

subordinasyon kullanarak verilmistir. Bulunan sonuglar asagida sunulmustur.
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Tamm 3.2.9: f €Y, p W ve g = f ‘olmak lzere
f'(2) < (2)

ve
g'(w) < @(w)

kosulunu saglayan fonksiyonlar H,[¢] sinifindandir denilir [4].

Eger Tanim 3.2.9 da

go(z):G_Jr—Zj —1+202+2a°2°+... (2€U,0<a<1)

almirsa Tamim 3.2.4 de ki Hy sinifi,

1+(1-28)z

o(2) = —1+2(1- B)z+ 20— f)z* +... (2€U,0<B<1)

almirsa da Tanim 3.2.5 deki Hy ( p ) sinifi elde edilir.

Teorem 3.2.9: f € Hy[¢] olsun. Bu durumda

< BB

Ji387 —4B, +48B|

ve

1 B
|a3|sBl(§+le

dir [4].

Teorem 3.2.9 da

1+z

@(z) = (E

] =1+20z+20°2° +..=1+ Bz +B,2* +...

fonksiyonu alinirsa yani B, = 2« ve B, = 2a” alinirsa Teorem 3.2.4 deki sonuglara,

1+(1-2p)z

o(2) = =1+2(1-B)z+2(1-p)2° +..=1+Bz+B,2* +...

fonksiyonu almirsa yani B, =B, =2(1—- ) alinirsa da Teorem 3.2.5 deki sonuclara

ulagilir.
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1986 yilinda Brannan ve Taha [8] tarafindan Teorem 3.2.1 ve 3.2.2 de bulunan
sonuglarin bir genellestirmesini 2012 yilinda Ali ve arkadaslar1 [4] ayn1 makalede
subordinasyon kullanarak vermistir. Bulunan sonuclar Teorem 3.2.10, 3.2.11 ve 3.2.12

olarak asagida sunulmustur.

Tamm 3.2.10: f €Y, peWW ve g= f'olsun. >0 olmak lizere
' 2¢nm
zf (z)+lz f"(z) -

ot W

ve
wg'(w) | Aw'g"(w)

g T a2

kosulunu saglayan fonksiyonlar ST,[A;¢] smifindandir denilir [4].

Eger Tanim 3.2.10da A =0 ve

1+z

1—j =1+2az+2a°7’ +... (zeU,0<a<1)
-z

@(2) =(

alinirsa Tamim 3.2.1 de ki SS; () smnifi, 1 =0 ve

1+(1-2p)z

o(2) = —1+2(1- B)z+ 20— B)2* +... (2€U,0<B<1)

alinirsa da Tanim 3.2.2 deki S; () smifi elde edilir.

Teorem 3.2.10: f e ST;[4;¢] olsun. Bu durumda

< B.\/B,

J|BE @+ 42) + (B, - B,)A+24)

ve
B, +|B, - B|
o] < 1+ 42
dir [4].
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Teorem 3.2.10da A =0 ve

1+z

p(2) = [E

) =1+2az+2a’7* +..=1+Bz+B,z* +...
fonksiyonu yani B, = 2« ve B, = 2a* alinirsa Teorem 3.2.1 deki sonuglara, 1 =0 ve

»(z) =1+(i_—2’6)2 =1+2(1- B)z+2(1- B)z* +..=1+ Bz +B,2° +...

fonksiyonu yani B, = B, =2(1— ) alinirsa da Teorem 3.2.2 deki sonuglara ulasilir.

Tamm 3.2.11: f €Y, peW ve g=f olsun. 1 >0 olmak lizere

B zf'(2) zf"(z)
@ ﬂ)(—f B J+ /1(1+—f ) j < ¢(2)

ve

A- z)[—wg'(w) j + /1(1+ ZAEVG "(W)] < p(w)
g(w) g'(w)

kosulunu saglayan fonksiyonlar M [A4;¢] sinifindandir denilir [4].

Tanim 3.2.11 de A ve ¢ nin 6zel durumlari igin asagidaki sonuglara ulagilir:

M, O[i*—ﬂ - 55 ()

M, m%}%(m

M, 1;1+(1—2,8)z
1-z

J-cn

Teorem 3.2.11: f € M¢[4;¢] olsun. Bu durumda

< B.\/B,

J@+A)[BZ+ @+ 2)(B,-B)

E;1+|B2 —Bl|
|a3|£ 1+ 4
dir [4].
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Teorem 3.2.11 de A ve ¢ nin 6zel durumlart i¢in

My {0(?—1 } alinirsa Teorem 3.2.1 in sonuglarina,
-z

1+ (1 -20 ) Z )
My O;T alinirsa Teorem 3.2.2 in sonuglarina,

1+ (1 -20 ) z .
;———— | almirsa Teorem 3.2.3 {in sonug¢larina ulasilir.

M| L
z[ 1-z

Tamm 3.2.12: f e}, peW ve g=f'olsun. 1>0 olmak lizere

@Y (. #"@)) "
(f(z)j [“ f’(z)} 4

ve

wg'w) [ wg"(w)j“
[ g(w) j ( o) “7Y

kosulunu saglayan fonksiyonlar L [/1; (p] smifindandir denilir [4].

Teorem 3.2.12: f e L;[4;¢] olsun. Bu durumda

2B,\/B,

ja,| <
J2(2% -32+4)B + 4(2-2)*(B, - B,)

. 23-22)(B, +[B, - B,))
T |B-24)(2*-34+4)|

dir [4].
Teorem 3.2.12 de A ve ¢ nin 6zel durumlart i¢in

1+zY) .
Ly {0,(;—2) } aliirsa Teorem 3.2.1 in sonuglarina,
A

1+(1-2p)z .
Ly O;T alimirsa Teorem 3.2.2 nin sonuglarina,

1+(1-2p)z )
s ;T alinirsa Teorem 3.2.3 iin sonuglarina ulagilir.

37



Li and Wang 2012 yilinda Brannan ve Taha’nin SS, () sinifini genellestirerek bu

sinifa ait fonksiyonlarin |a2| ve |a3| katsayilar1 i¢in {ist sinir bulmuslardir.

Tamm 3.2.13: f €Y ve g=f " olsun. Eger f € fonksiyonu

f'(2) 2

arg[(l—/l)%+/l(l+wj]‘<ﬂ O<a<1,1>0,z€U)

ve

arg[(l—ﬁ) wg'(w) +z(1+ WQ"(W)D <2 (0<a<l 1>0wel)
g(w) g'(w) 2

sartlarini sagliyorsa My (o, 1) smifindandir denilir [28].

Teorem 3.2.13: f(z) e My (a,4) olsun. Bu durumda

20
Ja+A)(a+1+A-al)

la,|<

- Aa’® L@
T (1+A) 1+22
(

las|

chr [28].

2013 yilinda Murugusundaramorthy ve arkadaslar1 Brannan ve Taha’nin daha 6nceden

calisigt SS;(a) ve C.(a) smifinin bir baska genellestirmesini yaparak bu smifa ait

fonksiyonlarin |a2| ve |a3| katsayilar1 i¢in bir {ist sinir bulmuslardir.

Tamm 3.2.14: f €Y ve g=f ' olsun. Eger f € fonksiyonu

zf'(2) arn .
arg[(l—z)f(z)Jr;tzf’(z)] 5 (0<a<1,0<A<lzel)
ve
arg wg' (W) <2 (0<a<1,0<i<lwel)
(1-2)g(w) + Awg'(w) 2

sartlarini sagliyorsa Gy (a, Z) siifindandir denilir [30].
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Teorem 3.2.14: f € Gy («, 4) olsun. Bu durumda

|a2|< 2a

T (1-A)V1lta

dir [30].

Tamm 3.2.15: f €Y ve g = f " olsun. Eger f €3 fonksiyonu

Re[a—z)fzzzfi)mr(z)}ﬂ’ (0<f<10<d<LzeV)

ve

e((l—MgV(va;(flngw)}ﬂ’ (05p<10<2<1weU)

sartlarim saglayan f fonksiyonu Ny (3,4) smifindandir denilir [30]

Teorem 3.2.15: f € Ny (3,4) olsun. Bu durumda

dir [30].

Teorem 3.2.14 ve Teorem 3.2.15 de A =0 yazilirsa asagidaki Teorem 3.2.1 ve 3.2.2

deki sonuclar elde edilir.

Caglar ve arkadaslar1 2013 yilinda Tanim 3.2.6 ve Tanim 3.2.7 deki siiflarin genel

halini tanimlayarak bu siniflara ait fonksiyonlarin |a2| ve |a3| katsayilar1 i¢in kesin

olmayan sinirlarin1 elde etmislerdir. Dolayisiyla bulununan sonuglar ayni zamanda

Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.7 nin genellestirilmisi olur. Ayrica asagida Teorem 3.2.17

de bulunan sonuglar Teorem 3.2.7 de bulunan sonuglari iyilestirir.
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Tamm 3.2.16: f €Y ve g = f* olsun. Eger f € fonksiyonu her z,weU igin

arg((l—ﬂ)(@)” +;Lf'(z)(@jﬂ_ ]‘ <a—2” (O<a <1221 u>0)

Ve

arg[a—z)[%j” +zg'(w)[$jﬂ J‘<% (O<a <1 A>1 u>0)

kosullarin1 sagliyorsa f fonksiyonu SB{ (cr,A4) simifindandir denilir [12].

Teorem 3.2.16 : f e SB{(a,4) olsun. Bu durumda

a,| < ve |a,| < +
2| JOA+u1) +a(u+24-27) (A+u) 22+u

dir [12].

Tamm 3.2.17: f €> ve g=f ' olsun. Eger f € fonksiyonu her z,weU igin

T e N P RCE RN

z

Ve
Re[(l—i)(%)ﬂ +zgr(w)($jy J> B (0<pB<L 2121 u>0)

kosullarmi sagliyorsa f fonksiyonu B¢(f,4) smifindandir denilir [12].

Teorem 3.2.17: f e B{(,4) olsun. Bu durumda

hAémm{J 41-p) za—ﬁqw

(A+u)(u+22)" A+u

min 4(1- p) 41— p)? +2(1—ﬂ) 0<u<1
)< A+ ) (u+22) (A+p)?  22+u |
T 2(1- p)
22+,u' u=l

dir [12].
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Srivastava ve arkadaslar1 [38] ayn1 y1l (2013) Tanim 3.2.16 ve 3.2.17 yi tek bir tanim
altinda vererek genellestirmistir. Bulduklar1 sonuglar Teorem 3.2.16 ve 3.2.17 deki

sonuglarin genellestirilmisidir.

Tanim 3.2.18: h, p:U — C fonksiyonlar1

min{Re(h(z)),Re(p(2))} >0
ve
h(0) = p(0)=1
kosullarini saglasin. Ayrica f €2 ve g=f’ olsun. Eger f €2 fonksiyonu z,weU

icin A>1 ve x>0 olmak uzere

(1—1)[f(z))ﬂmr(z)(f(z)jﬂ_ ch(U)

z z
ve

(1—1)(%} Mg'(w)(%j cpU)

kosullarini sagliyorsa f fonksiyonuna N;’p(i,,u) siifindandir denilir [38].

Teorem 3.2.18: f € Ny"°(4, ) olsun. Bu durumda

| <min] [MOLPQF [ Ir@)[p"©)
o 204+u)? N 2u+D)(2A+ p)
ve
. +|p +|p Tt Tl
o < min] FOL 1P OF _IO]+[p@) @+ IO+ allp(0)
S 2(1+ p)° 424+ u) A u+D)(2A+ 1)
dir [38].

Teorem 3.2.16 ve 3.2.17 de x =1 almrsa Frasin ve Aouf’un [16] sirasiyla Teorem
3.2.6 ve 3.2.7 deki sonuglarina, 4 =p+1=1 alinirsa da Brannan ve Taha’nin [8]
Teorem 3.2.1 ve 3.2.2 deki sonuglarina ulagilir. Teorem 3.2.17 de x =1 alinmasi

durumunda
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/3y < min 41-p)  20-5)
2 A+D@+22)" A+1

2= 5)
24 +1

sonuclar bulunur ki, bu sonuglarin Teorem 3.2.7 de bulunan sonuglardan daha iyi

ve

EYES

oldugu agiktir.

Kumar ve arkadaglar1 [26] 2013 yilinda yukarida tanimlanan bazi siniflarin
genellestirmelerini tanimlayarak bu siniflara ait fonksiyonlar i¢in ikinci ve iiglinci
katsayilar i¢in kesin olmayan {ist sinirlar bulmuslardir. Bulunan sinirlar daha 6nceden
bulunan sonuglar1 genellestirmesinin yani sira daha Iyi sonuclar vermesiyle daha gok

Onem arz eder.

Tamim 3.2.19: f €Y, peW ve g= f'olsun. >0 olmak (izere
-8 @) <o
z

ve

(-2 g < ()

sartlarini saglayan fonksiyonlar R, (A1,p) simifindandir denilir [26].

Teorem 3.2.19: f e R, (A4,p) olsun. Bu durumda

|ﬂ</ﬂﬂﬁ—%l
TV 1+22

dir [26].

1+(1-2p8)z
Dikkat edilirse R, (1,p) smifinda ¢(z) :(l—ﬂ) alinirsa Frasin ve Aouf’un [16]

Teorem 3.2.7 deki sonucu elde edilir.
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Bi-yildizil ve bi-konveks fonksiyonlarin bir baska genellestirmesini Kumar ve

arkadaglar1 2013 yilinda [26] subordinasyon kullanarak asagidaki sekilde vermistir.

Tamm 3.2.20: f €Y, peW ve g=f olsun. 1 >0 olmak lizere

zf'(2)
7@y<ﬂ0

ve

wg'(w)
g(w)

< p(w)

sartlarmi saglayan fonksiyonlar f e S;[¢] simifindandir denilir [26].

Teorem 3.2.20: f e S;[¢] olsun. Bu durumda

2
qumm{a+m23¢Ja+Q”%% BB, }

2 "B +|B, - B,

ve

%+Qﬂ&—&|%
> :

J

|a;| < min{Bl+|B2 -B,

dir. Burada

B, —4B,

1

R ::E(Bl +3B, max{l;
4
seklindedir [26].
Tamm 3.2.21: f Y ve g=f " ve 1>0 olmak uizere

zf"(2)
f'(z)

1+

< ¢(2)

ve

1+M < p(w)
g'(w)

sartin1 saglayan fonksiyonlar C;[¢] smnifindandir denilir [26].
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Teorem 3.2.21: f € C;[¢] olsun. Bu durumda

2
hAqmﬂJ%+&”%&L5}
6 2

ve

B’ +B,+|B, - B,/ B,(3B,+2)
6 12 '

|a;| < min{ ,

dir [26].

Teorem 3.2.22: f €Y ve ¢ e W olsun. Eger f eC[p] ve f(z) < ¢(2) ise

|akJ%&”&_&D
| <

8
ve
||<aaﬂ@—ap
- 12
dir [26].

Teorem 3.2.23: f €Y, ve p e W olsun. Eger f e S[p] ve f(2) < ¢(z) ise

J/5(B, +|B, - B/))

|, | <

3
ve
||<uaq@—ap
- 9
dir [26].

Teorem 3.2.24: f € olsun. Eger f e S'[p] ve f*eClp] ise

B, +|B, - B
|a2| - 2
ve
| B, +|B, - B,
2
dir [26].
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2013 yilinda Tang ve arkadaslar1 [45] Frasin ve Aouf’un 2011 yilinda yaptiklari
calismay1 (Teorem 3.2.6 ve 3.2.7) genellestirerek asagidaki tanim ve bu tanima bagh

sonuclar1 bulmuslardir.

Tamm 3.2.22: f €Y, ¢ W ve g = f olsun. Bu durumda

(1- A)(f(z)j ;tf()( (Z)Jﬂ <p(z) (A2Lu=1zeU)
ve
(1- z)(g\(,‘v’v)j +Ag (w)(g( )T <pWw) (A=Lu>1wel)

kosulunu saglayan f fonksiyonu H¢(A,p) smifindandir denilir [45].

Teorem 3.2.25: f e H{(4,9) olsun. Bu durumda
2(B,+|B,-B
|a,| < min B, , (B +[B, - By)
A+ u (1+,u)(2/1+,u)

2 2(B,+|B,—B
min B, + B = ( 1+| 2 l|) , 0<u<l
24+ u (/“',U) (1+,u)(2/1+,u)

B, i 2|Bz_Bl|
20+u (L+p)(2A+p)

ve

EAE

u=1

elde edilir [45].

Tamm 3.2.23: f eX ve g=f " olsun. yeC =C/{0},2>0 ve x>0 olmak lzere

14—
4

2f'(2) +(2Ap+ A — ) 2° £"(2) + Auz® £"(z) 1200
(1—/1+y)f(z)+(ﬂ—,u)zf D)+ Au2’ £'(2) 4

ve

s _[Wg (W) +(24u + A — u)Wg" (W) + Auw’g” (w)
(1-2+ 1) g(wW) +( A — ) wg'(w) + 2w’ g" (w)

} (W)

kosulunu saglayan f fonksiyonlart M (4, z,¢) smifindandir denilir [45]
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Teorem 3.2.26: f € M{ (A, i, ¢) olsun. Bu durumda

|a2|S |7|Bl\/gl

\/‘[2(6,1ﬂ+2/1—2y +1)= (22 + A - p+1) |Bly+2(24u+ A - u+1)°(B, - B,)

ve

|a3|§ |7/|(Bl+|BZ_Bl|)
2[ (632220 +1) - (24u+ 2 - u+1)' |

elde edilir [45].
Magesh ve Yamini [29] guclu bi-yildizil fonksiyonlarin bir genellestirmesini agagidaki

sekilde tanimlayarak bu sinifa ait fonksiyonlarin ikinci ve {igiincli katsayisi i¢in kesin

olmayan sonuglar bulmustur.

Tanm 3.2.24: feY ve g=f "' olsun. 0<a <1 0<A<1 veher z,weU icin

2t'(2) +(24° - 2) 2 £"(2) ar
arg —
4(A-27) F(2)+(22° - 2) 2t '(2) +(24° =34 +1) f(2) | 2
ve
wg'(w) +(2}L2 —ﬂ)wzg"(w) ar
arg —_—
4(2-2%)g(w)+(24* -2 )wg'(w) +(22° -32+1)g(w) | 2

kosulunu saglayan f fonksiyonlar1 Sy (a,/i) siifindandir denilir [29].
Sy (a, /1) smifinda A =0 yazilirsa giiglii bi-yildizil fonksiyonlarin sinifi elde edilir.

Teorem 3.2.27: f € S (a,4) olsun. Bu durumda

200
\/a (1-22+252% —442° +202* ) +(1+32 222}

la,| <

a 4a?
S 2 + 2
1+24 (1+3/1—2,12)

las|

elde edilir [29].
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Tamm 3.2.25: feX ve g=f" olsun. 0<pB<1lve0<A<1 olmak Uzere her
z,weU icin

2t'(2) +(24° - 2)2* £"(2)
Re > [
4(A-27) F(2)+(22° - 2) 2t '(2) +(24° —34 +1) £ (2)

ve

wg'(w) +(24% - 1) w’g"(w)
e >
4(A-27)g(w)+(24* - 2)wg'(w) +(22° —32+1) g(w)

kosulunu saglayan f fonksiyonlar1 SMy ( £, /1) simifindandir denilir [29].

SMy (S, 4) smifinda A =0 yazilirsa bi-yildizil, 2 =1 iginde bi-konveks fonksiyonlarin

sinifina indirgenir.

Teorem 3.2.28: f € SMy(,4) olsun. Bu durumda

2(1-5)
22| < 121* —281° 2
- +154°+24+1
ve

/< 20-4)
T 1244 —284° +154%2 + 24 +1

elde edilir [29].

Tamm 3.2.26: f €Y, pW ve g=f " olsun. 0<a <1 olmak izere her z,weU
icin
2[A-a)zf'(z2) + az(zf'(2))']
Q-a)(f(D)- f(-2)+az(f'(2)+ f'(-2))

<¢(2)

ve
2[A-a)wg'(w) + aw(wg'(w))']
(L-a)(g(w)—g(-=w)) +aw(g'(w) +g'(-w))

< g(w)

sartin1 saglayan f fonksiyonlar S;Z (a,¢) smifindandir denilir [11].
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S;z(a,q}) simifinda « =0 alindiginda simetrik noktalara gore bi-nivalent Ma-Minda

yildizil fonksiyon, a =1 alindiginda da simetrik noktalara gére bi-tnivalent Ma-Minda

konveks fonksiyon denir [11].

Teorem 3.2.29: f € S;Z(a,¢) olsun. Bu durumda

< B,\/B,

\/2|(1+ 2a)B! +2(1+ )’ (B, - Bz)|

ve

|a3|33|31 SR -B,
2 \1+2a 2(1+«)

dir [11].

2013 yilinda Deniz [13] Ma-Minda bi-yildizil ve bi-konveks fonksiyonlarin olusturdugu
sinifin bir genellestirmesini tanimlayarak bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in ikinci ve tiglincii

katsayilarin kesin olmayan {ist sinirlarini belirlemistir.

Tamm 3.2.27: f e, peW ve g=ftolsun. 0<A<1ve yeC/{0} olmak lizere

her z,weU igin

! ( 2f'(z) + A2% £ "(2)

At @)+ =0t @) _1] =02)

ve

+£( wg'(w) + Aw’g"(w) _1} o)
7\ 2wg'(w)+ (2= 2)g(w)

kosulunu saglayan fonksiyonlara Ma-Minda tipli y —mertebeden bi- 4 —konveks ve bi-
A—yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarn olusturdugu smif Si(4,7;¢) ile
gosterilir [13].

Asagidaki teorem Sy (4,7;9) smifina ait fonksiyonlarin |a2| ve |a3| katsayilarinin Kesin

olmayan sinirlarini ihtiva eder.
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Teorem 3.2.30: f € S;(4,7;¢) olsun. Bu durumda

|a2|£ |7/| Bl\/gl

JIr@+24-2%)B2 + 1+ 2)*(B, - B,)

|y|(Bl+|Bl—BZ|)
1+24- A%

ve |a,|<

dir [13].

Tamm 3.2.28: f €Y, g=f " ve o bir kompleks say1 olsun. Her z,weU igin

1 _1—a+ a
F(z) f(z) zf'(2)

ve

1 =1—a+ a
G(w) g(w) wg'(w)

sartlarin1 saglayan F ve G fonksiyonlari S;[¢] smifina ait ise bu durumda f e

fonksiyonu HS; (o) smifindandir denilir [13].

Teorem 3.2.31: f € HS,(«) olsun. Bu durumda

o 5,5,

J@+a*)B? +(1+a)*(B,-B,)|

B, /4)((a+3)(cr+1) +|a® ~4 1+ (1+2ct)[B, - B

1+ 2a|a” +1]

<

dir [13].

Tamm 3.2.29: feX ve g=f"ve 0<p<1lve yeC/{0} olmak lizere

1+ 1( f'(z) +nzf"(2) -1) < ¢(2)
V4
ve
1+%(g'(w) £ wg" (W)~ 1) < p(w)

sartlarini saglayan fonksiyonlar R (77, 7;¢) smnifindandir denilir[13].
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Teorem 3.2.32: f e R, (7,7;¢) olsun. Bu durumda

|7| Bl\/gl

|a,| <
JJ3r@+ 282 + 4+ n)'(B, - B,)
ve
|)/|Bl 1
<|y|B
2=l l{4(1 ) 3(1+27)
dir [13].

Aynt R (n,7,9) smifi i¢in Teorem 3.2.32 deki sonuglar1 Srivastava ve arkadaslarinin

(bkz. [40]) 2015 yilinindaki ¢alismasinda da gorebiliriz.

Tamm 3.2.30: f €Y ve g=f " ve 0<x olsun. Budurumda

7" 1'(2) .

o %
ve

w"g'(w)

g W

sartlarin1 saglayan fonksiyonlar Bg[x;¢] sinifindandir denilir ve bu fonksiyonlar Ma-

Minda tipli bi-Bazilevic fonksiyon olarak adlandirilir [13].

Teorem 3.2.33: f € B,[x;¢] olsun. Bu durumda
B,/2B,
Ji+L|(u +2)B7 +2(1+ p)(B, - B,)|

la,| <

ve
251+2|Bl—52|’ 0< <l
|ag|< (,u+2)(,u+1)
(u+1)B +2|B - B,| sl
(,u+2)(/1+1) B
dir [13].
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Singh 2013 wyilinda [36] ¢aligmasinda simetrik noktalara gore bi-Univalent
fonksiyonlarin genel bir altsinifin1 tanimlayarak bu smifa ait fonksiyonlarin baslangi¢

katsayilar1 igin birer {ist sinir bulmustur.

Tamm 3.2.31: feX ve g=f ' olsun. 0<a<1,1>0ve -1<B < A<1 olmak lizere

her z,weU igin

a-2) 22f'(2) 2 2(zf'(2)) <(1+Azja

f(2)-f(-z)  (f(2)-f(z) \(1+Bz

ve

-2 2wg'(w) 2 2(wg'(w))’ <(1+Azja

gw)-g(=w)  (g(w)-g(-w))" \1+Bz

sartlarin1 saglayan fonksiyonlar M ‘ZS (a,4; A,B) siifindandir denilir [36].

Ozel durumda M;(L4,0;1,-1)=M; smufina simetrik noktalara gore bi-yildizil

fonksiyonlarin simfi, My (L11,-1) = My smifina da simetrik noktalara gére bi-konveks

fonksiyonlarin sinifi denir.

Teorem 3.2.34: f e M (, 4; A B) olsun. Bu durumda

aNA-B
J2(+ 22 -az?)

la,| <

ve

a’(A-B)? . a(A-B)
41+ 1) 2(1+24)

|| <

dir [36].

Yukaridaki teoremde 6zel olarak A=1ve B =-1 alinirsa

2
(24

S —
1+ 1) 1+2A

o < L+ ,1?2 - 2

sonuclar1 bulunur.
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Diger caligmalardaki ispat yontemlerinden farkli olarak Peng ve Han 2014 yilinda U
birim diskinde analitik u(0)=0 ve her zeU icin |u(z)|<1 kosulunu saglayan

fonksiyonlarin katsayilarina iligkin bazi bagmtilar kullanarak Ali ve arkadaslarinin [4]
2012 de yaptiklar ¢alismadaki siniflar1 tekrar ele alarak onlarin bulduklar1 sonuglardan

daha iyi sonuglar elde etmislerdir. Peng ve Han ¢alismasinda U birim diskinde analitik

u(0)=0 ve her zeU igin |u(z)| <1 olmak tizere

u(z)=bz+>y bz"
n=2
seklindeki fonksiyonlar i¢in

b <1 ve Jo,|<1-|b"

esitsizliklerini kullanmustir.

Teorem 3.2.35: f e Hy[¢] olsun. Bu durumda

ofe BB

4B, +[3B? - 4B,

3
oty B lp g4
< 3B, 4B,[3B -4B,| 3 3
1 4
gBl, Bl<§

dir [32].

Teorem 3.2.36: f € STy [a;¢9] ve a >0 olsun. Bu durumda

< B.\/B,

+4a)B; — (1+ 2« +(1+ 2
(1+4a)B? - (L+20)°B,| + (L+ 2a)°B,

Bl
1+4a’
311 |0+ 40)B? - L+ 20)°8,|B, + (1+ 2078, B

L+ 4a)(|(l+ 40)B; - (1+20)°B,|+ 1+ 22)’ Bl)

|B,|<B,

. |By|>B,

dir [32].
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Teorem 3.2.37: f e My [4;¢] ve >0 olsun. Bu durumda

< B.\/B,

@+ 2)[B2 (14 2)B,| + (1+ 2)'B,

Bl
1+ 4
jas| < |B? - (1+2)B,| B, + (1+ 2)*B,|B,|
(L+A)(|B - 0+ 1)B,|+ 1+ 1)B,)

B,|<B,

. |B,|>B,

dir [32].

Teorem3.2.38: f e L [4;p] ve 0< 2 <g olsun. Bu durumda

B,\/2B,
o] < 2 2
\/‘(/12—3/1+4)Bf—2(2—/1) B,|+2(2-4)"B,
2B,
A?—34+4 B:|< 8,
[asl =9 2|(22-31+4)B2 22~ 2)B,|B, + 42~ 2)°B, B .
(/12—3/1+4)(|(/12—32+4)Bf—2(2—/1)ZBZ|+2(2—/1)281)’ 4
dir [32].
Teorem 3.2.39: f e R, (1,p) ve 0< A olsun. Bu durumda
< B,\/B,
\/‘(21+1) B2—(1+1) B,|+(1+1)° B,
ve
B, B < (/1+1)2
24+1° 2241
[os| < (22+1)B] —(4+1)*B,|B, + (22 +1)°B; o (2+1)°
, >
(21+1)(|(24+1)Bf—(/1+1)252|+(1+1)251) tT24+1
dir [32].
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2014 yilinda Bansal ve Sokol [6] bi-iinivalent fonksiyonlarin belli bir altsinifini

calismistir.

Tamm 3.2.32: feX ve g=f " olsun. 0<y <1 ve r e C/{0} olmak izere

1+l[(1—7)¥+7/f '(2) —1} <p(z) (zeU)
T
ve

1+§[<1—y)$+yg'(w)—1}<«p(w) (WeU)

sartlarini saglayan fonksiyonlar 2. S’ (¢) sinifindandir denilir [6].

Teorem 3.2.40: f € 2S5/ (¢) olmak uzere
e

JeB2W+27)+W+7)'(B,~B,)

a <

ve

1 B,|7|
2] < Bl|7|[1+ 2+ }/)2]

dir [6].

2014 yilinda Jahangiri ve arkadaslari [24] Srivastava ve arkadaslarinin 2010 yilinda
Tanim 3.2.5 de tamimladiklar1 sinifin genel bir halini tanimlayarak bu sinifa ait
fonksiyonlarin katsayilaria iliskin bazi sinirlar bulmuslardir. Bulunan sinirlar Teorem

3.2.5 deki smirlardan daha iyidir.

Tanmm 3.2.33: f X ve g=f " olsun. 0<a <1 ve peN olmak tizere her z,weU
icin

Re(f'(2))" >«
ve

Re(9'(2))’ >«

sartlarin1 saglayan f fonksiyonlart R(p;a) smifindandir denilir [24].
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Teorem 3.2.41: f e R(p;) olsun. 0<a <1 ve p>2 igin

) fa,|<=%

p
2(1l-a)
3p

ii) |a, —a3| <

dir [24].

Teorem 3.2.42: f e R(L ) olsun. 0<a <1 igin

M’ 0§C(<1
i) [a]<i' 3 3

l-a, 1£05<1
3

i(1—05), 0S0¢<1
3 3
. 1 1 2
il <i—(1-a)5-3a), —=<a<—
) |a| 3( X ) 3 3
2 2, 2
—(l-a-3la,]), =<ax<l
20-a-3af), 2
2 2 1
iii) |a3—a22|£§(1—a)—|a2| : §£a<1

esitsizlikleri dogrudur [24].

2015 yilinda Sun ve arkadaslar1 [42] cift esitsizlige sahip bi-Univalent analitik

fonksiyonlar i¢in ikinci ve li¢iincii katsayilarin kesin olmayan iist sinirin1 bulmustur.

Tanmm 3.2.34: feX ve g=f" olsun. 0<a<1<p ve 1>0 olmak lzere her

z,welU igin

a< Re(z‘“(z) + sz”(z)]<ﬂ
f(z) f(2)

ve

a< Re[zg’(z) ) Zzg”(z)} <p
9(2) 9(2)

sartin1 saglayan f fonksiyonlarn K (4;e, ) smifindandir denilir [42].
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Teorem 3.2.43: f € K (4;«, f) olsun. Bu durumda

|a2|S |Bl|\/@ ve |a3|S|Bl|+|Bl_BZ|

J(@2+DB2 + (22 +1(8, - B,) 42 +1

dir [42].

2015 yilinda Xiong ve Liu [46], Tanim 3.2.12 de tanimlanan Lz[/”t;go] sinifinin genel

bir halini tanimlayarak bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in ilk iki katsayinin iist sinirini
bulmuslardir.  Bulunan sonuglar Teorem 3.2.12 de bulunan sonuglarin

genellestirilmisidir.

Tamim 3.2.35: f €Y, o,y €W ve g=f "olsun. 1 >0 olmak lzere

@)Y (. #"@)) "
(—f B j [1+—f’(z)j < (2)

wg'w) Y[, Wg"<w)j'*
{ g(w) j ( ow ) W

kosulunu saglayan fonksiyonlar L [ﬂ,; 0, 1,//] smifindandir denilir [46].

ve

Ozel durumda ¢(z) =y (z) alinirsa Tanim 3.2.12 deki Lz[l;qo, (p] = Lz[l;go] smifi elde

edilir.

Teorem 3.2.44: f e L;[4;¢,i] olsun. Bu durumda
AB\/2(A +B)
207 —31+ )82 A7 + 202 -2 [ K(B, - B,) + BI(A - A) |

aj < |47 ~112 +16|[ B?|A, - A| + A¥]+[4* +51 -8 A7[ B, +|B, ~ B,|]
%= [4A2(3-24)(2 -3+ 4)|

|a,| <

esitsizlikleri saglanir. Burada ¢(z) =1+ Az+ Az’ +... ve w(z)=1+Bz+B,z* +...
(A,B, >0) seklindedir [46].
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Xiong ve Liu aymi g¢aligmasinda bi-linivalent fonksiyonlarin genel bir altsinifini
tanimlayarak bu sinifa ait fonksiyonlarin ilk iki katsayisi ile ilgili kesin olmayan sinirlar
elde etmistir. Elde edilen sinirlar Brannan ve Taha’nin sonuglarinin genellestirilmisi
olup aymi zamanda parametrelerin 6zel durumlarinda Brannan ve Taha’nin

sonuglarindan daha iyi sonuglar elde edildigi goriilebilir.

Tanim 3.2.36: h, p:U — C fonksiyonlar
min{Re(h(z)),Re(p(z))} >0

ve
h(0) = p(0) =1

kosullarini saglasin. Ayrica f € ve g= f' olsun. Eger f €2 fonksiyonu z,weU
' 4 " 1-4
zf'(2) 14 zf"(z) < h(U)
f(z) f'(2)

(wg'(w)j* (1+ wg'(w) ] b ¥
g(w) g'(w)

kosullarini sagliyorsa f fonksiyonuna Hg’p(ﬂ,) siifindandir denilir [46].

icin & >0 olmak Uzere

ve

Teorem 3.2.45: f e H}"(4) olsun. Bu durumda

< \/|h"(0)| +[p"(0)

2|12—3/1+4|
ve
A2 111 +16 A°+51-8
< h!{ "
o)< e ol 2 o)
dir [46].
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Buraya kadar yapilan c¢alismalardan goriiliiyor ki arastirmacilar bi-Univalent
fonksiyonlarmn belli alt siniflarina ait fonksiyonlar i¢in a, ve a, katsayilarinin kesin
olmayan {ist sinirlart tizerinde durmuslardir. Giris boliimiinde de bahsedildigi tizere bi-
tinivalent fonksiyonlarin genel @, katsayisi igin bir st sinir heniiz bulunamamistir. Bu

acik problem halen giincelligini korumaktadir. Yalniz bu agik probleme ilk defa 2013
yilinda Jahangiri ve Hamidi [21] kismen de olsa bir cevap bulmustur. Onlar ilk n—1
tane terimin sifir olmasi durumunda n.katsayinin yani a, nin kesin olmayan bir tst
siirint Faber polinomlarini kullanarak elde etmislerdir. 2006 yilinda Airault and Bonali
[2] fe.A fonksiyonlarinin Faber polinomu seri agilimini kullanarak ¢ = f

fonksiyonunun seri agilimini

g(w) = f‘l(w):W+i%Kn‘”l(a2,a3,...)w” (3.6)

n=2

seklinde elde etmiglerdir. Burada V, ler 7<j<n icin a,a,..a, degiskenli bir

polinom olmak lizere K " ifadesi

o (_n)! art 4 (_n)! ans
K‘l_(—2n+1)!(n—1)! 2 (2(-n+1))!(n-3) N
(—n)! o

' (—2n+3)!(n—4)! %

(_v

(2(—n+2))!.(n ~5)!

3.7)

+

a”® [as +(-n+2) aj]

(—n)! . S
’ ~2n+5 v
+(—2n+5)!(n—6)!a2 2o+ (-2n+ )a3a4]+;az '

seklindedir. Ozel durumda ilk ti¢ terim
1

EK{Z :—az,

%Kf = 2a, —ay,

1, 3

7% =—(5a; —5a,a, +a, )

dir.
Genel durumda her peN icin K" nin agilim1 (bkz [2])

58



KP= PRDpe, P s, P
2 (p-3)!13! (p—n)!n!

seklindedir. Burada a =1 ve g (k=12,..,n) lar g+ +..+u =p,

M+ 24, +...+nu, =n kosullarini saglayan negatif olmayan sayilar olmak tizere

_ _~ Pi@)*...(a)"
an _an(allaZ""'an)_; ,U]_',Unl (pSn)

seklindedir (bkz [1]). D/ (a,,a,,...,a,,,) =&, oldugu agiktir (bkz [1]).

Diger taraftan
1,
A :EKn_l(az,as,...,an)
olsun. 0<k<n-1 i¢in a, =0 kosulu altinda A =-a, (n>4) oldugunu su sekilde
gorebiliriz. Burada analizden ¢ok bilinen n!'=T(n+1) veya(-n)!=I(1-n) ve
I(n+1)=nl(n) veya I'(—n+1)=(-n)I'(-n) esitlikleri kullanilacaktir. Boylece;

n=4 igin

1 . 1
A, =ZK34(a2,a3,a4)=z(—4)(5a§ ~5a,a,+3,)

olup a, =a, =0 kosulu altinda

A= 5K (0,0,8,) = (-4)(a,) = -a.

n=5igin

1. .
As :gK45(a2'a3'a4'a5)

1 (-5)! al + (-5)! ala+ )! a. —3a>
=S| Copan o = ™™ oo™ %

olup a, =a, =a, =0 kosulu altinda

-5\
A =%K;5(o,o,o,a5)=é(—5)'a5 __a,

(-6)1(0)!

olur. Bu durum bu sekilde devam ederse oldugu A, =-a, (n>4) oldugu goriiliir.
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Yukarida da bahsedildigi tizere ilk defa Jahangiri ve Hamidi 2013 yilinda bi-univalent

fonksiyonlarm belli bir altsinifi i¢in a, katsayisinin bir iist sinirin1 bulmuslardir. Onlar
yaptiklar1 ¢alismada Frasin ve Aouf’un [16] 2011 yilinda tamimladiklar1 By (£,4) smifi

icin |an| genel katsayisinin kesin olmayan Ust sinirin1 asagidaki sekilde bulmustur.

Teorem 3.2.46: f eBy(B8,4) (0<B<1 A>1) olsun. Eger 2<k <n-1 icin a, =0

ise bu durumda

la,| < _20=5) (n>4)
1+(n-1)A

dir [22].

Ispat: f e A fonksiyonu f(z)=z+ Z:anzn seklinde olsun. Bu durumda

(1-4) f(z)mf (2) = 1+Z(1+ n-1)1)a,z"* (3.8)
ve g =f*icin
(1—,1)$+/1g'(w)=1+i(1+(n—1),1)bnw“l (3.9)

=1 i(1+ n-1)4 ) 1K " (3,84, )W

elde edilir.

Diger taraftan f e By (f,4) oldugundan tanim geregi Rep(z)>0 ve Req(w)>0

olacak sekilde p(z) :1+ZCHZ” ve q(w) :1+Zan” fonksiyonlart vardir ki bu
n=1

durumda
(1- z)fiz) FAE(2) =1+ (1-2) 3 KE (6 CyrenC, ) 2° (3.10)
(1-2) (W)+/lg W) =1+(1-a) S K} (dy dyroond, )W (3.11)

yazilir. (3.8) ve (3.10) daki esitliklerin sag taraflar1 esitlenirse
(1+2(n-1))a, =(1-a) Ky, (€, Cprenni €y ).
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ve benzer sekilde (3.9) ve (3.11) deki ifadelerin sag taflari esitlenirse

%(1+(n—1)ﬂ,) K5 (0,0, b,)

(1-a)K;,(d,d,,...d, ;)

elde edilir. Hipotezden 2<k <n-1i¢in a, =0 oldugundan b, =—a, ve bdylece
(1+4(n-1))a, =(1-a)c,,,
~(1+2(n-1))a, =(1-a)d,,

bulunur. Buradan Lemma 3.2.1 kullanilirsa

2, < 1-a)lc,| _ (1-a)[d,| )
n| = |1+(n—1)/1| |1+(n_1)1| T 1+(n-1)A

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Bulut asagidaki c¢alismada, Caglar ve arkadaglarinin Tanim 3.2.17 de tanmimladigi
B¢ (B,4) smufi i¢in genel katsayr formiiliinii bulmustur. Bu ¢alisma ayn1 zamanda

Teorem 3.2.46 deki sonucun genellestirilmisidir.

Teorem 3.2.48: f eB{(B,4) (421, ©>0, 0<a <1) olsun. Eger 2<k <n-1 i¢in

a, =0 ise bu durumda

a,|< 2(1-a)
" 1+ A(n-1)]

(n>4)

dir [10].

Teorem 3.2.45 de x =1 alinirsa Teorem 3.2.46 deki sonug elde edilir.

Asagidaki ¢alisma Jahangiri ve arkadaslarinin Tanim 3.2.33 de tanimladigt R(p;a)

smifi icin Teorem 3.2.41 ve 3.2.42 olarak yapilan ¢alismanin devamidir.

Teorem 3.2.48: f e R(p;«) olsun. Eger 2<k <n-1i¢in a =0 ise bu durumda

dir [24].
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Hamidi ve Jahangiri [18] 2014 yilinda konvekse yakin fonksiyonlar igin genel katsay1

formiiliinii asagidaki sekilde bulmustur.

Teorem 3.2.49: f, f e K(B) olsun. Eger 2<k <n-1igin a =0 ise bu durumda
2(1-
|an|£1+(—a) (n>4)
n

dir [18].

Hamidi ve Jahangiri [19] 2015 yilinda Ali ve arkadaslarinin 2012 yilinda Tanim 3.2.10,
3.2.11 ve 3.2.12 de tanimladiklar1 siniflar1 ve Deniz’in [13] 2013 yilinda Tanim 3.2.19
da tanimladig1 bir sinifin 6zel bir durumu i¢in genel katsay1 formiiliinii asagidaki sekilde

bulmustur.

Teorem 3.2.50: f e R(0,y;¢) olsun. Eger 2<k <n-1i¢in a =0 ise bu durumda

|an|s¥ (n>3)

dir [20].

Teorem 3.2.51: f € ST,[4;¢] olsun. Eger 2<k <n-1icin a, =0 ise bu durumda

2
|an|Sm (n23)

dir [20].
Teorem 3.2.52: f € L [4;¢] olsun. Eger 2<k <n-1i¢in a, =0 ise bu durumda

a 4 n>3)

< (
(n=-D(n(L-A)+ A1)

dir [20].

Teorem 3.2.53: f e M [1;¢] olsun. Eger 2<k <n-1icin a, =0 ise bu durumda

la,| < 2 (n>3)
(n-D((n-Di+1)

dir [20].
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2015 yilinda Srivastava ve arkadaslar1 [39] asagidaki sinifi tanimlayarak bu sinifa ait

fonksiyonlarin genel katsay1 formiiliinii bulmustur.

Tanmm 3.2.37: feX ve g=f " olsun. 0<a <1, >0 veher z,weU igin
Re(f'(z)+Azf"(z))>«a
ve

Re(g'(w)+Awg"(w))> &

sartin1 saglayan f fonksiyonlar N(Za”l) smifindandir denilir [39].

Teorem 3.1.54: f e N{** ve 2<k <n-1 igin a,_=0olsun. Budurumda

2(1-a)

o< n[1+A(n-1)]

(n>3)

dir [39].

Hamidi ve Jahangiri [20] 2016 yilinda Tanim 3.2.20 teki tanimin Ozel bir haline ait

fonksiyonlarin genel katsay1 formiiliinii bulmustur.

Teorem 3.2.55: f €S, [1+ AZ] ~1< B < A<1 olsun. Bu durumda
1+Bz
la,| < A_lB, (a =0;2<k<n-1)
n_

dir [21].

2016 yilinda Altinkaya ve Yalgin [5] Tanim 3.2.22 de tanimlanan H{ (ﬂ,,q)) sinifina ait

fonksiyonlarin belirttigi serinin genel katsayisi i¢in bir iist sinir bulmustur.

Teorem 3.2.56: f e H¢(4,p) ve 2<k <n-1igin a, =0 olsun. Bu durumda

a)| <2
u+(n-14

dur [5].
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4. BULGULAR:

Calismanin temel amaci yukarida Tanim 3.2.27 da tammladigimiz. Sy (4,7;¢) sinifinda

tanimlanmig fonksiyonlarin genel katsayisi igin bir ist sinir elde etmek olacaktir.

Teoremin ispat1 daha dnce yapilan ¢alismalarin ispatindaki yol izlenerek yapilacaktir.

Teorem 4.1: feSp(Ayip) ve f(2)=z+)  p2" (0<A<LyeC\{0}) olsun.
Eger 2<m<n-1i¢in p, =0 ise

7B,
n-1)(1+A(n-1))

Pa| <
II(

dir [14].

Ispat. Tlk olarak
f()=z2+), 2"
ve 0< A <1 olmak Uzere
A(f(2))=Azf"(z)+(1-2) f(2)

olsun. Bu durumda

zA(f(z))
feSs(Ayip) o1+ —( (f()) J<¢)(Z)

WA (g(w)

Ag(w))

g="1" eSz(/l 7/,(0)<:>1+—( ]<(p(w)

yazilir.

Diger taraftan f(z)=z+ Z::Z p,2" icin

Af@)=2+2" (1+/1 (n-1))p,2" =7+ " az

elde edilir. Simdi Faber polinomial agilimm Sy (4,7;¢) smifindaki fonksiyonlarm seri

acilimina uygularsak (bkz. [2] ve [3])

(A (f@) ), 1& 1
;(m—q—l yr]Z::ZFn_l(az,ag,a4,...,an)z (4.1)
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bulunur. Burada,

A(il,iz, i 1) . (_1)(n_1)+2i1+,_,+nin71 i iy .t —l)!(n —l)

(i)-(i21)---(in-2!)

olmak Uizere

Fn—l(a21a3|a4 ----- an): z A(ll,lz,,|n_1)(alzlaézai!]n_l)

iy +2iy+.+(n-1)i,_,=n-1
seklindedir. Ozel durumda F,_; (a;,a3,8,,...,a, ) in ilk 5 terimleri
F =-a,
F,=a; -2a,
F,=-a +3a,a,—3a,,
F, =a; —4a’a, +4a,a, + 2a; — 4a,,

F, =-a; +5a5a, +5a;a, —5(a; - a; )a, + 53,3, — 5

seklinde olur. (4.1) deki ayn1 diislinceyle g = f1 fonksiyonunun katsayilari

g(w) = fH(w)=w+ i%K;”l(az,as,...,an)w” =W+ irnwn
n=2

olur. Burada

B C)

o = (-2n+1)!(n-1)!
(n)

(2(-n+1))!(n-3)1 °
(=n)!

+(—2n+3)v(n—4)vaz

(-n)!

( n+2)'n 5)!

+ -3

a,

-4

CH

+

a) [aS +(—n+2)a§]

)t s
+( —2n+5)!(n- 6) L8+ (-2n+5)a,

+> a7V,

j=7

ve 7<j<n i¢in V., ler a,a,..a, degiskenli polinomlardur.

] n

b, = (1+A(n-1))r, olmak iizere
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l[wA’(g(w))
A(g(w))

yazihr. f ve g=f" fonksiyonlar Sy (4,7,0) smifindan  oldugundan

1& _
_1]=1_;ZFn_l(bz’bsibm---'bn)wn ' (4.2)
n=2

subordinasyonun tanimi geregince
U(z) =Cz+¢,2° +..c,2" +..., |u(z)| <1, zeU
ve
v(w) =dw+d,w? +..dw" +..., [v(w)|<1, weU

fonksiyonlar1 vardir. Boylece

E(M ] (u(z))=1- ZBlK (€1,C5,.,CyBy, By, ..., B, )2" (4.3)

A(f(2))
ve
WA’( (W)) = -1-— S -1 n
( (g(W)) lj—(P(V(W))—l nzz‘iBlKn (dl,dz,...,dnBl,Bz,...,Bn)W (4.4)
yazilir.

Genel olarak, K = Kn"(kl,kz,... k

1 N

B,,B,....,B,) katsayilar

p! n p! n-2 By s
Knp_(p n)'n'kl B, (p—n+1)!(n—2)!kl B,
p! n-3 Boy
(p-n+2)(n-4)" B
p! n_{ B,_; p—n+3szn_2}
(p-n+3)!(n-4)" | B, 2 ? B

4 +(p-n+4)k k3h+2k”“'x

p' n-5 B
+ k' ke — ;
(p-n+4)!(n-5)" [5 B, - ’}
seklinde olup burada X, ler, j. dereceden k,,k;,....k, degiskenli polinomlardir (bkz.
[1] ve [2]).
u(z) ve v(w) Schwarz fonksiyonlar1 oldugundan |Cn|S1 ve |dn|£1d1r (bkz. [15]).

(4.1) ve (4.3) ifadeleri esitlenirse

1 -
” 1-1(82,83,84,-.8y) = BlKnl(CvaZ""’cn’ By, By.....By) (4.5)

ve 2<m<n-1igcin a, =0 kosulu altinda

66



—i(n—l)an :—l(n—l)(ljt;t(n—l)),on =-Bc, (4.6)
vV Ve

elde edilir.

Benzer olarak (4.2) ve (4.4) karsilikli esitlenirse
1 _

; n—1(b2’b31b4’---’bn) = BlKngl(dlidZ""’dn—l’ BBy, Bn) (4.7)

ve 2<m<n-1ig¢in a, =0 kosulu altinda

—%(n—l)bn - _Bd, |

bulunur.

Sonolarak 2<m<n-1i¢in a, =0 oldugundan b, =-a_ olup dolayisiyla
1 1

=(n-1)a, ==(n-1)(1+A(n-1))p, =-Bd, (4.8)
Y /4

elde edilir.
Dolayisiyla (4.6) veya (4.8) denklemlerinin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa genel

formili elde ederiz.

Teorem 4.1 de A=0 almirsa kompleks mertebeden Ma-Minda tipli bi-yildizil

fonksiyonlarla ilgili asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1: f,f ' eS[r;¢] olsun. Bu durumda

LY

, Pr=02<m<n-1
n-1

4] <

dir [14].

Sonug 4.1 de y=1 ve ¢(z)=(1+Az)/(1+Bz)=1+(A-B)z-B(A-B)z’ +...

alinirsa Hamidi ve Jahangiri’nin [21] ¢alismasindaki buldugu sonug elde edilir.

Teorem 4.1 de A=1 alinirsa kompleks mertebeden Ma-Minda tipli bi-konveks

fonksiyonlarla ilgili agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.2: f,feC[y;p] olsun. Bu durumda

|7|Bl

, Pn=0;2<m<n-1
n(n-1) P

|94 <

dur [14].

Asagidaki lemma ana sonuglarimizdan biri olan Teorem 4.2 nin ispatinda énemli bir

yere sahiptir.

Lemma 4.1. p(z):1+z p,z" € P olsun. Bu durumda —oo < & < oo igin
n=1
2—alpl;  a<y2,
|p2—ap12|§{ | 1| oF

2-1-a)|p|; a=1/2
dir [15].

Tanim 2.3.4 den sonraki paragraftan P simfi ile Q smifi arasindaki iliskiyi bir daha

hatirlayacak olursak, yani

1+ ¢(z
p@)eP e p0) =28 4y cn (49)

1-4(2)
Lemma 4.1 i asagidaki sekilde de yazabiliriz. p(z) e P ve ¢(z) € Q fonksiyonlari
sirasiyla

p(z)=1+> p,2"
n=1

ve

42 =1+ Y 47

seklinde olsun. (4.9) daki esitlikten z nin aym dereceden kuvvetlerinin katsayilar
karsilastirilirsa p, = 24, ve p, =2(¢, +@7) oldugu kolayca gériiliir. Bu durumda (4.9)

esitsizligi 7 =1-2a olmak lizere
2

2 "

(4.10)
1-@+n)|d)s n<0

|¢2 + 7741512| < {

elde edilir.
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Simdi (4.10) esitsizligini kullanarak asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem4.2: f eSy(L,7ip) ve f(2)=2+)." p,2" (0<2<1yeC\{0}) olsun. Bu

durumda
7B, B,|
’ 1 2
) 2(1+22)
|p3 2|
PR B <l
2(1+24)" 17
dir [14].
Ispat: (4.5) ve (4.7) esitliklerinde; n =2 alinirsa
7B.C, yBd,
=—= Ve p,=——=— 4.11
P 1+ 1 P ) ( )
ve n =3 alinirsa da
. 2 2
20+24)p; — 1+ A) o, _ B, +B,c’ (4.12)
v
ve
. g2y2 2
20+24)p+(B3+64A-1)p, _Bd, + B,d? (4.13)

v
esitlikleri yazilir. Boylece (4.11) esitliklerinden ¢, =—d; elde edilir. Diger taraftan

(4.12) ve (4.13) esitliklerinden de B, >0 durumu g6z 6ntinde de bulundurulursa

2 7/E1 EZ 2 EZ 2
0, —p-=—2<1 |lc +—=2¢c° |—-|d, +—=d 414

bulunur. (4.14) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

|p3—p§|é|y|—81{c e

2 A2
Cl
41+ 22)

+
2
Bl

B
d, +Ezdf

1

} (4.15)

elde edilir.

Simdi (4.15) esitsizligini B, >0 ve B, nin durumlarina goére ¢ézelim.
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Hal 1. B, <0 olsun. Bu durumda (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki parantezin igine

(4.10) esitsizligi uygulanip ve 7 = B, /B, alinirsa
B B,+B B,+B
ST 4 | P - = N P - - 4.16
|,D3 pz| 41+ 24) B, |1| B, | 1| ( )

Hal 1.1. Eger B, + B, >0 ise, bu durumda (4.16) esitizliginden

elde edilir.

bulunur.

Hal 1.2. Eger B, +B, <0 ise, bu durumda (4.16) esitizliginin sag tarafi maksimum

degerini |Cl| = |d1| =1 i¢in alir ve boylece
2 |7|Bl [ Bi+B, __ |7|BZ
2 p2|g4(1+24){2{1 ( B, ﬂ}_ 201+ 27)

Hal 2. B, >0 olsun. Bu durumda (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki parantezin igine

elde edilir.

(4.10) esitsizligi uygulanip ve 7 = B, /B, alimirsa
B - —
|p3_p22|§|7|—1 1| BB i |41 Bz Be g
4(1+24) B, B,

Hal 2.1. Eger B, — B, >0 ise, bu durumda (4.16) esitizliginden

elde edilir.

bulunur.

Hal 2.2. Eger B, —B, <0 ise, bu durumda (4.16) esitizliginin sag tarafi maksimum

degerini |Cl| = |d1| =1 i¢in alir ve boylece

2 |7|Bl [ B-B, _ |7|BZ
2 p2|s4(1+2z){2{1 { B, ﬂ}_zmzz)

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak bi-Univalent fonksiyonlarin tanim ve 6zelliklerini verdik.
Daha sonra literatlr olarak bi-iinivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflart igin yapilan

katsayi esitsizliklerini verdik.

Bizde bu ¢alismada Deniz [13] tarafindan Tanim 3.2.27 de tanimlanan Ma-Minda tipli
y —mertebeden bi- A — konveks ve bi- A —yildizil fonksiyonlarm Sg(4,7,¢) smifim ele

aldik. Bu smif i¢in Deniz [13] ¢alismasinda a, ve a; katsayilarinin birer iist sinirimi
elde etmisti. Biz ise bu simifin genel a, katsayisi igin bir iist sinir formiilii elde ettik.

Yapilan caligma (bkz. [14]) makale olarak yayimlanmasi i¢in bir dergiye sunuldu.
Bulunan sonu¢ son zamanlarda yapilan Hamidi ve Jahangiri’nin [20] sonucunun
genellestirilmesi olup ayrica bu sonug literatiir kisminda verilen bir ¢ok sonucun genel
halidir. Bu c¢alismadan yola ¢ikarak bazi arastirmacilar bi-Univalent fonksiyonlar
teorisinde ele alinan birgok problemi S;(4,7;¢) smifi igin yapabilir. Ornegin; bu sinif
icin Fekete-Szegd ve Hankel determinanti problemi ele alinabilir. Hatta dérdinci ve

daha (st katsayilar i¢in sinirlar bulunabilir.
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