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ONSOZ

Bu calisma Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda

yiiksek lisans tezi olarak hazirlanmistir.

Calismada 1s1 gecirgenlik denklemi i¢in sonlu farklar yonteminin yakinsakligi ele
almmustir. {lk dnce ele alinan 1s1 gegirgenlik denklemi igin II. gesit baslangic smir
deger problemi tanimlanmis ve problemin diskritlestirilmesi olusturulmustur. Smir
deger problemi i¢in farklar semas1 olusturulmus ve bu farklar semasinin kararhiligi
icin kestirimler elde edilmistir. Bu kestirimlerden yararlanarak farklar semasmin
hatas1 degerlendirilmis, sonlu farklar yonteminin yakinsakligini gdsteren kestirimler
elde edilmistir. Ele alman smir deger problemlerinin niimerik ¢dziim algoritmasi

olusturulmustur.

Tez ¢alismamda  planlanmasinda,  arastirilmasinda,  yiiriitilmesinde  ve
olusturulmasinda 1ilgi ve destegini esirgemeyen derin bilgi ve tecriibelerinden
yararlandigim, yonlendirme ve bilgilendirmesiyle c¢alismami bilimsel temeller
1s1ginda sekillendiren Saym Prof. Dr. Gabil YAGUB danisman hocama en igten
tesekkiirlerimi sunarim. Caligmalarimda benden yardimlarini1 destegini ve bilgisini
esirgemeyen Sayin Yrd. Dog. Dr. Nigar YILDIRIM AKSOY hocama ve ayrica tezin
hazirlanma siirecinde manevi destegini her zaman hissettigim aileme sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.

Kars-2016 Seving NAYKI



ICINDEKILER

ONSOZ .o i
OZET oottt iii
ABSTRACT .t a e aees Y
SIMGELER DIZINT ..o, v
| IO 1 23 1P 1
2. KURAMSAL TEMELLER ... 3
3. MATERYAL VE YONTEM .......oooiiiiiinininiininieinsiscssses s 8
3.1.Is1 Gegirgenlik Denklemi I¢in II. Cesit Siir Deger Probleminin Konulmas ..... 8
3.2. Problemin DisKritleStirilmesi........c.uuvvriviiiiiiiiiiiiiiiiiiee e 9
4. ARASTIRMA BULGULARI .......cooiiiiiiiiiiii et 10
4.1. Fark Semasmin Kararlili@1 ........cccooiiiiiiiiiiiiiie e 10
4.2. Fark Semasmin Hatasmin Degerlendirilmesi .........c.evvvvveeeiiiiiiiiiiiiiiineeniiiine, 11
4.3. Problemin Niimerik COzZim AlZOTIEMAST ..vveevvreeiiieeiiieesiiiressieeesireesneeesieeens 22
5. TARTISMA Ve SONUC .......ooiiiiiiiiiiiiiiiiie e 24
6. KAYNAKLAR .ot 25
OZGECMIS ..ottt ettt ettt et ene s 27



OZET

Bu tezde, 1s1 gecirgenlik denklemi i¢in sonlu farklar yonteminin yakinsakligi ele
almmustir. Ik boliimde 1s1 gegirgenlik denklemi i¢in sonlu farklar yontemi hakkinda
bilgi verildikten sonra, ikinci bolimde tezde kullanilan lemmalar ve bazi
matematiksel kavramlara yer verilmistir. Uciincii boliimde ise 1s1 gegirgenlik
denklemi i¢in II. ¢esit baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanir ve bu problemin bir
fark semasi1 olusturulur. Dordiincii boliimde ise fark semasinin ¢oziimii i¢in kararhlik
kestirimi elde edilir ve bu kestirim kullanilarak fark semasinin hatasi
degerlendirilmistir. Bagka bir deyisle sonlu farklar yonteminin kesinligi
belirlenmistir. Son olarak baslangi¢ smir deger probleminin niimerik ¢6ziim
algoritmasi elde edilmistir. Besinci boliimde ise bu tezin Onceki g¢alismalardan

farklilig1 vurgulanmistir.

2016, 27 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Is1 Gegirgenlik Denklemi, Sinir Deger Problemi, Sonlu Farklar

Yontemi, Fark Semasi, Kararlilik, Yakinsama.



ABSTRACT

In this thesis, the convergence of the finite differences method for heat equation is
considered. In the first chapter, after the information about the finite difference
method for heat conductivity equation is in formed, in the second chapter, lemmas
and some mathematical concepts used in this thesis are presented. In the third
chapter,the second type initial boundary value problem for heat equation, is
desenibed and a differance scheme for this problem is constituted. In the fourth
chapter, a stability estimation for the solution of the difference scheme is obtained
and by using this estimation, the error of difference scheme is evaluated. In other
words, the precision of the finite difference method is determined. Finally, a
numerical solution algorithm of the initial-boundary value problem is obtained. In

fifth chapter, it is emphasized that this thesis is different from the former works.

2016, 27 Pages

Keywords: Heat equation, Boundary value problem, Finite difference method,

Difference scheme, Stability, Convergence.



SIMGELER DiZINi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

v Herhangi

0

v Hemen hemen

3 Oyleki

(>0 Verilen say1

T>0 Verilen say1

Xe [0, ( ] Bagimsiz degisken

te [O,T] Bagimsiz degisken
>0 t degiskenine gore adim
h>0 X degiskenine gore adim
[....] Kaynak numarasi sayfa
Q=(0,0)x(0,T) Verilen bolge

0.9 = (¢jK —¢j,(_1)/r, t’ye gore sol fark

o0, = (¢J.K ~ @ 1, )/h X ’e gore sol fark

0P, = (¢j+1K — 4 )/h X ’e gore sag fark

09 = (¢j+1,( -2, + P 4, ) / h’ X ’e gore 2. mertebeden fark



1. GIRIS

Bilindigi gibi 1s1 gecirgenlik denklemi i¢in konulan baslangi¢ smir deger problemleri
1s1, diflizyon gibi siire¢lerin 6grenilmesi durumunda ortaya ¢ikmustir [1-5]. Bu
nedenle 1s1 gegirgenlik denklemi i¢in baslangic smir deger problemlerin niimerik
¢oziimii hem teorik hem de pratik agidan 6nem tasimaktadir. Soylemek gerekir ki 1s1
gecirgenlik denklemi i¢in baslangic smir deger probleminin niimerik ¢6zimi ve
onlar i¢in sonlu farklar yonteminin yakmsakligi ilk Once farkli yazarlarca
incelenmistir [2,4-7]. Bu tez ¢alismasinda incelenen 1s1 gegirgenlik denklemi igin II.
cesit sinir deger problemleri verilerin farkli sartlar1 saglamasi agisindan 6nceki
calismalardan farklidir. Bu nedenle bu tez calismasinda incelenen problem arastirma
acisindan 6nem arz etmektedir. SOylemek gerekir ki kismi tiirevli diferansiyel

denklemler i¢gin benzer sorular 6nceki [6-14] ¢alismalarda incelenmistir.

Diferansiyel denklemler i¢in konulan problemlerin niimerik ¢6ziimiinii yapmak i¢in
kullanilan ¢6ziim yontemlerinden biri sonlu farklar yontemidir. Sonlu farklar
yontemi ile verilen diferansiyel denklemler, sonlu fark semalariyla degistirilir. Bu
degisim onlara karsilik gelen niimerik diferansiyelleme ya da sonlu fark
formiilleriyle degistirilir. Bu nedenle niimerik diferansiyel formiillerini bilmek pratik

acidan ¢ok onemlidir.

Sonlu farklar yontemini bir baslangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimiine uygulamak
icin belli asamalardan gegmemiz gerekir:

1. Verilen baslangi¢ sinir deger probleminin ¢ézlimiiniin tanimladig1 bolge uygun bir
aga dontistiiriiliir.

2. Insa edilen ag iizerinden tanimlanan ag fonksiyonlar: ilk problemin verilerine
doniistiiriliir.

3. Baslangic smir deger problemini olusturan denklem ve bagslangi¢ sinir deger

sartlar1 sonlu farklar semasina doniistiiriilerek cebirsel denklemler sistemi elde edilir.

Bu agamalar gergeklestirildikten sonra elde edilen fark semasinin ¢oziimii ile verilen

baslangi¢ smir deger probleminin ¢éziimii arasindaki iliski insa edilmeye c¢alisiliyor



ki s6z konusu ¢aligmalarda sonlu farklar yonteminin yakisaklig ile ilgili sorularin

cevaplandirilmasina ait olan ¢aligmalar siirdiiriilityor.

Bu bahsedilen bilgiler bu tez ¢calismasinda sonlu farklar yonteminin kullanilmasinda

bize yardimc1 olmustur.

Tezin ilerleyen kisimlarinda ilk olarak, kuramsal temeller boliimiinde, bu tezin

olusturulmasinda temel teskil edecek olan L, uzaylari ve Sobolev uzaylarmmn yani

stra bir sonraki boliimde kullanacagimiz bazi kavramlarin tanimlar1 verilmistir.

Materyal ve yontem boliimiinde, 1s1 gecirgenlik denklemi icin II. ¢esit smir deger

problemi tanimlanip bu probleme ait fark semasi olusturulmustur.

Arastirma bulgular1 boliimiinde ise II. ¢esit sinir deger problemine ait fark semasmin
¢Oziimii i¢in kararlilik kestirimi elde edilmis ve kararlilik kestirimi kullanilarak fark
semasinin hatasi i¢in kestirim ispatlanmistir. Ele alman smir deger probleminin

niimerik ¢6ziim algoritmasi olusturulmustur.

Son olarak, tartisma ve sonug¢ boliimiinde ise bu ¢alismanmn daha onceki yapilan

calismalardan farklilig1 ortaya konulmus ve tezin 6nemi vurgulanmaistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde ilerde kullanacagimiz teoremler, lemmalar ile bazi uzaylarn ve

kavramlarin tanimlarini vericegiz:

Tanmim 2.1: “K reel veya kompleks sayilar cismi, X K cismi iizerinde bir lineer

uzay olsun. Her x,y e X ise her ae K igin”
1. |¥|=0 < x=0,

2. Jlax]= [afx].

3. |+ <X+ vl (liggen esitsizligi)
kosullarini saglayan

l: X >R, x—|¥|

“déniisiimiine X lineer uzayi iizerinde norm denir. Uzerinde bir norm tanimlanan X

lineer uzayma normlu lineer uzay denir”.

Tamm 2.2: “ X bir normlu lineer uzay olsun”.

(x,)= X, n=12,... dizisi "Ve>0, vpeN ve Vn>n, igin

X, —X|<é&

n+p n

“olacak sekilde 3n, €N dogal sayisi vardir. Kosulunu saghyorsa, (x,) dizisine X

normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir denir”.

Tamm 2.3: “Her Cauchy dizisine yakinsak olan normlu lineer uzaya tam uzay denir.
Tam normlu lineer uzaya Banach uzay1 denir”.

Tamim 2.4: “ X bir lineer uzay olsun. X {izerinde “:

i. vxe X icin (x,x)>0ve (x,x)=0 < x=0;



i Vx,yeX icin (xy)=(y,x);
iii. VaeR ve vx,yeX igin (ax,y)=a(x,y);
iv. VX, y,ze X icin (x+y,z)=(x,2)+(y,z)

“kosullarin1 saglayan < , .>X x X >R doniisiimiine i¢ ¢arpim denir. I¢ carpim

tanimlanan reel lineer uzaya da Euclid (ya da i¢ ¢arpim) uzay1 denir”

Tanim 2.5: “ X bir kompleks lineer uzay olsun. X iizerinde “:

i. ¥xe X i¢in (x,x)>0ve (x,x)=0 < x=0;

ii. Vx,yeX icin (x,y)=(y,x);
iii. VaeC ve vx,yeX icin (ax y)=a(xy);
iv. VX, y,ze X icin (x+y,z)=(x,2)+(y,z)

“kosullarm1 saglayan (., .)X xX —C déniisiimiine i¢ ¢arpim, (X,<. , >) ikilisine

de tniter (ya da i¢ garpim uzayi) uzay denir”.

“Tam Euclid ve tam {liniter uzaylara Hilbert uzay1 denir”.

Tamm 2.6: [2] “L, (0, () Hilbert uzay1 olup elemanlar: (0,() araliginda 5lgiilebilir

ve modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim

ve norm”

(03) = [0 O07 (00

”u“LZ(O,[): <u’u>L2(0,()

“seklinde bulunmaktadir”.



Tanmm 2.7: [2] “L, (Q) Hilbert uzay1 olup elemanlar1 Q dikdortgeninde Slgtilebilir

ve modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir. Burada i¢ ¢arpim

ve norm”

(W.0), 0 = J ¥ (x ) p(x.t) crclt

Q

”l’[/”LZ(Q) = ‘/’>L2(Q)

seklinde tanimlanmaktadir.

Tamim 2.8: [2] "W, (O, K) Hilbert uzay1 olup elemanlarmin kendisi ve onlarin birinci
mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (O,ﬁ) uzaymda olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir”:

(

<‘//a¢>w§(0,() =I[V/(X)¢T(X)+ 8W(X) 85()()}1)('

0 OX OX

1 k0.0, = V¥ Do)

0
” W, (0,() uzayt W, (0, () uzaymn alt uzay1 olup, (0, () aralignin ug noktalarnda

sifira esit olan fonksiyonlarin uzayidir”.

Tanim 2.9: [2] “W, (0, ( ) Hilbert uzay1 olup elemanlarmin kendisi ve onlarn ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L, (0, ( ) uzayindan olan Sobolev uzayidir.

Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir”:

<l//’ ¢>w§(o,f) :J. oX OX OX? Ox?

0

[(V/(X)‘Z(XF ow(9) 29 (x), o (x) 82(E(X)de,

”'//”sz(o,() - <W’W>W22(O,C)’

0 0

W, (0,¢) =W, (0,£) nW; (0, ).



Tanm 2.10: [2] “W,'(Q) Hilbert uzayi olan Sobolev uzayidir. Elemanlari Q

2
bolgesinde tanimli a—l/j, v a—l//eLz(Q) ozelliklerini saglayan y(xt)
X

fonksiyonlardir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir”.

(V' Bhupsia =Jl{l//(x,t)5(x,t)+ a‘/’;;"t) 552:’0 N

Q

Oy (xt) 0’4 (xt) ow(xt)op(x1) |, o
8X2 5’X2 ot '

”'/’|LN;4(Q) = (v, '//>w22v1(9)'

Lemma 2.1: [9] (Bramble-Hilbert Lemmasi). D bolgesi E, Euclid uzaymm d >0

capina sahip acik, konveks sinirli bir bolgesi olsun. Ayrica,

g(u)eW,"(D)(0<m=m+4, M—negatif olmayan tamsay1, 0<1 <1)

bi¢iminde lineer ve smirl bir fonksiyonel olsun.

m b
Yani, ‘g (U)‘ <C [,Z;‘d 2 |U|?D +d?" |u|fn’DJ sarti saglansm. Eger g(u) m’nci
dereceden polinomda sifira esit ise, bu takdirde;

‘g(u)‘ <CCd" |u|m’D olacak sekilde C >0 sayist vardir. Burada |u|m’D , W," (D) de

yar1 normdur.

Tamm 2.11: Farz edelim ki u( X), [a,b] araliginda tanimlanip siirekli fonksiyon

olsun. u(x) fonksiyonunu ag fonksiyonu olusturmak i¢in [a,b] araliginda ona
karsilik gelen ag ile degistirelim.

A :{x:x=xi =a+ih, i:O,_N}, hz%

W, :{x:x:xi =a-+ih, i:LN——l},



W, =W, U{x=a, x=b}.

h’a agin adimi denir. X, noktalarina agm diigim noktalar1 denir. Dugim

noktalarinda u (X) fonksiyonunun x. noktalarindaki degerini U (X) =Uu (Xi ) ile

gosterelim. u(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli olmadigindan u(x)

fonksiyonuna karsilik gelen

Xis1

u(x)dx i=0,N-1

I

u zifu(x)dx i=LN, u =

Xia

S|

x

formiilleriyle tanimlanabilir. Bu formiillere Steklov anlaminda u(x) fonksiyonlarin

[%_1, %], [%,%.,] araliklarinda ortalamas: denir.

i N+l



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Is1 Gegirgenlik Denklemi icin I1. Cesit Simir Deger Probleminin Konulmasi

Burada ¢, T >0 verilen sayilar, xe[0,(], t[0,T], Q=(0,()x(0,T) olsun.

Farz edelimki u=u (X,t) fonksiyonu i¢in asagidaki sartlar saglansin:

E—ymu+u(t)u: f(xt), (xt)eQ (1)
u(X,O)z(p(X), Xe(O,L’) (2
aug(),t) - a”éﬁ’t) ~0, te(0T). 3)

Burada b >0 yeteri kadar biiyiik say1, v=u(t) fonksiyonu 8lgiilebilir fonksiyon

olup asagidaki sartlar1 saglasin:

0<b,<u(t)<b,  Vte(0T). (4)

@(x) vef(x,t) verilen 8lgiilebilir fonksiyonlar olup

dp(0) _de(0)
dx dx

¢)6W21(O,€), f eLZ(Q), =0. (5)

Goruldigi gibi (1)-(3) sartlarindan U= u(x,t)fonksiyonunun bulunmasi problemi
181 gecirgenlik denklemi i¢in 2. ¢esit sinir deger problemidir. Bu problemin ¢éziimii
denildiginde W, (€Q) uzayma ait olan ve (1)-(3) sartlarmi hemen hemen
(X,t) €() i¢in saglayan U= u(x,t) fonksiyonunu anlayacagiz. [1,2,4,5]

calismasmdan bilindigi iizere verdigimiz tanim anlaminda (1)-(3) baslangic smir

deger probleminin tek ¢oziimii vardir ve bu ¢dziim i¢in:

max |u, (.,t) L(0.1) +||U||sz,1(9) <G (”(p”wzl(o,f) +|f ||L2(Q)) (6)

kestirimi gecerlidir. Burada ¢, >0 sabiti ¢ ve f *den bagimsizdur.



3.2. Problemin Diskritlestirilmesi

(1)-(3) baslangi¢ smir deger probleminin diskritlestirmek i¢in ilk 6nce Q bolgesini

asagidaki bicimde aga doniistlirelim:

{x t X; = jh— / J=LM-1, h:%/l—l’ t, =z, x=0,N, 72%.

Burada M, N verilen pozitif tam sayilardir. X — h 5= 0, Xy, + y =/( oldugu

aciktir. Farz edelim ki ¢ tanimlanan agda tanimli fonksiyon olsun. Asagidaki

i
gosterimleri kabul edelim:
&¢-=(¢K—¢pg/a
0.9 _( i — ¥, 1K)/h XN :(¢J+1K _¢jr«>/h
8 = (b =20+, ) 1

Bu gosterimlerden yararlanarak (1)-(3) baslangi¢c sinir deger problemine karsilik

gelen fark semasini asagidaki gibi yazabiliriz:

69, — 0.9, tbg, +u g, =1, , j=LM-1 x=1] (7
S0 =@, 1=0M, (8)
5.4.= 540, x=LN. 9)
Burada
1% —
v == |o(t)dt, x=1 N, 10
Kri() (10)
e .
pi=2 [ o()dx FIM-1 g=0, oy =04 (11)
Xj,%
T
.:_jj (x,t)dxdt, j=LM -1, x=LN, (12)
ag fonksiyonlaridir.



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Fark Semasinin Kararhhg

Goruldiagi gibi (7)-(9) sistemi (1)-(3) baslangig sinir deger problemine karsilik gelen
fark semasidir ve bu fark semasinin ¢oziimii icin degerlendirme elde etmeye

calisalim.

Teorem 4.1.1. (7)-(9) sisteminin ¢6zimii i¢in

h;( Jm) h; ,—2(5 ¢Jr<) +Th;;( JK)
<c£h2‘¢1‘ +fhiMZ( fio) j vme{L2,..,N} (13)

kestirim gecerlidir. Burada ¢, >0 sabiti, 7 ve h bagimsizdur.

Ispat: (7)-(9) sistemi her bir x igin ve V17, ag fonksiyonu igin asagidaki toplam

0zdesligine denk oldugu agiktir:

M-1
h25 ¢]K77JK + h25 ¢pc x77pc +bhz¢jx77jx
j=1

M-1 M-1
+thK¢jK77jK = hz fj;cnjx' (14)
j=l j=1
Burada 7, =g, alirsak ve
1 2
Dbyt =5 (0,7 =)+ 2 (B~ 4,) (15)

esitliginden yararlanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

M-1

ZhZ( ix T JK—l) th_l((éJK ¢JK1) +Th2(5 ¢JK)

=

M-1 2 M-1
+(b+b0)rhzl:(¢jk) sfh;\ijgzﬁjK.
i= i=

10



Bu esitsizligin her iki tarafin1 xiizerinden x=1 den k=m< N ’e kadar toplayip

$,o = ¢; sartlarmi kullanalim. Bu takdirde asagidaki:

M - m M-1 m M-1

DYONRDH ARV EEL Y CONI
+2(b+b0)rh§;hjzll( JK) _hZ(goJ) +21hghj2_;‘fm i«

esitsizligi elde ederiz.

Buradan &£ >0 i¢in

2
cd <C—g+d—
2¢’

esitsizligini kullanirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
m M-1

M-1 M-

l—*

h;( lm) +21hKZ::J 2(5 ¢JK) +2(b+b, )Th;;(fém)z
<h (o) ceen S () oL ()

Burada &=b+b, alrsak c :[ +1jx(min{1,b+b0})_lile gosterirsek  (13)

b+b,

esitsizliginin gecerliligi oldugunu elde ederiz. Boylelikle teorem ispatlandi.
4.2. Fark Semasimin Hatasinin Degerlendirilmesi

(7)-(9) fark semasinin hatasini degerlendirmek igin (1)-(3) baslangic sinir deger

probleminin ¢oziimii olan u :u(x,t) fonksiyonunun t =t_ noktasindaki degerinin

[Xj %, X; + / } aralig1 lizerinden Steklov anlaminda ortalamasini yazalim

Tk __
U, == f u(x,t)dx, j=LM-1 x=1
h,,
b=t Uyt K=IN, =gy [T s



;. =@, —U, gosterirsek bu takdirde (7)-(9) sisteminden yararlanarak z,

Ik jx

fonksiyonu i¢in:

0rZj, — 02 tbz +v.z2, =F,, j=LM-1 x=1N 17
Zj,=9;—U;;=0 j=0,M, (18)
5.2, =62, =0, x=LN, (19)

sistemini elde ederiz. Burada

K XX K K
] i i Th

2
F = —bu,, —v.u; ——'[ {——bu—u(t)u}dxdt,

j=LM-1 x=1 (20)
dir.
Teorem 4.2.1. Farz edelim ki >0, h>0 admlar1 c, S%ch uyum sartlarmi
h

saglasin. Burada c,,c, >0 sabitleri 7 ve h dan bagimsiz olan belirli sabitlerdir. Bu

takdirde (17)-(19) sisteminin ¢6ziimii i¢in asagidaki kestirim gegerlidir:

hh:IZ( ) mii( ) +hz( L) <o (o). (21)

Burada c, >0 sabiti 7 ve h dan bagimsizdir.

Ispat: (17) sisteminin sag tarafindaki F,. ag fonksiyonunu asagidaki gibi yazalim:

e =0 [Suy, =B, |40 vy —uy, |+ [, -, | (22)

Burada

; 2h
t au(xl;(é,t)dt

B.. % j=IM-1, x=1 (23)
tes
L% _ __
y,-ﬁ—htj ij(x,t)dxdt, j=IM -1, «x=1, (24)
w1 Xj= /o

12



t, X+
.:_j [ v(tyu(xtyxdt, j=IM-1 x=LN (25)

/(lxl /
dir.
F,. fonksiyonunun bu formiiliinii (17) ‘de dikkate alip elde edilen esitligin her iki

tarafin1 zhz; ’yacarpp j=1LM -1 « =1, N iizerinden toplarsak

N M-1 N N N
EDIPITIEIS 3) JRIEIRTL!) 39 3 20 RETD ) WA
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
N M-1 N M-
=thy > 5, [ U, - B 2. +bThZZ[7/1K— e [
k=1 j=1 k=1 j=1
N M-1
+Thz Z I:UJK UK jx :'Zjl( (26)
k=1 j=1

esitligini elde ederiz. Buradan

02,2, =2(2.) ~(2s) +5 (2 2)

esitligin gegerli oldugu agiktir. Bu takdirde z;, =0, j=0,M sartindan yararlanirsak

(26) esitliginin sol tarafindaki birinci terimi asagidaki gibi yazabiliriz:

DNACTRMESL NN IREDD ) RN S

k=1 j=1 k=1 j=1

Kismi toplam formiiliinden yararlanirsak ve (19) sartin1 dikkate alirsak bu takdirde
(26) esitliginin sol tarafindaki ikinci terimi asagidaki gibi yazabiliriz:
N M- N
thZéXXZJKZJK = thZ( Z,) - (28)
k=1 j=1 k=1 j=1
Ayni1 bicimde kismi toplam formiiliinden yararlanirsak (26) esitliginin sag tarafindaki
birinci terimi de

N M-1 N

Th§;5x(5xujx ) :_Thz_;‘;( Ui — B ) L
+( M1 — Bu 1,() M lK_(5xuox_:BoK)ZoK (29)

seklinde yazabiliriz.

13



B, i¢in olan formiilden ve (3) sinr deger sartindan yararlanirsak

B, = Ti (X0+/ )dtTi g()’t)dt_o =1 N
,BM—M—T]GU( Ml+/ )dt——J‘au

esitlikleri elde edilir. Diger taraftan u;  i¢in olan formili kullanip

U, 4. sartlarindan yararlanirsak

uO = ull(’ uMK‘ =

K

5XUM—1K =0, 5XUOK =0
esitliklerini yazabiliriz. Buradan da,

( M -1k :BM 1;«) ) (5XUOK_ﬂ0K‘):0
bagimntilarin1 elde ederiz. Bu esitlikleri (29) da dikkate alirsak kolaylikla asagidaki

esitligi yazabiliriz:

DI CATHEY 3 R 3 3 CATHESY 0 X SN '

X
k=1 j=1 k=1 j=1

(27), (28), (30) esitliklerini kullanip (26) esitliginden yararlanirsak

M-1 N M-

e oSt S0,

2 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

N

+brhzz\ Vie—Up )2,

k=1 j=1

N M-2
SrhzlzKﬂ,K 5,52,

(31)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafinda yer alan terimlerin ¢ >0 igin

2
cd <C—g+d—
2¢&

esitsizligini kullanirsak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz:

14



N M-2 1 N M-2 2
)Y \(ﬁj,( ~5u,.)8,2,|< EThZ > 1B~ 5,
k=1 j=1 k=1 j=1

N M-2

+1rhzz 52,/ (32)
2 k=1 j=1
N M-1 b h N M-1 2
bThZ;jZ_;‘(yJK_UJK)ZJK SZLZJZ:(VJK _UJK)
S S (2, )
k=1 j=1
N M-1 M-1

+‘9—Z"ZZ(zjK)2. (34)

(32)-(34) esitsizlikleri (31)’in sag tarafinda dikkate alinir ve &= (b +b, ) / (b +1)

secilirse bu takdirde

N 2
—vu. 35
2(b+b0)21 (7. ~v.u,,) (35)
esitsizligi elde edilir. Burada

c; =min{Lb+hy}

C. =max{1 b(b+1) (b+1)}

" b+b, "b+b,

C
c,==2
CS

gosterirsek (35) ‘den asagidaki esitsizligi elde ederiz:

15



j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
N M-2 N M-1
sc{thZ(ﬂjK U, ) +ehY Y (7, -u, )
k=1 j=1 k=1 j=1

+ehY > (n,-0.u,,) } (36)

k=1 j=1

Simdi bu esitsizligin sag tarafindaki her bir terimi degerlendirmeye ¢alisalim. ilk

once sag taraftaki ikinci terimi degerlendirelim. Bu nedenle u;_ve y;  i¢cin olan

formiillerden yararlanirsak asagidaki bu bagmtiy1 yazabiliriz:

]

N M-1 N M-1 t %+ x+% ?
i3S, ) - rhzz[lhj [ uomet | u<x,t,(>de
. =

k=1 j=1 k=1 j=1 T
! ! 1XJ_ 2

N . x+/ i
=rhzz —I j (X’tlc))dth
x=1 j=1 le—/
x+ te ( ) ’
N M-1 1 % 2% ou( x
_sh 1 dodxdt
T ;; Tht,zflx-:[hz.t'. oo O ]
t X+ ¢ i
N M-1 17/2 Y
<rth) {Tih 5”(@2‘7) d dth]
k=1 j=1 t 1X]—h2tx1
gt X1+h2
o TP
k=1 j=1 '1¢ lx,——%
gt Xﬁhz
— 72 N lej' j aug[(,t) dxdt

Boylelikle

16



N M-1

ThZZ(M_U ) <7’

k=1 j=1

auff (37)

L(Q)
esitsizligini elde ederiz. Simdi (36) da yer alan sag taraftaki {igiincii terimi

degerlendirelim. v_,u. ,z

i1 Zj, i¢in olan formiilinden yararlanilirsa

NoMaloq ot X+ 2
31 s

:rhzz r_hj _[ |:UjK(U(t)—UK)-i-U(t)(U(X,t)—UjK):}dth]

[u(t)(u(x,t)uj,{)]dxdtJ (38)

esitligi elde edilir. u(x,t)—u j« farkina bakalim. u;_ i¢in olan formiilii g6z Oniine

alirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

u(xt)-= | u(§,tk)dx—% [ (u(xt)-u(et,))ae
A A
1xj+%
= I (u(x.t)—u(&t)+u(&t)-u(&t,))de
x;-hg

1 2Xau(nt) 19772 ou(&,0)
_hxjj%£ oy UmEH u ——dade.

Buradan da kolaylikla asagidaki esitsizlik elde edilir:

u(xt)-u,, %j£ dryd§+— jzj )‘dedg
S ,[ j/ ou(n, )d nd &+ 1X]]At‘f M‘d@df.
j*% X1 on X b o0

17



Bu esitsizlikten yararlanarak (38) esitsizliginden

N M-1 5 N Ml )2 GU(X t)
th vu, ) <b’rh —|dxdt
=1 jl(nJK " JK) ;;{’[ht 1XjL2 19)4
N i N M-l t, Xit/2 2
j [ L e S [ MOyt
le—/ = -1 ) OX
X; +1
E] 'IA ) o Bl e
U e 1K

esitsizligi elde edilir. Boylelikle buradan da asagidaki esitsizligin gegerli oldugunu
yazabiliriz:

a_uz
ot

ou
+

el J (39)
@)

OX|ly,

N M-1 2
38 (0, v, ) s2bf<r2+h2>(
k=1 j=1

L(Q)

Simdi (36)’nin sag tarafinda yer alan birinci terimi degerlendirelim. S, veu,  igin

olan formiiller goz dniine alinirsa

:rhihiz #rﬂf 2 tj'( u(xt )dxdt—xj'z] (x,t))dxdt]

k=l j=1 Xj+1—h2trrfl Xj — t =
t, Xt t %+ ou(x: +
+T—:]2{tf ) '[y (x,t)dxdt — I XJ (x, t)dxdt} th ( / ) }
1 Xju =)o e X 2 -1
N M-1 2
=7hy > {F. +F.} (40)
k=1 j=1

18



(40) sistemi elde edilir. Burada

1% 2% u(x,0) Mty
Fl -~ tj%! ~— dodxdt - jjh j 9) dodxt -
1 e ou(x+h,0) oau(x,0)
_Wtjj%![ Y R jd@dxdt (41)
o 1 50
= J.{ J:/ Xth——XJh Xt)dx— (X +/ )} (42)

dir.

Fj];( icin olan formiilden kolaylikla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

ES ?llou(x+ht) au(xt)[
th FL) T—| - 43
A I 9
F,—i icin olan formiilden yararlanilarak asagidaki esitligi yazabiliriz:
1 t, i RN
——;J'pjt(u)dt, j=LM -2, x=1N. (44)
1,
Burada
ou X-+h ,t 1 XJ+A
p,-t(U)=%—p J (u(x+ht)-u(xt))dx (45)
x;-s
dir.

Her bir tespit olunmus t i¢in (u) U ’ya nazaran lineer fonksiyoneldir. Burada X
degiskenini & ile x; degiskenini ise X ile gosterelim. Bu durumda pjt(u)

fonksiyonelini de 5, (u) ile gdsterirsek

aulxehyt) 1

& h2

pu)=——2 I (u(E+ht)-u(&t)de (46)

505

ifadesi elde edilir. Burada & = X+h alirsak asagidaki formiilii elde ederiz:
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0,5

]

21 (051)

s (T(s+Lt)—a(s,t))ds. 47)

o>

o 1
pt(u)zﬁ
Burada 0(s,t)=u(x+sh,t) dir.

Kontrol etmek miimkiin ki 5, (0) fonksiyoneli — d(s,t)=as’+bs+c g
terimlisinden sifira doniisiir. Burada a, b, ¢ sabitlerdir. d=as*+bs+c olup

5, (0) *yi (47) formiilii ile bulursak asagidaki bagmt elde edilir:

pt(U):%(2a8+b)

—% J'[ (s+1)° +b(s+1)+c—as® —bs— c}ds
-0,5

s=0,5
i(a+b = (J)'S[Zas+ (a+b ]ds_ a+b)——[a8 ‘ +(a+b)s |0,5}
1 1
:H(a+b)—H[(a+b)0,5—(a+b)(—0,5)]
:%(a+b)—%(a+b)=%[a+b—a—b]=
Boylelikle
ﬁt(a):ﬁt(asz+bs+c):0
dir.

Diger taraftan ﬁt(a) fonksiyonelinin W, (—0,5;015) uzayinda sinirli oldugunu

gosterebiliriz. Gergekten £ (U) icin (47) formiiliinden yararlanirsak

| T[aa(o,s;t) o (G’t)jdads

05 % oo oo

<

>

1051,50,5
—dodo ds<hj jj

-0,5-0,5-0,5

GRICAY

~r|dedotds

2 T 0%0(6,t)
"~ h 00°

0,5

% (s,t)|

SZ

-0,5

o[ 08 & 2
do SE I ds =E”U”w§(fo,5;o,5)

esitsizligini yazabiliriz. Boylelikle
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PIINTI
|pt(u)|S—||u

h W7 (-0,5;0,5) (48)

dir.
Bu esitsizlikten 2 (U)ZO sartimdan /2, (U) fonksiyonelini [9] ¢alismasindan
bildigimiz Bramble-Hilbert lemmasindan tiim sartlarin saglandigini gorebiliriz. Bu

durumda lemmanin hitkkmiine gore asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

05 2 V2
=ch?| | ds| . (49)
L2(70,5;0,5) -0,5

Buradan ilk gosterimlere donersek
2 % x+0,5h 2 %
de| =gh| | de
x—0,5h

elde edilir. Burada x'i x; ile &i x ile degistirirsek ve 5 (u)'yrda p, (u) ile

0s?

o%a(s,t)
0s?

|5, (0)| <ch™

o%0( &)

02

o%0(&,t)

15 (U)<C_8 h3x+f)r5h
7 OE?

x—0,5h

degistirirsek asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

027 (x,t)[ &
oy (0) <o’ /%) x| ()
=

Bu esitsizlik (44) de dikkate alinirsa

2
2 x.+h 2 V2
2 (1 W w9027y X, t
[ —{ Hpjt(u)\dtJ sl —afl| ] aiz ) o | ot
tet ) Xj’%
he (%972 o’u(x t)2 al h % %% o%u(x t)2
<| % [ =7 adt| | =¢=[ [ |5 dxat
ZC O OX Tyl X

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafint zh’a ¢arpip j ve x iizerinden

toplarsak asagidaki esitsizligin gecerli oldugunu elde ederiz:
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N 2

M-2
Thz Z ‘Fji

k=1 j=1

o°u

2
<ch’|l—

(51)

L(Q)

Burada C, >0 sabiti z ve h’dan bagimsizdir. Boylelikle Fj];( ve Fji icin olan

(43) ve (51) esitsizliklerinden ve uyum sartindan yararlanirsak asagidaki esitsizligi

elde ederiz:
N M2 , oul? |u(x+h,t) 6’u(><,t)”2
h Su. —pB.) <cy|h|l—| + - . (52
’ Z;JZ;‘( <) m( g W I & ) &

Burada C, >0 sabiti z ve h’dan bagimsizdir. Simdi (37), (39), (52) esitsizlikleri
ve (6) kestiriminden yararlanirsak bu durumda (36) denkleminde (21) kestiriminin

gecerli oldugunu elde ederiz. Teorem 4.2.1 ispatlandi.

Goruldiagi gibi bu teoremle farklar semasinin hatasi degerlendirilmis olup baska bir

deyisle sonlu farklar yonteminin kesinligi belirlenmis oldu.

4.3. Problemin Niimerik Co6ziim Algoritmasi

(1)-(3) baslangi¢c smnir deger problemini ¢ézmek igin (7)-(9) farklar semasindan
yararlanarak niimerik ¢6ziim algoritmasii kurmak miimkiindiir. Bu nedenle tekrar
(7)-(9) farklar semasmi inceleyelim. 2. Boliimde yer alan gosterimlerden

yararlanarak fark semasmi asagidaki 3 kosegenli cebirsel denklemler bigiminde

yazabiliriz:
A B —Cib + Bibyse =—Fpr  J=LM -1 x=LN (53)
¢%K ::)QK¢aK-FLﬁK’ Kt:irﬁj (SZU
B = %o,y 16 T Vs K:l'_N' (55)
Burada
T T 27
A"(:_F’ ,BjK=—F, CjK:Tb+z'UK—F—1
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Fj’( :_Tfjl( +¢j1c—l’ J :11 M _11 K::L N (56)
KoL %L 5,0, 5,20 x=LN -
¢jo =@, ij,—M (58)

dir. (53)-(55) sistemini ¢ozmek i¢in [6,7] calisgmasindan bildigimiz kovma yontemini

uygulayalim. Bu takdirde (53)-(55) sisteminin ¢6ziimiinii asagidaki bigimde

yazabiliriz:
¢jz< = a}:—l j+lx +ﬁ]{(+11 J = 01 M _1’ K:l’ (59)
Uy, + %o, By —
==K el M =1 N.
hue = K (60)

Burada @], B katsayilar1 kovma katsayilar1 olarak adlandirilir ve asagidaki

formiillerle tanimlanir:

K ﬁjk K
af  =—F—— al =X,
i+ C, —a'A, 1 =X, (61)
ASBr+F, R
ﬂf‘+1:JkJ—KJ’f . Br=u,, x=LN, j=LM -1 (62)
TCi-afA,

Boylelikle (59)-(62) yineleme formiillerinin yardimiyla (7)-(9) farklar semasimni

¢Ozlim algoritmasini insa etmis olduk.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda 1s1 gegirgenlik denklemi i¢in sonlu farklar yonteminin
yakmsakligi ele alinmistir. Tezde ele alinan baslangi¢ siir deger problemleri i¢in
incelenen farklar semasmin kararlilig1 ve hatasi dnceki ¢aligmalardaki problemlerden
onemli bicimde farklilagmaktadir. Tezde incelenen problemler ¢ok az

incelendiginden tez ¢alismasi gerek teorik, gerekse pratik agidan 6nem tasir.

Bu tezde 1s1 gegirgenlik denklemi igin baslangig sinir deger problemlerinin
¢oziimiine kovma yontemi uygulanmis ve ¢6ziim algoritmasi elde edilmistir. Tezde
elde edilen arastirma bulgulari, Onceki yazarlarin ¢aligmalarindaki sonuglardan

farklidir ve onlarla 6rtiismez. Dolayisiyla onceki ¢aligsmalara gére daha giinceldir.
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