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FABER POLINOMLARI YARDIMIYLA SINGULER INTEGRAL
DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMU

[smail OZTURK
Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danigmani: Dog. Dr. Nizami MUSTAFA

OZET

Bu tez galismasi “Faber Polinomlar1 Yardimiyla Cauchy Cekirdekli Singiiler integral

Denklemlerin Yaklasik Coziimii” konusu iizerine hazirlanmistir.

Bu tez calismasinda y Lyapunov egrisi iizerinde taniml
Su=a(t)u(t) +@j mo|x+j K(t,x)u(x)dx = f(t), tey
7wl 77 X—t "

denkleminin yaklasik ¢dziimiine Faber polinomlar1 uygulanmstir.
2016, 55 sayfa

Anahtar Kelimeler: Faber polinomlari, Singiiler integral denklemler.



THE APPROXIMATE SOLUTION OF SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS
WITH CAUCHY KERNEL BY USING FABER POLYNOMIALS

[smail OZTURK
M. Sc. Thesis
The Thesis Advisor: Assoc. Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

ABSTRACT

In this thesis “The Approximate Solution of Singular Integral Equations with Cauchy
Kernel by Using Faber Polynomials” is studied.

In this study, Faber polynomials are applied to the
Su= a(t)u(t)+@j mo|x+j K (t, x)u(x)dx = f(t), tey
ml 7 X—t 7

equation which is defined on ¥ Lyapunov contour.
2016, 55 pages
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1.GIRIS

Yillardan beri singiiler integral denklemlerin genel teorisindeki hizli gelisim, sinir deger
problemlerinde, elastisite, plastik, termoelastisite, viskoelastisite, viskoplastisite, kirilma
mekanigi, akigkanlar mekanigi teorisindeki ¢ok sayida uygulamalar1 ve matematiksel
fizigin diger bir¢ok alanlarinda matematik¢ilerin ve miihendislerin singiiler integral

denklemlerin yaklasik ¢oziimiine direk olarak dikkatini ¢ekmistir.

Simdiye kadar yapilan bir¢ok ¢alisma, niimerik semalarin temel tanimlariyla, yaklasim
metodlarinin  ve algoritmalarin karsilastirilmasiyla ve onlarin singiiler integral
denklemlerin niimerik ¢6ziimiine uygulamalariyla alakalidir. Son zamanlarda E.G.
Ladopoulos [1-7], E.G Ladopolous, V.A Zisis,D. Kravvaritis [8], D. Elliott [9], A.C.
Kaya, F. Erdogan [10,11], R.P. Gilbert, R. Magnanini [12], M.A. Goldberg [13], M.
Heinlein, S. Mukherjee, O. Richmond [14], G.C. Hsiao, P. Kopp, W.L. Wendland [15],
V.V. lvanov [16], S. Prossdorf [17], R.P. Srivastav, E. Venturino [18], E.N.
Theotokoglou, G.J. Tsamasphyros [19], E. Venturino [20], N. Mustafa, M. Caglar [21],
N. Mustafa [22], N. Mustafa, H. Khalilov [23], N. Mustafa [24] singiiler integral

denklemlerin birkag tiir yaklagimlar1 iizerine caligmalar yapmiglardir.

Bu caligmalar, ¢oztimlerin kararliligmi belirleme, kesine yakm yaklasik ¢oziimlerin
yakinsamasinin ispati, yakinsama orani, en iyi yakinsama metotlar1 ve diizgiin egriler
tizerinde tanmimlanan singiiler integral denklemler igin hata tahmininin pratik olarak
belirlenmesi iizerinedir. Bunlara ilaveten, bu tez calismasinda Faber polinomlarini
kullanarak Lyapunov egriler iizerinde singiiler integral denklemlerin niimerik ¢éziimii
icin bazi yaklasim metotlar1 incelenmistir. Ele alinan singiiler integral denklemler
Banach uzayinda tanimlanir ve niimerik ¢6zlim i¢in aranan fonksiyonun Faber-Laurent

acilimi kullanilir.

Bu caligmada genel bir yaklagim metodu onun niimerik algoritmalariyla baglantili
olarak incelendi ve Lyapunov egrileri iizerinde singiiler integral denklemlerin yaklasik

¢Ozlimii i¢in bazi semalar olusturuldu.



ilk olarak » kapali bir Lyapunov egriyi gostermek iizere o (0<a <1) istiiyle Holder
kosulunu saglayan fonksiyonlarin kompleks H, (}/) Banach uzaymda tanimlanan

fonksiyonlarm yaklasimi i¢in baz1 genel teoremler ispatlandi. Diger taraftan bu sonuglar
ayrica singiiler integral denklemlere indirgenebilen lineer denklem sistemleri igin
coztimlerin varhigi ve tekliginin ispati i¢in kullanildi ve 6zel bir ispat yontemi

kullanilarak yaklasimin oran1 verildi.

y kapali bir Lyapunov egrisi olsun. a(t), m(t,z) ve f(t) fonksiyonlar1 p egrisi
tizerinde tanimli kompleks degerli Holder anlaminda siirekli fonksiyonlar ve ¢(t) de

bilinmeyen bir fonksiyon olmak {izere

a®e®+— [ ptde = 1), tey (11)
ZA A

denklemini goz Oniine alalim.
Burada Lyapunov egrisi asagidaki sartlar1 saglar:

Q) » nin her noktasinda bir tanjant vardir
(i) G(s) agisi OX ekseninin pozitif yonii ile » egrisi lizerinde bir M
noktasinda ¢izilen tanjant vektorii arasindaki a¢i olmak iizere p egrisi
iizerindeki sabit bir noktadan yay uzunlugu
IG(s,)—G(s)|<M]s, —s|", O<a<1l
esitsizligini saglar.
(1.1) denkleminin ¢ok sayida uygulamasi vardir [25-27]. Bu tip denklemler teorisi bir

cok arastirmaci tarafindan iyi bilinir ve [25,28] monografilerinde yer almaktadir.

Ayrica, bu ¢alismada Faber polinomlarmi kullanarak (1.1) in bir niimerik semast
yapildi. Integrasyon smirlar1 bir gember veya reel eksende bir aralik olmas1 durumunda

singliler integral denklemler i¢in [29-31] ¢alismalarindan semalar kullanildi.

Belirtmek gerekir ki Faber polinomlar1 kompleks degiskenli fonksiyonlarin modern

yaklasim teorisinde dnemli bir rol oynar [32].



Tez ii¢ bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde temel bilgiler, ikinci bolimde
kompleks bolgede fonksiyonlara Faber polinomlariyla yaklasim ve singiiler integral
denklemler icin varlik teoremi incelendi. Ugiincii boliim Faber polinomlar1 yardimiyla

singiiler integral denklemlerin yaklasik ¢oziimii izerinedir.



2.GENEL BIiLGIiLER

2.1. R" de Egriler

Bu kisimda tezle ilgili 6n bilgi olarak kompleks diizlemde egri iizerine gerekli tanimlar

verilmistir [33].

f :[a,b]—>Rm, f(t)=(f,(),.., f () sirekli vektor degerli fonksiyonu verilsin. Bu
durumda Vte[a,b] noktasma R™ uzaymnda bir M = (f,(t),..., f,,(t)) noktas karsilk

gelir. Boylece t ler, [a, b] araligini taradiginda M noktalar1 da R"™ de bir G egrisi

olusturur. Bu nedenle
ft)=(f,@®),.., f,@)=f,{)e +..+f (t)e,, ast<b (2.1)
bicimindeki bir ifadeye G egrisinin bir parametrik gdésterimi (veya denklemi) denir. t

ye de bu gosterimin parametresi ad1 verilir. (2.1) deki gosterim

x = f,(t)
X, = f,(t) <t<b
X, = f, ()

biciminde yazilabilir ve 6zel olarak , m=2 ve m=3ig¢in sirasiyla

o x = X(t)
{X:X(t) a<t<b; ly=y(), a<t<b
y=y(t) 7=12(t)

gosterim sekilleri kullanilir.
R? ve R® de

y="1(x)

=f(x), a<x<bh; ,
y=1f(x), asx< {Z:g(t)

egrileri sirasiyla,



Xx=t
=t
{))(/_f(t) asx<b;, ¢y=f(), a<x<b
z=9(t)

parametrik sekilde de gosterilebilir.

Tanim 2.1.1 : [a, b] cR araliginda sirekli f :[a,b] —>R™  vektor degerli
fonksiyonunun R(f) ={(f,(t),..., f,,(t)):t e[a,b]} goriintii (deger) kiimesine bir egri ve
A=(f,(a),.., f, (a)), B=(f,(b),..., f (b)) noktalarina bu egrinin u¢ noktalar1 denir.
Eger, A=B ise bu egriye kapal aksi takdirde a¢ik egri ad1 verilir.

Sekil 1 de G,: f(t)=ti+t°j,-1<t<1 agik ve G, : f(t)=acost i+bsint j, 0<t<2x

(a,beR, a>Db) kapali egrilerinin grafikleri verilmistir.

AY Aly
X -a!/a X

Sekil 1

Tamm 2.1.2 : Bir egri kendi kendisini kestiginde arakesit noktalarina egrinin katlh

noktalar1, kendini kesmeyen egrilere de basit (veya Jordon) egrileri ad1 verilir.

Tanim 2.1.3 : Eger, [a,b] araliginda taniml bir f:[a,b]—>]Rm vektor degerli

fonksiyonu stirekli tlirevlenebilir ve Vvt e(a,b) icin f'(t)=0



(t=aicinf'@)=0vet=biginf'(b”)=0) ise G:f(t)=(f(t),..,f, () a<t<b

egrisine diizgiin (pliriizsiiz) egri ad1 verilir.

Tamm 2.1.4 : Eger, [a,b] araliginda strekli  bir f:[a,b]—>Rm vektor degerli
fonksiyonu i¢in [a,b]araligt f nin diizgiin oldugu sonlu sayida [a, B,],....[e4. B ] alt
araliklara bdliinebilir ve Vie{l2,.. .k} i¢in f (c;,) aralgmm e, ug noktasinda

sagdan, S ug noktasinda soldan tiirevlenebiliyorsa f [a,b] tizerinde parcali diizgiindiir

(piirtizsiizdiir) denir.

2.2. Holder Kosulunu Saglayan Fonksiyonlar Sinifi

Bu kisimda tezle ilgili 6n bilgi olarak Holder kosulunu saglayan fonksiyonlar smnifi

hakkinda gerekli tanimlar, sonuglar, notlar ve 6zellikler verilmistir [34].

Tamm 2.2.1 : ¢: X —Y reel veya kompleks fonksiyon olsun. Eger, her t,t, € X ve

K>0, O<a<licin

o(t) —o(t,)| < K.Jt, —t,[*

oluyorsa ¢(t) fonksiyonu X {izerinde K sabiti ve « issii ile Holder kosulunu saglar

denirve @€ KH_(X) seklinde gosterilir.

Sonu¢ 2.2.2 : C(X), X {zerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi olsun.
KH_ (X) cC(X)

oldugu agiktir.

Tamm 2.2.3 : ¢: X >Y, n. (heN) mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger, herhangi

t,,eX ve K>0, 0<a<1

0™ () - (1) < K.ft, —t,["



oluyorsa ¢(t) fonksiyonu X tizerinde KH(S!”)(X) smnifindandir denilir.

Not 2.2.4 : C"(X), n. (n e N) mertebeden tiirevi X iizerinde siirekli fonksiyonlar sinif
olsun.
KH™(X) cC™(X)

oldugu agiktir.

Not 2.2.5 : H_(X) ile O<a <1 iistii ve herhangi K sabiti ile bir Holder kosulunu

saglayan fonksiyonlar sinifi gosterilir. Yani,

H,(X)={JKH,(X)

k>0

dir.

Uyan 2.2.6 : o >1lise H_(X) smifi X *de sabit fonksiyonlar kiimesidir.

Holder sinifindan olan fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim:

1. Eger, X kapali ve smirliise 0< £ <a <li¢in
H, (X) = H,(X)
dir.

2. Bger p:X—>Yve o:X->Y ve geH, (X), weH, (X),0<q,a,<1 ise
p+to, p.o ve plw (w#0) fonksiyonlar1 H_(X)smifindandir. Burada

a=min(ay,@,) dir.

3. t=t(s),seM fonksiyonu H_(M), (0<a<l) ve ¢(t)fonksiyonu da t=t(s)
fonksiyonunun ~ deger kiimesi iizerinde H;(M), (0<f<1) smfindan ise,

#(s) = p(t(s)), t € M fonksiyonu M iizerinde H,,(M) smifindandr.



4. t=t(s),seM (M-kapali kiimedir) fonksiyonu H_ (M), 0<a <lsmifindan ¢(t)
fonksiyonu da siirekli tiirevlenebilirse ¢(s) = @(t(s)) fonksiyonu M iizerinde

H, (M), 0<a <1 sinifindandur.

5.t ve t, noktalar1 bir y = C egrisi iizerinde sirasiyla degisken ve sabitlenmis
noktalarsa,

p(t)=t—t,|", O<a<1

fonksiyonu y iizerinde H_(y) smifindandir.

6. peH_ (), O<a <) t, y iizerinde degisken ve t, € ¥ sabitlenmis noktalar olsun.

Bu takdirde, 0< 8 < <1 olmak iizere

(1) —o(t,)

t) =
y’ |t_to|ﬂ

fonksiyonu y egrisi tizerinde H,_;(y) smfindandr.

2.3 Faber Polinomlar

Bu kisimda Faber polinomlar1 ve genellestirilmis Faber polinomlar1 hakkinda tanimlar

ve teoremler verilmistir [36].

G bolgesi z— diizleminde sinir1 en az iki noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve

y onun siirt olsun. K=Guy kontinyumunun tiimleyeni D basit baglantili olsun
(D =(C—(§) Riemann konform doniisiim teoremine gore D bdlgesini |W| >1 bolgesine

birebir ve konform olarak resmeden ve

§(o0) =0, (0) =lim 2 a0 (22)

77— Z

kosullarmi saglayan doniistimii tektir.



¢ fonksiyonu D ’de sadece oo noktasinda analitik degildir. (2.2) deki sartlar altinda oo
noktas1 ¢ fonksiyonunun basit kutup yeridir. Buradan «o’un komsulugundaki Laurent

actlimi

#(z) =az+a, +%+%+...

bi¢imindedir. k =0,1,2,... i¢in

[¢5(z)]k =(az+a0 +%+a—§+...j

z
Kok K) o k-1 k) k=2 k k ¢ ¢ ¢l
=z +bN " T+ 00 P+ 4Dz +
7 z z"

oldugu goriilmektedir. Sonuncu esitligin  sagindaki Z 'nin negatif olmayan

kuvvetlerinden olusan
F () = a2 +B025 0072 4 157 4 b

polinomuna G boélgesi i¢in k. mertebeden Faber polinomu denir.

ko k)
c C

S+t
z 2 z

¢t

n

+...

toplamini da —H, (z) ile gdsterirsek

F.(2) =[¢(2)] +H,(2)
elde ederiz.

R >1 olmak lizere, merkezi sifir ve yarigapt R olan ¢emberin ¢ fonksiyonu altindaki

ters goruntlsti
e ={2:]¢(2)| =R,R>1}

olsun.



7y (R>1) egrilerine G bolgesinin seviye egrileri denir.
Her y,. seviye egrisi iki kanonik bolge tanimlar; egrinin i¢i G, ve egrinin dis1 Dy, :

Gy =inty,, Dgi=exty,

Teorem 2.3.1: VzeG, i¢in

J‘ [¢(§)]

-

Rl2)=——

olur.

Ispat : vzeG, alahm. H, (z) fonksiyonu D, kapali bdlgesinde analitiktir. Smnirsiz

bolgeler i¢cin Cauchy Integral Formiiliine gore

H, (&)
2mj s d¢ =H, () =0 (2.3)

olur. Buradan (2.3) ve Cauchy Integral Formiiliine gore

1 [sQ)] RO -H(©)

27y (-1 dg_ZmJ- {—1

dg

F () 4 H, (£)

_2721".4' z de- Zni;[g—z de

_ F.()
ijg_ d¢ =F(2)

oldugu goriiliir. Boylece her z € G, i¢in

Fk(Z)=i_J. F ($)

d
27 5 ¢ -1 ¢

10



elde edilir ve ispat tamamdir.

Teorem 2.3.2 : Vze D, i¢in

_1 o
Hk(z)_Zﬁi;[ -1z de

olur.

Ispat: ze D, alalim. Sinirsiz bolgeler igin Cauchy integral Formiiliinden

1 HD (o oy
Z—Eiy{ﬁd:—wu H, () (24)

elde edilir. H,(0) =0 oldugundan (2.4) ve Cauchy Integral Formiiliine gore

_ 1 +H()
Hi(2)= 27ziJ -1 de

R

1 ij(C)—[qﬁ(C)]kd
27 5, {1z

¢

S LGP j[¢(§)] i

27y (-1 27y (-1

_LIM

= d
27riyR -1z ¢

bulunur. Boylece

_ L o
H@) =2~ s zeh,

7R

elde edilir.

11



Sonug olarak Faber polinomlarmin integral gosterimleri agagidaki gibi olur

[

F@)=—— j s d¢ | 2eG,, (2.5)
[¢(C)]

H () =5~ j > d¢ | zeD,. (2.6)

w=¢(z) konform doniislimiiniin ters doniisiimiinii z =y (w) ile gésterelim. Buna gore

(2.5) ve (2.6) esitliklerinde ¢ =w(t) doniisiimii yaparsak

w'(t)
F (z )_thij(t) tht 7eG,
w'(t)
H()_Zﬂ'tjw(t) t'dt,  zeD;

elde edilir. A(t,z) = l//t'(t) denirse, bu son esitlikten goriildigi gibi F (z) Faber
W

polinomlar1 A(t,z) fonksiyonunun t=o0  noktasmin delinmis komsulugundaki

acilimmim Laurent katsayilaridir.

0

Dolayisiyla, = 2€G,, [t|>R yazabiliriz. Goriildigi gibi F(z)

k=0
polinomlar1 A(t,z) polinomlar1 yardimiyla {iretilmis olur. Bu sebepten A(t,z)

fonksiyonuna Faber polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlar1 da denir.g(z) agirlik
fonksiyonu D bolgesinde analitik ve @, =g(e0) >0 olsun. ¢, D bdlgesini |W|>1

bdlgesinde birebir ve konform resmeden

¢(oo):oo, ¢( ) I|m¢(z)

Z—0 Z

kosullarini saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda k € N igin g(Z)[ng(Z)]k fonksiyonu

o noktasinda Kk.mertebeden kutba sahiptir. Bu nedenle oo daki Laurent agilimi

asagidaki gibidir.
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K )
c C
9(2)[#(2)] =b,a“z* +5%z2“* +b®), 7% .. +50 7 + b +71+...+ zn“ .

Buradaki z’nin negatif olmayan kuvvetlerinden olusan
F.(z,9) =b,a“z“ +b%)z** +b%, 2" 2 + ...+ bz + b

polinomuna K =Guy kontinyumunun g agirlik fonksiyonuna gére k. mertebeden

genellesmis Faber polinomlar1 denir.

k k (k)
c C C
S+
z 2 z

toplaminida —H, (z;9) ile gosterirsek

9()[¢(@)] =F.(z:9)-H,(z9)
esitliginden

F(z9)=9@)[#)] +H,(z9)

elde edilir.

2.4 Konform Doniisiim

Tezin bu kisminda konform doniisiimlerle ilgili gerekli tanim, teorem ve Onermeler

verilmistir [37].

Bir w= f(z) fonksiyonunun bir Z; noktasinda siirekli olmasmm geometrik anlami
oldukea aciktir. Ciinkii Wy = f(Z,) denirse, f ‘nin siirekliligi geregi, Z, ’mn yeterince
kiiciik bir komsulugunun tiim noktalarnin resimleri W, ’m belli bir ¢ komsuluguna

diiser. Ustelik siireklilik baglantiligi da korudugundan, bu séz konusu komsulugun
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resmi W, noktasimni bulunduran baglantili bir kiime olur. Ancak tiim bunlar bize W, ’mn

bir komsulugunun tamamen Ortiiliip ortiilmedigini veya bir defadan fazla Ortiiliip

ortiilmedigini belirtmez. Ortaya ¢ikan bu sorularin cevabini ancak f ‘nin analitik ve

bire-bir olmasi kosulu ile verebiliriz.

Teorem 2.4.1 :w= f(z) fonksiyonu bir Z, noktasinda analitik ve f'(z,)#0 ise,

Z,’1n belli bir komsulugu W, ’1n belli bir komsulugunu tam bir defa orter.

Onerme 2.4.2 : Eger f:A—C fonksiyonu analitik ve biitin z< A noktalar1 igin

f'(z,)#20 ise f, A dakiagik kiimeleri acik kiimelere resmeder.

ispat : U, A i¢inde bulunan agik bir kiime olsun ve f(U)iginde bir W, = f(Z,) noktas:
alalim. Varsayim geregi f '(z,) # 0 oldugundan Z, *m 6yle bir agik V ve W, *in da W
acik komsulugu vardir ki, f:V —W fonksiyonu oncelikle siireklidir ve f “analitiktir.
f analitik olduguna goére Oncelikle siireklidir. Bu nedenle de U NV agik

oldugundan, (f7)™(UNV) kiimesi de agiktr ve iistelik f V ’den W’ye bire-bir
iizerine oldugundan

w, e (F ) U AV) = FU) AW < f(U)
olur. Yani f (U) agik bir kiimedir.

Teorem 2.4.3 : w = f (z) fonksiyonu bir B bolgesinde bire-bir ve analitik ise B’nin  f

altindaki resmi f (B) ’yi bir defa orter ve f (B) bir bolgedir.
Ispat : B’nin f altindaki resminin f (B) ’yi tam bir defa orttiigii f ’‘nin bire-birliginden

aciktir. f (B) *nin agik ve baglantili oldugu ise Onerme 2.4.2 ve f” nin siirekliliginden

goriliir.
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Onerme 2.4.4 : w=f (z) fonksiyonu Z, da analitik, f'(z,)#0olsun z, *dan gegen bir
y diizgiin egrisinin Z; 'daki tegeti x-ekseni ile & agis1 yapiyorsa, y resim egrisinin de
W, *da tegeti vardir ve tegetinin U-ekseni ile yaptigi act

g=0+arg f'(z,)
dir.

ispat : y iizerinde W, #W, ve fakat W, — W, olacak sekilde bir (W,) noktalar dizisi
alahm. W, = f(z,) denirse y °da z, #Z, fakat Z, > Z, olacak bicimde (Z,) noktalar

dizisi vardir. Buradan

arg(w, —w,) =arg(z, —z,) +arg M (mod 27x)

n 0

bulunur.
Dikkat edilirse n —» oo i¢in arg(z, —z,), t *nin x-ekseniyle yaptig1 agidir. Yani,
60 =limarg(z, —z,)

dir. Boylece,

limarg(w, —w,) =6 +arg f '(z,)(mod 2r)

bulunur. Bu son ifade bizi £ 'nin 7 ’ya W, ’da bir teget oldugunu ve bunun u-ekseni ile

yaptig1 aginin da
¢=0+arg f '(z,)(mod 27)

oldugunu gosterir.

Onerme 2.45 : f fonksiyonu Z, noktasinda analitik ve f'(z,)#0olsun. z, ’dan
gegen ve aralarinda a agis1 olusturan ¥; ve ¥, diizgiin egrilerinin f altindaki 7, ve 7,

resimleri de, W, ’da a agis1 olustururlar.

ispat : Onerme 2.4.4 geregi ¢ =6, +arg f '(z,) ve ¢, =6, +arg f '(z,) olacagindan

,-¢=0,-0=a
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bulunur.

Tanmim 2.4.6 : B, C’de bir bdlge olmak iizere f : B— C siirekli doniigiimii verilsin.

Eger, bir Z, € B noktasindan gecen ve aralarinda a agis1 yapan iki diizgiin 7, ve 7,
egrilerinin  f(;) ve f(y,) resim egrileri de W, ’da aralarnda yon ve biiyiikliik

bakimindan a agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna Z, ’da bir konform doniisiimdiir denir.

Eger, B ’nin her noktasinda f konformise f B’de konformdur denir.

Onerme 2.4.7 : f bir Z; noktasinda analitik ve f'(z))#0 ise f Z; ’da bir konform

doniisiimdyir.

Uyan 2.4.8 : Eger, f(z,)=0 ise doniisiimiin konform olamayacagmi asagidaki

onermeden gorebiliriz.

Onerme 2.4.9 : w = f () fonksiyonu bir Z, noktasinda analitik ve bu noktada
f(z)- f(ZO) ‘m K. (k >2) mertebeden sifir1 varsa, Z; ’dan gegen ve aralarinda a agisi
yapan iki diizgilin egrinin resimleri W, ’da K.a agis1 yaparlar. Dolayisiyla da Z, "m bir

komsulugu W, ’m bir komsulugunu k defa orter.

ispat: f(2)="f(z)+a(z-2) +a,,(z-2)"+.., k=28 #0 yazilabilecegi
aciktir. Buradan
w,—w= f(z)-f(z,) =(z-2,)9(2)
yazabiliriz. g(z) fonksiyonu Z, ’da analitik ve 9(Z,) # 0 dir. Boylece,
arg(w—w,) =arg(f (z)-f(z,)) =karg(z—z,)+arg g(z)
elde edilir. Simdi Z—>Z, i¢in iki yanm limiti alinir ve de ¢ ile  Onerme 2.4.4’deki

anlamda simgeler olarak diisiiniiliirse

¢=kO+argg(z,)
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bulunur. Ancak, argg(z,) 6 ’dan bagimsiz oldugundan Onerme 2.4.5 geregi

#—4 =k(6,-6)=ka

sonucuna varilir.

Uyan 2.4.10 : Aciy1 biiyiiklik ve yon bakimindan koruyan doniisiimlere bazen direkt
konform doniisiimler de denir. A¢inin biyiikligiinii koruyan, fakat yoniinii degistiren

dontisimlere de ters (indirekt) konform doéniisiimler denir. Dikkat edilirse
¢, —¢=06,-0, ise agmin ydnii korunmustur. Eger, ¢, —¢ =6, —0, ise agmin ydnii
degismistir. Ornegin, f (z) = z doniisiimii her noktada direkt konform, fakat h(z) =7 ise

ters konform doniistim yapar.

2.5. Banach Uzay1

Bu kisimda Banach uzayimin tanimi ve Banach uzay ile ilgili bir lemma verilmistir [38].

Tamm 2.5.1 : Bir (X,|||) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite

yakinsiyorsa, bu (X,||||) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay1 adi

verilir.

Lemma 2.5.2 : Ha(j/) vektor uzayi fe Ha(7/) i¢cin
[, =l +H(f:e) (2.7)

normuna gore bir Banach uzayidir. Burada,

H(f5e) =sup{[F (&)~ F )Lt ~t " tut, € ().
ispat : (H,(»).|],) isinde (f,) keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda V& >0

icin dn, eN ve Vm,n>n_ icin

|f,—fol <& (2.8)
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olur. Su halde (2.7) e gore VN,M>N_ igin

” 1:n B fm”qy) <&

oldugu elde edilir. C(y) uzay: tam oldugundan 6yle f, €C(y) vardir ki

lim| f, - 0 (2.9)

Nn—o0

foncm =
Simdi, f,eH,(y) oldugunu gosterelim. (f,) dizisi (H,(»).|] ) isinde bir Cauchy
dizisi oldugundan sinirlidir. Yani 6yle M > 0 sayis1 vardir ki
If.]. <M,n=12,.

o zaman herhangi t,t, € () noktalar: ve YN >n_icin

| (0) = f, ()| <M. [t —t,["
oldugu elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo iken limite gecersek (2.9)’e gore

[fo(t) = o) <M |t "
oldugu ve dolayisiyla f, € H_(7) oldugu goriiliir. Simdi

lim||f, - f0||a =0

oldugunu gosterelim. (2.8) ifadesine gore herhangi t,t, € () noktalar1 ve ¥Yn,m>n,
i¢in

[, () — fo (&) — f, () + f, ()] < et —t,|"
olur. Bu esitsizlikte sabit N>N_icin m—»>ooiken limite gegersek VN>N_ sayisi ve

Vt,t, € (¥) noktalar1 igin

[0 () — fo(t) = f (L) + fo (L) <&t -t (2.10)
oldugu elde edilir. (2.9) ve (2.10) ifadelerine gore
lim||f, - f0||a =0

oldugu ve dolayisiyla da H_(7) vektor uzaymmn (2.7) normuna gore bir Banach uzay:

oldugu goriiliir.
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2.6. Izdiisiim Operatorii ve Ozellikleri

Bu kisimda izdiislim operatoriiniin tanimi ve izdiisiim operatoriiniin temel 6zellikleri

hakkinda bilgi verilmistir [39].

X bir Banach uzay1 olsun.

Tanmm 2.6.1 : P: X — X smurh bir lineer operatérii verilsin. Eger P operatorii P> =P

kosulunu saglarsa P operatdriine izdiisiim operatdrii denir.

Calisma boyunca D(-), R(-) ve X(-)ile bir operatoriin tanim bédlgesi, deger bolgesi ve

sifirlar1 gosterilecektir. Agiktir ki bir lineer operatoriin sifir kiimesi lineer uzaydir.

Asagidakiler bir izdiistim operatoriiniin temel 6zellikleridir. Bunlar fonksiyonel analizin

temel konular1 olarak bilinir ve burada ispatsiz verilecektir.

Onerme 2.6.2 : P: X — X bir izdiisiim operatdrii ise
)  X=R(P)OX(P),
(i) R(P)=N(I —=P), X(P)=R(I -P);
(i)  Px=x, ¥xeR(P)
onermeleri dogrudur. Burada | 06zdeslik operatoriidiir ve @ iki alt uzaymn direkt

toplamudir.

Onerme 2.6.3: Mve N,X’in X=M@®N kosulunu saglayan kapal alt uzaylari
olsun. Eger
Px=x, YxeM ve Px=0, VxeN

kosullarin1 saglayan P:X — X smirli lineer operatoérii varsa bu P operatori

M =R(P) ve N=N(P) ile bir izdiisiim operatoriidiir.
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Uygulamalar agisindan asagidaki soru onemlidir. X bir Banach uzay1 olmak iizere
sonlu boyutlu bir M alt uzay1 i¢cin R(P) =M olacak sekilde bir P: X — X izdiisiim

operatorii bulunabilir mi?

Bu soruyu cevaplamak i¢in kabul edelim ki M ’nin boyutu n>1 dir ve M ’nin tabani

{e,,...e,} dir. Yani M =span{e,,...,e,}.

O

Hahn-Banach teoremine gore, 1,,...,1, € X" vardir. Oyle ki
Ii(ej):é‘ij, |,J:1 ..... n,

burada X~ X uzaymm dual uzayidir. 5, Kronecker deltasidir. Simdi P: X — M ye

doniisiimiinii asagidaki gibi tanimlayalim
n
Px=>1(xe, VxeX.
k=1

Gosterilebilir ki P bir lineer operator olup asagidaki kosulu saglar

P2x = ili(x)Pei - Zn:ili(x)lj(ei)ej

i=L j=1

=Y I(x)e, =Px, VxeX.
i=1

Bu yukaridaki sorunun cevabinin evet oldugu anlamina gelir. Biz bu sonucu asagidaki

Onermeyle 6zetleyebiliriz.

Onerme 2.6.4 : Bir X Banach uzaymin her sonlu boyutlu M alt uzay1 icin R(P)=M

kosulunu saglayacak sekilde bir P izdiisiim operatorii vardir.
2.7. Cauchy Cekirdekli Singiiler integral Denklem

Bu kisimda Cauchy c¢ekirdekli singiiler integral denklemlerin ve karakteristik

denklemlerin tanimi verilecektir [34,35].
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Tammm 2.7.1 : ¢(t) fonksiyonu y kapali diizgiin egrisi tizerinde tanimli kompleks bir

fonksiyon olsun.

F(2)= —f 20 g, (2.11)

27i

integraline ¢(t) cekirdekli Cauchy tipli integral denir.

Biz ¢alisma boyunca ¢(t) fonksiyonunu smnirli ve integrallenebilir oldugunu kabul
edecegiz. (2.11) integrali Vz¢y icin anlamhidir ve F(0)=0 oldugu kolaylikla
gosterilebilir. Dolayisiyla, F(z) fonksiyonu y egrisi hari¢ tiim kompleks diizlem

uzerinde tanimlidir.

Cauchy Cekirdekli integral

(2.11) Cauchy tipli integralinde

o(t)
lim— dt, t, e 2.12
2>t 2770 I 4 ( )
limiti dogal olarak
o(t)
— dt, t, 2.13
27r| t t =7 ( )

dir. Bununla birlikte, bu integral genel olarak birbirinden farklidir. Ciinkii (1.10) bir

analitik fonksiyon olmasina ragmen (2.13) bir singiiler integraldir. Yani y {izerinde biri

{, "1 solunda, digeri saginda olmak iizere, {; noktasindan farkli keyfi iki t',t" noktalari

almirsa

im L [ 20

tt"—t i _
-t 2771 7—t't"t tO

(2.14)

limiti genel olarak mevcut degildir. Burada, t't" ile y egrisinin t,’1 icine alan ve ug

noktalar1 t'wvet" olan yayr gosterilmistir. Eger (2.14) limiti varsa bunu (2.13)

integralinin degeri olarak alacagiz.

21



Tamm 2.7.2 : (2.13) de gosterilen integrale Cauchy (¢ekirdekli) tipli singiiler integral
denir ve asagidaki sekilde gosterilir

1 [ 2 4
27l 5 t—t,

Burada ifadesine Cauchy ¢ekirdegi ve ¢(t) fonksiyonuna yogunluk

1
(t _to)
fonksiyonu denir [34].

Tamm 2.7.3 : ij
e

Py _t(p(tt) dt seklinde singiiler integral bulunduran
7l -

Su= a(t)u(t)+@j deﬂ' K(t, x)u(x)dx = f(t), tey (2.15)
1 77 X—t 7

tipinde ki denklemlere Cauchy ¢ekirdekli singiiler integral denklem denir [34].

Yukaridaki denklemde K(t,x) =0 aldigimizda
Su = a(t)u(t) +@j Uy — ¢ t), tey (2.16)
7zl *r X—t

denklemini elde ederiz. (2.16) denklemine (2.15) denkleminin karakteristik denklemi
denir [35].
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3.MATERYAL VE YONTEM

3.1.BANACH UZAYLARINDA LYAPUNOV EGRILERI UZERINDE
SINGULER INTEGRAL DENKLEMLERIN YAKLASIMI

Tezin bu bolimiinde Cauchy ¢ekirdekli Singiiler integral denklemlerin yaklasik ¢6ziim
yontemleri incelenirken E.G. Ladopoulos ve G. Tsamasphyros’nin calismalari

sunulmustur. [40].

3.1.1. KOMPLEKS BiR BOLGEDE FONKSIYONLARIN YAKLASIM
TEOREMLERI

Tamm 3.1.1.1 : ,, t=0 noktasmi igeren basit baglantili bir bolge tarafindan
sinirlandirilan bir kapah Lyapunov egri ve h(t) fonksiyonu da H,(y), t ey Banach
uzayinda o (0<a<l) istiiyle Holder kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda h(t)eH, (7/) fonksiyonu igin

) =Y e, 0+ S LRG), @

Faber-Laurent ac¢ilimi vardir. Burada CDk('[) ve Fk (]/ t) Faber polinomlari, ve €, ve |k da

h(t) fonksiyonunun Faber-Laurent katsayilaridir.

Tamm 3.1.1.2 : E ile h(t)e H, (») fonksiyonunun

N0 =Y 60,0+ Y LR, tey 2

Faber-Laurent serisinin N. kismi toplamini tanimlayalim. Burada @, (t) ve F (U/t)

Faber polinomlari ve & ve |, da h(t) fonksiyonunun Faber-Laurent katsayilaridir.
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Lemma3.1.1.3: P, H, () iizerinde
(P = ht (3.3)
j=-n

ile tanimlanan bir izdiisim operatorii olsun. Burada h(t)eH,(7), tey ve {h},

]=0,£1,+£2,£3,.... kompleks dizisi

d’[Anh(t
h= LELANOL 0123,
ogrodtt |
_ 3.4
1 dH)[Bh(tfl)} _ (3.4)
i = - — (J:_l,_2,_3,-.-),
(—J)! dt( i) 3
seklinde tanimlanir. Buradaki 1 birim operatér ve E de
(Eu)(t) = j Md a7 (3.5)

Cauchy singiiler integrali olmak iizere A=(1+E)/2 ve B=(1-E)/2 seklindedir.

Bu durumda t € y igin

har«emxn=har4meo—3a[UAhxm—(aAhxm]

(3.6)
,Zx“ld ——j[ (Bh)(x)—(E,Bh) (x)]z X, tey
formiilii yazilir.
Ispat : ¥ Lyapunov egrisi icin
k _ 1 K .
@ () =25t R =26t (3.7)
j=0 j=1

Faber polinomlarin1 gz 6niine alalim.
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Boylece
®,(t), k<n

(R0 = Z&t‘, k>n

ve

Fk[}j, k<n
t

D Gt!, k>n
-1

(RF)® =

formiilleri elde edilir. Buradan (3.1) kullanilarak

GRS IPAIC)

formiilii elde edilir. Ayrica (3.8) ve (3.9) kullanilarak (3.10) ifadesinden

BIO=ENO+ Y e~ I‘D(X)t

j+l
k=n+1 j=0 X

+ Z | Z ,[ " (]/X)de

k=n+l j=1 77'

elde edilir. Nihayetinde (3.11) formiilii

°° @, (x)t

(P, h)(t) = (E, h)(t)+z j kdeX
L] 3 Ee

—17“ 7 k=l

seklinde yazilabilir.

Bunlarin disinda

2 &®, (t)=(An)(t)-(E,Ah)(1)

k=n+1

25
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ve

S ILF (%j:(Bh)(t)—(Eth)(t) (3.14)

k=n+1
bagntilar1 yazilabilir.
Boylece (3.12) - (3.14) ifadelerinden istenen (3.6) formiilii elde edilir. Boylece

Lemma 3.1.1.3’in ispat1 tamamlanir.

Teorem3.1.1.4 : h(t)eH,(») (tey), P, polinomu H,(7) iizerinde (3.3) ile verilen

izdiisiim operatorii, R, (h,T)

u,(t)= z A tey (3.15)

polinomlari tarafindan y iizerinde h(t)’ nin en iyi diizgiin yaklasimi, 1 birim operator,

E de (3.5) deki Cauchy singiiler operatorii A=(1+E)/2 ve B=(I-E)/2 olsun. Bu

durumda

Ih(t)=(Rh)(t)<c In nR, (h;y)+c,In’ nR (Ah;y)+c,In*nR, (Bh;y), (3.16)

esitsizligi saglanir. Burada C;, C, ve C, sabitleri n ye bagli olmayan sabitlerdir.

Ispat : h(t) e H, (») oldugundan
Ih(t)—(E,h)(t) <c,InnR, (h;y), (3.17)
yazilir (bkz [41]). Burada C, n ye bagh olmayan sabittir.

Ayrica (Ah)(t) ve (Bh)(t) fonksiyonlar1 H, (7/) smifindan oldugundan ve boylece
(3.6) ve (3.17) birlestirilerek
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Ih(t)-(Ph)(t) <c,nn(R, (h;y)+R, (Ah;y)%f |d |

Y

n
Z XJ+1

j=0

(3.18)
. (Bh;7) J- 4 =l }
7
esitsizligi elde edilir.
Bunun yani sira (bkz [41]) ‘den
n, tl
IZ —/ldx| <c;Inn,
X
. : | (3.19)
I )J(+1 |dx|<cg Inn.
7 11=0

esitsizlikleri elde edilir.

Boylece (3.18) ve (3.19) dan (3.16) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.1.5: h(t)eH, (7) (0O<a<e<1), P, polinomu H,(y) iizerinde (3.3) ile
verilen izdiisiim operatorii ve C; n’ye bagli olmayan bir sabit olsun. Bu durumda
|h=PRh|, <c, (In*n)n“*H (h;¢) (3.20)

esitsizligi saglanir.

Ispat : (3.20) esitsizligini ispatlamak igin max|h(t)—( Pnh)(t)| de bir sinirm bulunmasi
tey
gerekir. Dolayisiyla (3.16) dan

max
tey

h(t)—(Rh)(t)<c,cs(In n)n*[c,H (h,&)+c,In nH (Ah;g)+c;In nH (Bh;z) ]

SCQ(In2 n)n’gH (h,e). (3.21)

yazilir.

Boylece istenen (3.20) esitsizligi (3.21) den elde edilir.
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Lemma 3.1.1.6 : h(t)e H(y), P, polinomu H, () iizerinde (3.3) ile verilen izdiisiim

operatorii olsun. Bu durumda

|P.h], < (1+ c, In? n)||h||a : (3.22)

esitsizligi saglanir. Burada, C; n’ye bagli olmayan bir sabittir.

Ispat : (3.22) esitsizligi (3.20) esitsizliginde « =& degisimi yapilarak elde edilir.

3.1.2. SINGULER INTEGRAL DENKLEMLER iCiN VARLIK TEOREMLERI
y kapali Lyapunov egrisi lizerinde tanimlanan
Su=a(t)u(t) L b® | CICIN [ Kt )uegdx=f(t), tey (3.23)
7l Y7 X—t 7

singiiler integral denklemini gozoniine alalim. Burada, y egrisi t =0 noktasini igeren
basit baglantili bir bolge tarafindan smirlandirilan bir egri, a(t), b(t), f(t) ve K(t,x)
fonksiyonlar1 H, ( }/) Banach uzayinda bilinen fonksiyonlar ve U(t) bilinmeyen bir

fonksiyondur.

Teorem 3.1.2.1 : y kapali Lyapunov egrisi iizerinde tanimlanan (3.23) seklindeki

singiiler integral denklemini gézoniine alalim. Bu denklemin bir yaklagik ¢6ziimii

u, (t)= Z et's tey (3.24)

k=-n

seklindedir. Burada &, (k =—n,n) bilinmeyenleri

n -1 n
ZMj_kgk + z A&+ Z N;& = f, (3.25)
k=0 k=—n k=—n
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lineer denklemi saglar. Bu denklemdeki M, A, N, ve f, (j=0,%1+2,..,k=-n,n)
ler h(t) yerine sirastyla M (t) =a(t) +b(t), A(t) = a(t) —b(t), K(t, x) = L k(t,x)x*dx ve
f (t) alinarak (3.4) den hesaplanur.

Boylece, eger M()A(t)#0 ve M(t), A(t), f(t) ve K(t,x) fonksiyonlar1 H, ()

(0<a <&<1) uzaymndan iseler bu durumda (3.25) lineer sistemi bir tek ¢, ¢oziimiine

sahiptir. Bunu yani sira, (3.24) yaklasik ¢6ziimii n — oo i¢in yakinsaktir ve (3.23) in

tam u(t) ¢oziimii
limu, (®) =u() (3.26)

olup yakinsamanin oram1 § keyfi kiigiik pozitif bir sabit, ¢ sayis1 n ye bagl olmayan

bir sabit ve
g e<l1
AN’ ’ 3.27
&) {1_ w (3.27)
olmak tizere
In®n
||u—un||7 SCWH (u;&(e)). (3.28)
esitsizligi ile verilir.
Ispat : (3.25) lineer denklem sistemi
S,u, =P, (MA+AB+K)Pu,(t)=(P,f)(t), tey (3.29)

operatdr formunda yazilabilir. Burada, P, polinomu H_ (7/) tizerinde (3.3) ile verilen

izdlisim operatorti, | birim operator, E (3.5) deki Cauchy singiiler operatori,

A=(1+E)/2 ve B=(I-E)/2 seklindedir.

Buradan, yeteri kadar biiyiik n ler igin S, operatoriiniin H, (}/) kiimesinde tersinin var
oldugunu gostermek gerekir. M({t)=M_()M, () ve A(t)=A_(1)A, (t) ifadeleri

sirastyla M (t) ve A(t) nin kanonik faktorizasyonlari olsun.
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Boylece,

R =(M,A+A B)(AM_+BA,) (3.30)
ve
R,=M_,BM_A+A AA B+K (3.31)
olmak iizere
MA+AB+K=R +R, (3.32)

elde edilir (bkz [42]).
Dolayisiyla, biitiin n ler icin P,R,P, operatérleri tersinirdir ve

(PRP) " =(AM_"+BA)P,(M"A+A"B) (3.33)
yazilir.

Ayrica M (t), AT (t), M¥(t) ve A¥(t) fonksiyonlar: sirastyla H' (r)=AH,(»)

g

ve H_ (7)=BH_(y)® (sabit) uzaymdandir (bkz [43]).
Boylece (3.33) denkleminden ve Lemma 3.1.1.6 dan

<c,In*n (3.34)

a

R

esitsizligini elde ederiz.

Diger taraftan, [43] deki ¢alismadan her h(t) e H, () fonksiyonu i¢in BhA ve AhB
operatorleri Ha(y) kiimesini H 5(8)(7/) kiimesine doniistiirir ve H, (7)(O< y<8)

tizerinde siireklidirler. Ayn1 islem K operator i¢in de yapilir. Boylece,

R, (R2 ‘H,(y)>H 5@)(7)) operatdrii H,(7) y1 Hg, (7) fizerine doniistiirir ve

H, (7) iizerinde siireklidir.

Yukaridaki ifadelerden agagidaki bagmtilar1 sdyleyebiliriz:
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y(t)=R7h(t), (3.35)

¥, (t)=(RRPR,) " Rh(1). (3.36)

y (t) y(t) nin en iyi diizgiin yaklagimi olmak tiizere,

Y, (1) =i (t)=(PRP) PR (v, - i )(1). (3.37)

yazilir ve boylece (3.34) esitsizligini kullanarak

Iy =Yal, <|y=vil| +cwoIn*nlR, |y, - Vs
S 2 “ (3.38)
<c H(y;e)n [1+c10 In n||R1||a}
elde edilir.
(3.38) esitsizliginden h(t) e H, ( 7/) fonksiyonu igin
HR;lh ~(PRP,Y"Ph| <c,(In?n)n““H (R*h;&(e)) (3.39)

esitsizligi elde edilir.
Sonug olarak R +R, nin tersinirliginden ve R, nin siirekliliginden dolay1, yeterince

biiyiik n ler i¢in S, =P, (R, +R,)P, operatdrii tersinirdir ve

S—l

<c,In?n, (3.40)

esitsizligi yazilir. Boylece, (3.25) lineer sistemi bir tek ¢dziime sahiptir.

Son olarak, istenilen (3.28) esitsizligini ispatlamak i¢in U, € P H_ (7/) olmak {izere,

, (3.41)

a

Ju-ul, =[(1-8."R8)(u-u7)

esitligi kullanilir. Boylece Teorem 3.1.2.1 nin ispati tamamlanmis olur.
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3.2.FABER POLINOMLARIN CAUCHY CEKIRDEKLIi SINGULER
INTEGRAL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMUNE UYGULAMASI

Tezin bu bolimiinde Faber polinomlarmm Cauchy ¢ekirdekli Singiiler integral
denklemlerin yaklasik ¢6ziimiine uygulamasi incelenirken P. Wojcik, M.A. Sheshko,

S.M Sheshko’nun ¢aligmalar1 sunulmustur [35].

3.2.1. SINGULER INTEGRAL DENKLEMLERIN FREDHOLM INTEGRAL
DENKLEME iNDiRGENMESI

» kapalt bir Lyapunov egrisi olsun. a(t), m(t,z) ve f(t) fonksiyonlar1 , egrisi
tizerinde tanimli kompleks degerli Holder anlaminda siirekli fonksiyonlar ve ¢(t) de

bilinmeyen bir fonksiyon olsun. Simdi

at)o(t) + = | M) ptyde = £ (1), tey (3.42)
my, -t

denklemini g6z Oniine alalim.
(3.42) sekilli denklemler teorisinin temel bilgilerini verelim (bkz. [29, s.191]).
(3.42) denkleminin ¢ekirdegi igin

m(t,z) m(t,z)—m(z,7) N m(z,7)
r—t T—t T—t

dontistimii uygulanir ve kisalik agisindan

m(t,z) —m(z,7)

m(z,7) =b(zr) ve =k(t,7)

denirse (3.42) denklemi Yt ey icin @°(t)—b*(t) 20 olmak iizere

a(O)p(t) +— | ey, 1 [kt Do)z =f(1), tey (3.43)
7l -t 7,

seklinde yeniden yazilir.

32



D" ile , egrisinin igini, D~ ile de , egrisinin disin1 gosterelim. ze D* igin X *(2)
ve ze D icin X (2) ile

N URLIONS

= 2 7b() ), tey (3.44)

lineer transmission probleminin kanonik fonksiyonlarini tanimlayalim. Burada

X*(t), t € y degerleri sirasiyla X*(z) fonksiyonlarmmn smir degerleridir. [28, 5.125]

calismasinda 6zel olarak

X*(2)=exp(I*(2)), 2D’
X (2)=2"exp(l" (2)), zeD"

r*(2) = — [ Inlz 6@y, ,p

27r|7 T—12

a(t)+b(t)

2= IndG(t) = %[arg G(t)]y

alinmustir.
z- kompleks diizlemin orijini D" bdlgesine ait olsun.

(3.43) denkleminde yeni bir u(t) bilinmeyen fonksiyonu i¢in

Z(u(
0= 2002 (3.45)

Z(t)=[at)+bt)] X () =[at)-b®)]X (1), tey
kurallar uygulanir ve kisalik agisindan

__ap b
=d0-re "V d0-ro

ifadeleri kullanilirsa (3.43) denklemi
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A(t) Z(t)u(t)+i_jB(r)Z(f)@dﬁijk(t,f)%u(r)dz: f(t), tey
i Tt e a“(r)-b°(v)

(3.46)
denklemine indirgenir.
Ozel durumda (3.46) denkleminde k(t,z) =0 alalim. Bu durumda
A(t) Z(t)u(t) +%J~ B(7)Z(7) %dr =f(t), tey (3.47)
y
karakteristik denklemini ¢ozmeye caligalim.
Eger 5 >0 ise bu durumda (3.47 denkleminin u(t) ¢oziimii
u(t) =a(t)z () f (t) —%Ib(r)Z‘l(f)%df +P_,@), tey (3.48)
7

formiilii ile verilir (bkz. [29, s.56]). Burada, P, (t)=y,+p5t+..+y, t°" keyfi

katsayili bir polinomdur.

Burada y,,7,,..., 7, , katsayilarmi bulmak i¢in (3.47) denkleminde

% [BEOZEUE) A=A, j=12,.., (3.49)

esitligi géz Oniine alalim. Burada, j=12,...,7¢ icin A; ler verilen sayilardir. (3.48)

ifadesi (3.49) ifadesindekilerle yer degistirirse y,,y,,...,y,, bilinmeyenleri i¢in

7/%—1=A7 }/J{—Z_'_pl]/%—l:AZ’ "t ]/0+p1]/l+"'+p}{—l}/}{—l=A}{ (3'50)
lineer sistemi elde edilir. Burada, p,,p,,..,p, Kkatsayllar1 z=co noktasmin

komsulugunda X (Z) fonksiyonunun
x-(z):é(1+&+ﬂ§+...) (3.5)
z Z z

seklindeki seri agilimindaki katsayilardir.
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Simdi (3.46) denklemini g6z Oniine alalim. Bu denklem bir Fredholm integral
denklemine indirgenebilir. Bunun i¢in (3.46) denklemindeki son terim sag tarafa
gecirilir ve sonra (3.48) formiilii sag taraftaki sonuca uygulanir. Onceki déniisiimlerden

sonra

u®+ [N Du()dr =F (), tey (3.52)

seklinde bir Fredholm integral denklemi elde edilir.

Burada,
1 ZH)Z(7) Z(t) drl
N = Ty | 2Ok T jb( W2 k) 2 (53)
g 1 4, F(2)
Fit)=at)Zz(t)f(t)—— j b(z)Z7 (r)——=dzr+P_(t) (3.54)
7l 7—t
seklindedir.

2 >0 igin bir tek ¢oziimii bulmak i¢in 6nceki durum ile karsilastirarak (3.49) sartlari

ile (3.46) denklemi tamamlanabilir.

Kabul edelim ki (3.44) lineer transmission probleminin - indeksi negatif olmasin ve
(3.52) homojen denklemi sadece sifir ¢6ziime sahip olsun. Bu durumda (3.46) ve (3.49)
problemleri tek bir ¢oziime sahiptir ve ayrica (3.54) ifadesinin sag tarafinda olusan

Vo171, Sabitleri ayn1 sistemden bulunur. Yani (3.50) sistemi (3.47) karakteristik

denkleminin durumunda oldugu gibidir.

Yukaridaki teorem [29, 5.158] monografisinde ispatlanmustir.

3.2.2. SINGULER INTEGRAL DENKLEMIN YAKLASIK COZUMU
[29, 5.159] calismasindakine benzer sekilde bu calismada 2~ >0 igin

AM)Z (t)u

N+

)+ | B8()2(0) =D — £ 1), tey, (3.55)
7 7—1
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L [BEZ(E,,, @ dr=A, j=12..5
7l )

probleminin bir yaklasik ¢6ziimii bulunabilir. Burada,
f,(0=2 a®(t),
k=0

olup k=0,1,...,n i¢in @, katsayilari

formiili ile verilir.

(3.56)

(3.57)

[29, 5.158] den U, (t) ¢ozimii j=0,1,...,n+r icin C; bilinmeyen katsayilar olmak

uzere,

N+

U, . (t) = Z qu)j (t)'

seklindedir.

f (t) ve u,,, (t) polinomlarini amaca uygun olarak

f.(t)=> atk,
k=0

N+

u,,. (t)=> cit!
j=0

formda alinabilir.

[41, s.53] den ®(z) fonksiyonu z = oo noktasmin komsulugunda

. (04
D(z)=az+oy+—2+—%+....
z 2

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

fonksiyonunun katsayilari olan @, ¢, ... katsayilart i¢in @, (t) =1 ®,(t) =at+¢, ve

D, (t) = ’t* + 2aa,t + ( +2a;) alindi.
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Riemann teoreminden, ®(z) fonksiyonu (z) diizleminin D~ bdlgesini (W)

diizleminin |W| >1 bolgesi iizerine resmeden bir konform doniistimdiir.

®,(z), D,(z) ve D,(z) Faber polinomlar1 bilinen polinomlar oldugundan, kolaylikla
Kk
PO, (1) =tD, (1) —kB — D B, @, (1) (3.62)
p=0

formiiliinii kullanarak k =3,4,... icin @, (z) polinomlarmn: bulabiliriz (bkz. [41,S 60]).
Burada g, A,, B,,... katsayilar1

2=T(W)=ﬂw+ﬁo+ﬁ+£§+...., lw|>1 (3.63)
wow

seri agilimindaki katsayilardir.

(3.55) denkleminde (3.60) fonksiyonu yerine yazilirsa ve [29] ¢alismasinda ki (1.2.2) ve
(1.2.3) formiilleri de dikkate alinirsa

N+

Yt Hpt )= Zn:a;‘t", tey (3.64)
j=r k=0

elde edilir. Burada, p,, P,,....sayilar1 (3.51) dan bulunur.

Burada (3.64) de t nin kuvvetlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa

s

Cn+;( a'n '

plCn+;( + Cn+;(—l = an—l’

(3.65)
pnc:;w + pn—lC:+Z—l ot plc,:+l + C; = a;’ Py =1
elde edilir. Diger kalan c,,C/, ..,C;l katsayilar1 [29] ¢alismasindaki

L [BOZ(@)dr =—Res(X (@2'), j=1.2..
T 7=

formiiliinii kullanarak (3.56) ifadesinden bulunur.
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Sonug olarak

*

C;{—l + plc;r +..t pn+1cn+;r = Ai’

C;,/—Z + plcz—l tot pn+2Cn+;f = AZ'

(3.66)
C; + p1CI tot pn+}/C:+% = A}/

sistemi elde edilir.

(3.58) ifadesindeki j=0,1,...,n+ 2 i¢in ¢, katsayilar1

S U LC) PR SR L) P

L 27 fi E j=01...n+

[t]=1

formiilinden bulunur.

Simdi
A(t) Z(t)u(t)+i_jB(T)Z(r)@dwijk(t,r)%u(f)df= fO), tey,
i, Tt i, a“(r)-b(z)
(3.67)
i.IB(T)Z(T)U(T)Tj_ldTZ Ay 1212, (3.68)
7l ’

problemi i¢in bir ¢6zlim semas1 olugturalim.

Farz edelim ki, k(t,z) fonksiyonu y egrisinden D* bolgesi igine her iki degiskene

gére analitik olarak genisletilebilir ve D' bolgesinde t ve  degiskenlerine gére r —

defa stirekli diferensiyellenebilir ve ayrica

0'k(z,8) 9Kz, Q)|

<K,|z,-z|", v¢eD", z,z,eD",

oz oz
0'k(z. &) k@S| i — _
o0 o |Ffelaral veeDh GigeD

sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun.

k(t,£) analitik fonksiyonu » w D" bolgesinde

38



kL) =SSk @, (2)0,(0) =Y Y K,2°¢", (2.£)eyxD’

p=0q=0 p=0q=0

seklinde seriye agilabilir. Burada,

1 _” k[¥(t), P(t,)]

k =
p.q -\2 p+lyg+1
(7“) 71X72 t1 ltz

dtdt,, » =|t1|:11 72 :|t2|=1

dir.
(3.67) ve (3.68) probleminin bir yaklagik ¢6ziimii

ADZO,., () +— [B()Z() U ()4,
7l ’ r—t

1 Z(7) r
+;£kn,n(tlf)munw(7)df— f.(t), tey,

2 [BOZ(,, @ de=A, =12,
7l y

probleminin ¢6ziimii gibi bulunabilir. Burada,

Koot 7) = Zn:i k;qt Prd,

p=0 g=0

olup f (t) ve u_, (t) fonksiyonlar: sirasiyla (3.59) ve (3.60) ifadeleriyle verilir.

Kolaylikla, (3.71) ve (3.72) probleminden

j=0
N+
plcnw{ + Cn+;[—l + Z hj,n—lcj = an—l’
j=0

N+

PCrs F PosCr g+t PIC +CL + D>y C) =2y
=0

sistemine gecilir. Burada,
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. * 1 Z(T) j+r
jil vl N == | 557 de
= s, a(r) —b*(7)

degerleri (3.66) ifadesi ile verilir.

(3.45) ifadesi ile verilen Z(t) fonksiyonunun yaklasik hesaplamasini gdz Oniine alalim.

Bunu bulmak i¢in, X' (z)veya X (z) Cauchy tipli integrallerden birisi i¢in bir

yaklasik ¢oziim bulmak yeterlidir. Bunun i¢in

X*(2) =exp(I*(2)),

() =2 | Inlz 6@y, ;b

27i T—12
Y

yaklasik ¢ozlimii g6z oniine alinabilir.

[41, 5.262] ¢alismasindan

1 NI(CY®) " GPONI,

tk+l

b —
K 27

ti=L

olmak uzere,
I (2)=>b®(z), zeD’
k=0
acilimi elde edilir. Ote yandan

r'@)=3bd,(2), zeD’

k=0

olmak tizere,
X*(2) = X, (2) =exp(T;(2))
bulunur. Béylece,
Z(t)~Z,(t)=[a)+b®) ]I, (), tey (3.75)

drr.
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Ornek : t €y i¢in asagidaki

AOZOU® += [B0Z2) dr+ L [kt )20 u@de =11 (376)
i 7t i, a“(r)-b°(z)

denklemi g6z Oniine alalim. Burada

1+t L
a) =1 PO=L ktn)=gg e =30

ve , ise odak noktalar1+1 ve ekseni kestigi noktalari

C:1 R+i , d=1 R—i , R>1
2 R 2 R

olan bir elipstir. , egrisinin denklemi
t=1(Revsle , 0<0<2x
2 R

parametrik temsili ile verilebilir.

Bu durumda ®(z) ve W(w) fonksiyonlar

w=ad(2) =%(z+x/z2 —1), z=Y(w) =%(RW+LJ

Rw
olarak bulunurlar. Faber polinomlar1 Tn (x) =cos(narccos X), ~1< X <1 olmak iizere,
2
D, (2)= FTH (z), n=12,..

seklinde olur.
Transmission probleminin standart fonksiyonlari

X" (z)=1 zeD"

X(z):%, zeD”

—ind 8000 g~ 1 fgine=27 g
a(t) +b(t) 27t 2
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ya da

(indt=N, +N_=1)
yani s =1oldugundan Z (t)= 2/ (1-t) bulunur.
(3.76) denklemi

% ! B(1)Z(r)u(r)dz =%

sart1 ile birlikte diisiiniildiigiinde (3.76), (3.77) probleminin ¢6ziimii kolaylikla
1
u(t) =——, t
O=1— ter

olarak bulunur.

Bu durumda, rR =2 i¢in (3.57) agtlimi

1 f[¥ ()]

- 2 k+1
27l o 4

2 k
dg:—m(m—wé) , k=12,....

ak
olmak iizere,
f,(0=2a®), tey
k=0

seklinde olur.

Faber polinomlar1 ile Chebyshev polinomlar1 birlikte diisiiniildiigiinde,

denkleminin sag tarafi

n 1 . n .
=2+ a 55T =2+ at"
k=1 k=1

olarak bulunur. Burada,
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ve o, &,..., 0, katsayilari
T()=0y+qz2+..a,7"

Chebyshev polinomunun katsayilaridir.

Diger taraftan K(t,7) gekirdegi

k[P, 2)
e

d,dt,, 71:|t1|:1’ 72:|t2|:1
olmak tuzere,

k(t, 7) zkn,n (to)= iikpqq)p(t)q)q (r)= iik;qt A

p=0 q=0 p=0 q=0
seklinde bir yaklasima sahip olur.

Ayrica,

n+1

Uy (1) = 3 _C5t/
j=0

aciliminda olusan katsayilar i¢in lineer denklem sistemi

1 * * *
_5n+2 CO +Cn+l = an’
1 * * *
_5n+1 C +C,=4a,4,
1 E £ £ * 1
5_2C0+C1=a0’ C0=A1:_g

seklindedir.

Asagidaki tablo n=20 i¢in (3.76), (3.77) probleminin ¢éziimiiniin sonuglari ile ilgilidir.
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u, (1)

u(t)

1.2500

0.62500 + 0.64952i

—0.62500+0.64952i

—1.2500

—0.62500—-0.64952i

0.62500 —0.64952i

—0.266666666666

—0.223642172523-0.033202251902i

—0.175438596491-0.020257904183i

—0.159999999999

—0.175438596491+0.020257904183i

—0.223642172523+0.033202251902i

—0.266666666665

—0.223642172522— 0.033202251901i

—0.175438596490—-0.020257904182i

—0.160000000000

—0.175438596490+0.020257904182i

—0.223642172522+0.033202251901i

Tablo 1.

Olusturulan yaklasik ¢éziimler i¢in hata tahminlerini verelim.

3.2.3. YAKLASIMIN HATASI

Teorem 3.2.3.1 : Kabul edelim ki, (3.47) denkleminin sag tarafindaki f(t) fonksiyonu

, egrisinden D™ bolgesi igine analitik devam ettirilebilir ve D" kapali bolgesinde

r —defa siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon ayrica, O<a <1 olmak iizere

£ (z) e Lipa yani f(t) eWrH“(E) olsun. Bunlarin yani sira u(t) ve u_, (t)

sirastyla (3.46), (3.49) ve (3.55), (3.56) problemlerinin tam ve yaklagik ¢6ziimleri olsun.

Bu durumda K;, n den bagimsiz bir sabit olmak {izere

drr.

”U(t) —Up,, (t)”OO < Kl
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Ispat : Her t e y icin

ua%umxo=a®24®[ﬂo—naﬂ—%{ng*&var—nm}gi

7—t

oldugu kolayca goriilebilir. [41, 5.197] ¢alismasindan

1@, <K, r_g

degerlendirmesi dogrudur. Burada ve bundan sonraki boliimlerde Kj , n den bagimsiz

degisik sabitleri gostertir.

Ayrica [29] ¢alismasindaki Teorem 2.2.1 in tahminlerini kullanarak

In?n
3 r+a

n

dr

z—1

<K

[b@)Z @[ f () - 1,(2)]

esitsizligi elde edilebilir.
Yukaridaki son iki esitsizlik u(t)—u,, (t) ifadesinde yerine yazilirsa teoremin ispati

tamamlanmis olur.

Denklemin tamami i¢in hesaplama semasi elde edilirken [29, s.171] deki sonug

kullanilir.

Teorem 3.2.3.2 : Kabul edelim ki, (3.46) denklemindeki k(t,z) (her iki degiskene gore)
ve f(t) fonksiyonlar1t W'H* (E) smifina ait olsun. Ayrica
—=Ind a(t) _b(t)

a(t)+b(t)

olmak tizere s, (3.44) lineer transmission probleminin indeksi ve kabul edelim Ki
»2>0ve (3.53) homojen denklemi sadece trivial ¢6ziime sahip olsun. Bu durumda,
yeteri kadar bliyilk n degerleri igin (3.66) ifadesi ile desteklenen (3.74) lineer sistemi

¢oOziilebilirdir ve

45



In®n

Ju®)-u,.. @, < (3.78)

dir.

Ispat : (3.74), (3.66) sistemi ve (3.71), (3.72) problemi ¢oziilebilirlik agisindan denktir.
Boylece sistemin ¢oziilebilirligini gdstermek ig¢in (3.71), (3.72) probleminin

¢ozilebilirligini ispatlamak yeterlidir. Yani

1 2'®z()
i a*(r) -b*(r)

drl

N, ,(t,7) = Dk, (t,0) -~ 20 j b( 1)Z_1(Tl)knn(2'1,r)

F,(t) =a(t)Z @) f, () —% [o)Z () ‘;n—f?dr +P_ (1)

olmak tizere

Uy, )+ [Ny, (62U, ()T =F (1), tey (3.79)

denkleminin ¢oziilebilirligini gostermek yeterli olacaktir.

(3.79) denkleminin ¢oziilebilirligini géstermek igin [29] deki Teorem 4.1.6 kullanilarak

jﬂN(t 7) =N, (t,7)|

rxy

N, . (z, Tl)||drdrl|

tey

tahminini gostermek yeterli olur.

[41, s.197] ¢alismasindan

In?

Hk(t,r)—km(t,f)uoO < KSnr—Jj, (t.r)erxy

tahmini elde edilir. Buradan

In®n
r+a

n

L [b(e)Z @) [k(r )~k 7) ] -2
i T, —

<K,

o0

bulunur. Boylece yeteri kadar biiyiik n degerleri igin
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degerlendirmesi dogrudur.

Sonug olarak yeteri kadar biiyiik n degerleri i¢in [29] deki (4.1.39) sart1 saglanir buda

bu n degerleri i¢in (3.79) denkleminin ¢6ziilebilirligini gosterir.

Diger taraftan

M=ﬂﬁyjn%m¢TMdﬂ=nExj[NmaJ)—NaJﬁ}+NQJMdﬂ=oa;

In®n

r+a
n

%=qyﬂN@n—Nm¢ﬂWASK8
V4

I
&3 = ”F(t) -F (t)”w <K, nrr]_S,

oldugundan (3.78) tahmini dogrudur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Not : (3.75) yaklasimi dikkate alindiginda (3.43) denklemi igin bir yaklasik ¢6ziim

220 i¢in

Z,(t)

XM
20 b (D " ®)

2 -b() U, (t)

@, (1) =

formuli ile bulunur.

Kabul edelim ki,

H() =In| ¢~ 20 =00
a(t)+b(t)

fonksiyonu y tlzerinde I. mertebeden tiirevlenebilir ve O0<a <1 olmak iizere
H®(t) € Lipe olsun. Bu durumda

Inn

r+a
n

X ©-% 0, <Ky (3.80)
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esitsizligi bulunur (bkz. [41, 5.262]).

Boylece, sonug olarak eger Teorem 3.2.3.2 nin kosullar1 saglanirsa bu durumda (3.80)
esitsizliginden
In®n
||¢(t) = Pnise (t)”[)O < Kll an

tahmini elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGUARI

Tez caligmasi esasen iki ¢alismadan ibarettir. Bunlardan ilki E.G. Ladopoulos ve G.
Tsamasphyros’nin “Banach Uzaylarinda Lyapunov Egrileri Uzerinde Singiiler integral
Denklemlerin Yaklagimi” ¢alismas: olup bu calisma detayli bir sekilde incelenerek
bulunan sonuglar ispatlariyla verildi. Ikinci olarak P. Wojcik, M.A. Sheshko, S.M
Sheshko’nun “Faber Polinomlarn Cauchy Cekirdekli Singiiler integral Denklemlerin
Yaklasik Coziimiine Uygulamasi” ¢alismasi incelenerek caligsmadaki sonuglar ispat ve
yorumlariyla verildi. Ayrica caligmalarin gorsel agidan degerlendirilmesi i¢in bazi

niimerik semalar sunuldu.
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5. SONUC

Bu tez ¢alisgmasinda E.G. Ladopoulos ve G. Tsamasphyros’nin “Banach Uzaylarinda
Lyapunov Egrileri Uzerinde Singiiler Integral Denklemlerin Yaklasimi” galismasi esas
alinarak kapali Lyapunov egrisi iizerinde tanimli Cauchy cekirdekli lineer singiiler
integral denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir yaklagim yontemi verildi ve incelendi. Bunun igin
fonksiyonlarim Faber polinomlari ile yaklasimi kullanildi. Son olarak P. Wojcik, M.A.
Sheshko, S.M Sheshko’nun “Faber Polinomlarin Cauchy Cekirdekli Singiiler Integral
Denklemlerin Yaklasik Coziimiine Uygulamasi” calismasi goz Oniine almarak bu
yaklagimlar Cauchy ¢ekirdekli lineer singiiler integral denklemlerin niimerik ¢éziimiine

uygulandi. Sonuglar bir 6rnekle dogruland:.
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