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OZET

Bu tez calismasinda, analitik fonksiyonlarin belli bir alt sinifi i¢cin ikinci Hankel

determinanti yani |H,(2) =‘a2a4 —agz‘ icin kesin bir ist siur bulunmustur. Ayrica

parametrelerin 6zel durumlarinda analitik fonksiyonlarin 6zel alt siniflari igin kesin st

smurlar verilmistir.
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Subordinasyon.



ABSTRACT

In this thesis, a sharp upper bound for the second Hankel determinant, that is,

|H,(2)|=|a,a, —a| of a subclass of the analytic functions is obtained. Moreover, for

special subclasses of analytic functions in special cases of parameters sharp upper

bounds are given.
2016, 84 pages
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en dnemli dallarindan birisi {inivalent fonksiyonlar
teorisidir. Kompleks diizlemin basit baglantili bir 6z altkiimesini birim diske konform
olarak dontistiiren fonksiyonun varligi Riemann doniisiim teoremi ile bilinir. Bu nedenle
keyfi basit baglantili bolgeler iizerinde tanimlanan iinivalent fonksiyonlarla calismak
yerine birim disk de tanimlanan iinivalent fonksiyonlarla ¢alismak ¢ok kez kolaylik

saglar. Univalent fonksiyonlar iizerindeki ¢alismalar,
U={z:|z]<1,zeC}
birim diskinde analitik, {inivalent ve f(0)=0, f’(0)=1 sartlarmi saglayan

fonksiyonlarm olusturdugu bir S sinifi iizerinde yogunlagmustir.

1907 yilinda Koebe, & sinifina ait fonksiyonlar altinda ¢/ birim diskinin goriintiistinii

incelemis ve U birim diskinin f € S altindaki goriintiisiiniin sinir1 olan Of (/) nun

orijine olan uzakligmm 1/4 den kiigiik olamayacagini ispatlamistir.

1916 yilinda Bieberbach tarafindan ileri siiriilen z € i/ olmak tizere f €S fonksiyonu

f(z)=z+2anz” biciminde bir Taylor agilimina sahipse n=2,3,... igin |an|£n
n=2
tahmini uzun yillar matematikcileri devamli mesgul eden bir problem olarak

giincelligini korumus ve 1985 yilinda Branges tarafindan ispatlanmistir.

Bieberbach tahmininin en 6nemli sonuglarindan birisi de S smifina ait bir f

fonksiyonu i¢in |a2| <2 sonucu kullanilarak Koebe tarafindan verilen ve biikiilme

(Distortion) ve genisleme (Growth) teoremleri olarak bilinen ‘ f (Z)‘, ‘ f '(Z)‘ ve

nin smirlarmin elde edilmesi problemidir.

Yukarida da bahsedildigi iizere {inivalent fonksiyonlar icin katsayr esitsizligi bir¢ok

problemin ¢éziimiinde oldukca etkilidir.



Kompleks analizin 6nemli konularindan biri de Hankel determinantidir. Hankel
determinant1 bilimin bilinen birgok alaninda sik¢a kullanilmaktadir. Bizi ilgilendiren
kismi ile olaya bakacak olursak, Hankel determinanti yardimiyla &/ birim diskinde
taniml1 fonksiyonlarin sinirhiligini géstermek yani integral katsayilarma sahip orijinin
komsulugunda Laurent serileriyle temsil edilen iki sinirli analitik fonksiyonun orani
olarak gosterilen bir fonksiyonun rasyonel oldugu gosterilir. Ayrica meromorfik
fonksiyonlar ile ilgili ¢alismada Hankel determinantinin kullanimi i¢in [8] ¢alismasina

ve bu determinantin gesitli 6zellikleri i¢in de [45] ¢calismaya bakmak faydali olacaktir.

Diger taraftan {inivalent fonksiyonlarla ilgili en 6nemli problem olan katsay1 problemi

yiizyll boyunca matematikc¢ileri mesgul ettigini biliyoruz. Katsayir problemleri olarak

Hg (n), g. mertebeden Hankel determinant1 ve f(z)=2z+ Z:anzn olmak iizere klasik
n=2

a, katsayilari i¢in, Fekete-Szegd problemi olarak bilinen a, — pa’ igin, ikinci Hankel
determinant1 olarak bilinen H,(2)=a,a, —a; igin ve iigiincii Hankel determinanti
olarak tammlanan H,(1) = a, (a2a4 —a} ) —a,(a, —a,a,)+a, (33 - 3.22) icin kesin iist

smirmi bulma aklimiza gelir. Dolayisiyla tinivalent fonksiyonlar teorisinde Hankel

determinant1 6nemli bir yer tutar. Hankel determinantinin iinivalent fonksiyonlar

teorisine girisi Q. mertebeden Hankel determinanti Hq(n) nin N — oo iken biiylime
oranin1 bulmakla baglar. Pommerenke [33] bu soruyu 1966 yilinda k=16 p\/g ve
O(1) de sadece p, g ve f ye bagh bir deger olmak iizere p-valent (p=1)

1
fonksiyonlar i¢in n-—oo iken H_(n)= O(l)nk\/afEOI degerini  bulmasiyla

cevaplamistir. Bu su demektir q ve p ye yeteri kadar yakin degerler i¢in n — oo iken
) . 1
H,(n)— 0 olur. Yalniz Pommerenke’nin bu ¢alismasinda elde ettigi k./q —Eq

Kuvveti kesin degildir. Diger taraftan 1967 yilinda Pommerenke [35], tnivalent
fonksiyonlar i¢in q>2 ve S3>1/400 olmak {izere n=12,.., i¢in

1 3
H, ()< K(q)n{?ﬁjma elde etmistir. Hayman [16] 1968 yilinda p=1 i¢in

1

n —oco iken H, (n)=O(@)n? bulmustur. Buradaki 1/2 kuvveti kesindir.



Daha sonra Noonan ve Thomas [26] 1971 yilinda p -valent fonksiyonlar igin O(1) de
sadece p, gve f yebagl bir deger olmak iizere

n**, =1,p>Y4
Hm=op]" | 9PV
n?* s q22 p=2(q-1)

bulmustur. Buradaki 2 pg —g? kuvveti kesindir.

ElHosh [11] ¢alismasinda « pozitif Hayman indekse sahip tinivalent fonksiyonlar i¢in
ve [12] ¢alismasinda da k — fold simetrik ve konvekse yakin fonksiyonlar i¢in Hankel
determinantmin st smirlarini elde etmistir. Noor [27-29] calismalarinda konvekse
yakin fonksiyonlari, [30] ¢alismasinda Bazilevic fonksiyonlar1 ve [1, 31, 32]
calismalarinda ise sinirli sinir notasyonuna sahip fonksiyonlar icin Hankel determinanti

problemini ¢caligmistir.

Bundan sonra Hankel determinati problemi genellikle H,(2) ve H;(1) in iist smirmi

bulma iizerine yogunlasmustir. Oyleki son zamanlarda Janteg, Hallim ve Darus [18]

2006 yilindaki c¢alismasinda pozitif reel kisma sahip analitik fonksiyonlar ig¢in

IH,(2)|= ‘612614 —a ‘ <4/9 ve 2007 yilindaki [20] ¢alismasinda da yildizil ve konveks

fonksiyonlar igin sirasiyla ‘3.23.4 —332‘ <1 ve ‘aga4 —a§‘£]/8 bulmustur. 2007 yilinda

Babalola [2] ¢alismasinda ise pozitif reel kisma sahip analitik fonksiyonlar, yildizil ve

konveks fonksiyonlar igin H,(1) in kesin {ist smirmi sirastyla |H3(1)| <993/1620,
|H3(l)| <16 ve |H3(1)| <15/24 olarak elde etmistir. Daha sonra analitik

fonksiyonlarin bazi 6zel alt sinrlari igin H,(2) ve H,;(1) in iist smirlar1 bazi

arastirmacilar tarafindan ¢alisilmistir [3, 4]. Bu ¢alismalardan ayr1 olarak 2013 yilinda

Lee, Ravichandran ve Supramaniam [22] ¢alismasinda Ma-Minda yildizil ve konveks

fonksiyonlar i¢in H,(2) nin kesin iist siirmi ¢aligmustir.



Biz de bu tez calismasinda Ma- Minda yildizil ve konveks fonksiyonlarin olugturdugu
smifin genel bir alt smifin1 tammlayarak, bu sinif icin H,(2) in kesin bir iist sinirmi
elde ettik. Parametrelerin 6zel durumlarinda analitik fonksiyonlarin bilinen énemli alt

smiflart igin H,(2) in iist smirlar1 verildi.

Tezin Kuramsal temeller bagligi altinda tezde kullanilacak temel tanim ve bilgiler
sunuldu. Materyal ve Yontem kisminda Hankel determinanti problemi ile ilgili bu giine
kadar yapilan ¢alismalarin bir 6zeti verildi. Bulgular kisminda ise ilk defa bu tez

calismasinda elde edilen sonuglar ispatlariyla verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar sunuldu.

Tamm 2.1.1 (r-komsulugu): z,€C ve r>0 bir reel sayr olmak {izere
U(zy,1)={zeC:|z-7,|<r} ifadesi z, merkezli, I yarigaph agik disk (veya Z,
noktasmm I —komsulugu) olarak adlandirilir. Z{(zo,r) ile U(z,,r) nin kapanisi

0U(zy,r) ile de onun st ve orijin merkezli r yarigapl disk U(0,r)=U, ile

gosterilecektir.

Ozel durumda orijin merkezli agik birim disk 2/ ={z:|z|<1,zeC} ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.2 (I¢ Nokta): ScC herhangi bir kiime olsun. Zz,€S noktasi igin

U(z,,r) =S olacak sekilde bir r >0 sayis1 varsa Z, noktasna S kiimesinin bir i¢

noktasi denir.

Tamm 2.1.3 (Acik Kiime): Bir S < C kiimesi verilsin. Eger S kiimesinin her noktasi

S nin bir i¢ noktasiise S kiimesine agik kiime denir.

Tamm 2.1.4 (Kapah Kiime): S cColsun. S kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise, S

kiimesine kapali kiime denir.

Tamm 2.1.5 (Baglantih Kiime): Eger ScSUS,, SNS #0, SNS,#0 ve
SNS, NS, = olacak sekilde S, ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime

bulunamaz ise S — C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir.

Tamm 2.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir.



Tamim 2.1.7 (Siireklilik): ScC, f:S— C bir fonksiyon ve z, €S olsun. Her £ >0
igin |z—2,|< S oldugunda |f(z)—f(z,)| <& olacak bigimde &=35(z,,¢)>0 sayisi
varsa f ye z, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu S kiimesinin her bir

noktasinda siirekli ise f ye S kiimesinde siirekli fonksiyon denir.

Tamm 2.1.8 (Egri): [a,b]cR olmak iizere siirekli bir y:[a,b] > C fonksiyonuna

C diizleminde egri (yol) denir. ;/(a) ve 7(b) noktalarina da sirasiyla egrinin baslangic

ve bitim noktalar1 denir.

Tanim 2.1.9 (Kapah Egri): y:[a,b] > Cye bir egri olsun. y(a)=y(b) ise » ya

kapal1 egri denir.

Tamm 2.1.10 (Basit Kapah Egri): U¢ noktalarin ¢akigsmasi harig, kendini kesmeyen
egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan
egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dig1 olmak iizere iki bolgeye
ayirir. Jordan egrisinin i¢ine Jordan bolgesi denir. y egrisi [a,b] kapali araliginda
tiirevlenebilir olsun. Eger [a,b] kapali araliginda }/' tiirevi siirekli ve sifirdan farkl ise
y egrisine diizglin egri denir. t, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(t)
degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir
egrinin yonii ya pozitif veya negatiftir. Kapali olmayan egriler i¢in baslangi¢

noktasindan bitis noktasina dogru siralama yon olarak alinir.



2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve iinivalent fonksiyon kavramlar1 tanitilacak ve bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.2.1 (Diferansiyellenebilme): A< C bir bolge olmak tizere f: AcC—C ye

bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

()= 1)

1y Z—-1,
sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu z,€ A noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z =2z, noktasinda

f(z) fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu
noktanin belli bir U (Z0 , 8) komsulugundaki biitiin noktalarinda diferansiyellenebiliyorsa

f ye z, noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir ScC
kiimesinin her noktasinda analitikse f ye S kiimesinde analitik denir. Tiim kompleks

diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.
Z=X+Iiy olmak iizere f(z)=u(x,y)+iv(X,y) kompleks degiskenli kompleks degerli

fonksiyonu analitik ise

Q(x y)vea—u
oy oy

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

ou ov
&(X’ y) = (X’ y) = _&(X! y)

Teorem 2.2.3 (Liouville Teoremi): Bir f(z) tam fonksiyonu sinirli ise, sabittir.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢cin dnemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tirev formiilii asagidaki gibidir.



Teorem 2.2.4 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali y egrisi iginde

ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z;, bu egrinin i¢inde bir nokta ise ne€ N i¢in

") n! f(2)
f (o)—2 .f

(Z Zo)n+l

dir.

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarmdan biri sudur: f, bir bolgede analitik
bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0 bdlgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f()=Ya,(z-2)", a =f7(z)/n! 2.1)

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada

birinci mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi vardir
diyemeyiz. Ornegin, f(x)=x?* reel degiskenli fonksiyonunun X = 0 noktasinda birinci
mertebeden tiirevi oldugu halde, ayn1 fonksiyonun X =0 noktasinda ikinci mertebeden

tiirevi yoktur.

Tanmm 2.2.5 (Aynik Tekil nokta): Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasmmn bir
U (ZO, I‘)—{ZO} delinmis komsulugunda analitik fakat z;, noktasinda analitik degilse f

fonksiyonu i¢in Z, noktas1 bir ayrik tekil noktadir denir.

Teorem 2.2.6 (Laurent Teoremi): ¢, ve c,, merkezleri z, noktasinda bulunan pozitif
yonde yonlendirilmis iki cember olsun. I, <, olmak iizere C,, I, yarigapli ve C, de r;

yarigapli ¢emberler olarak alinsin. Eger bir f fonksiyonu ¢, ile ¢, in iizerinde ve

bunlarin arasinda kalan halka bdlgenin tamaminda analitik ise bu durumda bolgedeki

her Z noktasinda f(z) fonksiyonu a,ve b, kompleks sayilar olmak iizere

f(z)=ian(z +Z (2.2)

(e0)



agilimi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasmm delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilimi1) denir.

Tanim 2.2.7 (Kutup Noktasi): z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.
Laurent agihmindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkl ise z,

noktasma f(z) fonksiyonunun kutup noktasi denir.

Tamm 2.2.8 (Meromorf fonksiyon): Kompleks diizlemin bir A bdlgesinde kutup

noktalar1 harig¢ analitik olan f(z) fonksiyonuna A da meromorf fonksiyon denir.

Teorem 2.2.9 (Maksimum Modiil Prensibi): f fonksiyonu kompleks diizlemin bir A
bolgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A bdlgesinde sabit olmadikga, |f(z)|

maksimum degerini A bdlgesinin sinirinda alamaz.

Sonug 2.2.10: A kompleks diizlemde sinirh bir bolge ve sabit olmayan f fonksiyonu
da bu bolgenin sinirinda stirekli ve i¢inde analitik olsun. Bu durumda | f (z)| maksimum

degerini A bolgesinin sinirinda alir.
Maksimum prensibinin 6nemli sonug¢larindan birisi Schwarz lemmasidir.

Lemma 2.2.11 (Schwarz lemmasi): f fonksiyonu ¢/ birim diskinde analitik ve

f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda |f'(0)|<1 ve

|f(2)|<|z| dur. Esitlik sadece R olmak iizere f(z) =¢e"“z fonksiyonu ile saglanir

[36].

Teorem 2.2.12 (Minimum Prensibi): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir A

bilgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her ze A i¢in f(z)#0 olsun. Bu durumda

| f (Z)| , A bolgesinde minimum deger alamaz.



Sonu¢ 2.2.13: A kompleks diizlemde smirli bir bolge, f(z) sabit olmayan bir

fonksiyon ve her ze A igin f(z) #0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A bolgesinin
icinde analitik, sinirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda | f (Z)| minimum

degerini A bolgesinin sinirinda alir.

Tamim 2.2.14 (Univalent fonksiyon): f, AcC bolgesinde tanimli bir fonksiyon
olsun. Her z,,z, € A igin f(z,)= f(z,) olmasi sadece z, =z, olmasini gerektiriyorsa
(veya z, # z, oldugunda f(z)# f(z,) gergeklesiyorsa) f fonksiyonuna A bolgesinde

tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir [10].

Eger f, z, noktasmnin bir komsulugunda tinivalent ise f ye yerel iinivalent fonksiyon

denir.

Teorem 2.2.15: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel iinivalent olmasi

i¢in gerek ve yeterli kosul f'(z,) 0 olmasidir [10].

Ayrica f'(z,)#0 sart1 f(z) fonksiyonunun iinivalentligi i¢in gerek sarttir fakat yeterli
degildir. Yani sadece f analitik fonksiyonu iinivalent ise f'(z,)=0. Tersi daima

dogru degildir. Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede

iinivalent olmas1 gerekmez.

Ornek 2.2.16: f(z)=2" fonksiyonu A={z:1<|z|]<2,0<argz<37/2} bolgesinde
yerel iinivalent olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z)=2" fonksiyonu,

A bolgesinde analitik ve her z, € A igin f'(z,) #0 saglandigindan yerel iinivalenttir.
Fakat

( 5 .5 j [ 5 .5 j .25

fl =+ti—F4=|=f| —F4%=-i—=|=i—

W2 32 W2 32) 9

oldugundan f(z) = z* fonksiyonu A bolgesinde iinivalent degildir.
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Eger Ac C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel tinivalent ise, bu durumda z € A
noktasinda f'(z) tirevi, f nin yerel geometrik davramsmni belirler. |f'(z)| ve arg f'(z)
degerleri sirasiyla yerel bliylime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna
ilave olarak, f:AcC—C analitik donisimiinin Jacobian determinanti
Jf(2) :|f’(z)|2 ile verilmektedir. Jacobian determinantinin |f’(Z)|2 ifadesine esit

oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.2.15 den
analitik fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantiin sifirdan farkli olmasi, yerel

iinivalentlik i¢cin gerek ve yeter sarttir.

Tamm 2.2.17 (Konform déniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gecen iki
diizglin egri arasindaki a¢inin biiyiikliigiinii ve yOniinii koruyorsa, bu doniisiime bu

noktada konform doniisim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir Ac C bélgesinin tiim

noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bdlgesinde konformdur denir. Ornegin

f(z)=e" doniisimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 2.2.18: f fonksiyonun analitik oldugu her Z noktasinda f'(z)#0 kosulu

saglantyorsa, f fonksiyonu konformdur.

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve iinivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli

konform doniisiimlerden biri Mobius doniisiimiidiir. Bu doniisiim; a, b, ¢, d kompleks

sabitler olmak tizere

_az+b

, ad—-bc=#0
cz+d

w=f(2)

genisletilmis kompleks diizlemi ((COO =Cu{oo}) kendi {iizerine konform olarak

resmeder.

Z—diizlemindeki DcC(D#C) bolgesini, w—diizlemindeki D, bolgesi lizerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varhigi 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmistir.
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Teorem 2.2.19 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her

DcC(D#C) basit baglantili bolgesi konform olarak ¢ birim diski {izerine
resmedilir. Ayrica, Z, € D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,) >0 kosullarini saglayan ve

D yi U birim diski lizerine resmeden bir tek konform dontisiim vardir [10].
2.3 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan {inivalent
fonksiyonlar1 biraz daha ayrmtili sunacagiz. Analitik olarak, bir iinivalent fonksiyon
sifirdan farkl tiireve sahip iken; geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere
doniistiirtir. Hem analitik hem de tinivalent fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit
baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniisiim teoreminden, keyfi bir basit
baglantili bolgede tanimli f iinivalent fonksiyonu yerine U ag¢ik birim diskte tanimli
bir f (inivalent fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon i¢in f(0)=0, f'(0)=1

normalizasyon sartlar1 g6z Oniine alinirsa (2.1) serisi
f(2)=z+)a", (zel) (2.3)
n=2

seklini alir. Burada (2.3) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik
fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarm sinifin1 A ile gosterecegiz

ve kisaca

A:{f :vZeL{iginf(z):z+ianz” }
n=2

seklindeki analitik fonksiyon yazilabilir.
Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tas1 olan bir smifi asagida tanimlayalim.

Tanim 2.3.1 (S Smfi): U birim diskinde tinivalent olan f € .4 fonksiyonlarinin

olusturdugu smifa S smifi denir ve kisaca
S={f eA:vzel iginf —Univalent}
seklinde gosterilir [10, 13, 34].
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S sinifina ait bazi fonksiyon 6rneklerini agsagida verelim.

(i) w= f(z2)=z(-2)" fonksiyonu I/ birim diskini Re(w)>—1/2 sag yar1 diizlemine
resmeder.

(i) f(z)=z(-2°)" fonksiyonu & birim diskini C\{(—o0,~1/2](1/2,%0]} bolgesi
iizerine resmeder.

(iii) f(z)=2(1-2)? Koebe fonksiyonu { birim diskini C\(—0,—1/4] bodlgesi iizerine
resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki, S sinifina ait iki fonksiyonun toplami S smifina ait

olmayabilir. Ornegin;

YA YA
f(z)=— ve f,(2)=——
1(2) 1-2 :(2) 1+iz
fonksiyonlar1 S smifina ait olmasina ragmen
1 1
f(2)=——F ve (1) =+
) (1-2) :(2) (L+iz)®
tiirevlerinden
2—-2(1-i)z

f(z)+ f,(2) = m

elde edilir. Buradan z = ]%I e U noktasinda f(z)+ f,(z) =0 oldugu goriiliir. Bununla

beraber S smifindaki bir¢ok 6zellik bazi doniisiimler altinda korunur.

Teorem 2.3.2: f €S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eslenik alma: g(z)= f(Z)=z+&,z° +... ise, g €S dir.
(i) Dondiirme (Rotasyon): @ € R olmak tizere
g(2)=e"f(€"2)=2+) ae"z", (zel)

n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0<r <1 olmak tizere

g(2)=r'f(rz)=z+) ar"'z", (zel)

n=2

fonksiyonu S smifina aittir.
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(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisimii): z, € U/ olmak iizere

(5w
g(2)= %2  (zel)
upt@

fonksiyonu S simifina aittir.
(V) Deger bolgesi doniigiimii:  fonksiyonu f (/) da tinivalent ve w(0)=0 , v'(0)=1
kosulunu gergekleyen bir fonksiyon ise o f € S dir.

(vi) Cikarilmis deger doniisiimii: W ¢ f (2/) olsun. Bu durumda,

e
90= 1w @<

fonksiyonu S smifina aittir.
(vii) n. kok doniistimii: Eger n=2,3,... ise

g(z)= {‘/ f(z") =z +%zn+1 +%(2na3 ~(n-Dad)z*"* +..., (zel)

fonksiyonu S smifina aittir [10].

Tanim 2.3.3 (P smufi): U birim diskinde p(0)=1, Re p(z) >0 kosullarini saglayan

p(z) =1+ Z:ann seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory sinifi veya
n=1

P smifi denir [10].

Ornegin; p(z) =(+2)/(A—z2),ze U fonksiyonu P smnifina ait olup, & birim diskini
sag yar1 diizlem tizerine resmeden bir konform doniigiimdiir. Ayrica, P smifina ait bir

fonksiyonun {inivalent olmas1 gerekmez. Ornegin; f(z)=1+2z" fonksiyonu P smifina

ait olmasmna ragmen NN, N> 2 i¢in tinivalent degildir.

Tamim 2.3.4 (Q smfi): U birim diskinde #(0)=0 ve |¢(z)| <1 kosullarmi saglayan

analitik fonksiyonlarm olusturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarmnin smift denir ve €2

ile gosterilir [10].
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Bunlarin yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

1+¢(2)
1-¢(z)’

P ve Q smiflarin1 tanimladiktan sonra, § smifinin iki 6nemli alt sinifin1 asagidaki

p(2)eP <= p(2)=

#(z) e QL

sekilde verebiliriz.

Tanim 2.3.5 (8" smifi): B < C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W, noktasin

her we B noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye

W, noktasina gore yildizil kiime denir. W, noktasi 6zel olarak orijin secilirse, bu
kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime ad1 verilir. Eger bir f
fonksiyonu ¢/ birim diskini W, noktasma gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna w, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda, f fonksiyonu
U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon

denir. f € A olmasi durumunda yildizil fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir [10, 34].

Yildizil fonksiyonlarin yukaridaki geometrik tanimini analitik olarak ifade eden en

Oonemli teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.3.6: f € A olsun. Bu halde

zf'(2)

Q) eP

f(z)eS" <

dir. Ayrica, f(z)=z+ Z:anzn €S =|a,|<n degerlendirmesi dogrudur [13, 34].
n=2

Kisaca yildizil fonksiyonlar

S*:{f e A:Vzeligin Re[mj>o}
f(z2)

seklinde gosterebiliriz. Ornegin, S simifina ait fonksiyonlardan en énemlilerinden birisi

Z € U olmak iizere,
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VA
Oy

2
seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu k(z)=%|:ﬁ+—zj —1}
-z

seklinde yazabiliriz. Ayrica k(z) fonksiyonu,

u(z)=i—§, 9(2) =u(2), k(z)=%[g(z)—1]

biciminde yazilarak ¢/ birim diskini —oo dan -1/4 e kadar negatif reel ekseni
cikartilmis kompleks diizlem iizerine konform olarak doniistiirdiiglinii gorebiliriz. k(z)

doniisiimii tinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde 6nemli rol oynar.

Yy A0

Sekil 2.1: Koebe Fonksiyonu

Yukaridaki sekilden de goriildiigii gibi k(z)= Z__ z+» a,z"eS" dir. Ayrica
n=2

(-2
Teorem 2.3.6 kullanilarak da z=re"” ve (0<r<1,0<6<27) olmak iizere,

e 22 - 2o

o 1-r Jl+r
1+r>—=2rcos@ 1-r

elde edilir. Buradan da k(z) € S oldugu goriiliir.
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Koebe fonksiyonunun donmeleri (rotation), her z € U igin,

Oy

seklinde tanimlanir ve K, (Z) fonksiyonlar1 S smifina ait fonksiyonlardir. Bu doniisiim

ile birim diskin goriintiisii +c0 dan —e /4 15 hari¢ kompleks diizlem olur. &  (0,2]

1(1+2Y
ve zc€ U olmak tizere f(2) :Z—KILJ - } fonksiyonu, “genellestirilmis Koebe
al\l-z

fonksiyonu” olarak adlandirilir ve S sifina aittir.

Tamm 2.3.7 (C smmfi): Bc C kiimesi verilsin. Her W,,W, € B igin W, noktasini W,

noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ye konveks kiime
denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna  konveks fonksiyon denir. f € Aolmast1 durumunda  konveks

fonksiyonlarm smifi C ile gosterilir [10, 34].
Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.8: f € A olsun. Bu halde
zf"(2)

f(z)eCe=1
(2) <:>+f()

eP

dr. Ayrica, f(z)=z+) a,z" eC=a,| <1 degerlendirmesi dogrudur [13, 34].
n=2

. 1 1 < i
Omnegin;  f(z)= E lo ( i Zj Z 7" e dir.  Gergekten z=re"
2

(0<r<1,0<6<2r) olmak iizere,
” 2 2 i20
Rel1+ 2D _pe[12 |_pe l”ﬂ
f'(2) 1-z 1-r'
1-r* 1 r?
1+r —2r?cos 260 1+r

elde edilir.
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Teorem 2.3.6 ve 2.3.8 in bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafindan verilmis olan

agagidaki teorem S° ve (C smiflarma ait fonksiyonlar arasindaki ¢ok Onemli bir

baglantiy1 ifade eder.

Teorem 2.3.9 (Alexander Teoremi): fe A ve z€l olmak iizere, g(z)=zf'(z)

olsun. Bu durumda, f €C olmasi igin gerek ve yeter sart g € S™ olmasidir [10, 13, 34].

Ispat: f €C olsun. Ispatlamaliyizki g € S* dir. f €C oldugundan
Re 1+zf_(z) >0
t'(2)

yazilir. g(z)z zf '(z) ise g’(z): f’(z)+ zf ”(z) yazilabileceginden,

29'(2) , f'(z)+2f"(z) _ f'(z2)+2f"(2) 1, zL(z)

9(2) 2 (2) () ()

elde edilir. Ayrica,

oldugundan

olup, g€ S’ dr.
Simdi de geS& oldugunu kabul ederek feC oldugunu gosterelim.

g € S oldugundan

yazilir. g(z) nin tanim1 kullanilirsa,

SRICEO

yazilabileceginden
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Re(1+ z ;((3} >0

elde edilir. O halde, f €C dir. Bununla teoremin ispat1 tamamlanir.

Ayrica yukaridaki tanimlardan anlagildigi lizere bu siniflar arasinda Cc S cSc A

seklinde bir iliski vardir.

Univalentlikle ilgili kriterlerden en kolay ifade edilen ve ispatlananlardan biri asagidaki
Noshiro, Warschawski ve Wolff” un kriteridir [10, 13, 34]:

o f fonksiyonu konveks bir DcC bolgesinde analitik ve her zeD igin
Ref'(z)>0 ise f fonksiyonu D bolgesi iizerinde iinivalenttir. Bu sonug ile

Caratheodory sinifi arasinda yakm bir iligki vardir.

Simdi iinivalent fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yer isgal eden subordinasyon ve

Hadamard ¢arpim kavramlarmi verelim.

Tamm 2.3.10: f ve g fonksiyonlar1 ¢/ birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon
olsun. U birim diskinde f(z)=g(w(z)) olacak sekilde bir @ < Q fonksiyonu varsa, f

fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir [10].
Eger g Univalentise f <g < f(0)=9(0) ve f(U) < g(Uf) gerektirmesi dogrudur.

Subordinasyon prensibi (Lindelof Prensibi): Eger f fonksiyonu ¢/ birim diskinde

analitik, tinivalent ve ¢ fonksiyonu da ¢ birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica

g0)=f(@©0) ve g(UU)c f(U) ise, bu durumda U diskinde her r<1 igin

g9'(0)| <| f'(0)| ve g(U,) < f(U,) dir [10].

Ozellikle, eger f < g ise

maX

|zj<r

f(2)< fp‘ngIg(Z)I, (re(0D)

esitsizligi dogrudur. Ayrica,
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0(2)eP o p(z)<i—§ Ve 40)eQ o H2)<z

gerektirmeleri yazilir.

Sekil 2.2: f < g Subordinasyonu

Tanmm 2.3.11: f,g e A fonksiyonlar:
f(z2)= z+ianz" ve g(z)=z +ibnz”
n=2 n=2
seklinde verilsin. f ve g fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimlari,
(f0)@) =2+ ab,2" = (g% f)(2)
n=2

seklinde tanimlanir. Burada "+" Hadamard ¢arpimini gosterir [10].

Tamm 2.3.12 (S"(f) smfi): Her zelf ve 0< <1 olmak iizere,
zf'(z
Re J > [
f(2)
kosulunu saglayan f e.4 fonksiyonuna p. mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusurdugu sinifa da . mertebeden yildizil fonksiyonlarin smifi denir

ve S7(B) ile gosterilir [13].
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Tanim 2.3.13 (C(B) simfi): Her zeUf ve 0< <1 olmak iizere,

Re(“ i '”<(zz>)] o’

kosulunu saglayan f e.A fonksiyonuna f. mertebeden konveks fonksiyon ve bu

fonksiyonlarm olusurdugu sinifa da f. mertebeden konveks fonksiyonlarmn sinifi denir

ve C(p) ile gosterilir [13].

Subordinasyonu kullanarak S*(5) ve C(f) fonksiyonlarmi

S*(,B)={f ARG <1+(1_2ﬂ)z,0£ﬁ<1}
f(z) 1-7

ve

C(,B)={f ca: 1.5 <1+(1_2ﬁ)z,0§ﬁ<1}
f'(z) e

seklinde de yazabiliriz.

Tamm 2.3.14: f € Aolsun. y e C\{0} olmak iizere her z €/ igin

1+1[Zf'(z)—1j<(p(z)

r\ 1(2)
kosulunu saglayan fonksiyonlara kompleks y mertebeli Ma-Minda yildizil fonksiyonlar

denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu simif S'[y;¢] ile gosterilir.

Tamm 2.3.15: f e Aolsun. y e C\{0} olmak iizere her z €/ igin

g oo

kosulunu saglayan fonksiyonlara kompleks » mertebeli Ma-Minda konveks

fonksiyonlar denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu siif C[y;¢] ile gosterilir.

Tamm 2.3.14 ve 2.3.15 da y e C\{0} ve ¢(z) =(1+2)/(1—2) alnrsa sirasiyla analitik

fonksiyonlarin kompleks y mertebeli yildizil fonksiyonlar1 ve kompleks y mertebeli
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konveks fonksiyonlari gibi 6nemli iki fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonlarin

olusturdugu smif sirasiyla S°[y] ve C[y] ile gosterilir.

Diger taraftan, Tanim 2.3.14 ve 2.3.15 da y =(1- B)e “coss (|6|<7z/2,0< B <1) ve

¢(z2)=(@1+2)/(L—2) alinirsa analitik fonksiyonlarin onemli iki fonksiyon tiirii elde
edilir. Bu fonksiyonlar literatiirde sirasiyla f. mertebeden & —spirallike fonksiyonlar
ve 3. mertebeden & —Robertson fonksiyonlar olarak bilinir. Bu fonksiyonlarin

olusturdugu smiflar

S[5, ] = {f ed: Re(e“’ Z: '((ZZ))J > Beoss,|8] < 7/2,0< <1}

ve

Cls, ] = {f e A: Re[e“s (1+ Z::'((ZZ))B > Beoss, |5 < 7/2,0< B <1}

seklinde yazilir.

Univalent fonksiyonlarmn 6nemli ve ilk ¢alismalarindan birisi S sinifina ait katsayi
esitsizliklerinin elde edilmesidir. Bu probleme ilk cevabi Bieberbach 1916 yilinda

asagidaki teoremle vermistir.

Teorem 2.3.17 (Bieberbach Teoremi): f €S fonksiyonu igin |a,| <2 dir. Esitlik hali

z

zelU olmak iizere Koebe fonksiyonunun dénmeleri i¢in yani K, (Z)=m
—€e7Z

seklindeki fonksiyonlar i¢in gecerlidir [10, 34].

Teorem 2.3.18 (Bieberbach Tahmini): f €S fonksiyonu n=2,3,4,... i¢in [a,|<n

esitsizligi vardir. Esitliginin olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun dénmeleri olmasidir [10, 34].
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Bu tahmin i¢in bulunan sonuglar asagidaki tarihsel seyir igerisinde elde edilmistir.

la,| <2, Bieberbach (1916)

|a3| <3, Lowner (1923) (Lowner diferensiyel Denklemi)
|a4| <4, Garabedian, Schiffer (1955), (Grunsky esitsizligi)
|ag| <6, Pederson (1968), Ozawa (1969)

|ag| <5, Pederson, Schiffer (1972)

|la,|<en, Littlewood (1925)

lim m =1, Hayman (1955)

n—o n

la,| < \[7/6n <1.081n, FitsGerald (1972)

*** g |<n, neN, n>2 L. De Branges (1984).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Cauchy, Hankel ve Toeplitz matrisi tanimlanarak bu matrislere karsilik
gelen Hankel ve Toeplitz determinant1 kavramlart verildi. Ayrica, Hankel
determinatinin bir uygulamasi olarak iinivalent fonksiyonlarin gesitli alt siniflar igin
ikinci ve iiclincii Hankel determinant1 probleminin bu giine kadar yapilmis caligmalar1

sunuldu.

3.1 Cauchy, Hankel ve Toeplitz Matrisleri

Bu baslik altinda 6zellikle Cauchy, Hankel ve Toeplitz matrisleri bu matrislerle alakal

Hankel determinanti tanimlari verildi.

Tamm 3.1.1: X #Y, (X,Y; €C) 1<i, j<n olmak iizere elemanlari

ile tanimhi C = [cij ]inj:l matrisine Cauchy matrisi denir [7].

Tanmim 3.1.2: n>1 olmak uzere

n-1
H, (X, x) = Z h. ;%X

i,j=0
kuadrik formuna Hankel formu denir. Bu forma uyan matrise de Hankel matrisi denir ve

n-1

Hoi= (hi+j )”20

olarak gosterilir [17].
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Bir Hankel matrisinin agik gosterimi,

hy h

h h

hn n+1
_hn+l n+2

h2n—4

2n-3

h2n—3

n-1

n+2

2n-2 _|

seklindedir. Goriildiigii gibi Hankel matrisi simetriktir. Ayrica sonsuz mertebeden

Hankel matrisi de

o0

H, = (hiH' )i,j:o

olarak tanimlanir.

Tamm 3.1.3: n>1ve t;_; ler kompleks sayilar olmak tizere

n-1 ~
T 06X) = Dt % X

i,j=0

kuadrik formuna Toeplitz formu denir [17].

Bu forma tekabiil eden,
n-1
.= (ti—j )i,j:O

matrise de Toeplitz matrisi denir. Toeplitz matrisi agik olarak,

t, t, .. t., t..

ti tO —n+3 —N+2
T ,=|

tn 2 tn 3 t0 t—l

t, t, o L

seklinde yazilir. Burada goriildiigii gibi bir Toeplitz matrisinin elemanlar1 esas kosegene

paralel kosegenler boyunca aynidir. Ayrica sonsuz mertebeden bir Toeplitz matrisi

T. = (ti‘j ):j=o

olarak tanimlanir.
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3.2. Hankel Determinanti

Hankel determinanti, integral katsayili kuvvet serisi teorisinde ve singiilerlik

caligmasinda 6nemli bir rol oynamaktadir. g>1 ve N = 1lolmak iizere

a'n an+1 a'n+qfl
an+1 :
Hy(n)= : (a, €C)
an+q—1 an+2(q—1)

determinantma Q.mertebeden Hankel determinanti denir [33].

Buradan g ve n nin 6zel durumlarinda

a.2 a.3 2 al aZ 2
H(2):‘ =a,a,—a;, H,(1)= =83 -a
R Y B Y
a a, &
H,)=|a, a, a4:ag(a2a4—a§)—a4(a4—azas)+as(as—azz)’ (a, =1)
a3 a'4 a5

determinantlar1 yazilir.

Teorem 3.2.1: f e A, g>1 ve n>1 olsun. Buradan,
H,(n) =0Mn** (n— )

miimkiin olanin en iyisidir [32].

Lemma 3.2.2: p(z) =1+c,z+C,z* +... seklinde verilen bir kuvvet serisinin ¢/ diskinde

P sinifindan bir fonksiyona yakisamasi i¢in gerek ve yeter sart her ne N" igin

2 C, C, C,

C, 2 G, n-1

Dn =|C, C, 2 Coz
C—n C—n+1 C—n+2 2

Toeplitz determinantinin € , =C, katsayilarinin negatif olmayan sayilar olmasidir.
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Ayrica bunlar, n<m-1i¢in D, >0 ve n>m i¢cin D, =0 olmas: durumunda k= j,

t#t; ve t, reelve p >0 olmak iizere

JORDWWACS

fonksiyonu haricinde kesinlikle pozitiftir [14].

Lemma 3.2.3: peP olsun. k=L2,..i¢in |c,|<2 esitsizli§i dogrudur. Burada smir

kesindir [10].

Lemma 3.2.4: pe?P olsun. [x|<1 ve |z|<1 olacak sekilde x ve z degerleri i¢in
2c, =C2 + x(4—c?) (3.1)
ve
4c,= 1+ 2¢,(4— )X —C, (4 —c2)X* + 2(4—cA)(L-|x[")z (3.2)
olur [23].

3.3. Analitik Fonksiyonlarinin Bazi Alt Simflan I¢in Hankel Determinanti

Bu baslik altinda H,(2), H,(1) ve Hj3(1) determinantinin iist smirlar1 izerine yapilan

calismalar tarihi seyir i¢erisinde verilmistir.

Ayrica, pe?P denildiginde p(z)=1+cz+c,z°+..ve fe A denildiginde
f(z)=z+a,z°+a,2°+... seklinde fonksiyonlar anlasilacaktir. f fonksiyonunun
tiirevinin reel kismi pozitif olan fonksiyonlar i¢in H,(2) determinantinin iist sinir1

asagidaki sekilde elde edilmistir.

Tamm 3.3.1: feAolsun. Her zel i¢in Re{f'(z)}>0 sartim saglayan

fonksiyonlarmn olusturdugu smifa R smifindandir denir [18].
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Teorem 3.3.2: f e R olsun. Bu durumda,
50 4
2.2, -] <5

esitsizligi yazilir. Elde edilen sonug kesindir [18].

Ispat: f eR olsun. Budurumda f’e P yazilir. Boylece

f'(2) = p(2) (3.3)
olacak sekilde p e P vardir. Buradan,
2a, =¢
4a, =C,
katsay1 bagintilar1 bulunur. Boylece,
c, c}
o —all =g 5

C1C3 C22

kolayca yazilir. Burada ifadesinde uygun smir degerleri elde etmek igin

2
Lemma 3.2.4’ten yararlamlir. IIk olarak ‘%—% ifadesindeki c,ve c, yerine Lemma

3.2.4 deki (3.1) ve (3.2) degerleri yazilir. Sonra ¢, =c [0, 2] alinirsa

2

cc, ¢| [ct cF(4-cf)x (4-c?)(32+¢7)x 0(4—02)(1—|x|2)z‘
8 9| |88 144 288 " 16 ‘

esitligi elde edilir. Son esitligin sag tarafina tiggen esitsizligi uygulanip ve p:|X| <1,

|Z| <1 oldugu goz 6niine alirsa

ce,_off o o4=c) c(d-c)p (e=2)(c-16)(4-c")s"
8 9| 288 16 144 288 (3.5)
=F(p)

olur. Burada p€[0,1] ve ce[0,2] dir. Simdi F(p) fonksiyonunun maksimumlugunu

arastirmak icin
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, _c2(4—c2) (c—2)(c—16)(4—c2)p
PP =—r— 144

tiirevi incelenir. F'(p) >0 oldugundan F fonksiyonu artandir ve maxF(p) = F(2)

/)5[0,1]
seklinde olur. Simdi

G(O) = F) ct N 0(4—c2) +c2 (4—cz)+(c—2)(c—16)(4—cz)
288 16 144 288

seklinde tanimlansin. Buradan c (O, 2) icin

—c(5+¢?)

Cl=—%

<0

olur. Boylece G fonksiyonu ce(0,2) arahginda azalan oldugundan maksimum

degerini c=0 almasi gerekir. Dolayisiyla,

2

GG G| 4
8 9| 9
olur. Esitlik
1+2°
f'(2) =
(@) 1-27?

seklinde verilen f eR fonksiyonu igin elde edilir. Bdylece teoremin ispati

tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.3: f €S olsun. Béylece,

‘328.4 _a:f‘ <1

esitsizligi elde edilir. Bu sonug kesindir [20].

ispat: f €S olsun. Boylece her z € U/ icin Re[%} >0 oldugundan
z

2t'(2) = 1(2)p(2) (3.6)
olacak sekilde P € P vardir. Buradan
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a,=¢
_C G
a3_3+? (3.7)
6,86, G
3 2 6
katsay1 bagintilart bulunur. (3.7) ifadesinden,
cc, ¢ ¢
8,8, —8;| =22 - 3.8
N T (3.8)

kolayca elde edilir. (3.8) esitliginde uygun sinir degerleri kullanilarak Lemma 3.2.3 den

istenen sonug elde edilebilir.

Simdi €c=¢C, ve 0<c<2 oldugu gozonine alinip (3.1) ve (3.2) birlikte

kullanilarak,
3 4 12 24 16

+(4—02)(1—IXI2)CZ (4-¢)¢ (12+02)‘

6 48

bulunur. Yukaridaki esitligin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanir ve p:|X| <1

degeri yerine yazilirsa,

e, ¢ ¢ <£+(4—c2)c+cz(4—c2)p
3 4 12| 16 6 24
(4-c?)(c-2)(c-6)p°
i 48 (3.9)
=F(p)

elde edilir. Ayrica

=) =) De-0)

oldugundan p >0 icin F'(,0)>0 olur. Dolayisiyla F fonksiyonu artan bir fonksiyon

oldugundan (3.9) esitsizliginde p =1 alinirsa C € [0, 2] arahginda
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ae ¢ ol
3 4 12
olur. Esitlik
zf'(z)_1+_z
f(z) 11—z
veya
zf’(z)_1+ 72
f(2) C1-72

esitligini saglayan fonksiyonlar i¢in elde edilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.3.4: f €C olsun. Bdylece
1
2
‘aza4 —as‘ < 3

esitsizligi elde edilir. Bu sonug kesindir [20].

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.3.3 iin ispatma benzer bir sekilde yapilir. Kabul

edelimki f €C olsun. Her z€ U/ i¢in Re >0 oldugundan,

(2f'(2) = F'(2)p(2) (3.10)

olacak sekilde, p € P vardir. Buradan

T (3.11)

C C,C C
_3+¥+_1

a,=
12 8 24

katsay1 bagintilar1 bulunur. (3.11) ifadesinden
1
la,a, —a| :m‘6C1C3 +c2c, —4c? —c! (3.12)

esitligi elde edilir. Simdi,
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2( 4 a2 2 2) 2
6clcs+cfc2—4c§—cf‘= 3 <42 ¢ )X—(4 ‘ )(§+C ) +3c(4—c2)(1—|x|22)

esitliginin sag tarafina tiggen esitsizligi uygulanip ve p = |X| <1 degeri yerine yazilirsa,
3c*(4-¢’)p
2
(4-c*)(c*-8)p’
2

6c,c, +clc, —4c; — ¢ <3c(4-c? )+

—+

=F(p)

elde edilir. Diger taraftan C, = C(O <c< 2) olsun. (3.1) ve (3.2) birlikte kullanilarak

(3.13)

sonug elde edilir. Buradan,
3¢’ (4-c?)

F(p) =——

+(4-c?)(c-2)(c-4)p

male(p):F(l) olup F'(p)>0 oldugundan F(p) nin artan bir fonksiyon oldugu
p<
goriiliir. Simdi,
3c’(4-c®) (4-c*)(c-2)(c-4
(-0), (o) 2o

G(c)=F(1)=3c(4-c*)+
yazalm. c¢=1 de G fonksiyonunun maksimum degere sahip oldugu kolayca
gosterilebilir. (3.13) de c¢=1ve p=1 degerleri i¢in iist smir

6c,c, +cic, —4c; —c/|<18
olur. ¢,=1, ¢,=-1ve c;=-2 degerleri i¢in (3.12) sonucunun kesin oldugu agiktir. Bu

da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3.3.5: f € R olsun. Buradan,

1
‘aza3 - a4‘ < >
esitsizligi elde edilir. Esitlik
t1+t°
f(z)= dt
@)=

oL

fonksiyonu i¢in yazilir [2].
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Ispat: f e R olsun. Bu durumda f'(Z)z p(Z) olacak sekilde bir pe P vardr. Bu

esitlik kullanilarak 2a,=c,, 3a, =C, ve 4a, =C, katsay1 bagintilar1 bulunur. Boylece

‘azas—a4‘ < Cl—(?—% (3.14)
yazilir. (3.14) ifadesinde Lemma 3.2.4 deki c, ve C, degerleri yerine yazilirsa,
3 4_c2 4-c2\x2 (4-c?)(1-|x] z‘
.8, —a,|=| 7 ol Cl)X+Cl( o) —( 1)( i ) (3.15)

48 24 16 8

esitligi elde edilir. Daha sonra ¢, =C, Ce [—2,0] almir ve esitligin sag tarafina ticgen

esitsizligi uygulanir p=|x|<1 ve |z|<1 oldugu da g5z dniine alinirsa,

3 (4-c?) c (4-¢ c-2)(4-c?)p’
Iazag—a4|s%+( 2 ), (24 o, )(16 L =F(p)

elde edilir. Buradan ¢ €[-2,0] i¢in

I:,(p):c (A;c )+(c—2)(;1—c )p

olur. Boylece, [0,1] kapal arahgmda F'(p)<O oldugundan F(p) fonksiyonu p

degeri i¢in azalan bir fonksiyondur. Dolayisiyla

¢t 4-¢?
F(p)<—+ =F
2] B8

(0)=G(c)
olup sonug olarak, G(c) fonksiyonunun tiirevinden bu fonksiyonun [—2,0] araliginda
artan oldugu goriilir. Béylece G(c)<G(0)=1/2 olur. Ayrica ¢,=c=0, x=0 ve

z =1 degerleri i¢in Lemma 3.2.3 ve Lemma 3.2.4 kullanilarak ¢, =0 ve ¢, =2 bulunur.

Buradan teoremin ispati tamamlanmis olur.

Ayrica R smifindaki fonksiyonlar i¢cin farkli katsayr kombinasyonlarma iligkin

sonuclar bulunmustur. Oyleki Macgegor [24] deki calismasinda her k=2,3,... icin

2 2
|ak| SE ve Babalola ve Opoola [3] deki ¢alismasinda ‘ag —3-22‘ < § bulmuslardir. Bu

sonuglar Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.5 birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki sonug verilir.
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Sonug¢ 3.3.6: f R olsun. Bu durumda

993
H. (1) < —
[H: @) 1620

sonucu elde edilir [2].

Benzer sekilde Babalola [2] ayn1 ¢alismasinda yildizil fonksiyonlar icin  H,(1) katsay1

smirint elde etmistir. Asagidaki teorem bu sonuca ulagmak i¢in ilk adimdir.

Teorem 3.3.7: f €S” olsun. Buradan
\aza3 —a4\ <2

esitsizligi elde edilir. Esitlik Koebe fonksiyonu K(z) = Z/(l— z)? ile verilir [2].

ispat: f S olsun. Bu durumda zf'(z)=f(z)p(z) olacak sekilde bir peP

vardir. Bu esitlikte terimler esitlenerek
a,=C
2a, =C,+C/
6a, = 2c, +3c,C,+C’

katsay1 bagintilar1 elde edilir. Buradan
1
a2, —a,[ = el - (3.16)
olur. Lemma 3.2.4 deki c, ve C, degerleri (3.16) esitliginde yerine yazilirsa,
1
la,8,—a,| = E‘Bcf -2, (4-c7)x+c, (4-¢)x° —2(4—cf)(l—|x|2)z‘ (3.17)
elde edilir. Lemma 3.2.3 ten |c,|< 2 i¢in ¢, =C ve c€[0,2] oldugu géz dniine alnip ve
(3.17) ifadesinin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanirsa p = |X| <1 i¢in
1 3 2 2 2 2]
la,a, - a,| SE[SC +2(4-c?)+2c(4-c?)p+(4-c*)(c-2)p }_ F(p)

bulunur. F(p) fonksiyonu i¢in

F'(p) = %[20(4—02)+ 2(4—c2)(c—2)J >0
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olur. Buradan eger ce[12] ise [0,1] iizerinde p igin F(p) fonksiyonu artan
fonksiyondur. Bu durumda biitiin p €[1,2] degerleri i¢in F(p)<F(@)=c<2 olur. Bu

nedenle F(p)<2 dir. Ote yandan, ce[0,1) olsun. Bu durumda F(p), [01] arahig
azalan oldugundan F(p)<F(0) olur. Simdi

3c*-2¢* +8
F(p) < 0 G(c)

olsun. Dolayisiyla, ce[0,1) arahginda G(c)<G(0)=2/3 olur. Bu smir, ce[1,2]
aralig1 icin 2 den kiiciiktiir. Boylece, F () fonksiyonu maksimum degerini p=1 ve
c=2 degerleri i¢in alir. ¢, =Cc=2 degerleri i¢in (3.11) ve (3.12) ifadelerinden
c,=C, =2 elde edilir. Buradan (3.16) esitliginin sonucunun kesin oldugu goriiliir.

Ayrica, bulunan smirin kesinligi Koebe fonksiyonu ile saglanir.

Ayrica S” smifina ait fonksiyonlarin katsayr bagmtilarma iliskin k =2,3,... i¢in Duren
[10] galigmasinda |ak|sk ve Keogh ve Merkes [21] deki ¢alismasinda ‘as —aj\sl

bulmuslardir.

Tiim bu sonuglar ve Teorem 3.3.7 dikkate alindiginda asagidaki sonuca ulasilir.

Sonu¢ 3.3.8: f €S icin
‘Hs(l)‘ <16

olur. Esitlik Koebe fonksiyonu ile elde edilir [2].

Asagidaki ayn1 ¢alismada konveks fonksiyonlar igin H,(1) in sinir1 asagidaki sekilde

bulunmustur.

Teorem 3.3.9: f €C olsun. Bu durumda

1
_al<z=
-l < 2

esitsizligi yazilir. Esitlik
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f(z)= Hs.exp(j 12_t:3dt)}ds

fonksiyonu ile elde edilir [2].

Ispat: f €C olsun. Bu durumda (zf’(z))’: f'(z)p(z) olacak sekilde bir peP
vardir. Buradan
2a,=C,
6a,=c,+c’
24a, = 2¢, +3c,C, +C}
Katsay1 bagntilar1 bulunur. Boylece

1
|a2a3 _a4|:£‘C13_C1C2 _203‘ (3.18)

yazilir. Lemma 3.2.4 deki C, ve c, degerleri (3.18) ifadesinde yerine yazilirsa,
2,8, -2, :%‘—3C1(4—cf)x+cl(4—cf)x2 —2(4—cf)(1—|x|2)z‘ (3.19)

elde edilir. Lemma 3.2.3 de [c|<2 ile ce[-2,0] arahginda C=C; oldugunu
varsayalim. (3.19) ifadesinin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanip ve p:|X|S1

yazilirsa,

4-c?) c (4-c? c-2)(4-c?)p?
|a2a3_a4|g( 24 )+ ( 16 )'D+( )(48 )p =F(,0)

yazilir. F(p) fonksiyonunun tiirevi alinirsa

Fo) = c(41;5c )+(4—c )2(:—2)p<0

olur. Boylece [0,1] tizerinde F(p) azalan oldugundan F(p) < F(0) yazilir. Buradan,
F(p) < (4-c%)/24=G(c)

olup [—2, O] arah@inda G(c) fonksiyonu artandir. Dolayisiyla, G(c)<G(0)=1/6 dir.

Bu durumda, ‘azas - a4‘ fonksiyonunun maksimum degeri p =0 ve ¢ =0 degerleri i¢in

1/6 olur.
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Eger C=C, =0 almip Lemma 3.2.3 ve Lemma 3.2.4 de x=0 ve z=1 segilirse

€,=0 ve C,=2 degerleri bulunur ve esitlik teoremde tanimlanan f (z) ile elde edilir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Diger taraftan C smifina ait fonksiyonlara iligkin katsayr bagintilar1 k=2,3,... i¢in

1
Duren [10] calismasinda |a <1 ve Teorem 3.3.4 te ‘a2a4—a32‘£§ ve Keogh ve

1
Merkes [21] ¢aligmasinda ‘ag —a ‘ < 3 bulmuglardir.

Tim bu sonuglar, Teorem 3.3.4 ve Teorem 3.3.9 birlikte diisiiniildiiglinde asagidaki

sonug elde edilir.

Sonug 3.3.10: f €C olsun. Bu durumda
15
H.|<—
M) <

sonucu elde edilir [2].

Janteg, Halim ve Darus 2008 yilinda R smifina ait fonksiyonlar i¢in genellestirilmis

ikinci Hankel determinanti i¢in asagidaki sonucu bulmustur.

Teorem 3.3.11: f € R olsun. Buradan x € R olmak iizere

_ 2
—(27 164) _u , eger #<0
1449-8u) 9
_ 2
2 144(9-8u) 9 32
o, -] <
4_,u eger 2 <u< E
9 BRI TR TY
_ 2
—(16/1 27) +4—y , eger 7= 27
14481-9) 9 16

esitsizligi elde edilir [19].
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Ispat: f e R olsun. Buradan her ze ¢/ ve Re{f'(z)}>0 i¢in

f'(2) = p(2) (3.20)
olup (3.19) ifadesinde terimler esitlenerek

2a,=C,
3a,=C, (3.21)
4a, =c,
katsay1 bagintilar1 bulunur. Boylece
CC, MC:
N (3.22)

yazilir. Lemma 3.2.4 deki C,ve C; degerleri (3.22) ifadesinde yerine yazilirsa

cc,  uci| |(9-8u)c’ 4 (9-8u)(4-c?)c’x
8 9| | 288 144
+(4 )2 ez (a-c?)x?(c?(9-8u)+324)
16 288

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanir ve 0 = |X| <1

degeri yerine yazilirsa

C,C; _yczz < |9—8,u|c4 . 0(4—02) N |9—8,u|C2 (4—02)p
8 9| 288 16 144 (3.23)
(4—c?)(j9-84|c? +32|u|-18¢) p° |
+ =F(p)
288
olur. F(p) fonksiyonunun tiirevi alnirsa,
_ _ 2 2 _ 2 _ 2 _ _
(9 &2$ cﬁ_x4c)ﬂ98iz 3&11&ﬁ;, cser <0
9-8u)(4—-c?)c® (4-c?){(9-8u)c?+32u-18
F'(p)= ( ﬂigm ¢ )C +( ¢ ){( /;-)42+ H C}p , eger OS,Uﬁz
(sy—gﬁa_cﬁcz+(4—&)“8u_2zj+32y—1&jp  eser ﬂ2§
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olur. Yukaridaki tiim durumlarda p>0 i¢in F'(p)>0 oldugundan F artan bir

fonksiyondur. Dolaystyla max F (p)=F (1) yazilr.
p<

Simdi,
—8ulc* c(4-c?) |9-8ulc?(4-c?
G(c)zF(l):|9 Buc +C( C)+| ﬂ|C( C)
288 16 144 .20
(4-c*){|9-8p|c* +32|u|-18c] |
+
288

olarak tanimlansm. Bu fonksiyonun maksimumlugu i¢in asagidaki durumlar géz oniine
almir.

(i): Ik olarak <0 olsun. (3.24) ifadesinden

G'(c)= 3—2{—(9—8/4)& +27-16)

. . 27-16
bulunur. Basit hesaplamalarla G fonksiyonunun C=  lad degerinde maksimum

9-8u

o i e 27-16p .
degerine ulastig1 goriiliir. (3.23) esitliginde p=1 ve C= W degerleri i¢cin
—ou

_(27-16p)" a4y

T144(9-8u) 9

GG HC;
8 9

esitsizligi elde edilir.
(ii): Ikinci olarak 0< i < g—; olsun. Bu durumda

G'(c):3—‘;{—(9—8y)c2+27—32y}

. . o 27-16u .
olur. Burada G fonksiyonu maksimum degerini C = o_84 ile alir. Dolayis1yla,
—ou

2
(27-32p)"  ap
144(9-8u) 9

GG /Uczz
8 9

elde edilir.
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(iii): Ugiincii sonucu kanitlamak icin, ilk ikisi kullanilir. 11k olarak, %S U< i—g olsun.

Bu durumda (3.23) esitliginden

G'(c):B—‘;{—(sy—g)cz+16y—27}
olur. Burada G fonksiyonu maksimum degerini C= ’zgg—i%u ile alir. Her iki
durumda da,
GG G| Au
8 9 9

ust sinir olarak elde edilir.

(iv): Son olarak, yzi—; olsun. Burada G fonksiyonu maksimum degerini

16—-27 |
C=,[———— ile alir. Bundan dolay,
8u—-9

2
S(16,u—27) +4_ﬂ
144(81—-9) 9

GG HC;
8 9

olur. Bununla teoremin ispatini tamamlanur.

Murugusundaramoorthy ve Magesh 2009 yilinda asagidaki sekilde tanimlanan R(«)

sinifi i¢in ikinci Hankel determinati siirlarmi bulmustur.

Tamim 3.3.12: f € 4 olsun. a >0 olmak lizere her z € U igin
Re{(l—a)@+af’(z)}>0 (3.25)
z

sartini saglayan fonksiyonlarm olusturdugu smifa R(e) smifindandir denir [25].

Teorem 3.3.13: f e R(«) olsun. & >0 igin

4
1+ 2a)?

2
‘a2a4—a3‘s

esitsizligi yazilir. Elde edilen sonug kesindir [25].
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Hayami ve Owa [15] deki ¢alismada Tanim 3.3.12 deki R(«) sinifini asagidaki sekilde

genellestirerek bu sinif i¢in Hankel ve Fekete-Szego6 problemlerini ¢ozmiislerdir.

Tanmm 3.3.14: f(z)e A olsun. «,feC, a+ng #0(n=123,...), y (0<y<1) reel

sayist i¢in Re(a + ) >y olmak lizere her z e U igin

f(2)

R({a(T)+ﬂf I(Z) :|>]/

sartin1 saglayan fonksiyonlarin olusturdugu sinifa OR(e, f; ) smifindandir denir [15].

Ornek 3.3.15: A(x, g, 7) = 2@ +B)=7) olsun. O halde,

a+pf
(1—A(a,ﬂ,y))z+A(a,ﬁ,7)zzﬂi(ad+ﬂﬂ’l;1+ad;ﬂ;zd) p#0 20
f (2)= .
4(2) iy (Z(Re(a) 7 gy
[04

B8=0

[
fonksiyonu  OR(e,p;y) smfina aittir. Burada ,F(a,b;c;z) bilenen Gauss

hipergeometrik fonksiyondur [15].

OR(a, ;) smifi i¢in Hankel ve Fekete-Szegd sonuglar1 asagida verilmistir.

Teorem 3.3.16: f(z) € OR(«, B;¥) olsun. Buradan,

2(Re(a + p) —7)(a +3P) p

Bls) =1~ (a+2p)°

olmak tlzere
2(Re(a + B) - )
|a + 3ﬁ|

2(Re(a + B)—7)
|a+3ﬂ|

1B(w)| (B(w)|=1)
|, — | <

(B(w)|<D)

esitsizligi saglanir. Esitlik (3.26) denkleminden faydalanildiginda f,(z) (‘B(,u)‘zl)

ve f,(2)(|B(u)|<1) icin saglanir [15].
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Teorem 3.3.17: f(z) € OR(a, ;) olsun. Buradan, C(u) = (@+np)(a+(n +22)ﬂ)ﬂ
(+(n+1)p)

olmak tlizere n=2,3,...i¢in

Re(@+p)-7) |
(a+np)(a+(n+2)p)|

JR@rp 1"
(a+(n+1)p)

esitsizligi saglanir. Esitlik (3.26) ile verilen f,(z) (Re[C(,u)]Zl;dZZ ve d|n)

[[2-C(w)|+|c(w)|] :Re[C(w)]<1

aa 2

n%n+2 T n+1

Re[C(u)]>1

fonksiyonu i¢in saglanir [15].

Teorem 3.3.16 ve Teorem 3.3.17 de B =1-« alinirsa sirasiyla asagidaki sonuglar elde

edilir.

Sonug 3.3.18: f(z) €OR,(y) olsun. « [0,1] olmak iizere

_ 1 20-y) :
2 7){3-2a (2—a)2”} =0
2 2(1-y) : (-a)’
ST T % R e T
2=y 1 : (2-a)
A 7){(2—04)2“ 3—205} 2 B 2a) )

olur. Esitlik (3.26) ile verilen f,(z) ve f,(z) fonksiyonlar igin saglanir [15].

Sonug 3.3.19: f(z) €6R () olsun.

{9(3—2a)4 ~16(2-a)(4-3a)(3-2a) u+8(2-a)’ (4-3a) uz}(l—y)z
2(2-a)(4-3a)(3-20)"{(3-2a) ~(2-a)(4-3x) 4|

D(a, 7, 1)=

olmak tlzere

(2-\2)(3-22)" _ _ 3(3-20)
ool D(a, 7, 1) H(2-a)(4—3a) *a(2-a)(4-3a)
o 4(1—7)2# - 3(3-2a) e (3-2a)
(3-22)"  4(2-a)(4-8xz) © (2-a)(4-3a)

saglanir. Esitlik (3.26) ile verilen f,(z) fonksiyonu igin saglanir [15].
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Bansal 2012 yilinda [5] ¢alismasinda R (A,B) smifi igin ikinci Hankel determinanti

problemini ele almustir.

Tammm 3.3.20: f € A olsun. r e C\{O} olmak iizere her z € I/ igin

1+1(f’(z)+zf"(z)—1)< w (-1<B< A<1])
T 1+Bz

kosulunu saglayan fonksiyonlarmn olusturdugu smifa R’ (A, B) smifindandir denilir [5].

Subordinasyon tanim1 uygulandiginda Tanim 3.3.20 deki subordinasyon sarti

| f'(2)+2f"(z)-1 |<1
|7 (A-B)-B( f'(2)+2f"(z)-1)|

esitsizligine denk olur.

Teorem 3.3.21: f €R"(A,B) olsun. 0<y <1, -1<B<A<1 ve 7eC\{0} olmak

tizere her z € U i¢in

esitsizligi yazilir [5].

Verma, Grupta ve Singh 2012 yilinda [43] ¢alismasinda asagida tammlanan H, sinifi

icin ikinci Hankel determinant1 problemini ele almiglardir.

Tamm 3.3.22: f € A olsun. ¢ € R, 0<a <1 olmak iizere her ze U icin

Re{(l—a) £(2) +0{1+ Z]f ((ZZ))H > a

kosulunu saglayan fonksiyonlarmn olusturdugu smifa H, smifindandir denir [43].
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Teorem 3.3.23: f e 'H, ve a,0< <1 araliginda bir reel say1 olsun. Boylece

(1-a)? 1 [10¢® —5a* +12¢ — 5]

= 321+ 2a)—=
7201+ a)*(1+2a) [32( ) 2 [4a® —6a” —18a° +29a” — 20a —1]]

K(a)

ve «,=0,4276891324... da 10a® —5a” +12a—5=0 denkleminin bir kokii olmak

uzere
2
Cfraer
‘aza4 —aa‘ <190+ a)
K(«) o, <a<l
esitsizligi dogrudur [43].
Ispat: f e, olsun. Bu durumda
Q-a)f '(z)+a[l+ Z:,—((Z))J =a+(1-a)p(z) (3.27)
z

olacak sekilde bir p € P fonksiyonu vardir. (3.27) ifadesinin terimleri esitlenerek
2, = (1-a)C,
3a,(1+a)=(1-a)c, +all-a)’c

3a(l-a)? ot a(l-a)*(2a-1) o
A+a) 2 Q1+ a) '

4a,(1+2a)=(1-a)c, +

katsay1 bagintilar1 elde edilir. Boylece,
(-a)

72(1+ )’ (1+2a)

—a(l-a)11-5a)c’c, +a(l-a)’(2a’ +a —9)014}‘

la,a, —a3| = ‘{9(1+ a)?c,C, —8(1+ 2cr)c?
(3.28)
kolayca elde edilir. Diger taraftan (3.28) esitliginde Lemma 3.2.4 teki ¢, ve C, degerleri

yerine yazildiginda

(l-a) c; 2 2 2
= =1 2a+1) +4a(2 -9)1-
72(1+a)2(l+2a){4[( a”+2a+1)+4a(2a” +a-9)(1-a)

(3.29)
+2a(l- a)(11-5a) ]+ %(4 - Cf)CfX[(ro2 +2a+)+a(l-a)ll- 5a)]

4 %(1+ ) (4-c?)e,(1-|x[)z —%x2(4— ¢2)[32(L+2a) + ¢2(9a” + 2a +1)]}‘
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sonucuna varilir. pe?P i¢in |C1|32 oldugu aciktir. Genelligi bozmadan Ce[O,Z]
araliginda ¢, =c alalm. (3.29) ifadesinin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanip,

p= |X| <1 degeri yerine yazilirsa

a8, —a2|< (A-a) i[(gaz+2a+1)+4a(2a2+a—9)(1—0!)2
2% 72(L+ o)’ (L+22) | 4

+2a(1-a)(11-5a) ]+ % 4- Cz)cz,o[(Qaz2 +2a+1)+a(l- a)(ll—Sa)]

+%(1+ a)2(4—cz)c+%p2 (4-c*)(c—2)[ c(9a” + 20 +1) ~16(1+ 2a)]}

=F(p)

olur. F(p)nin tiirevi alinip basit islemler yapildiginda

"oy (1-a)’ 1. o 2 _ _
F(p)—72(1+a)2(1+2a){2(4 ¢*)c*[ (9a” +2a +1) +a(1-a)(11-5a)]

+% p(4-c?)(c-2)[ c(9a® +2a +1) ~16(1+2a:) |}

bulunur. Buradan kolaylikla p >0 i¢in F'(p) >0 oldugu goriiliir. Boylece

r (1-a) i 2 _ N2 2
F(p)SF(l)—72(1+a)2(1+2a){4[4a(2a +a-9)1-a)’ —2(9a” +2a +1) |

+c? [3(9052 +2a +1)+2a(l- a)11-5a) —8(2c +1) | +32(2a +1)}
=G(c)
yazilir. Buradan
G'(c) = (1_5‘)2
721+ a) 1+ 2a)
- 2[3(90{2 +2a+1)+2a(l-a)(ll-5a) -8(2c +1)]}

C{ZC2 [Za (2a® +a-9)(1-a)’ - (9a® + 2 +1)]

elde edili. G'(c)=0 alndiginda 10a®—-5a°+12a—5=0 denkleminin kokii
o, =0,4276891324...0lup, 0<c <2 oldugunda a 2 ¢, igin

~(10a® -5¢* +12a.-5)
G = 5 2 3 2
4o —60” —18a” +29a” — 20 -1

olur.

o nin durumlarina gore gna)gG(C) asagidaki sekilde incelenir:
<c<
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1. Durum: 0<a <¢a, olsun. Bu durumda G(c) fonksiyonu maksimumum degerini

¢ =0 noktasinda alir. Buradan

A(l-a)?

max G(c)=G(0)= 9t a)

olur.
2. Durum: o, <a <1 olsun. Bu durumda G(c) fonksiyonu maksimumum degerini
C =C, noktasinda alir. Bdylece, K(«) fonksiyonu

maxG(c) =G(¢,) = K(a)

olur. Dolayisiyla teorem ispatlanmis olur.

Lee, Ravichandran ve Supramaniam 2013 yilinda Ma-Minda yildizil ve konveks

fonksiyonlar i¢in ikinci Hankel determinanti problemini ele almislardir [22].

Tamim 3.3.24: f €A olsun. ¢: U —>C analitik ve ¢ nin Maclaurin serisi
p(z)=1+ Bz+B,z2°+B,2*+... (B,B,€R, B >0) (3.30)

seklinde olsun.
i. Her zel igin

kot
kosulunu saglayan fonksiyonlara Ma-Minda yildizil fonksiyonlar denir. Bu
fonksiyonlarin olusturdugu smif f € S (@) ile gosterilir.

ii. feAolsun.Her zel igin

zf"(2)
f'(2)

kosulunu sagalayan fonksiyonlara ise Ma-Minda konveks fonksiyonlar denir. Bu

1+ <p(2)

fonksiyonlarm olusturdugu smif f e C(¢) ile gosterilir [22].

Literatiirde genellikle S™ (@) ve C(p) smiflarina sirastyla Ma-Minda yildizil ve Ma-

Minda konveks fonksiyonlarm smifi denir.
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Asagidaki sonu¢ Ma-Minda yildizil fonksiyonlara aittir.

Teorem 3.3.25: f € S"(p) olsun.
1) Eger B,,B,ve B, degerleri
|B,|<B,, 4B ~16B,|B,| +12B? ~ 6B, |B,| +9B? >0

kosullarmi saglarsa, bu durumda

B?
olur. ‘a2a4—a§‘371
2) Eger B,,B,ve B, degerleri

|B,|>B,, 4B/ —16B, |B,|+12B; — 2B, |B,|+5B} <0,
veya

|B,|<B,, 4B/ —16B, |B,|+12B; —6B, |B,|+ 9B <0,
kosullarini saglarsa, bu durumda
‘a2a4—a§‘s%(—48f +16B,|B,|-12B} + 6B, |B,| + 3B?)

olur.
3) Eger B,B,ve B, degerleri

|B,| > B, , 4B} —16B, |B,| +12B; — 2B, |B,| + 5B >0

kosullarmni saglarsa, bu durumda

2 4 2 )
‘a2a4_a§‘gi(12814 48|31|Bs|+4082 2Bl|BZ|+7?1)
12" 4B} —16B,|B,|+12B? + 2B, |B,|+ B;

olur [22].

Ispat: f € S™(¢) olsun. Bu durumda

2@ _ wia)) (3:31)
f(2)
olacak sekilde ¢/ da w(0)=0 ve |w(z)| <1 sartm1 saglayan bir W fonksiyonu vardur.
Ayrica
p(2) = LW@) 1, crhc,2%+
X w2 CZ+CZ° +...
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seklinde tanimlanan p, fonksiyonlari igin

w(z) = P(2)-1_ 1[clz+(c2—%jzz+..} (3.32)

p(2)+1 2
esitligi yazilir. Boylece p,, U da analitik p,(0)=1 ve reel kismi pozitif olan bir

fonksiyon olur. Diger taraftan (3.30) ve (3.32) ifadeleri birlikte kullanildiginda,

p,(2)-1 1 1 ¢ ), 1n 2],
4L~ 1=1+>=Bcz+| =B/|c, -~ |[+=B,c] [z° +... 3.33
¢£p1(2)+1 PR P RS RV (3.33)
bulunur. Boylece,
Zf'(Z)_1+az+(_ > +2a,)z° +(3a,—3a,a,+a)z° + (3.34)
f(Z) = 2 a, , 4 285 2 )
olur. (3.31), (3.33) ve (3.34) ifadelerinden
B.c
1
a3=§[(|35—31+32)cf+281c2}

a, =4i8[(—432 +2B, +B 3B +3B,B, + 28, ) +2(3B7 - 4B, + 4B, )¢, +8Bc; |

esitlikleri elde edilir. Buradan

B -B} B 3B’
a,—-a’=—2|¢'| —=++2-B,+2B,——=2
a2 4 a3 96|:l( 2 2 3 ZB

> j+2c:12c2(B2 —Bl)+881clc3—681022}
1
yazilir. Eger
d,=8B,,d, =2(B,-B,)

B® B 3B?

d3=—6|31’d4=—?1+?l—52+253—2—81 (3.35)
LB
96
alinirsa
‘aza4 —~ a,f‘ =T ‘dlclc3 +d,clc, +d,c +d4cf‘ (3.36)

sonucu yazilir. Herhangi bir pe? fonksiyonu igin p(e“z)eP oldugundan ¢, >0

alinmasi genelligi bozmayacaktir. ce[0,2] arahiginda ¢, =C alahm. (3.1) ve (3.2)

ifadelerindeki c, ve c, degerleri sirasiyla (3.36) esitliginde yerine yazilirsa,
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a2, —aj‘:TZ‘c“(leerz +d, +4d,)+2xc? (4-c?)(d, +d, +d;)

+(4-c?)x (—dlc2 +d, (4—02))+ 2dlc(4—cz)(1—|x|2)z‘

elde edilir. (3.35) ifadesindeki d,, d,, d,ve d, ve |x| yerine de y degeri yazilirsa,

2
la,a, —a3| < HC{_ZBf +8|Bs|—6%J+4|BZ|ﬂc2 (4-c?)

1

+ 47 (4-¢%)(2B,c” +24B, ) +16Bc (4 )(1- 1) |

—T{C_[ ~2B} +8B,|- 6—J+4Bc(4 ?)+ B, uc? (4-c?)  (337)

l

B 4 (40 (e-8)(c-2)]
=F(c, m|

olur. (c,x)€[0,2]x[0,1] i¢in (3.37) ifadesindeki F(c,x) fonksiyonunun u ye gore

kismi tiirevi alinirsa

Z_Z:T[|Bz|(4‘cz)+Blﬂ(4—02)(0—2)(0—6)] (3.38)

elde edilir. Boylece O0< <1 ve 0<c<2 araliginda sabit bir cdegeri igin F(cC, )

fonksiyonu g degerleri i¢in Z—F>0 olur. Yani F(c,u) artan bir fonksiyondur. Bu
u

nedenle, sabitlenmis C € [0,2] icin
max F(c, 1) =F(c,1)=G(c)
olur. Yani F(c, ) fonksiyonu maksimum degerini =1 de alir. Boylece

B,
G(c)= 96{4( ~2B’ +8|B,|- GB

1

—|B|——j+4c (IB,|-B,)+24B,]
yazilir. Burada
1
P= 4( ~2B; +8|B,|-6—2 —|Bz|——j

Q=4(|B,|-B,) (3.39)
R=24B,

olsun. Dolayisiyla, (3.39) ifadelerinde verilen P, Q ve R degerleri igin
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R ;Q <0, P£—9
4
2 _ : _Q _Q
max(Pt +Qt+R)_ 16P+4Q+R  :Q>0 P>-<veyaQ<0, P>-= (3.40)
0<t<4 8 4
A2
WR-Q* o p. 0
4P 8
degerlendirmesi dogru oldugundan sonug olarak
R ;Q <0, P£—9
4
\a2a4—a§\g% 16P +4Q +R :Q >0, PZ—%veyaQSO, PZ—%
N aY:
4PR-Q" 050 pe_?
4P 8

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.3.26: f € C(¢) olsun. Bu durumda
1) Eger B,,B,ve B, degerleri
Bf+4|Bz|—ZBISO, Bf—Bf|Bz|—BBl|BS|+4BZZ+4Bf20

kosullarini saglarsa, bu durumda

2
a8, —a| s%

olur.

2) Eger B,B,ve B, degerleri
B’ +4|Bz| -2B, >0, 2B —2812|Bz| —1ZBl|Bs| +8B? +4Bl|Bz|+ B’ +6B <0,
veya
Bf+4|Bz|—ZBlSO, Bl“—BIZ|BZ|—681|83|+4BZZ+4Bl2 <0,
kosullarin1 saglarsa, bu durumda
‘a2a4—a§‘gﬁ(—Bj‘+Bf|Bz|+GBl|BS|—4B§)
olur.
3) Eger B,,B,ve B, degerleri

B? +4|B,| - 2B, >0, 2B/ —2B?|B,| ~12B,|B;| + 8B +4B,|B,| + B} + 6B >0
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kosullarini saglarsa, bu durumda

17Bl4—8BZ|BZ|—96Bl|B3|+SOB§+12813+4881|Bz|+36812
‘aa —6\3‘ l 4 - 2 2 2
576 B B7[B, 6B [B 145 + B +4B,[B,|+ 25

olur [22].

Ispat: f €C(p) olsun. Bu durumda

zf ”(z)
+ w 341
oy~ @) (341)
olacak sekilde ¢/ da w(0)=0 ve |W(Z)| <1 sartlarini saglayan bir w fonksiyonu vardir.
Boylece
2t"(z) _AA2 2 g 3
1+ = =1+2a,2+(-4a} +6a,)z° +(8a) —18a,a,+123,) 2° +...  (3.42)
olur. (3.33), (3.41) ve (3.42) ifadelerinden
_Ba
4
1
a, =§[(Bf—Bl+BZ)cf+ZBlcz]
a :i[(—ms +2B, +B 3B +3B,B, + 2B, ) +2(3B] - 4B, + 4B, )¢, + 8B, |
4 192 2 1 1 1 1=2 3 1 1 1 2 1~2 1¥3

esitlikleri elde edilir. Buradan,

2
a,a,—a = B c EBZ+EBl—le—le+lBlB +2B, _4B
768 3 37 3" 3 3 3 B,

+§c2cf (B —4B, +4B, )+8Bc, —% Blczz}

yazilir. Eger

16
d =8 d —4B, +4B d =-—2B,
By 3( ) 3
2
d4=—f|32+3|31—1513—1812+1518 +2B, _4B ;B (3.43)
3 3 3 3 3 3 B1 768
almirsa
‘aza4 —~ aﬂ =T ‘dlclc3 +d,c’c, +d,c5 +d,cf (3.44)

51



yazilir. Teorem 3.3.25 deki ispatin benzeri bir sekilde (3.1) ve (3.2) ifadelerindeki ¢, ve

C; degerleri sirasiyla (3.44) esitliginde yerine yazilirsa,
la,a, —a| :Tz‘c“(leFZd2 +d, +4d,)+2xc’ (4-c?)(d, +d, +d,)
+(4-c*)x* (—dlc2 +d, (4—c2))+2dlc(4—cz)(1—|x|2)z‘

elde edilir. (3.43) ifadelerindeki d,, d,, d, ve d, ve |x| yerine de x degeri yazilirsa,

T 4 5 4 16 B2 2 _, 8
‘a2a4—aj‘ﬁz{c“[—ng+§BlBZ+883—Eéj+2yc2(4—cz)(58f+§Bz]
+y2(4—c2)(281c2+6—:BlJ+1GBlc(4—cz)(l—y2)]
|& —B3+B|B|+6|B|—4B—22 +4Bc(4-c?) (3.45)
3 1 1 2 3 Bl 1

+%,uc2(4—cz)(Bf +4|BZ|)+%;12(4—c2)(c—4)(c—2)]
=F(c, 1)
olur. (3.45) ifadesindeki F(c, «) fonksiyonunun g ye gore kismi tiirevi alinirsa

oF [ a\(ne 48, )
Pl {%(44 )(Bi +4|Bz|)+?,u(4—c )(c-4)(c-2)] (3.46)

elde edilir. Boylece 0< <1 ve 0<c<2 arahginda sabit bir ¢ degeri i¢cin F(c, u)
fonksiyonu u degerleri i¢in Z—>O olur. Yani F(c, ) artan bir fonksiyondur. Bu
1

nedenle, sabitlenmis ¢ €[0, 2] igin

max F(c, ) = F(c,1) =G(c)

olur. Yani F(c, x) fonksiyonu maksimum degerini z =1 de alir. Dolayisiyla

1

ct 3 822 2
G(c) =T 3 —B; +Bl|Bz|+6|Bs|—4E—Bl —4|B,|-2B,
4 64
+§c2(Bf+4|Bz|—ZBl)+?Bl}

yazilir. Burada
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1 3 B22 2
P=| ~Bl+Bi[B,|+6[B -4~ B -4[B,|- 28,

1

4
Q:§(|312+4|Bz|—251) (3.47)
R=2p,
3
olsun. Dolayisiyla (3.47) ifadesindeki P, Q ve R degerleri (3.40) ifadesinde
kullanilirsa
R :Q<0,P< _Q
4
B Q Q
aa —a’l<—116P+40 +R Q>0,P>——=veyaQ<0,P>-——=
222, -2 768 Q Q g "2Q 4
N2
4PR-Q* 0s0p<-Q
4P 8

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Lee, Ravichandran ve Supramaniam [22] deki ¢alismasnda Ma-Minda yildizil ve
konveks fonksiyonlardan baslica analitik fonksiyonlarin bazi farkh alt smniflar1 i¢inde
ikinci Hankel determinanti problemini ele almiglardir. Bununla ilgili sonug¢lar asagida

verilmistir.
Tanmm 3.3.27: ¢:U— C fonksiyonu Tanim 3.3.24 deki gibi tanimlanan bir fonksiyon
olsun. 0<y <1 ve 7€ C\{0} olmak iizere her zel/ i¢in
l ! n
1+ =(f(z)+yzt"(z) -1) < ¢(2)
T

kosulunu saglayan fonksiyonlarin olusturdugu sinifa ‘R; (@) smfi denir [22].

Teorem 3.3.28: f e R/ (¢), 0<y<1,7reC\{0} ve

. 8 (1+7)(2+3y)
9 (1+2y)

olsun. Bu durumda
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1) Eger B, B,ve B, degerleri

2|B,|(1-m)+B,(1-2m) <0, |B,B,—mB;| —mB/ <0
kosullarini saglarsa, bu durumda
' B?
a5
olur.
2) Eger B,, B,ve B, degerleri

2|B,|(1-m)+B,(1-2m)>0, 2|B,B,~mB;|-2(1-m)B,|B,|-B, >0

veya

2|B,|(1-m)+B,(1-2m)<0, |BB,—mB}|-B7 >0
kosullarini saglarsa, bu durumda

2
i

1+y)(1+3y

‘a2a4—a§‘£ ‘BlBs_szz‘
B )

olur.
3) Eger B, B,ve B, degerleri
2|B,|(1-m)+B,(1-2m) >0, 2|B,B, —mB;|-2(1-m)B,|B,| - B <0
kosullarini saglarsa, bu durumda
o' B
32(1+y)(1+3y)

4m|B,B, - mB;| - 4(1-m)B,[|B,|(3—2m)+ B, |- 4B} (1-m)’ - B (1 2m)’
X
|m| - (@—-m)B,(2[B,|+B,)

2
‘a2a4—a3‘s

olur [22].
Tanmm 3.3.29: ¢:Y{— C fonksiyonu Tanim 3.3.24 deki gibi tanimlanan bir fonksiyon
olsun. 0<y <1 ve 7€ C\{0} olmak iizere her zel/ i¢in

(1-a) (@) + a(1+ 2By L p ()

f'(z)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin olusturdugu smifa G, (¢) smifi denir [22].

54



Teorem 3.3.30: f €G,(¢), 0<a<1lve m=8(1+2ax)/9(1+ ) olsun. Bu durumda
1) Eger B,, B,ve B, degerleri

BZxt(3—2m)+2|B,|(m)+B,(1+a —2m)<0,

B/a(2a —1-ma)+aB}|B,|(3-2m)+(1+«)B,|B;| - m(B} + B} ) <0
kosullarini saglarsa, bu durumda

2 B’
aa,—a|<—=A—
‘ e as‘ 9(1+0{)2
olur.

2) Eger B, B,ve B, degerleri
B’a(3—-2m)+2|B,|(m)+B,(1+a—2m)>0,
281405(205—1—ma)+2aBlz|BZ|(3—2m)—Bfa(3—2m)
+2(1+ @)B,|By|-2(1+ a —m)B,|B,| - (1+ a) B} —2mB; >0
veya
B’a(3—2m)+2|B,|(1+a—m)+B,(1+a—-2m)<0,
Bla(2a —~1-ma)+aB |B,|(3—2m)+(1+a)B,|B,| - m(B; + B} ) 2 0
kosullarini saglarsa, bu durumda

‘a 3 _ag‘s Bfa(Za—l—ma)+an|BZ|(3—2m)+(1+a)Bl|BS|+m(Bzz—Blz)
o 8(1+a)(1+2a)

olur.

3) Eger B, B,ve B, degerleri
B’a(3—-2m)+2|B,|(1+a—m)+B,(m)>0,
ZBfa(Za—1—ma)+2an|Bz|(3—2m)—Bfa(3—2m)
+2(1+ a)B,|By| - 2(1+ & —m)B,|B,| - (1+ ) B —2mB; <0

kosullarini saglarsa, bu durumda

2
B? . [BIZa(3—2m)+2|BZ|(1+a—m)+ Bl(1+a—2m)]

a,a, —a’[<
22, -] 32(1+a)(1+2a) {Bfa(Za—1—ma)+an|Bz|(3—2m)—Bfa(3—2m)

+(1+a)B,|B;|—(1+a —m)B,(2|B,|+1)—mB;

olur [22].
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Tamm 3.3.31: f € .4 olsun. Buradan her z € i/ igin

[ZI 8I“‘<1

kosulunu saglayan fonksiyonlara lemniskat yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

olusturdugu smif SL* ile gosterilir [38].

. zf'(z _ .
Geometrik olarak w= ( ) icin ‘WZ —1‘<1 ile Bernoulli lemniskatinin sag yari

f(2)

diizlemindeki kismi elde edilir. Buradan kolayca f e SL" igin

zf_(z)< 1+z ,zel

f(2)

oldugu goriliir [38].

Teorem 3.3.32: f eSL" olsun. Buradan

(1-4p)/16  u<-3/4
|a, - 23| <1/4 \3/4< u<5/4
(4u-1)16  ;u>5/4

olur. Ayrica,

3 1. . 1 1
_Z<,uSZ 1¢In ‘ag—ua§‘+z(4ﬂ+3)|a2|z SZ

ve
1 S5 .. 1 1
Z<,USZ icin ‘as—ya§‘+z(5—4,u)|a2|2 SZ

sonuglari elde edilir. Bu sonuglar kesindir [38].

Teorem 3.3.33: f eSL" olsun. Buradan u bir kompleks sayi ise

la; — uay| S%max{l;‘y—%‘}

olur [38].
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Teorem 3.3.34: f eSL" olsun. Buradan
la,a, —aj| <1/16
olur [38].

Teorem 3.3.35: f eSL" olsun. Buradan

|a,a, —a,| <1/6
olur [38].

Ayrica Sokol [40] daki ¢alismasinda f(z)= Z:anzn e SL” fonksiyonlar1 i¢in |a,|<1/2,

n=1
la,|<¥/4, |a,| <1/6 ve |a| <1/8 sonuglarini bulmustur. Bu sonuglar kesindir. Sokol’un

bu sonuglar1 ve Raza ve Malik’in Teorem 3.3.32, Teorem 3.3.33, Teorem 3.3.34,
Teorem 3.3.35 ve Teorem 3.3.36 da bulduklar1 sonuglar birlikte diisiiniildiigiinde

asagidaki sonug verilir.

Teorem 3.3.36: f eSL" olsun. Buradan
|H3(1)| < 43/576
olur [38].

Yahya, Soh ve Mohamad [44] deki ¢alismasinda asagidaki G, smifini tanimlayarak bu

smif i¢in ikinci Hankel determinant1 problemini ele almiglardir.

Tanim 3.3.37: f .4 olsun. |a| <m, cosa >0 ve 0<6 <1 olmak iizere her ze U icin

kosulunu saglayan fonksiyonlara simetrik noktalara gore yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm olusturdugu smif G, ile gosterilir [44].
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Teorem 3.3.38: f eG,, ve A =cosa—95 <1.269 olmak iizere

a2 (2 2520

972

olur [44].

Sudharsan ve Vijaya 2014 de [41] ¢alismasinda f.mertebeden yildizil ve konveks

fonksiyonlarin alt siniflarini tanimlayarak bunlar i¢in H,(2) nin iist sinirmn1 bulmustur.

Tanmim 3.3.39: f e Aolsun. >0 ve 0< <1 olmak iizere her z e U icin

Re{zf'(z)+azzf”(z)}>ﬁ

f(2) f(2)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin olugturdugu sinifa S* (a, ,8) smifindandir denir [41].

Tamim 3.3.40: f € Aolsun. >0 ve 0< <1 olmak iizere her z e U igin

(2 '(2) + a2t "(z)]
(2)

Re

>p
kosulunu saglayan fonksiyonlarm olusturdugu smifa C(«, ) siifindandir denilir [41].

Teorem 3.3.41: f eS*(a,ﬂ) olsun. Bu durumda

@-p)y

22, - 5] < (1+3a)’

olur. Elde edilen sonug kesindir [41].

Teorem 3.3.42: f € C(ex, #) olsun. Bu durumda

1 T
144 (1+ 200)*(L+32)’ (L + 4cx)

‘aza4 —agz‘ <
olur. Burada
T =(1-B)"(2800° + 3320 +128a +16) + (1 B) (1+ 7e) +(1- B) (8 +3a +1)

dir. Elde edilen sonug kesindir [41].
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2014 yilinda Sudharsan, Vijayalakshmi ve Stephen [42] ¢alismasinda C(e, /)
smifindaki fonksiyonlar i¢in Hs(l) in Ust sinir problemini ele almislar ve asagidaki

sonucu bulmuslardir.

Teorem 3.3.43: f e C(«, f) olsun. Bu durumda

(1-B) (3+2a-2p)
3(1+ 2a)(1+3a)

+(1—[>’)2(6+6a2+2,83+13a—7ﬂ—8a,8)J Al s (an )
6MA, (1+2a)(1+3a ) (1+ 4ax) [E[Bl (42~ A) (B, Bs)]}

(1- B)°(120+ 408a” + 5000 — 57603 — 432a° 3 +160a3” +188/3 + 96 8° )
_l_
360(1+2a)(1+3a)’ (1+4a)(1+5¢)

[Hs (1) <

{(1_Nﬂ)2 [I\/I1V1Vz + (4\/2 _Vl){M2V1 +V/P + PZ}]}

olur. Burada
M, = [22(13 13102 +110 — 282 —5ﬂ—3aﬂ—8a2ﬁ],
M, =3+118a% — 45¢ + 44a° — B —3a 3 — 8 B,

R =(1+270” -10a)(1+2a),

P, = (8+48a +64a” )(1+20),
Vj = 2M, +8M, +8R, — 2P,
V2 :4M2 +4F_?]_,

A = 4(4+23c + 48a” +360° — B - 2a),
A, =3(4+20a + 64ar” + 480> + 28 + 2003 — 257 —1203),
B, =3+ 38+ 22a — 2 3% —12af3° +16a° +12a°,

B, =3+16a +32a% + 24a°,
B; =1+ 7a +16a” +120°,

N = 288(1+2a )’ (1+3a)’ (1+4a),
M =48(1+2a ) (1+3a)(1+4a)
dir [42].
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2015 yilinda Selveraj ve Kumar [39] simetrik ve eslenik noktalara gore yildizil ve
konveks fonksiyonlarin bir alt siniflarimi tanimlayarak bu smiflar i¢in ikinci Hankel

determinant1 problemini ele almiglardir.

Tanim 3.3.44: f .4 olsun.

I. Her zel i¢in

Re{af’(z) F o228 }> 0

f(z)+ f(2)
kosulunu saglayan fonksiyonlarin olusturdugu smnifa S @) smifindandir denir.

ii. Her zel i¢in

Re{af’(z) f-g)2H@ }> 0

f(2)- f(-2)

kosulunu saglayan fonksiyonlarm olusturdugu siifa S:;(“) smifindandir denir. [39].

Ozel durumda S, © = 8 simifina eslenik noktalara gore yildizil fonksiyonlarin sinifi ve

8:;(0) = S smifina da simetrik eslenik noktalara gére yildizil fonksiyonlarmn smifi denir

Tanmim 3.3.45: f .4 olsun.

i. Her zel igin

2(zf'(2))
(f2)+ @)

Resaf'(z)+(1—«) >0

kosulunu saglayan fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Cc(a) simifindandir denir.

ii. Her zel igin

Resaf'(z)+(1-«a) >0

kosulunu saglayan fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Cs(c“) siifindandir denir [39].
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Ozel durumda CC(O) =C. smifina eslenik noktalara gére konveks fonksiyonlarin smifi ve

C§CO) =Cs smifina da simetrik eslenik noktalara gore konveks fonksiyonlarin smifi

denir.

Teorem 3.3.46: f € S @ (veya f e S¥®) olsun. Bu durumda

4
(2+0¢)2

2
‘a2a4—a3‘s

olur. Elde edilen sonug kesindir [39].

Teorem 3.3.47: f eC® (veya f eC®) olsun. Bu durumda

pa-al|<
(2-a)

olur. Elde edilen sonug kesindir [39].

Son olarak 2015 yilinda Bansal, Maharana ve Prajapat ayni zamanda konvekse yakin

fonksiyonlar olarakta bilinen analitik fonksiyonlarm bir alt smifi i¢in H, (1) in kesin bir

iist sinirm1 bulmuslardir.

Tanmm 3.3.48: f .4 olsun. Bu durumda

Re{1+ o "(Z)} -
fz) [~ 2

sartin1 saglayan fonksiyonlarin olusturdugu sinifa F smifindandir denir [6].

F smifina ait fonksiyonlar ayn1 zamanda konvekse yakin fonksiyonlar (dolayisiyla

iinivalent) olarak bilinir.
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Teorem 3.3.49: f € F olsun. Bu durumda

1
2 -2’ <2,

9
_ <
el < s
e, el <,
’ 64

olur [6].

Ayrica Ponnusamy, Sahoo ve Yanagihara [37] calismasinda feF ve n>2 igin

|an|SnT+l oldugunu ispatlamistir. Sonug olarak Teorem 3.3.49 ve her f eF icin

a, < n7+1 (n=3,4,5) sonuglar1 dikkate alindiginda asagidaki sonug yazilir.

Teorem 3.3.50: f € F olsun. Bu durumda

180 + 69/15

3215

|H,(@)| <

olur [6].

Bizde bu tez ¢alismasinda Ma-Minda yildizil ve konveks fonksiyonlarin daha genel bir
alt simifin1 asagidaki sekilde tanimladik.

Tamim 3.3.51: f e A ve ¢:UY— C fonksiyonu Tanim 3.3.24 deki gibi tanimlanan bir

fonksiyon olsun. 0< A <1 ve y e C\{0} olmak iizere her z e igin

1+1( #'(2)+ 42" (2) )_1]%(2)

y\ Azt (2)+(1-2) f(z

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina S(4,y;¢) sinifindandir denilir [9].
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4. BULGULAR

Calismanin temel amaci yukarida tanimladigimiz S(A,y;¢) smifi igin H,(2) in bir st

smirint elde etmek olacaktir. Teoremin ispatt materyal/ ve yontem kisminda verilen

teoremlerin ispatindaki yol izlenerek yapilacaktir.

_ 6(1+2)(1+32)

5 27)" olsun. Bu durumda
+

Teorem4.1: fe A, 0<A<1, yeC\{0} ve m

1) Eger B;, B, ve Bj degerleri
B’|7|(6—m)+|B,|(8—m)+B,(4—m)<0,
|By* (4-m)+2yB/B, (6—m)—mB; +8B,B,|-mB <0
kosullarin1 saglarsa,

252
B
aa, — 2£—|y| -
2.2, -a] 4(1+22)°

olur.
2) Eger B, B, ve B degerleri
B’|7|(6—m)+|B,|(8—m)+B,(4—m)=0,
|BY'y*(4—m)+2yB7B,(6—m)—mB;] +88,B,| - B’|y|(6 -m) - B, |B,|(8—m) - 4B} >0
veya
B’|7|(6—m)+|B,|(8—m)+B,(4—m)<0,

|By* (4-m)+2yB/B, (6—m)—mB; +8B,B,|-mB; >0
kosullarimi saglarsa,
|7[" [B7* (4—m)+2B7B, (6 ~m)+8B,B, —mE|

24(1+32)(1+ 1)

la,a, —a3| <
olur.
3) Eger B, B, ve B; degerleri
B?|7|(6—m)+|B,|(8—m)+B,(4-m)>0,
|By* (4—m)+2yB/B, (6—m)—mB; +8B,B,| - B|y|(6—m)—B,|B,|(8—m)—-4B] <0

kosullarini saglarsa,
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7B
24(1+32)(1+ 1)

|a,a, —al| <

m|B/'y*(4—m)—mB; + 2B B,y (6 —m)+8B,B;|
~2B,[|B,|(8-m)+B|y|(6-m)-B’(8-m)]

—([ B?|7|(6—m)+|B,|(8—m)]+B,(4- m))
!\B;‘yz(4 m)—mB2 + 2B?B,y (6 - m)+885\]
2| BY|y|(6—m)+B,|B,|(8—m) |- B?(8—m)

olur [9].

Ispat: f e S(4,7;¢) olsun. Bu durumda

! 2f'(2)+A2°F"(z) _
1 ( ) 1} o(w(z)) (4.1)

y\ Azt (2)+(1-2) f(z

olacak sekilde ¢/ da w(0)=0 ve ‘W(Z)‘<1 sartlarin1 saglayan bir w fonksiyonu

vardir. Ayrica
1+w(z)

pl(z):]__w(z)

=1+¢z+C,2% +...

seklinde tanimlanana p, fonksiyonlar: i¢in

P, c’ 1 c?
w(z)=—p2 ;+1_% +E[cz—?1)22+§(03—c1c2+?1j23+... (4.2)

yazilir. Bu durumda p,, ¢ birim diskinde analitik p,(0)=1 ile ¢ birim diskinde reel

kismi pozitif olan bir fonksiyon olur. Diger taraftan (4.2) ile (3.30) birlikte
kullanildiginda,

o) -2+ 8214 c, -G o dntl

3 3 3
+{%[c3 -cC, +%1J B, +%(clc2 —%1] B, +%Bs}z3 +..
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bulunur. Boylece



1 #f'(z)+Az2°f"(z)
I+;(ﬂzf(z)+(l—ﬂ)f(z)_lJ

:1+1(1+/1)a22+[(1+ 2/1)2a3—(1+/1)2a§}22 (4.4)
e

+ (1+32)38, ~3(1+ ) (L+22)a3 + (1+ 2)' & |27+ .

olur. (4.1), (4.3) ve (4.4) ifadelerinden

Y
a = B ’
T a)
4 2\ &
= -B, +yB )= +Bg, |,
% 4(1+2,1){( B+ 7)) ”}
s Y
t6(1+32)
c(B B, 3yB} 3y y? 3y
x{é(j—82+?3—71+75152+7813 GG, Bz_Bl"'IBl2 +BC,

esitlikleri elde edilir. Buradan,

2
a, — &

7281
12(1+32)(1+ 1)

4 2
{Blclcs +cfcz(Bz B, +%ij +&(5— B, + L3 —%7 BZ + %78182 +%Bfﬂ

2 2 2
__r
16(1+24)°

2o (BB B+ B )4cB2+ (Bl B ae (B 4,82 ,BE
X|:C1C2( WD, =B +Y 1)+C2 1+? 74'74'? 1 1( » TVB — 7B 2)

_ 7281
96(l+ l)(l+ 3/1)

x{[851c1c3 +¢{c, (8B, ~8B, +6yB)+c/ (2B, - 4B, + 2B,-3yB] + 3yBB, + y'B}) |
6(1+4)(1+34)
(1+22)°

2 2 2 ¢ (B B ' .s 2
x[clcz(Bz—BﬁyBl)+c281+?1(?1+2—é1+331 ~B,—yB! +;/BlBZJ

yazilir. Dolayisiyla
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2
‘a2a4 _as‘

=T|8B,c,C, +C/C, (8B, —8B, +6yB] )+ c;‘(zsl — 4B, + 2B, - 3yB} +3yB,B, + y°BY)
2 2 2 C14 B, 822 7/2 3 2 (4.5)
-m| c’c,(B, - B, + ¥ B )+c281+? ?+2_Bl+781 ~-B,—yB?+yBB, :

=T ‘sslclcg +¢{c,| 8(B, —B,)+6yB] —m(B, ~B, +yB?) |+ c/[ 2(B, - 2B, + B;)

2 _ 2 2p3 B(B —B
_3yBl(Bl_BZ_7§1]_m(Bl ZBzJr B, e B 7 (B Z)H_szmBl

4 4B 4 2
olur. Burada
7|’ B, o mo81+A)(1+32)
T 96(1+32)(1+ 1) o (1+24)

olup 0< A <1 igin me{?,b‘} bulunur. Burada,

d, =8B,
d, =8(B,-B,)+6yB} —m(B,—B, +yB) (4.6)
d, =—mB,

3
d,=2(B,-2B,+ B3)—37/(Bf -B,B, _%j

B,-2B, B? s*B} sB
—m(l 24242 1 _21(B -B,)

4 4B, 4 2
almirsa

‘azazt _asz‘ :T‘dlqcs +d2C12C2 +d3022 +d4cl4‘ (4.7)

sonucu yazilir. Herhangi bir peP fonksiyonu i¢in p(eigz)eP oldugundan ¢, >0
alnmasi genelligi bozmayacaktir. ¢ €[0,2] araliginda ¢, =c alalim. Lemma 3.2.4 deki

C, ve C; degerleri (4.7) esitliginde yerine yazilirsa
la,a, —a;| :£‘c4 (d, +2d, +d; +4d, )+ 2xc* (4-c?)(d, +d, +d;)

+(4-c*)x? (—d1c2 +d, (4—02))+ 2dlc(4—c2)(1—|x|2)z‘
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elde edilir. (4.6) ifadelerindeki d,, d,, d, ve d, ve |x| yerine de y degeri yazilir ve

esitligin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanirsa
T

‘aza4 —aﬂ < Z{C4

+2uc* (4-c*)| BY[y|(6—m)+[B,|(8—m)]

+1 (4—c2) B, [(8— m)c’ —16c+4m]+1GBlc(4—c2 )}

=F(c.p)

2

B2 (4—m)+2yB,B, (6—m)+8B, —m 2

1

(4.8)
olur. (c,u)e[0,2]x[0,1] i¢in (4.8) ifadesindeki F(c,) fonksiyonunun u ye gore
kismi tiirevi alinirsa

T a0 m) (o)

(4.9)
+p(4-c?)B,[(8—m)c*—16c+4m |}
elde edilir. Boylece O0< <1 ve 0<c<2 araliginda sabit bir cdegeri icin F (C, ,u)

fonksiyonu g degerleri igin Z—F>O olur. Yani F(c,y) artan bir fonksiyondur. Bu
u

nedenle, sabitlenmis ¢ €[0,2] i¢in

max F (c, 1) = F(c,1)=G(c)

olur. Yani F (C,,u) fonksiyonu maksimum degerini =1 de alir. Dolayisiyla

o

—Z[Bf|y|(6—m)+|Bz|(8—m)]—Bl(8—m))

2

BS)? (4-m)+2BB, (6-m)+8B,—m 2

1

+2¢* ([ B ||(6—m)+|B,|(8—m) ]+ Bl(4—m))+4mBl}

olur. Burada

2
P:%( nyz(4—m)—m%+29/Ble(6—m)+883

1

—Z[Bf|y|(6—m)+|Bz|(8—m)]—Bl(8—m))
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Q=2([ B [7](6-m)+[B,|(8-m) ]+ B, (4-m))

R = 4mB,

olarak alalim. Dolayisiyla (4.10) ifadelerinde verilen P, Q ve R degerleri i¢in

0<t<4

olup sonug olarak

laa, —af|<T

R .Q<0,P<-2
4
max (Pt? + Qt + R) = {16P + 4Q+ R ;QZQPZ—%VwmQSQPZ—%
Y
4PR-Q" 0>0pP<-2
4P 8
R ;QSO,PS—9
4
16P+4Q+R ;QZO,PZ—%veyaQSO,PZ—%
N aY
4PR-Q Q>0,P<-2
4P 8

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Yukaridaki teoremde ¢(z) =1+ z)/(1—z) alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.2: f € Aolsunve y e C\{0} verilsin. Buradan

|7/|+5

o ot g<3
feS'[r]=|aa —a;| <\, Pla,2 —
=Slr1= a2 Biﬁg:iﬂ [4r*-1=3
ve
2 -7 -4 - e
feC 2| < 18 "27/2_7/_1‘27
eClr]=aa,-al|< N ) [2r* -y -1 <=
72L 2" =y =1 -|y]-3 R
olur.
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Sonug 4.2 de y =(1-f)e ™ cosS alinrsa

‘472 —1‘ ~3= ‘4(1—ﬁ)2 e cos? 5—4 -3

= 16(1- B)" cos* 5 -8(1- B’ cos? 5cos 25 +1-3

= 16(1- )" cos* 5-8(1- )’ cos* 5(2c08° 5 -1) +1-3

_ \/16(1— p) cos* 5((1- )’ ~1)+8(1- ) cos* 5+1-3

= (8(1- B’ cos? 5 +1-3<0
ve

[2* -y -1 = ‘2(1—ﬂ)2e’2i5 cos’s —(1-pB)e™ cosé—l‘

= J4(1- ) cos" 5((1- BY - (L~ §)~2) + (1 B)cos® 5(5(1- ) + 2) +1

W2 _5 |
8 2 2

< -8(1- B) cos* 5+ 7(L- B)cos? 5 +1 <

sonuglari elde edilir [9].

Bu durumda . mertebeden & —spirallike fonksiyonlar ve 3. mertebeden

o0 —Robertson fonksiyonlar ile ilgili asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug 4.3: f € Ave y e C\{0} verilsin. Buradan

f eS[6,8]=aa,—a}|<(1- B) cos’ 5

ve
f eC[é,,B]:
1- B) cos? 5
RIS,
g ((1—ﬂ)c055+1)2
X

) \/4(1—ﬁ)2(ﬂ2 — B -2)cos' 5 +(1- B)(7-5p8)cos’ 5 +1 - (1- B)cos5 -3

sonuglar1 elde edilir [9].
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda ilk olarak analitik fonksiyonlarin genellestirilmis S(A4,y;¢) alt
smnifin1 tanimladik. Sonra bu smifa ait fonksiyonlarin katsayilar1 icin H,(2) nin bir st

smirini elde ettik. Bulunan sinir kesindir.

Bulunan sonu¢ son zamanlarda yapilan Ravichandran’in [22] sonuglarinin
genellestirilmesi olup ayrica bu sonug literatiir kisminda verilen bir ¢ok sonucun genel
halidir. Bu ¢alismadan yola ¢ikarak bazi arastirmacilar tinivalent fonksiyonlar teorisinde
ele alman bircok problemi S(A,7;@) smifi icin yapabilir. Ornegin; katsay: esitsizligi,
icerme bagintisi, distortion ve growth teoremleri, subordinasyon sonuglari, integral ve
tiirev operatdrleri, komsuluk ve kismi toplamlar1 gibi bircok problem S(A4,y;¢) sinifi

i¢in yapilabilir. Bu smifa ait fonksiyonlar i¢in ayrica H,(1) ve H3(1) gibi Hankel

determinantlarunin tst smirlart bulunabilir.
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