
 

T.C. 

KAFKAS ÜNĠVERSĠTESĠ 

FEN BĠLĠMLERĠ ENSTĠTÜSÜ  

MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI  

 

 

 

 

HANKEL DETERMĠNANTI KULLANILARAK ÜNĠVALENT 

FONKSĠYONLARIN BELLĠ ALT SINIFLARI ĠÇĠN KATSAYI EġĠTSĠZLĠĞĠ 

 

 

 

 

Levent BUDAK 

Yüksek Lisans Tezi 

 

 

 

 

 

DANIġMAN 

Doç. Dr. Erhan DENĠZ 

 

 

OCAK-2016 

 KARS  

 

 



i 

 

 

T.C. 

KAFKAS ÜNĠVERSĠTESĠ 

FEN BĠLĠMLERĠ ENSTĠTÜSÜ  

MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI  

 

 

 

 

HANKEL DETERMĠNANTI KULLANILARAK ÜNĠVALENT 

FONKSĠYONLARIN BELLĠ ALT SINIFLARI ĠÇĠN KATSAYI EġĠTSĠZLĠĞĠ 

 

 

 

 

 

Levent BUDAK 

Yüksek Lisans Tezi 

 

 

 

 

DANIġMAN 

Doç. Dr. Erhan DENĠZ 

 

 

OCAK-2016 

KARS 

 

 



ii 

 

T.C. Kafkas Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı Yüksek 

Lisans öğrencisi Levent BUDAK’ ın Doç. Dr. Erhan DENĠZ’ in danıĢmanlığında 

yüksek lisans tezi olarak hazırladığı “Hankel Determinantı Kullanılarak Ünivalent 

Fonksiyonların Belli Alt Sınıfları Ġçin Katsayı EĢitsizliği” adlı bu çalıĢma, yapılan tez 

savunması sınavı sonunda jüri tarafından Lisansüstü Eğitim Yönetmeliği uyarınca 

 

                                                                     

 

 

 

 

 

Bu tezin kabulü, Fen Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulunun ..../..../2016 gün ve ..../ 

....................... sayılı kararı ile onaylanmıĢtır. 

 

 

Doç. Dr. Özlem GÜRSOY KOL 

Enstitü Müdürü 

 

 

 



iii 

 

ÖNSÖZ 

 

Yüksek lisans tezi olarak sunduğum bu çalıĢma Kafkas Üniversitesi Fen Bilimleri 

Enstitüsü Matematik Anabilim Dalında yapılmıĢtır. Tez konusunu veren, engin 

tecrübesiyle bana yol gösteren, çalıĢmalarımda etkin katkısı bulunan, vaktini ve bilgisini 

benden esirgemeyen Kafkas Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi Matematik Bölümü 

Öğretim Üyesi danıĢman hocam Sayın Doç. Dr. Erhan DENĠZ’e, ve çalıĢmam 

esnasında, tezin hazırlanması sürecinde değerli fikir ve düĢüncelerinden yararlandığım 

Kafkas Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi Matematik Bölümü Öğretim Üyesi Sayın 

Yrd. Doç. Dr. Murat ÇAĞLAR’a teĢekkür ve Ģükranlarımı sunarım. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Levent BUDAK         Kars - 2016 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 



iv 

 

  ĠÇĠNDEKĠLER 

 

ÖNSÖZ ....................................................................................................................... iii 

ÖZET........................................................................................................................... v 

ABSTRACT ............................................................................................................... vi 

SĠMGELER DĠZĠNĠ ................................................................................................. vii 

ġEKĠLLER DĠZĠNĠ ................................................................................................. viii 

1. GĠRĠġ ...................................................................................................................... 1 

2. GENEL BĠLGĠLER ................................................................................................ 5 

     2.1. Genel Kavramlar ............................................................................................. 5 

     2.2. Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar ................................................................ 7 

     2.3. Normalize EdilmiĢ Ünivalent Fonksiyonlar ................................................. 12 

3. MATERYAL VE YÖNTEM ................................................................................ 24 

     3.1. Cauchy, Hankel ve Toeplitz Matrisleri......................................................... 24 

     3.2. Hankel Determinantı ..................................................................................... 26 

     3.3. Analitik Fonksiyonlarının Bazı Alt Sınıfları Ġçin Hankel Determinantı ..... 27 

4. BULGULAR .......................................................................................................... 63 

5. TARTIġMA VE SONUÇ ...................................................................................... 70 

6. KAYNAKLAR ...................................................................................................... 71 

ÖZGEÇMĠġ .............................................................................................................. 75 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



v 

 

ÖZET 

Bu tez çalıĢmasında, analitik fonksiyonların belli bir alt sınıfı için ikinci Hankel 

determinantı yani   2

2 2 4 32H a a a   için kesin bir üst sınır bulunmuĢtur. Ayrıca 

parametrelerin özel durumlarında analitik fonksiyonların özel alt sınıfları için kesin üst 

sınırlar verilmiĢtir.  
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ABSTRACT 

 

In this thesis, a sharp upper bound for the second Hankel determinant, that is, 

  2

2 2 4 32H a a a   of a subclass of the analytic functions is obtained. Moreover, for 

special subclasses of analytic functions in special cases of parameters sharp upper 

bounds are given. 
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1. GĠRĠġ 

 

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en önemli dallarından birisi ünivalent fonksiyonlar 

teorisidir. Kompleks düzlemin basit bağlantılı bir öz altkümesini birim diske konform 

olarak dönüĢtüren fonksiyonun varlığı Riemann dönüĢüm teoremi ile bilinir. Bu nedenle 

keyfi basit bağlantılı bölgeler üzerinde tanımlanan ünivalent fonksiyonlarla çalıĢmak 

yerine birim disk de tanımlanan ünivalent fonksiyonlarla çalıĢmak çok kez kolaylık 

sağlar. Ünivalent fonksiyonlar üzerindeki çalıĢmalar, 

 : 1,z z z    

birim diskinde analitik, ünivalent ve  0 0,f    0 1f    Ģartlarını sağlayan 

fonksiyonların oluĢturduğu bir  sınıfı üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. 

 

1907 yılında Koebe,  sınıfına ait fonksiyonlar altında  birim diskinin görüntüsünü 

incelemiĢ ve  birim diskinin f   altındaki görüntüsünün sınırı olan ( )f  nun 

orijine olan uzaklığının 41  den küçük olamayacağını ispatlamıĢtır. 

 

1916 yılında Bieberbach tarafından ileri sürülen z  olmak üzere f   fonksiyonu 

 
2

n

n

n

f z z a z




   biçiminde bir Taylor açılımına sahipse 2,3,...n   için na n  

tahmini uzun yıllar matematikçileri devamlı meĢgul eden bir problem olarak 

güncelliğini korumuĢ ve 1985 yılında Branges tarafından ispatlanmıĢtır. 

 

Bieberbach tahmininin en önemli sonuçlarından birisi de  sınıfına ait bir f  

fonksiyonu için 22 a  sonucu kullanılarak Koebe tarafından verilen ve bükülme 

(Distortion) ve geniĢleme (Growth) teoremleri olarak bilinen   ,f z   f z  ve 
 

 

f z

f z


 

nin sınırlarının elde edilmesi problemidir.  

 

Yukarıda da bahsedildiği üzere ünivalent fonksiyonlar için katsayı eĢitsizliği birçok 

problemin çözümünde oldukça etkilidir.  
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Kompleks analizin önemli konularından biri de Hankel determinantıdır. Hankel 

determinantı bilimin bilinen birçok alanında sıkça kullanılmaktadır. Bizi ilgilendiren 

kısmı ile olaya bakacak olursak, Hankel determinantı yardımıyla  birim diskinde 

tanımlı fonksiyonların sınırlılığını göstermek yani integral katsayılarına sahip orijinin 

komĢuluğunda Laurent serileriyle temsil edilen iki sınırlı analitik fonksiyonun oranı 

olarak gösterilen bir fonksiyonun rasyonel olduğu gösterilir. Ayrıca meromorfik 

fonksiyonlar ile ilgili çalıĢmada Hankel determinantının kullanımı için [8] çalıĢmasına 

ve bu determinantın çeĢitli özellikleri için de  [45] çalıĢmaya bakmak faydalı olacaktır.  

 

Diğer taraftan ünivalent fonksiyonlarla ilgili en önemli problem olan katsayı problemi 

yüzyıl boyunca matematikçileri meĢgul ettiğini biliyoruz. Katsayı problemleri olarak 

( ),H nq  .q  mertebeden Hankel determinantı ve  
2

n

n

n

f z z a z




   olmak üzere klasik 

na   katsayıları için, Fekete-Szegö problemi olarak bilinen 
2

3 2a a  için, ikinci Hankel 

determinantı olarak bilinen 
2

2 2 4 3(2)H a a a  için ve üçüncü Hankel determinantı 

olarak tanımlanan      2 2

3 3 2 4 3 4 4 2 3 5 3 2(1)H a a a a a a a a a a a       için kesin üst 

sınırını bulma aklımıza gelir. Dolayısıyla ünivalent fonksiyonlar teorisinde Hankel 

determinantı önemli bir yer tutar. Hankel determinantının ünivalent fonksiyonlar 

teorisine giriĢi  .q  mertebeden Hankel determinantı ( )H nq  nin n  iken büyüme 

oranını bulmakla baĢlar. Pommerenke [33] bu soruyu 1966 yılında 16k p p  ve 

 1   O de sadece ,p  q  ve f  ye bağlı bir değer olmak üzere p -valent  1p   

fonksiyonlar için n  iken 
1

2( ) (1)
k q q

qH n O n


  değerini bulmasıyla 

cevaplamıĢtır. Bu Ģu demektir q ve p  ye yeteri kadar yakın değerler için n  iken 

( ) 0qH n   olur. Yalnız Pommerenke’nin bu çalıĢmasında elde ettiği 
1

2
k q q   

kuvveti kesin değildir. Diğer taraftan 1967 yılında Pommerenke [35], ünivalent 

fonksiyonlar için 2q   ve 1 400   olmak üzere 1,2,...n  , için 

 
1 3

2 2( )
q

qH n K q n


 
   
   elde etmiĢtir. Hayman [16] 1968 yılında 1p  için 

n  iken 
1

2( ) (1)qH n O n   bulmuĢtur. Buradaki 1 2  kuvveti kesindir. 
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Daha sonra Noonan ve Thomas [26] 1971 yılında p -valent fonksiyonlar için  1   O de 

sadece ,p  q ve f  ye bağlı bir değer olmak üzere 

 
2

2 1

2

; 1, 1 4
( ) (1)

; 2, 2 1

p

q pq q

n q p
H n O

n q p q





  
 

  
 

bulmuĢtur. Buradaki 22pq q  kuvveti kesindir. 

 

ElHosh [11] çalıĢmasında  pozitif Hayman indekse sahip ünivalent fonksiyonlar için 

ve [12] çalıĢmasında da k  fold simetrik ve konvekse yakın fonksiyonlar için Hankel 

determinantının üst sınırlarını elde etmiĢtir. Noor [27-29] çalıĢmalarında konvekse 

yakın fonksiyonları, [30] çalıĢmasında Bazilevic fonksiyonları ve [1, 31, 32] 

çalıĢmalarında ise sınırlı sınır notasyonuna sahip fonksiyonlar için Hankel determinantı 

problemini çalıĢmıĢtır. 

  

Bundan sonra Hankel determinatı problemi genellikle 2(2)H  ve 3(1)H  in üst sınırını 

bulma üzerine yoğunlaĢmıĢtır. Öyleki son zamanlarda Janteg, Hallim ve Darus [18] 

2006 yılındaki çalıĢmasında pozitif reel kısma sahip analitik fonksiyonlar için 

2

2 2 4 3(2) 4 9H a a a    ve 2007 yılındaki [20] çalıĢmasında da yıldızıl ve konveks 

fonksiyonlar için sırasıyla 
2

2 4 3 1a a a   ve 
2

2 4 3 1 8a a a   bulmuĢtur. 2007 yılında 

Babalola [2] çalıĢmasında ise pozitif reel kısma sahip analitik fonksiyonlar, yıldızıl ve 

konveks fonksiyonlar için 3(1)H  in kesin üst sınırını sırasıyla 3(1) 993 1620H  , 

3(1) 16H   ve 3(1) 15 24H   olarak elde etmiĢtir. Daha sonra analitik 

fonksiyonların bazı özel alt sınırları için 2(2)H  ve 3(1)H  in üst sınırları bazı 

araĢtırmacılar tarafından çalıĢılmıĢtır [3, 4]. Bu çalıĢmalardan ayrı olarak 2013 yılında 

Lee, Ravichandran ve Supramaniam [22] çalıĢmasında Ma-Minda yıldızıl ve konveks 

fonksiyonlar için 2(2)H  nin kesin üst sınırını çalıĢmıĢtır.  
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Biz de bu tez çalıĢmasında Ma- Minda yıldızıl ve konveks fonksiyonların oluĢturduğu 

sınıfın genel bir alt sınıfını tanımlayarak, bu sınıf için 2(2)H   in kesin bir üst sınırını 

elde ettik. Parametrelerin özel durumlarında analitik fonksiyonların bilinen önemli alt 

sınıfları için 2(2)H  in üst sınırları verildi.  

 

Tezin Kuramsal temeller baĢlığı altında tezde kullanılacak temel tanım ve bilgiler 

sunuldu. Materyal ve Yöntem kısmında Hankel determinantı problemi ile ilgili bu güne 

kadar yapılan çalıĢmaların bir özeti verildi. Bulgular kısmında ise ilk defa bu tez 

çalıĢmasında elde edilen sonuçlar ispatlarıyla verilmiĢtir.  
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2. GENEL BĠLGĠLER 

 

2.1. Genel Kavramlar 

 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlar sunuldu. 

 

Tanım 2.1.1 ( r -komĢuluğu): 0z   ve 0r  bir reel sayı olmak üzere  

 0 0( , ) :z r z z z r     ifadesi 0z  merkezli, r  yarıçaplı açık disk (veya 0z  

noktasının r  komĢuluğu) olarak adlandırılır. 0( ,z r ) ile 0( , )z r  nin kapanıĢı 

0( , )z r
 

ile de onun sınırı ve orijin merkezli r  yarıçaplı disk (0, ) rr   ile 

gösterilecektir. 

 

Özel durumda orijin merkezli açık birim disk  : 1,z z z  
 
 ile gösterilecektir. 

 

Tanım 2.1.2 (Ġç Nokta): S   herhangi bir küme olsun. 0z S  noktası için 

0( , )z r S  olacak Ģekilde bir 0r   sayısı varsa 0z  noktasına S  kümesinin bir iç 

noktası denir. 

 

Tanım 2.1.3 (Açık Küme): Bir S    kümesi verilsin. Eğer S  kümesinin her noktası 

S  nin bir iç noktası ise S  kümesine açık küme denir. 

 

Tanım 2.1.4 (Kapalı Küme): S  olsun. S  kümesinin tümleyeni açık küme ise, S  

kümesine kapalı küme denir. 

 

Tanım 2.1.5 (Bağlantılı Küme): Eğer 1 2S S S  , 1S S  , 2S S   ve 

1 2S S S    olacak Ģekilde 1S  ve 2S  gibi boĢ olmayan iki ayrık ve açık küme 

bulunamaz ise S   kümesine bağlantılıdır denir. Aksi halde bağlantısız küme denir. 

 

Tanım 2.1.6 (Bölge): Açık ve bağlantılı kümelere bölge denir. 
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Tanım 2.1.7 (Süreklilik): S  , :f S   bir fonksiyon ve 0z S  olsun. Her 0  

için  0zz  olduğunda 0( ) ( )f z f z    olacak biçimde 0( , ) 0z     sayısı 

varsa f  ye 0z  noktasında süreklidir denir. Eğer f  fonksiyonu S  kümesinin her bir 

noktasında sürekli ise f  ye S  kümesinde sürekli fonksiyon denir. 

 

Tanım 2.1.8 (Eğri):  ,a b   olmak üzere sürekli bir  : ,a b   fonksiyonuna 

 düzleminde eğri (yol) denir.  a  ve  b  noktalarına da sırasıyla eğrinin baĢlangıç 

ve bitim noktaları denir. 

 

Tanım 2.1.9 (Kapalı Eğri):  : ,a b  ye bir eğri olsun. )()( ba    ise   ya 

kapalı eğri denir. 

 

Tanım 2.1.10 (Basit Kapalı Eğri): Uç noktaların çakıĢması hariç, kendini kesmeyen 

eğrilere basit eğri, hem basit hem de kapalı eğrilere de basit kapalı eğri veya Jordan 

eğrisi denir. Jordan eğrisi düzlemi Jordan eğrisinin içi ve dıĢı olmak üzere iki bölgeye 

ayırır. Jordan eğrisinin içine Jordan bölgesi denir.   eğrisi [ , ]a b  kapalı aralığında 

türevlenebilir olsun. Eğer [ , ]a b  kapalı aralığında    türevi sürekli ve sıfırdan farklı ise 

  eğrisine düzgün eğri denir. t , a  dan b  ye artarken, buna karĢılık gelen ( )t  

değerlerinin ( )a  dan ( )b  ye doğru sıralanması eğrinin yönünü belirtir. Kapalı bir 

eğrinin yönü ya pozitif veya negatiftir. Kapalı olmayan eğriler için baĢlangıç 

noktasından bitiĢ noktasına doğru sıralama yön olarak alınır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



7 

 

2.2. Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar 

 

Bu kısımda analitik ve ünivalent fonksiyon kavramları tanıtılacak ve bu fonksiyonlar 

yardımıyla bazı tanım ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 2.2.1 (Diferansiyellenebilme): A  bir bölge olmak üzere :f A   ye 

bir fonksiyon ve 0z A  olsun. Eğer  

   

0

0

0

lim
zz

zfzf

zz 




 

sonlu limiti varsa )(zf  fonksiyonu 0z A  noktasında diferansiyellenebilirdir 

(türevlenebilirdir) denir. Bu limit değeri )( 0zf   ile gösterilir ve 0zz   noktasında 

)(zf  fonksiyonunun türevi olarak adlandırılır. 

 

Tanım 2.2.2 (Analitiklik): Bir f  kompleks fonksiyonu bir 0z  noktasında ve bu 

noktanın belli bir  0 ,z  komĢuluğundaki bütün noktalarında diferansiyellenebiliyorsa 

f  ye 0z  noktasında analitiktir denir. Eğer bu f  kompleks fonksiyonu bir S   

kümesinin her noktasında analitikse f  ye S  kümesinde analitik denir. Tüm kompleks 

düzlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. 

z x iy   olmak üzere ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   kompleks değiĢkenli kompleks değerli 

fonksiyonu analitik ise 

( , ) ( , )
u v

x y x y
x y

 


 
 ve ( , ) ( , )

u v
x y x y

y x

 
 

 
 

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini sağlar. 

 

Teorem 2.2.3 (Liouville Teoremi): Bir )(zf  tam fonksiyonu sınırlı ise, sabittir. 

 

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar için önemli bir yere sahip olan 

Cauchy-Türev formülü aĢağıdaki gibidir. 
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Teorem 2.2.4 (Cauchy-Türev Formülü): ,f  pozitif yönlü basit kapalı   eğrisi içinde 

ve üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z  bu eğrinin içinde bir nokta ise n  için 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

n f z
f z dz

i z z


 


  

dır. 

 

Cauchy-Türev formülünün en önemli sonuçlarından biri Ģudur: ,f  bir bölgede analitik 

bir fonksiyon ise bu bölgede her mertebeden türevi vardır ve bu türevler de o bölgede 

analitiktir. Bu durumda f  analitik fonksiyonu 0z  noktasında 

( )

0 0

0

( ) ( ) , ( ) !n n

n n

n

f z a z z a f z n




                  (2.1) 

Ģeklinde bir Taylor açılımına sahiptir. Fakat reel değiĢkenli bir fonksiyonun bir noktada 

birinci mertebeden türevi varsa bu noktada daha yüksek mertebeden türevi vardır 

diyemeyiz. Örneğin, 
2 3( )f x x  reel değiĢkenli fonksiyonunun 0x  noktasında birinci 

mertebeden türevi olduğu halde, aynı fonksiyonun 0x  noktasında ikinci mertebeden 

türevi yoktur.  

 

Tanım 2.2.5 (Ayrık Tekil nokta): Bir ( )w f z  fonksiyonu 0z  noktasının bir 

   0 0,z r z  delinmiĢ komĢuluğunda analitik fakat 0z  noktasında analitik değilse f  

fonksiyonu için 0z  noktası bir ayrık tekil noktadır denir. 

 

Teorem 2.2.6 (Laurent Teoremi): 0c  ve 1c , merkezleri 0z  noktasında bulunan pozitif 

yönde yönlendirilmiĢ iki çember olsun. 10 rr   olmak üzere 0c , 0r  yarıçaplı ve 1c  de 1r  

yarıçaplı çemberler olarak alınsın. Eğer bir f  fonksiyonu 0c  ile 1c  in üzerinde ve 

bunların arasında kalan halka bölgenin tamamında analitik ise bu durumda bölgedeki 

her z  noktasında ( )f z  fonksiyonu na ve nb  kompleks sayılar olmak üzere  

 
 

0

0 1 0

( )
n n

n n
n n

b
f z a z z

z z

 

 

  


    (2.2) 
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açılımı ile temsil edilir. Buna ( )f z  fonksiyonunun 0z  noktasının delinmiĢ bir 

komĢuluğundaki Laurent serisi (açılımı) denir. 

 

Tanım 2.2.7 (Kutup Noktası): 0z , ( )f z  fonksiyonunun ayrık tekil noktası olsun. 

Laurent açılımındaki nb  katsayılarından sadece sonlu tanesi sıfırdan farklı ise 0z  

noktasına ( )f z  fonksiyonunun kutup noktası denir. 

 

Tanım 2.2.8 (Meromorf fonksiyon): Kompleks düzlemin bir A  bölgesinde kutup 

noktaları hariç analitik olan ( )f z  fonksiyonuna A  da meromorf fonksiyon denir. 

 

Teorem 2.2.9 (Maksimum Modül Prensibi): f  fonksiyonu kompleks düzlemin bir A  

bölgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A  bölgesinde sabit olmadıkça, )(zf  

maksimum değerini A  bölgesinin sınırında alamaz. 

 

Sonuç 2.2.10: A  kompleks düzlemde sınırlı bir bölge ve sabit olmayan f  fonksiyonu 

da bu bölgenin sınırında sürekli ve içinde analitik olsun. Bu durumda ( )f z  maksimum 

değerini A  bölgesinin sınırında alır. 

 

Maksimum prensibinin önemli sonuçlarından birisi Schwarz lemmasıdır. 

 

Lemma 2.2.11 (Schwarz lemması): f fonksiyonu  birim diskinde analitik ve 

(0) 0f   olsun. Eğer  birim diskinde ( ) 1f z   ise bu durumda (0) 1f    ve 

( )f z z  dır. EĢitlik sadece    olmak üzere ( ) if z e z  fonksiyonu ile sağlanır 

[36]. 

 

Teorem 2.2.12 (Minimum Prensibi): ( )f z  fonksiyonu kompleks düzlemin bir A  

bölgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her z A   için   0f z   olsun. Bu durumda 

( )f z , A  bölgesinde minimum değer alamaz. 
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Sonuç 2.2.13: A  kompleks düzlemde sınırlı bir bölge, ( )f z  sabit olmayan bir 

fonksiyon ve her z A   için ( ) 0f z   olsun. Ayrıca ( )f z  fonksiyonunun A  bölgesinin 

içinde analitik, sınırında sürekli olduğunu kabul edelim. Bu durumda ( )f z  minimum 

değerini A   bölgesinin sınırında alır. 

 

Tanım 2.2.14 (Ünivalent fonksiyon): ,f A  bölgesinde tanımlı bir fonksiyon 

olsun. Her 1 2,z z A  için 1 2( ) ( )f z f z  olması sadece 1 2z z  olmasını gerektiriyorsa 

(veya 1 2z z  olduğunda 1 2( ) ( )f z f z  gerçekleĢiyorsa) f  fonksiyonuna A  bölgesinde 

ünivalent (yalınkat veya schlicht) fonksiyon denir [10]. 

 

Eğer ,f 0z  noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise f  ye yerel ünivalent fonksiyon 

denir. 

 

Teorem 2.2.15: Analitik bir f  fonksiyonunun 0z  noktasında yerel ünivalent olması 

için gerek ve yeterli koĢul 0( ) 0f z   olmasıdır [10]. 

 

Ayrıca 0( ) 0f z   Ģartı ( )f z  fonksiyonunun ünivalentliği için gerek Ģarttır fakat yeterli 

değildir. Yani sadece f  analitik fonksiyonu ünivalent ise 0( ) 0.f z   Tersi daima 

doğru değildir. Bir kümede yerel ünivalent olan analitik fonksiyonların, bu kümede 

ünivalent olması gerekmez. 

 

Örnek 2.2.16: 
2( )f z z  fonksiyonu { :1 2,0 arg 3 2}A z z z       bölgesinde 

yerel ünivalent olmasına rağmen ünivalent değildir. Gerçekten 
2( )f z z  fonksiyonu, 

A  bölgesinde analitik ve her 0z A  için 0( ) 0f z   sağlandığından yerel ünivalenttir. 

Fakat 

5 5 5 5 25

93 2 3 2 3 2 3 2
f i f i i
   

       
   

 

olduğundan 
2( )f z z  fonksiyonu A  bölgesinde ünivalent değildir. 
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Eğer A  bölgesinde f  analitik fonksiyonu yerel ünivalent ise, bu durumda z A  

noktasında ( )f z  türevi, f nin yerel geometrik davranıĢını belirler. ( )f z  ve arg ( )f z  

değerleri sırasıyla yerel büyüme (uzunluklar için) ve yerel dönme etkenleridir. Buna 

ilave olarak, :f A   analitik dönüĢümünün Jacobian determinantı 

2
( ) ( )Jf z f z  ile verilmektedir. Jacobian determinantının 

2
( )f z  ifadesine eĢit 

olduğu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca görülür. Böylece Teorem 2.2.15 den 

analitik fonksiyonlar için Jacobian determinantının sıfırdan farklı olması, yerel 

ünivalentlik için gerek ve yeter Ģarttır. 

 

Tanım 2.2.17 (Konform dönüĢüm): Eğer bir dönüĢüm, belli bir noktadan geçen iki 

düzgün eğri arasındaki açının büyüklüğünü ve yönünü koruyorsa, bu dönüĢüme bu 

noktada konform dönüĢüm denir. Eğer bir f  fonksiyonu, bir A  bölgesinin tüm 

noktalarında konform ise, f  fonksiyonu A  bölgesinde konformdur denir. Örneğin 

( ) zf z e  dönüĢümü   düzleminin tamamında konformdur. 

 

Teorem 2.2.18: f  fonksiyonun analitik olduğu her z  noktasında ( ) 0f z   koĢulu 

sağlanıyorsa, f  fonksiyonu konformdur. 

 

Dolayısıyla bir bölgede analitik ve ünivalent bir fonksiyon konformdur. En önemli 

konform dönüĢümlerden biri Möbius dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm; , , ,a b c d  kompleks 

sabitler olmak üzere 

( ) ,
az b

w f z
cz d


 


   0ad bc   

geniĢletilmiĢ kompleks düzlemi  { }     kendi üzerine konform olarak 

resmeder.  

 

z düzlemindeki ( )   bölgesini, wdüzlemindeki 1  bölgesi üzerine 

resmeden f  analitik fonksiyonunun varlığı 1851 yılında Riemann tarafından ortaya 

atılmıĢtır. 
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Teorem 2.2.19 (Riemann DönüĢüm Teoremi): Kompleks düzlemin her 

( )   basit bağlantılı bölgesi konform olarak  birim diski üzerine 

resmedilir. Ayrıca, 0z   olmak üzere 0( ) 0f z   ve 0( ) 0f z   koĢullarını sağlayan ve 

 yi  birim diski üzerine resmeden bir tek konform dönüĢüm vardır [10]. 

 

2.3 Normalize EdilmiĢ Ünivalent Fonksiyonlar 

 

Bu bölümde geometrik fonksiyonlar teorisinin özel bir konusu olan ünivalent 

fonksiyonları biraz daha ayrıntılı sunacağız. Analitik olarak, bir ünivalent fonksiyon 

sıfırdan farklı türeve sahip iken; geometrik olarak da basit eğrileri basit eğrilere 

dönüĢtürür. Hem analitik hem de ünivalent fonksiyon ise basit bağlantılı bölgeleri basit 

bağlantılı bölgelere dönüĢtürür. Riemann dönüĢüm teoreminden, keyfi bir basit 

bağlantılı bölgede tanımlı f  ünivalent fonksiyonu yerine  açık birim diskte tanımlı 

bir f  ünivalent fonksiyonu seçilebilir. Bu fonksiyon için (0) 0,f  (0) 1f    

normalizasyon Ģartları göz önüne alınırsa (2.1) serisi 

2

( ) , ( )n

n

n

f z z a z z




                              (2.3) 

Ģeklini alır. Burada (2.3) Ģeklinde tanımlanmıĢ fonksiyona normalize edilmiĢ analitik 

fonksiyon denir. Normalize edilmiĢ analitik fonksiyonların sınıfını  ile göstereceğiz 

ve kısaca 

2

:  için ( )  n

n

n

f z f z z a z




 
     
 

  

Ģeklindeki analitik fonksiyon yazılabilir. 

 

Ünivalent fonksiyonlar teorisinin temel taĢı olan bir sınıfı aĢağıda tanımlayalım. 

 

Tanım 2.3.1 (  Sınıfı):  birim diskinde ünivalent olan f 
 

fonksiyonlarının 

oluĢturduğu sınıfa  sınıfı denir ve kısaca  

 :  için ünivalentf z f      

Ģeklinde gösterilir [10, 13, 34]. 
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 sınıfına ait bazı fonksiyon örneklerini aĢağıda verelim. 

(i) 
1( ) (1 )w f z z z     fonksiyonu  birim diskini Re( ) 1 2w    sağ yarı düzlemine 

resmeder. 

(ii) 
2 1( ) (1 )f z z z    fonksiyonu  birim diskini     \ , 1 2 1 2,     bölgesi 

üzerine resmeder. 

(iii) 
2( ) (1 )f z z z    Koebe fonksiyonu  birim diskini  \ , 1 4   bölgesi üzerine 

resmeder. 

Ayrıca Ģunu da belirtelim ki,  sınıfına ait iki fonksiyonun toplamı  sınıfına ait 

olmayabilir. Örneğin; 

1( )
1

z
f z

z



 ve 2 ( )

1

z
f z

iz



 

fonksiyonları  sınıfına ait olmasına rağmen 

1 2

1
( )

(1 )
f z

z
 


 ve 2 2

1
( )

(1 )
f z

iz
 


 

türevlerinden  

1 2 2 2

2 2(1 )
( ) ( )

(1 ) (1 )

i z
f z f z

z iz

 
  

 
  

elde edilir. Buradan 
1

2

i
z


   noktasında 1 2( ) ( ) 0f z f z    olduğu görülür. Bununla 

beraber  sınıfındaki birçok özellik bazı dönüĢümler altında korunur. 

 

Teorem 2.3.2: f   olsun. Bu durumda aĢağıdaki ifadeler doğrudur: 

(i) EĢlenik alma: 2

2( ) ( ) ...g z f z z a z     ise, g  dir. 

(ii) Döndürme (Rotasyon):    olmak üzere 

( 1)

2

( ) ( ) ,i i i n n

n

n

g z e f e z z a e z  


 



      ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

(iii) GeniĢleme (Dilatasyon): 0 1r   olmak üzere  

1 1

2

( ) ( ) ,n n

n

n

g z r f rz z a r z


 



      ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 
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(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach dönüĢümü): 0z   olmak üzere 

0
0

0

2

0 0

( )
1

( ) ,
(1 ) ( )

z z
f f z

z z
g z

z f z

 
 

 



   ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

(v) Değer bölgesi dönüĢümü:   fonksiyonu ( )f  da ünivalent ve (0) 0   , (0) 1   

koĢulunu gerçekleyen bir fonksiyon ise f   dir. 

(vi) ÇıkarılmıĢ değer dönüĢümü: ( )w f  olsun. Bu durumda, 

( )
( ) ,

1 ( )

f z
g z

f z w



   ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

(vii) .n  kök dönüĢümü: Eğer 2,3,...n   ise 

1 2 2 12
3 22

1
( ) ( ) (2 ( 1) ) ...,

2

n n nn
a

g z f z z z na n a z
n n

           ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir [10]. 

 

Tanım 2.3.3 (  sınıfı):  birim diskinde (0) 1p   , Re ( ) 0p z   koĢullarını sağlayan 

1

( ) 1 n

n

n

p z c z




   Ģeklindeki fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Caratheodory sınıfı veya 

 sınıfı denir [10]. 

 

Örneğin; ( ) (1 ) (1 ),p z z z z     fonksiyonu  sınıfına ait olup,  birim diskini 

sağ yarı düzlem üzerine resmeden bir konform dönüĢümdür. Ayrıca,  sınıfına ait bir 

fonksiyonun ünivalent olması gerekmez. Örneğin; ( ) 1 nf z z   fonksiyonu  sınıfına 

ait olmasına rağmen 0 , 2n n   için ünivalent değildir. 

 

Tanım 2.3.4 (  sınıfı):  birim diskinde (0) 0   ve ( ) 1z   koĢullarını sağlayan 

analitik fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Schwarz fonksiyonlarının sınıfı denir ve   

ile gösterilir [10]. 
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Bunların yanı sıra,  sınıfı ile Schwarz fonksiyonları arasında aĢağıda olduğu gibi 

önemli bir bağ vardır: 

1 ( )
( ) ( ) , ( ) .

1 ( )

z
p z p z z

z







   


 

 ve   sınıflarını tanımladıktan sonra,  sınıfının iki önemli alt sınıfını aĢağıdaki 

Ģekilde verebiliriz. 

 

Tanım 2.3.5 (

 sınıfı):   kümesi verilsin.  kümesindeki sabit bir 0w  noktasını 

her w  noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen  kümesinde kalıyorsa,  ye 

0w  noktasına göre yıldızıl küme denir. 0w  noktası özel olarak orijin seçilirse, bu 

kümeye orijine göre yıldızıl küme veya kısaca yıldızıl küme adı verilir.  Eğer bir f  

fonksiyonu  birim diskini 0w  noktasına göre bir yıldızıl kümeye resmediyorsa, f  

fonksiyonuna 0w  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. Özel durumda, f  fonksiyonu 

 birim diskini yıldızıl bir kümeye resmediyorsa, f  fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon 

denir. f   olması durumunda yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

 ile gösterilir [10, 34]. 

 

Yıldızıl fonksiyonların yukarıdaki geometrik tanımını analitik olarak ifade eden en 

önemli teorem aĢağıda verilmiĢtir. 

 

Teorem 2.3.6: f   olsun. Bu halde 

( )
( )

( )

zf z
f z

f z

 
    

dır. Ayrıca, 
2

( ) n

n n

n

f z z a z a n






      değerlendirmesi doğrudur [13, 34].  

 

Kısaca yıldızıl fonksiyonları 

( )
:  için Re 0

( )

zf z
f z

f z


  

      
  

 

Ģeklinde gösterebiliriz. Örneğin,  sınıfına ait fonksiyonlardan en önemlilerinden birisi 

z  olmak üzere, 
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2)1(
)(

z

z
zk


  

Ģeklinde tanımlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu 

2
1 1

( ) 1
4 1

z
k z

z

  
   

   

 

Ģeklinde yazabiliriz. Ayrıca ( )k z  fonksiyonu, 

1
( ) ,

1

z
u z

z





   

2( ) ( ),g z u z    
1

( ) ( ) 1
4

k z g z   

biçiminde yazılarak  birim diskini   dan 41  e kadar negatif reel ekseni 

çıkartılmıĢ kompleks düzlem üzerine konform olarak dönüĢtürdüğünü görebiliriz.  zk  

dönüĢümü ünivalent fonksiyonlar teorisinde çok sayıda problemde önemli rol oynar. 

 

 

ġekil 2.1: Koebe Fonksiyonu  

 

Yukarıdaki Ģekilden de görüldüğü gibi  
 

2
21

n

n

n

z
k z z a z

z






   


  dır.  Ayrıca 

Teorem 2.3.6 kullanılarak da 
iz re    ve  0 1,0 2r       olmak üzere, 

 

 
2

2

1 1
Re Re Re

1 1

1 1
0

1 2 cos 1

i

i

zf z z re

f z z re

r r

r r r







     
            

 
  

  

  

elde edilir. Buradan da ( )k z   olduğu görülür. 
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Koebe fonksiyonunun dönmeleri (rotation), her z  için, 

2)1(
)(

ze

z
zk

i


  

Ģeklinde tanımlanır ve  zk  fonksiyonları  sınıfına ait fonksiyonlardır. Bu dönüĢüm 

ile birim diskin görüntüsü   dan 4ie  ıĢın hariç kompleks düzlem olur. ]2,0(  

ve z  olmak üzere 
























 1

1

1

2

1
)(



 z

z
zf  fonksiyonu, “genelleĢtirilmiĢ Koebe 

fonksiyonu” olarak adlandırılır ve  sınıfına aittir. 

 

Tanım 2.3.7 (  sınıfı):   kümesi verilsin. Her 1 2,w w   için 1w  noktasını 2w  

noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen  içinde kalıyorsa  ye konveks küme 

denir.  Eğer bir f  fonksiyonu birim diski, konveks bir kümeye resmediyorsa f  

fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f  olması durumunda konveks 

fonksiyonların sınıfı  ile gösterilir [10, 34]. 

 

Konveks fonksiyonları analitik olarak ifade eden en önemli teorem aĢağıdaki gibidir. 

 

Teorem 2.3.8: f   olsun. Bu halde 

( )
( ) 1

( )

zf z
f z

f z


   


 

dır. Ayrıca, 
2

( ) 1n

n n

n

f z z a z a




      değerlendirmesi doğrudur [13, 34]. 

 

Örneğin;   2 1

2

1 1 1
log

2 1 2 1

n

n

z
f z z z

z n






 
    

  
  dır. Gerçekten 

iz re   

 0 1,0 2r       olmak üzere,   

                                  

2 2 2

2 2 2

4 2

4 2 2

( ) 1 1
Re 1 Re Re

( ) 1 1

1 1
0

1 2 cos 2 1

i

i

zf z z r e

f z z r e

r r

r r r







       
       

       

 
  

  

 

elde edilir. 
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Teorem 2.3.6 ve 2.3.8 in bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafından verilmiĢ olan 

aĢağıdaki teorem   ve  sınıflarına ait fonksiyonlar arasındaki çok önemli bir 

bağlantıyı ifade eder. 

 

Teorem 2.3.9 (Alexander Teoremi): f   ve z  olmak üzere,    zfzzg   

olsun. Bu durumda, f   olması için gerek ve yeter Ģart g   olmasıdır [10, 13, 34]. 

 

Ġspat: f   olsun. Ġspatlamalıyız ki g   dır. f   olduğundan  

 
 

01Re 













zf

zfz
 

yazılır.    zfzzg   ise      zfzzfzg   yazılabileceğinden, 

 
 

   
 zfz

zfzzf
z

zg

zgz






    
 zf

zfzzf






 
 zf

zf
z




1  

elde edilir. Ayrıca, 

 
 

01Re 













zf

zf
z  

olduğundan  

 
 

0Re 






 

zg

zgz
 

olup, g   dır. 

ġimdi de g   olduğunu kabul ederek f   olduğunu gösterelim. 

g  olduğundan 

 
 

0Re 






 

zg

zgz
 

yazılır.  zg  nin tanımı kullanılırsa,  

   
 

0Re 












zfz

zfzzf
z  

yazılabileceğinden 
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 
 

01Re 













zf

zf
z  

elde edilir. O halde, f   dır. Bununla teoremin ispatı tamamlanır. 

 

Ayrıca yukarıdaki tanımlardan anlaĢıldığı üzere bu sınıflar arasında     

Ģeklinde bir iliĢki vardır.  

 

Ünivalentlikle ilgili kriterlerden en kolay ifade edilen ve ispatlananlardan biri aĢağıdaki 

Noshiro, Warschawski ve Wolff’ un kriteridir [10, 13, 34]:  

 f  fonksiyonu konveks bir   bölgesinde analitik ve her z  için 

 Re 0f z   ise f  fonksiyonu  bölgesi üzerinde ünivalenttir. Bu sonuç ile 

Caratheodory sınıfı arasında yakın bir iliĢki vardır. 

 

ġimdi ünivalent fonksiyonlar teorisinde önemli bir yer iĢgal eden subordinasyon ve 

Hadamard çarpım kavramlarını verelim. 

 

Tanım 2.3.10: f  ve g  fonksiyonları  birim diskinde tanımlı iki analitik fonksiyon 

olsun.  birim diskinde ( ) ( ( ))f z g z  olacak Ģekilde bir   fonksiyonu varsa, f  

fonksiyonu  da g  fonksiyonuna subordinedir denir ve f g  ile gösterilir [10]. 

 

Eğer g  ünivalent ise f g    (0) (0)f g  ve ( ) ( )f g  gerektirmesi doğrudur. 

 

Subordinasyon prensibi (Lindelöf Prensibi): Eğer f  fonksiyonu  birim diskinde 

analitik, ünivalent ve g  fonksiyonu da  birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrıca 

(0) (0)g f  ve ( ) ( )g f  ise, bu durumda r  diskinde her 1r   için 

(0) (0)g f   ve ( ) ( )r rg f  dir [10]. 

 

Özellikle, eğer f g  ise 

max ( ) max ( ) , ( (0,1))
z r z r

f z g z r
 

   

eĢitsizliği doğrudur. Ayrıca, 
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( )p z  
1

( )
1

z
p z

z




   ve   ( )z     ( )z z  

gerektirmeleri yazılır. 

 

 

ġekil 2.2: f g  Subordinasyonu 

 

Tanım 2.3.11: ,f g  fonksiyonları  

2

( ) n

n

n

f z z a z




   ve 
2

( ) n

n

n

g z z b z




   

Ģeklinde verilsin. f  ve g  fonksiyonlarının Hadamard çarpımları,  

2

( )( ) ( )( )n

n n

n

f g z z a b z g f z




      

Ģeklinde tanımlanır. Burada " "  Hadamard çarpımını gösterir [10]. 

Tanım 2.3.12 ( ( )
 sınıfı):  Her z   ve 0 1   olmak üzere, 

 

 
Re

zf z

f z


 
  

 
                                        

koĢulunu sağlayan f   fonksiyonuna .  mertebeden yıldızıl fonksiyon ve bu 

fonksiyonların oluĢurduğu sınıfa da .  mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı denir 

ve ( )
  ile gösterilir [13]. 
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Tanım 2.3.13 ( ( )  sınıfı):  Her z   ve 0 1   olmak üzere, 

 

 
Re 1

zf z

f z


 
    

 

koĢulunu sağlayan f   fonksiyonuna .  mertebeden konveks fonksiyon ve bu 

fonksiyonların oluĢurduğu sınıfa da .  mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı denir 

ve ( )   ile gösterilir [13]. 

 

Subordinasyonu kullanarak ( )
 ve ( )  fonksiyonlarını 

 

 
1 (1 2 )

( ) : , 0 1
1

zf z z
f

f z z


 

    
    

  
 

ve 

      

 

 
1 (1 2 )

( ) : 1 , 0 1
1

zf z z
f

f z z


 

    
     

   
 

Ģeklinde de yazabiliriz.  

 

Tanım 2.3.14: f  olsun.  \ 0   olmak üzere her z  için 

 

 

koĢulunu sağlayan fonksiyonlara kompleks   mertebeli Ma-Minda yıldızıl fonksiyonlar 

denir. Bu fonksiyonların oluĢturduğu sınıf  [ ; ]   ile gösterilir. 

 

Tanım 2.3.15: f  olsun.  \ 0   olmak üzere her z  için 

 

 

koĢulunu sağlayan fonksiyonlara kompleks   mertebeli Ma-Minda konveks 

fonksiyonlar denir. Bu fonksiyonların oluĢturduğu sınıf  [ ; ]   ile gösterilir. 

 

Tanım 2.3.14 ve 2.3.15 da  \ 0   ve (z) (1 ) (1 z)z     alınırsa sırasıyla analitik 

fonksiyonların kompleks   mertebeli yıldızıl fonksiyonları ve kompleks   mertebeli 

 

 
 

1
1 1

zf z
z

f z




 
   

 

 

 
 

1
1

zf z
z

f z




 
    
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konveks fonksiyonları gibi önemli iki fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonların 

oluĢturduğu sınıf sırasıyla [ ]  ve [ ]  ile gösterilir. 

 

Diğer taraftan, Tanım 2.3.14 ve 2.3.15 da  (1 ) cos 2, 0 1ie            ve 

(z) (1 ) (1 z)z     alınırsa analitik fonksiyonların önemli iki fonksiyon türü elde 

edilir. Bu fonksiyonlar literatürde sırasıyla .  mertebeden   spirallike fonksiyonlar 

ve .  mertebeden  Robertson fonksiyonlar olarak bilinir. Bu fonksiyonların 

oluĢturduğu sınıflar  

 

 
[ , ] : Re cos , 2, 0 1i

zf z
f e

f z

      
   

        
   

 

ve 

 

 
[ , ] : Re 1 cos , 2, 0 1i

zf z
f e

f z

      
    

               

 

Ģeklinde yazılır. 

 

Ünivalent fonksiyonların önemli ve ilk çalıĢmalarından birisi  sınıfına ait katsayı 

eĢitsizliklerinin elde edilmesidir. Bu probleme ilk cevabı Bieberbach 1916 yılında 

aĢağıdaki teoremle vermiĢtir. 

 

Teorem 2.3.17 (Bieberbach Teoremi): f   fonksiyonu için 22 a  dir. EĢitlik hali 

z  olmak üzere Koebe fonksiyonunun dönmeleri için yani 
 21

)(
ze

z
zk

i



  

Ģeklindeki fonksiyonlar için geçerlidir [10, 34]. 

 

Teorem 2.3.18 (Bieberbach Tahmini): f   fonksiyonu 2,3,4,...n   için na n  

eĢitsizliği vardır. EĢitliğinin olması için gerek ve yeter Ģart f  fonksiyonunun Koebe 

fonksiyonunun dönmeleri olmasıdır [10, 34]. 
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Bu tahmin için bulunan sonuçlar aĢağıdaki tarihsel seyir içerisinde elde edilmiĢtir.  

2 2,a           Bieberbach (1916) 

3 3,a   Löwner (1923) (Löwner diferensiyel Denklemi) 

4 4,a      Garabedian, Schiffer (1955), (Grunsky eĢitsizliği) 

6 6,a   Pederson (1968), Ozawa (1969) 

5 5,a   Pederson, Schiffer (1972) 

. ,na e n  Littlewood (1925) 

lim 1,
n

n

a

n
  Hayman (1955) 

7 6 1.081 ,na n n   FitsGerald (1972) 

*** , , 2na n n n      L. De Branges (1984). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölümde Cauchy, Hankel ve Toeplitz matrisi tanımlanarak bu matrislere karĢılık 

gelen Hankel ve Toeplitz determinantı kavramları verildi. Ayrıca, Hankel 

determinatının bir uygulaması olarak ünivalent fonksiyonların çeĢitli alt sınıfları için 

ikinci ve üçüncü Hankel determinantı probleminin bu güne kadar yapılmıĢ çalıĢmaları 

sunuldu. 

 

3.1 Cauchy, Hankel ve Toeplitz Matrisleri  

 

Bu baĢlık altında özellikle Cauchy, Hankel ve Toeplitz matrisleri bu matrislerle alakalı 

Hankel determinantı tanımları verildi. 

 

Tanım 3.1.1: ( , )i i i ix y x y   1 ,i  j n  olmak üzere elemanları 

1
ij

i i

c
x y




 

ile tanımlı 
, 1

n

ij i j
C c


      matrisine Cauchy matrisi denir [7]. 

 

Tanım 3.1.2: 1n  olmak üzere  

1

1

, 0

( , )
n

n i j i j

i j

H x x h x x


 



 
 

kuadrik formuna Hankel formu denir. Bu forma uyan matrise de Hankel matrisi denir ve 

 
1

1 , 0

n

n i j i j
H h



  


 

olarak gösterilir [17]. 
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Bir Hankel matrisinin açık gösterimi, 

0 1 1

1 2 1 2

1

1 2 4 2 3

1 2 2 3 2 2

...

...

...

...

...

n n

n n

n

n n n n

n n n n

h h h h

h h h h

H

h h h h

h h h h



 



  

   

 
 
 
 
 
 
    

Ģeklindedir. Görüldüğü gibi Hankel matrisi simetriktir. Ayrıca sonsuz mertebeden 

Hankel matrisi de 

 
, 0i j i j

H h


  


 

olarak tanımlanır.  

 

Tanım 3.1.3: 1n   ve 
i jt 

 ler kompleks sayılar olmak üzere 

1 _

1

, 0

( , )
n

n i j i j

i j

T x x t x x


 



 
 

kuadrik formuna Toeplitz formu denir [17]. 

 

Bu forma tekabül eden, 

 
1

1 , 0

n

n i j i j
T t



  


 

matrise de Toeplitz matrisi denir. Toeplitz matrisi açık olarak, 

 

 

 

 

 

Ģeklinde yazılır. Burada görüldüğü gibi bir Toeplitz matrisinin elemanları esas köĢegene 

paralel köĢegenler boyunca aynıdır. Ayrıca sonsuz mertebeden bir Toeplitz matrisi             

                                                                 
 

, 0i j i j
T t



  


 

olarak tanımlanır.

 
  

0 1 2 1

1 0 3 2

1

2 3 0 1

1 2 1 0

...

...

...

...

...

n n

n n

n

n n

n n

t t t t

t t t t

T

t t t t

t t t t

    

   



  

 

 
 
 
 
 
 
  
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3.2. Hankel Determinantı 

 

Hankel determinantı, integral katsayılı kuvvet serisi teorisinde ve singülerlik 

çalıĢmasında önemli bir rol oynamaktadır. 1q  ve 1n  olmak üzere 

1 1

1

1 2( 1)

...

... ...
( )

... ...

n n n q

n

q

n q n q

a a a

a
H n

a a

  



   

     na 

 

determinantına  .q mertebeden Hankel determinantı denir [33]. 

 

Buradan q ve n nin özel durumlarında 

2 3 2

2 2 4 3

3 4

(2) ,
a a

H a a a
a a

    
1 2 2

2 1 3 2

2 3

(1)
a a

H a a a
a a

    

     
1 2 3

2 2

3 2 3 4 3 2 4 3 4 4 2 3 5 3 2

3 4 5

(1) ,

a a a

H a a a a a a a a a a a a a a

a a a

            1 1a   

determinantları yazılır.  

 

Teorem 3.2.1: f  , 1q   ve 1n   olsun. Buradan,  

2( ) (1) q

qH n O n   ( )n  

mümkün olanın en iyisidir [32]. 

 

Lemma 3.2.2: 2

1 2( ) 1 ...p z c z c z     Ģeklinde verilen bir kuvvet serisinin  diskinde 

 sınıfından bir fonksiyona yakınsaması için gerek ve yeter Ģart her n   için  

 

 

 

 

 

Toeplitz determinantının k kc c   katsayılarının negatif olmayan sayılar olmasıdır.   

1 2

1 1 1

2 1 2

1 2

2 ...

2 ...

2 ...

... 2

n

n

n n

n n n

c c c

c c c

D c c c

c c c

 

  

    


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Ayrıca bunlar, 
 

1n m   için 0nD    ve  n m  için  0nD   olması durumunda k j , 

k jt t  ve kt   reel ve 0k   olmak üzere 

0

1

( ) ( )k

m
it z

k

k

p z e 



 

fonksiyonu haricinde kesinlikle pozitiftir [14]. 

 

Lemma 3.2.3: p  olsun. 1,2,...k  için 2kc   eĢitsizliği doğrudur. Burada sınır 

kesindir [10]. 

  

Lemma 3.2.4:  p  olsun. 1x   ve 1z   olacak Ģekilde x  ve z  değerleri için 

2 2

2 1 12 (4 )c c x c         (3.1) 

ve 

23 2 2 2 2

3 1 1 1 1 1 14 2 (4 ) (4 ) 2(4 )(1 )c c c c x c c x c x z           (3.2) 

 olur [23]. 

 

3.3. Analitik Fonksiyonlarının Bazı Alt Sınıfları Ġçin Hankel Determinantı 

 

Bu baĢlık altında 2(2),H  2(1)H  ve 3(1)H  determinantının üst sınırları üzerine yapılan 

çalıĢmalar tarihi seyir içerisinde verilmiĢtir. 

 

 Ayrıca, p  denildiğinde 2

1 2( ) 1 ...p z c z c z    ve f   denildiğinde 

2 3

2 3( ) ...f z z a z a z     Ģeklinde fonksiyonlar anlaĢılacaktır. f  fonksiyonunun 

türevinin reel kısmı pozitif olan fonksiyonlar için 2(2)H  determinantının üst sınırı 

aĢağıdaki Ģekilde elde edilmiĢtir.  

 

Tanım 3.3.1: f  olsun. Her z  için  Re ( ) 0f z   Ģartını sağlayan 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa  sınıfındandır denir [18]. 
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Teorem 3.3.2 : f   olsun. Bu durumda, 

2

2 4 3

4

9
a a a   

eĢitsizliği yazılır. Elde edilen sonuç kesindir [18]. 

 

Ġspat:   f   olsun. Bu durumda f  yazılır. Böylece 

( ) ( )f z p z                                                      (3.3) 

olacak Ģekilde p  vardır. Buradan, 

                                            

2 1

3 2

4 3

2

3

4

a c

a c

a c







                  (3.4) 

katsayı bağıntıları bulunur. Böylece, 

2
2 1 3 2

2 4 3
8 9

c c c
a a a    

kolayca yazılır. Burada 
2

1 3 2

8 9

c c c
  ifadesinde uygun sınır değerleri elde etmek için 

Lemma 3.2.4’ten yararlanılır. Ġlk olarak 
2

1 3 2

8 9

c c c
  ifadesindeki 2c ve 3c  yerine Lemma 

3.2.4 deki  (3.1) ve (3.2) değerleri yazılır. Sonra  1 0,2c c  alınırsa 

       222 2 2 2 22 4

1 3 2
4 14 4 32

8 9 288 144 288 16

c c x zc c x c c xc c c c    
      

eĢitliği elde edilir. Son eĢitliğin sağ tarafına üçgen eĢitsizliği uygulanıp ve 1x   , 

1z   olduğu göz önüne alınırsa 

       2 2 2 2 22 4

1 3 2
4 4 2 16 4

8 9 288 16 144 288

( )

c c c c c c cc c c c

F

 



    
    



           (3.5) 

olur. Burada  0,1  ve  0,2c   dır. ġimdi  ( )F   fonksiyonunun maksimumluğunu 

araĢtırmak için 
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     2 2 24 2 16 4
( )

144 144

c c c c c
F




   
  

 

türevi incelenir. ( ) 0F     olduğundan F  fonksiyonu artandır ve 
 0,1

( ) (1)maxF F





  

Ģeklinde olur. ġimdi 

       2 2 2 24 4 4 2 16 4
( ) (1)

288 16 144 288

c c c c c c cc
G c F

    
      

Ģeklinde tanımlansın. Buradan  0,2c  için  

 25
( ) 0

36

c c
G c

 
    

 olur. Böylece G  fonksiyonu  0,2c  aralığında azalan olduğundan maksimum 

değerini c 0   alması gerekir. Dolayısıyla, 

2

1 3 2 4

8 9 9

c c c
   

olur. EĢitlik  

2

2

1
( )

1

z
f z

z


 


 

Ģeklinde verilen f   fonksiyonu için elde edilir. Böylece teoremin ispatı 

tamamlanmıĢ olur.  

 

Teorem 3.3.3: 
*f   olsun. Böylece, 

2

2 4 3 1a a a   

eĢitsizliği elde edilir. Bu sonuç kesindir [20]. 

 

Ġspat: 
*f   olsun. Böylece her z  için 

( )
Re 0

( )

zf z

f z

 
 

 
 olduğundan 

( ) ( ) ( )z f z f z p z         (3.6) 

olacak Ģekilde p  vardır. Buradan  
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2 1

2

2 1
3

3

3 1 2 1
4

2 2

3 2 6

a c

c c
a

c c c c
a






  



   


     (3.7) 

katsayı bağıntıları bulunur. (3.7) ifadesinden,  

2 4
2 1 3 2 1

2 4 3
3 4 12

c c c c
a a a       (3.8) 

kolayca elde edilir. (3.8) eĢitliğinde uygun sınır değerleri kullanılarak Lemma 3.2.3 den 

istenen sonuç elde edilebilir.  

ġimdi 1c c  ve 0 2c   olduğu gözönüne alınıp (3.1) ve (3.2) birlikte 

kullanılarak,  

 

      

2 22 4 4

1 3 2 1

22 2 2 2

4

3 4 12 24 16

4 1 4 12

6 48

c c xc c c c c

c x cz c x c


   

   
 

  

bulunur. Yukarıdaki eĢitliğin sağ tarafına üçgen eĢitsizliği uygulanır ve 1x     

değeri yerine yazılırsa, 

   

   

2 2 22 4 4

1 3 2 1

2 2

4 4

3 4 12 16 6 24

4 2 6

48

( )

c c c cc c c c c

c c c

F







 
    

  




        (3.9) 

elde edilir. Ayrıca  

     2 2 24 4 2 6
( )

24 24

c c c c c
F




   
    

olduğundan 0   için   0F    olur. Dolayısıyla F  fonksiyonu artan bir fonksiyon 

olduğundan (3.9) eĢitsizliğinde 1   alınırsa  0,2c  aralığında 
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2 4

1 3 2 1 1
3 4 12

c c c c
    

olur. EĢitlik   

 

 
1

1

zf z z

f z z

 



 

veya 

 

 

2

2

1

1

zf z z

f z z

 



 

eĢitliğini sağlayan fonksiyonlar için elde edilir. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Teorem 3.3.4: f   olsun. Böylece 

2

2 4 3

1

8
a a a   

eĢitsizliği elde edilir. Bu sonuç kesindir [20]. 

 

Ġspat: Bu teoremin ispatı Teorem 3.3.3 ün ispatına benzer bir Ģekilde yapılır. Kabul 

edelim ki f   olsun. Her z   için 
 ( )

Re 0
( )

zf z

f z

  
 

  

 olduğundan,  

 ( ) ( ) ( )z f z f z p z       (3.10) 

olacak Ģekilde, p  vardır. Buradan 

1
2

2

2 1
3

3

3 1 2 1
4

2

6 6

12 8 24

c
a

c c
a

c c c c
a


 




  



   


    (3.11) 

katsayı bağıntıları bulunur. (3.11)  ifadesinden  

2 2 2 4

2 4 3 1 3 1 2 2 1

1
6 4

144
a a a c c c c c c        (3.12) 

eĢitliği elde edilir. ġimdi,  



32 

 

    
  

2 2 2 2 2

22 2 4 2

1 3 1 2 2 1

3 4 4 8
6 4 3 4 1

2 2

c c x c c x
c c c c c c c c x z

  
       

eĢitliğinin sağ tarafına üçgen eĢitsizliği uygulanıp ve 1x    değeri yerine yazılırsa, 

 
 

  

2 2

2 2 4 2

1 3 1 2 2 1

2 2 2

3 4
6 4 3 4

2

4 8

2

( )

c c
c c c c c c c c

c c

F








     

 




  (3.13) 

elde edilir. Diğer taraftan  1 0 2c c c    olsun. (3.1) ve (3.2) birlikte kullanılarak 

sonuç elde edilir. Buradan, 

 
   

2 2

2
3 4

( ) 4 2 4
2

c c
F c c c 


       

   
1

1max F F





  olup ( ) 0F    olduğundan ( )F   nin artan bir fonksiyon olduğu 

görülür. ġimdi,  

     
     2 2 2

2
3 4 4 2 4

1 3 4
2 2

c c c c c
G c F c c

   
      

yazalım. 1c   de G  fonksiyonunun maksimum değere sahip olduğu kolayca 

gösterilebilir. (3.13) de  1c   ve  1   değerleri için üst sınır   

2 2 4

1 3 1 2 2 16 4 18c c c c c c     

olur. 1 1,c   2 1c    ve 3 2c    değerleri için (3.12) sonucunun kesin olduğu açıktır. Bu 

da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Teorem 3.3.5: f   olsun. Buradan, 

2 3 4

1

2
a a a   

eĢitsizliği elde edilir. EĢitlik  

3

3

0

1
( )

1

z
t

f z dt
t




  

fonksiyonu için yazılır [2]. 
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Ġspat: f   olsun. Bu durumda    f z p z   olacak Ģekilde bir p  vardır. Bu 

eĢitlik kullanılarak 2 12 ,a c  3 23a c  ve 4 34a c  katsayı bağıntıları bulunur. Böylece 

31 2
2 3 4

6 4

cc c
a a a         (3.14) 

yazılır. (3.14) ifadesinde Lemma 3.2.4  deki 2c  ve 3c değerleri yerine yazılırsa, 

      222 2 23
11 1 1 11

2 3 4

4 14 4

48 24 16 8

c x zc c x c c xc
a a a

  
       (3.15) 

eĢitliği elde edilir. Daha sonra 1 ,c c   2,0c   alınır ve eĢitliğin sağ tarafına üçgen 

eĢitsizliği uygulanır 1x    ve 1z   olduğu da göz önüne alınırsa, 

      2 2 2 23

2 3 4

4 4 2 4
( )

48 8 24 16

c c c c cc
a a a F

 


   
       

elde edilir. Buradan  2,0c   için 

    2 24 2 4
( )

24 8

c c c c
F




  
    

olur. Böylece,  0,1   kapalı aralığında ( ) 0F    olduğundan ( )F   fonksiyonu   

değeri için azalan bir fonksiyondur. Dolayısıyla  

 
23 4

( ) 0 ( )
48 8

cc
F F G c


     

olup sonuç olarak, ( )G c  fonksiyonunun türevinden bu fonksiyonun  2,0  aralığında 

artan olduğu görülür. Böylece ( ) (0) 1 2G c G   olur. Ayrıca 1 0,c c   0x    ve  

1z   değerleri için Lemma 3.2.3 ve Lemma 3.2.4 kullanılarak 2 0c   ve 3 2c   bulunur. 

Buradan teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur.  

 

Ayrıca  sınıfındaki fonksiyonlar için farklı katsayı kombinasyonlarına iliĢkin 

sonuçlar bulunmuĢtur. Öyleki Macgegor [24] deki çalıĢmasında her 2,3,...k   için 

2
ka

k
  ve Babalola ve Opoola [3] deki çalıĢmasında 

2

3 2

2

3
a a    bulmuĢlardır. Bu 

sonuçlar Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.5 birlikte düĢünüldüğünde aĢağıdaki sonuç verilir. 
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Sonuç 3.3.6:  f   olsun. Bu durumda 

3

993
(1)

1620
H   

sonucu elde edilir [2]. 

 

Benzer Ģekilde Babalola [2] aynı çalıĢmasında yıldızıl fonksiyonlar için  
3(1)H  katsayı 

sınırını elde etmiĢtir. AĢağıdaki teorem bu sonuca ulaĢmak için ilk adımdır. 

 

Teorem 3.3.7: 
*f   olsun. Buradan   

2 3 4 2a a a   

eĢitsizliği elde edilir. EĢitlik Koebe fonksiyonu 
2( ) (1 )k z z z   ile verilir [2]. 

 

Ġspat: 
*f   olsun. Bu durumda      z f z f z p z   olacak Ģekilde bir p   

vardır. Bu eĢitlikte terimler eĢitlenerek  

2 1

2

3 2 1

3

4 3 1 2 1

2

6 2 3

a c

a c c

a c c c c



 

  

 

katsayı bağıntıları elde edilir. Buradan 

3

2 3 4 1 3

1

3
a a a c c         (3.16) 

olur. Lemma 3.2.4 deki 2c ve 3c değerleri (3.16) eĢitliğinde yerine yazılırsa, 

      23 2 2 2 2

2 3 4 1 1 1 1 1 1

1
3 2 4 4 2 4 1

12
a a a c c c x c c x c x z                   (3.17) 

elde edilir. Lemma 3.2.3 ten 1 2c   için 1c c  ve  0,2c  olduğu göz önüne alınıp ve  

(3.17) ifadesinin sağ tarafına üçgen eĢitsizliği uygulanırsa  1x    için 

      3 2 2 2 2

2 3 4

1
3 2 4 2 4 4 2 ( )

12
a a a c c c c c c F            

 
 

 bulunur. ( )F  fonksiyonu için 

    2 21
( ) 2 4 2 4 2 0

12
F c c c c        

 
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olur. Buradan eğer  1,2c  ise  0,1  üzerinde   için ( )F   fonksiyonu artan 

fonksiyondur. Bu durumda bütün  1,2  değerleri için ( ) (1) 2F F c      olur. Bu 

nedenle ( ) 2F    dir. Öte yandan,  0,1c  olsun. Bu durumda ( ),F    0,1   aralığı 

azalan olduğundan ( ) (0)F F   olur. ġimdi 

3 23 2 8
( ) ( )

12

c c
F G c

 
   

olsun. Dolayısıyla,  0,1c  aralığında ( ) (0) 2 3G c G   olur. Bu sınır,  1,2c  

aralığı için 2  den küçüktür. Böylece, ( )F   fonksiyonu maksimum değerini 1    ve  

2c    değerleri için alır. 1 2c c    değerleri için (3.11) ve (3.12) ifadelerinden 

2 3 2c c   elde edilir. Buradan (3.16) eĢitliğinin sonucunun kesin olduğu görülür. 

Ayrıca, bulunan sınırın kesinliği Koebe fonksiyonu ile sağlanır. 

 

Ayrıca 
*
 sınıfına ait fonksiyonların katsayı bağıntılarına iliĢkin 2,3,...k   için Duren 

[10] çalıĢmasında ka k  ve Keogh ve Merkes [21] deki çalıĢmasında 2

3 2 1a a   

bulmuĢlardır. 

 

Tüm bu sonuçlar ve Teorem 3.3.7 dikkate alındığında aĢağıdaki sonuca ulaĢılır. 

 

Sonuç 3.3.8: 
*f   için 

3(1) 16H   

olur. EĢitlik Koebe fonksiyonu ile elde edilir [2]. 

 

AĢağıdaki aynı çalıĢmada konveks fonksiyonlar için 3(1)H  in sınırı aĢağıdaki Ģekilde 

bulunmuĢtur. 

 

Teorem 3.3.9: f   olsun. Bu durumda  

2 3 4

1

6
a a a   

eĢitsizliği yazılır. EĢitlik  
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3

3

0 0

2
( ) .exp( )

1

z s
t

f z s dt ds
t

 
  

 
   

fonksiyonu ile elde edilir [2]. 

 

Ġspat: f   olsun. Bu durumda  ( ) ( ) ( )z f z f z p z   olacak Ģekilde bir p  

vardır. Buradan 

2 1

2

3 2 1

2

6

a c

a c c



 
 

3

4 3 1 2 124 2 3a c c c c    

katsayı bağıntıları bulunur. Böylece 

3

2 3 4 1 1 2 3

1
2

24
a a a c c c c        (3.18) 

yazılır. Lemma 3.2.4 deki 2c   ve 
3c  değerleri (3.18) ifadesinde yerine yazılırsa, 

      22 2 2 2

2 3 4 1 1 1 1 1

1
3 4 4 2 4 1

48
a a a c c x c c x c x z            (3.19) 

elde edilir. Lemma 3.2.3 de 1 2c   ile  2,0c   aralığında 1c c  olduğunu 

varsayalım. (3.19) ifadesinin sağ tarafına üçgen eĢitsizliği uygulanıp ve 1x    

yazılırsa, 

      2 2 2 2

2 3 4

4 4 2 4
( )

24 16 48

c c c c c
a a a F

 


   
      

yazılır. ( )F   fonksiyonunun türevi alınırsa 

    2 24 4 2
( ) 0

16 24

c c c c
F




  
     

olur. Böylece  0,1  üzerinde ( )F   azalan olduğundan ( ) (0)F F   yazılır. Buradan, 

2( ) (4 ) 24 ( )F c G c     

olup  2,0  aralığında ( )G c  fonksiyonu artandır. Dolayısıyla, ( ) (0) 1 6G c G   dır. 

Bu durumda, 2 3 4a a a  fonksiyonunun maksimum değeri 0   ve 0c   değerleri için 

1 6  olur. 



37 

 

Eğer 1 0c c   alınıp Lemma 3.2.3 ve Lemma 3.2.4 de 0x   ve 1z    seçilirse 

2 0c   ve 3 2c   değerleri bulunur ve eĢitlik teoremde tanımlanan ( )f z  ile elde edilir. 

Bu da ispatı tamamlar. 

 

Diğer taraftan  sınıfına ait fonksiyonlara iliĢkin katsayı bağıntıları 2,3,...k   için  

Duren [10] çalıĢmasında 1ka   ve Teorem 3.3.4 te 
2

2 4 3

1

8
a a a   ve Keogh ve 

Merkes [21]  çalıĢmasında 
2

3 2

1

3
a a    bulmuĢlardır. 

 

Tüm bu sonuçlar, Teorem 3.3.4 ve Teorem 3.3.9 birlikte düĢünüldüğünde aĢağıdaki 

sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.3.10: f   olsun. Bu durumda 

3

15
(1)

24
H   

 sonucu elde edilir [2]. 

 

Janteg, Halim ve Darus 2008 yılında  sınıfına ait fonksiyonlar için genelleĢtirilmiĢ 

ikinci Hankel determinantı için aĢağıdaki sonucu bulmuĢtur. 

 

Teorem 3.3.11: f   olsun. Buradan   olmak üzere 

2

2

2

2 4 3

2

(27 16 ) 4
, 0

144(9 8 ) 9

(27 32 ) 4 27
, 0

144(9 8 ) 9 32

4 27 27
, ,

9 32 16

(16 27) 4 27
,

144(8 9) 9 16

eğer

eğer

a a a

eğer

eğer

 




 








 




 
 


 

  
 

  
  



  
 

 

eĢitsizliği elde edilir [19]. 
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Ġspat : f   olsun. Buradan her z   ve   Re ( ) 0f z   için 

( ) ( )f z p z       (3.20) 

olup  (3.19) ifadesinde terimler eĢitlenerek  

2 1

3 2

4 3

2

3

4

a c

a c

a c

 


 
 

     (3.21) 

katsayı bağıntıları bulunur. Böylece 

2
2 1 3 2

2 4 3
8 9

c c c
a a a


       (3.22) 

yazılır. Lemma 3.2.4 deki 2c ve 3c  değerleri (3.22) ifadesinde yerine yazılırsa 

    

       

2 242

1 3 2

22 2 2 2

9 8 49 8

8 9 288 144

4 1 4 9 8 32

16 288

c c xcc c c

c x cz c x c



 

 
  

    
 

 

elde edilir. Yukarıdaki eĢitliğin sağ tarafına üçgen eĢitsizliği uygulanır ve  1x      

değeri yerine yazılırsa 

   

  
 

2 2 242

1 3 2

2 2 2

4 9 8 49 8

8 9 288 16 144

4 9 8 32 18

288

c c c ccc c c

c c c
F

 

  


  
   

   
 

  (3.23) 

olur.  F   fonksiyonunun türevi alınırsa, 

 

       

       

       

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

9 8 4 4 9 8 32 18
, 0

144 144

9 8 4 4 9 8 32 18 9
, 0

144 144 8

8 9 4 4 8 9 32 18 9
,

144 144 8

c c c c c
eğer

c c c c c
F eğer

c c c c c
eğer

   


   
 

   


      
  

      

    

      
  

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olur. Yukarıdaki tüm durumlarda 0   için ( ) 0F    olduğundan F  artan bir 

fonksiyondur. Dolayısıyla    
1

1
p

max F F


  yazılır.  

ġimdi, 

   
   

  

2 2 24

2 2

4 9 8 49 8
1

288 16 144

4 9 8 32 18

288

c c c cc
G c F

c c c



 

  
   

   


  (3.24) 

olarak tanımlansın. Bu fonksiyonun maksimumluğu için aĢağıdaki durumlar göz önüne 

alınır. 

(i): Ġlk olarak  0  olsun. (3.24) ifadesinden 

    29 8 27 16
36

c
G c c        

bulunur. Basit hesaplamalarla G  fonksiyonunun 
27 16

9 8
c









 değerinde maksimum 

değerine ulaĢtığı görülür. (3.23) eĢitliğinde  1     ve  
27 16

9 8
c









  değerleri için  

 

 

22

1 3 2
27 16 4

8 9 144 9 8 9

c c c  




  


 

eĢitsizliği elde edilir. 

(ii): Ġkinci olarak  
27

0
32

     olsun. Bu durumda 

    29 8 27 32
36

c
G c c        

olur. Burada G  fonksiyonu maksimum değerini 
27 16

9 8
c









 ile alır. Dolayısıyla,  

 

 

22

1 3 2
27 32 4

8 9 144 9 8 9

c c c  




  


 

elde edilir. 
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(iii):  Üçüncü sonucu kanıtlamak için, ilk ikisi kullanılır. Ġlk olarak, 
9 27

8 16
    olsun. 

Bu durumda (3.23) eĢitliğinden  

    28 9 16 27
36

c
G c c        

olur. Burada G  fonksiyonu maksimum değerini 
27 16

8 9
c









 ile alır. Her iki 

durumda da,  

2

1 3 2 4

8 9 9

c c c 
   

üst sınır olarak elde edilir. 

(iv): Son olarak, 
27

16
   olsun. Burada G  fonksiyonu maksimum değerini 

16 27

8 9
c









 ile alır. Bundan dolayı,  

 

 

22

1 3 2
16 27 4

8 9 144 8 9 9

c c c  




  


 

olur. Bununla teoremin ispatını tamamlanır. 

 

Murugusundaramoorthy ve Magesh 2009 yılında aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan ( )  

sınıfı için ikinci Hankel determinatı sınırlarını bulmuĢtur. 

 

Tanım 3.3.12: f   olsun. 0   olmak üzere her z  için  

   
( )

Re 1 0
f z

f z
z

 
 

   
 

                        (3.25) 

Ģartını sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( )  sınıfındandır denir [25]. 

 

Teorem 3.3.13: ( )f    olsun. 0   için 

2

2 4 3 2

4

(1 2 )
a a a


 


 

eĢitsizliği yazılır. Elde edilen sonuç kesindir [25].  
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Hayami ve Owa [15] deki çalıĢmada Tanım 3.3.12 deki ( )  sınıfını aĢağıdaki Ģekilde 

genelleĢtirerek bu sınıf için Hankel ve Fekete-Szegö problemlerini çözmüĢlerdir. 

 

Tanım 3.3.14: ( )f z   olsun. , ,    0 ( 1,2,3,...),n n     (0 1)    reel 

sayısı için Re( )     olmak üzere her z  için  

( )
Re ( ) '( )

f z
f z

z
  
 

  
 

 

Ģartını sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa  ( , ; )R    sınıfındandır denir [15]. 

 

Örnek 3.3.15:  2(Re( ) )
( , , )

  
  

 

 



 olsun. O halde, 

2 1

1

(1 ( , , )) ( , , ) ( ,1;1 ; ) ; 0

( ) 2(Re( )
( 1)

; 0
1

d

d d

d

z z z
d d

f z
z z

z

   
      

 

 

 



 
   


  

 


 

   (3.26) 

fonksiyonu ( , ; )R     sınıfına aittir. Burada 2 1( , ; ; )a b c z  bilenen Gauss 

hipergeometrik fonksiyondur [15]. 

 

( , ; )R    sınıfı için Hankel ve Fekete-Szegö sonuçları aĢağıda verilmiĢtir. 

 

Teorem 3.3.16:  ( ) ( , ; )f z R     olsun. Buradan, 

2

2(Re( ) )( 3 )
( ) 1

( 2 )
B

    
 

 

  
 


 

olmak üzere  

2

3 2

2(Re( ) )
( ) ;( ( ) 1)

3

2(Re( ) )
;( ( ) 1)

3

B B

a a

B

  
 

 


  


 

 
 

  
  

 

 

eĢitsizliği sağlanır. EĢitlik (3.26) denkleminden faydalanıldığında   1( ) 1f z B    

ve   2 ( ) 1f z B    için sağlanır [15]. 
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Teorem 3.3.17:  ( ) ( , ; )f z R     olsun. Buradan, 
2

( )( ( 2) )
( )

( ( 1) )

n n

n

   
 

 

  


 
 

olmak üzere 2,3,...n  için 

 

 

2

2

2 1 2

(Re( ) )
2 2 ( ) ( ) ;Re ( ) 1

( )( ( 2) )

(Re( ) )
4 ;Re ( ) 1

( ( 1) )

n n n

n n
a a a

n

  
  

   


  
 

 

 

  
        

  
 


  

 

eĢitsizliği sağlanır. EĢitlik (3.26) ile verilen ( )df z   (Re ( ) 1; 2 | )d ve d n    

fonksiyonu için sağlanır [15]. 

 

Teorem 3.3.16 ve Teorem 3.3.17 de 1    alınırsa sırasıyla aĢağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

 

Sonuç 3.3.18: ( ) ( )f z R   olsun.  0,1   olmak üzere 

2

2
2

3 2

2

2

1 2(1 )
2(1 ) ; 0

3 2 (2 )

2(1 ) (1 )
;0

3 2 (3 2 )(1 )

2(1 ) 1 (2 )
2(1 ) ;

(2 ) 3 2 (3 2 )(1 )

a a


  

 

 
 

  

 
  

   

  
   

  
  

   
  

   
    

     

 

olur. EĢitlik (3.26) ile verilen 1( )f z  ve 2 ( )f z  fonksiyonlar için sağlanır [15]. 

 

Sonuç 3.3.19: ( ) ( )f z R   olsun. 

          
         

4 2 2 2 2 2

2 2

9 3 2 16 2 4 3 3 2 8 2 4 3 (1 )
( , , )

2 2 4 3 3 2 3 2 2 4 3
D

        
  

      

        


      
 

olmak üzere  

 

  

 

  

 

 

 

  

 

  

2 2

2

2 4 3 2 2 2

2

(2 2) 3 2 3 3 2
( , , ) ;

4 2 4 3 4 2 4 3

4 1 3 3 2 3 2
;
4 2 4 3 2 4 33 2

D

a a a

 
   

   


  
 

   

   
 

   
  

  
     

 

sağlanır. EĢitlik (3.26) ile verilen 2 ( )f z   fonksiyonu için sağlanır [15]. 



43 

 

Bansal 2012 yılında [5] çalıĢmasında ( , )R A B
 sınıfı için ikinci Hankel determinantı 

problemini ele almıĢtır.  

 

Tanım 3.3.20: f   olsun.  \ 0   olmak üzere her z  için  

1 1
1 ( ( ) ( ) 1)

1

Az
f z z f z

B z


   


 ( 1 1)B A     

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( , )R A B
 sınıfındandır denilir [5]. 

 

Subordinasyon tanımı uygulandığında Tanım 3.3.20 deki subordinasyon Ģartı  

( ) ( ) 1
1

( ) ( ( ) ( ) 1 )

f z z f z

A B B f z z f z

  


    
 

eĢitsizliğine denk olur. 

 

Teorem 3.3.21: ( , )f R A B  olsun. 0 1,   1 1B A     ve  \ 0   olmak 

üzere her z  için 

 

 

2 2

2

2 4 3 2
9 1 2

A B
a a a






 


 

eĢitsizliği yazılır [5]. 

 

Verma, Grupta ve Singh 2012 yılında [43] çalıĢmasında aĢağıda tanımlanan   sınıfı 

için ikinci Hankel determinantı problemini ele almıĢlardır. 

 

Tanım 3.3.22: f   olsun.  , 0 1   olmak üzere her z  için 

( )
Re (1 ) ( ) 1

( )

zf z
f z

f z
  

  
     

  
 

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa    sınıfındandır denir [43]. 
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Teorem 3.3.23: f   ve  , 0 1   aralığında bir reel sayı olsun. Böylece 

2 3 2 2

2 5 4 3 2

(1 ) 1 [10 5 12 5]
( ) [32(1 2 ) ]

72(1 ) (1 2 ) 2 [4 6 18 29 20 1]
K

   
 

      

   
  

      
 

ve 0 0,4276891324...   da 3 210 5 12 5 0       denkleminin bir kökü olmak 

üzere 

2

02 2

2 4 3

0

4 (1 )
; 0

9 (1 )

( ) ; 1

a a a

K


 



  

 
 

  
  

 

eĢitsizliği doğrudur [43]. 

 

Ġspat: f   olsun. Bu durumda 

( )
(1 ) ( ) 1 (1 ) ( )

( )

zf z
f z p z

f z
   

 
      

 
   (3.27) 

olacak Ģekilde bir p  fonksiyonu vardır. (3.27) ifadesinin terimleri eĢitlenerek 

2 1

2 2

3 2 1

2 3
3

4 3 1 2 1

2 (1 )

3 (1 ) (1 ) (1 )

3 (1 ) (1 ) (2 1)
4 (1 2 ) (1 )

(1 ) (1 )

a c

a c c

a c c c c



   

    
 

 

 

    

  
    

 

 

katsayı bağıntıları elde edilir. Böylece, 





2
2 2 2

2 4 3 1 3 22

2 2 2 4

1 2 1

(1 )
9(1 ) 8(1 2 )

72(1 ) (1 2 )

(1 )(11 5 ) (1 ) (2 9)

a a a c c c

c c c


 

 

      


    

 

      

  (3.28) 

kolayca elde edilir. Diğer taraftan (3.28) eĢitliğinde Lemma 3.2.4 teki 2c  ve 3c  değerleri 

yerine yazıldığında  

 



2

2 4 3

2 4
2 2 21

2

2 2 2

1 1

22 2 2 2 2 2

1 1 1 1

(1 )
(9 2 1) 4 (2 9)(1 )

72(1 ) (1 2 ) 4

1
2 (1 )(11 5 ) (4 ) (9 2 1) (1 )(11 5 )

2

9 1
(1 ) (4 ) (1 ) (4 ) 32(1 2 ) (9 2 1)

2 4

a a a

c

c c x

c c x z x c c


     

 

       

   




         

         

           

 (3.29) 
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sonucuna varılır. p  için 1 2c   olduğu açıktır. Genelliği bozmadan  0,2c  

aralığında 1c c  alalım. (3.29) ifadesinin sağ tarafına üçgen eĢitsizliği uygulanıp, 

1x    değeri yerine yazılırsa 

 



2 4
2 2 2 2

2 4 3 2

2 2 2

2 2 2 2 2

(1 )
(9 2 1) 4 (2 9)(1 )

72(1 ) (1 2 ) 4

1
2 (1 )(11 5 ) (4 ) (9 2 1) (1 )(11 5 )

2

9 1
(1 ) (4 ) (4 )( 2) (9 2 1) 16(1 2 )

2 4

( )

c
a a a

c c

c c c c c

F


     

 

        

    




          

         

           



 

olur. ( )F  nin türevi alınıp basit iĢlemler yapıldığında  





2
2 2 2

2

2 2

(1 ) 1
( ) (4 ) (9 2 1) (1 )(11 5 )

72(1 ) (1 2 ) 2

1
(4 )( 2) (9 2 1) 16(1 2 )

2

F c c

c c c


     

 

   

 
          

        

 

bulunur. Buradan kolaylıkla 0   için ( ) 0F    olduğu görülür. Böylece   



 

2 4
2 2 2

2

2 2

(1 )
( ) (1) 4 (2 9)(1 ) 2(9 2 1)

72(1 ) (1 2 ) 4

3(9 2 1) 2 (1 )(11 5 ) 8(2 1) 32(2 1)

( )

c
F F

c

G c


      

 

      


          

         



 

yazılır. Buradan 





2
2 2 2 2

2

2

(1 )
( ) 2 2 (2 9)(1 ) (9 2 1)

72(1 ) (1 2 )

2 3(9 2 1) 2 (1 )(11 5 ) 8(2 1)

G c c c


     
 

     


         

       

 

elde edilir. ( ) 0G c   alındığında 3 210 5 12 5 0       denkleminin kökü 

0 0,4276891324...  olup, 0 2c   olduğunda 0   için 

 3 2

0 5 4 3 2

10 5 12 5

4 6 18 29 20 1
c

  

    

   


    
 

olur. 

  nın durumlarına göre 
0 2
max ( )

c
G c

 
 aĢağıdaki Ģekilde incelenir: 
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1. Durum: 00     olsun. Bu durumda ( )G c  fonksiyonu maksimumum değerini 

0c   noktasında alır. Buradan  

2

20 2

4(1 )
max ( ) (0)

9(1 )c
G c G



 


 


 

olur. 

2. Durum: 0 1    olsun. Bu durumda ( )G c  fonksiyonu maksimumum değerini 

0c c  noktasında alır. Böylece, ( )K   fonksiyonu 

0
0 2
max ( ) ( ) ( )

c
G c G c K 

 
   

olur. Dolayısıyla teorem ispatlanmıĢ olur. 

 

Lee, Ravichandran ve Supramaniam 2013 yılında Ma-Minda yıldızıl ve konveks 

fonksiyonlar için ikinci Hankel determinantı problemini ele almıĢlardır [22]. 

 

Tanım 3.3.24: f   olsun. :    analitik ve   nin Maclaurin serisi  

2 3

1 2 3 1 2 1( ) 1 ... ( , , 0)z B z B z B z B B B           (3.30) 

Ģeklinde olsun.  

i. Her  z  için 

( )
( )

( )

zf z
z

f z



 

koĢulunu sağlayan fonksiyonlara Ma-Minda yıldızıl fonksiyonlar denir. Bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıf 
*( )f   ile gösterilir. 

ii. f   olsun. Her  z  için 

( )
1 ( )

( )

zf z
z

f z






 

koĢulunu sağalayan fonksiyonlara ise Ma-Minda konveks fonksiyonlar denir. Bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıf ( )f   ile gösterilir [22]. 

 

Literatürde genellikle *( )  ve ( )  sınıflarına sırasıyla Ma-Minda yıldızıl ve Ma-

Minda konveks fonksiyonların sınıfı denir. 
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AĢağıdaki sonuç Ma-Minda yıldızıl fonksiyonlara aittir. 

 

Teorem 3.3.25:  *( )f   olsun. 

1)  Eğer 
1B ,

2B ve 
3B   değerleri 

4 2 2

2 1 1 1 3 2 1 2 1, 4 16 12 6 9 0B B B B B B B B B       

koĢullarını sağlarsa, bu durumda  

 

  olur. 

2) Eğer 
1B ,

2B ve 
3B   değerleri  

4 2 2

2 1 1 1 3 2 1 2 1, 4 16 12 2 5 0B B B B B B B B B      , 

 veya  

4 2 2

2 1 1 1 3 2 1 2 1, 4 16 12 6 9 0B B B B B B B B B      , 

koĢullarını sağlarsa, bu durumda   

2 4 2 2

2 4 3 1 1 3 2 1 2 1

1
( 4 16 12 6 3 )

48
a a a B B B B B B B        

 olur. 

3)  Eğer 
1B ,

2B ve 
3B   değerleri 

4 2 2

2 1 1 1 3 2 1 2 1, 4 16 12 2 5 0B B B B B B B B B       

koĢullarını sağlarsa, bu durumda  

4 2 22
1 1 3 2 1 2 12 1

2 4 3 4 2 2

1 1 3 2 1 2 1

12 48 40 2 7
( )

12 4 16 12 2

B B B B B B BB
a a a

B B B B B B B

   
 

   
 

 olur [22].  

 

Ġspat: *( )f   olsun. Bu durumda 

( )
( ( ))

( )

zf z
w z

f z



                                                       (3.31) 

olacak Ģekilde da (0) 0w   ve ( ) 1w z   Ģartını sağlayan bir w  fonksiyonu vardır. 

Ayrıca 

2

1 1 2

1 ( )
( ) 1 ...

1 ( )

w z
p z c z c z

w z


    


 

2
2 1

2 4 3
4

B
a a a 
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Ģeklinde tanımlanan 
1p fonksiyonları için  

2
21 1

1 2

1

( ) 1 1
( ) ...

( ) 1 2 2

p z c
w z c z c z

p z

  
      

   

                              (3.32) 

eĢitliği yazılır. Böylece 
1,p   da analitik 

1(0) 1p   ve reel kısmı pozitif olan bir 

fonksiyon olur. Diğer taraftan (3.30)  ve (3.32) ifadeleri birlikte kullanıldığında, 

2
2 21 1

1 1 1 2 2 1

1

( ) 1 1 1 1
1 ...

( ) 1 2 2 2 4

p z c
B c z B c B c z

p z


    
         

     

              (3.33) 

bulunur. Böylece, 

2 2 3 3

2 2 3 4 2 3 2

( )
1 ( 2 ) (3 3 ) ...

( )

zf z
a z a a z a a a a z

f z


                                 (3.34) 

olur. (3.31),  (3.33) ve  (3.34) ifadelerinden 

 

   

1 1
2

2 2

3 1 1 2 1 1 2

3 2 3 2

4 2 1 1 1 1 2 3 1 1 1 2 1 2 1 3

2

1
2

8

1
4 2 3 3 2 2 3 4 4 8

48

B c
a

a B B B c B c

a B B B B B B B c B B B c c B c



    
 

           
 

 

eĢitlikleri elde edilir. Buradan 

 
3 2

2 4 2 21 1 1 2
2 4 3 1 2 3 1 2 2 1 1 1 3 1 2

1

3
2 2 8 6

96 2 2 2

B B B B
a a a c B B c c B B B c c B c

B

  
           

  

 

yazılır. Eğer  

 1 1 2 2 1

3 2

1 1 2
3 1 4 2 3

1

1

8 , 2

3
6 , 2

2 2 2

96

d B d B B

B B B
d B d B B

B

B
T

  

       



                                 (3.35) 

alınırsa 

2 2 2 4

2 4 3 1 1 3 2 1 2 3 2 4 1a a a T d c c d c c d c d c                                           (3.36) 

sonucu yazılır. Herhangi bir p  fonksiyonu için  ip e z   olduğundan 1 0c   

alınması genelliği bozmayacaktır.  0,2c  aralığında 1c c  alalım. (3.1) ve (3.2) 

ifadelerindeki  2c  ve 3c  değerleri sırasıyla (3.36) eĢitliğinde yerine yazılırsa, 
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    

       

2 4 2 2

2 4 3 1 2 3 4 1 2 3

22 2 2 2 2

1 3 1

2 4 2 4
4

4 4 2 4 1

T
a a a c d d d d xc c d d d

c x d c d c d c c x z

        

       

 

elde edilir. (3.35) ifadesindeki 1d , 2d , 3d ve 4d  ve x  yerine de   değeri yazılırsa, 

 

     

   

   

 

2
2 4 3 2 22

2 4 3 1 3 2

1

2 2 2 2 2

1 1 1

24
3 2 2 22
1 3 1 2

1

2 21

2 8 6 4 4
4

4 2 24 16 4 1

2 8 6 4 4 4
4

4 6 2
2

,

BT
a a a c B B B c c

B

c B c B B c c

Bc
T B B B c c B c c

B

B
c c c

F c



 







  
        

 

     


  
         

 

    



        (3.37) 

olur.    ( , ) 0,2 0,1c     için (3.37) ifadesindeki ( , )F c   fonksiyonunun   ye göre 

kısmi türevi alınırsa 

     2 2

2 14 4 2 6
F

T B c B c c c



      
 

                            (3.38) 

elde edilir. Böylece 0 1   ve 0 2c   aralığında sabit bir c değeri için ( , )F c   

fonksiyonu   değerleri için 0
F







 olur. Yani ( , )F c   artan bir fonksiyondur. Bu 

nedenle, sabitlenmiĢ  0,2c   için  

     max , ,1F c F c G c    

olur.  Yani ( , )F c   fonksiyonu maksimum değerini 1   de alır. Böylece  

     
24

3 21 2 1
1 3 2 2 1 1

1

2 8 6 4 24
96 4 2

B B Bc
G c B B B c B B B

B

 
        


 

yazılır. Burada 



 

2
3 2 1
1 3 2

1

2 1

1

1
2 8 6

4 2

4

24

B B
P B B B

B

Q B B

R B


      



 



                                     (3.39) 

olsun. Dolayısıyla, (3.39) ifadelerinde verilen ,P  Q  ve R  değerleri için 
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 2

0 4

2

; 0,
4

max 16 4 ; 0, 0,
8 4

4
; 0,

4 8

t

Q
R Q P

Q Q
Pt Qt R P Q R Q P veyaQ P

PR Q Q
Q P

P

 


  




          

 

  


   (3.40) 

değerlendirmesi doğru olduğundan sonuç olarak   

2 1
2 4 3

2

; 0,
4

16 4 ; 0, 0,
96 8 4

4
; 0,

4 8

Q
R Q P

B Q Q
a a a P Q R Q P veyaQ P

PR Q Q
Q P

P


  




         

 

  


 

elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanır. 

 

Teorem 3.3.26: ( )f   olsun. Bu durumda 

1) Eğer 
1B ,

2B ve 
3B     değerleri      

1

2 4 2 2 2

1 2 1 1 2 1 3 2 14 2 0, 6 4 4 0B B B B B B B B B B         

koĢullarını sağlarsa, bu durumda  

2
2 1

2 4 3
36

B
a a a   

olur. 

2) Eğer 
1B ,

2B ve 
3B     değerleri     

1

2 4 2 2 3 2

1 2 1 1 2 1 3 2 1 2 1 14 2 0, 2 2 12 8 4 6 0B B B B B B B B B B B B B          , 

veya  

1

2 4 2 2 2

1 2 1 1 2 1 3 2 14 2 0, 6 4 4 0B B B B B B B B B B        , 

koĢullarını sağlarsa, bu durumda  

1

2 4 2 2

2 4 3 1 2 1 3 2

1
( 6 4 )

144
a a a B B B B B B       

olur. 

3) Eğer 
1B ,

2B ve 
3B   değerleri     

1

2 4 2 2 3 2

1 2 1 1 2 1 3 2 1 2 1 14 2 0, 2 2 12 8 4 6 0B B B B B B B B B B B B B           
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koĢullarını sağlarsa, bu durumda  

1

1

4 2 2 3 22
1 2 1 3 2 1 1 2 12 1

2 4 3 4 2 2 3 2

1 2 1 3 2 1 1 2 1

17 8 96 80 12 48 36
( )

576 6 4 4 2

B B B B B B B B B BB
a a a

B B B B B B B B B B

     
 

     
 

olur [22]. 

 

Ġspat: ( )f   olsun. Bu durumda 

 
( )

1 ( )
( )

zf z
w z

f z



 


        (3.41) 

olacak Ģekilde  da (0) 0w   ve ( ) 1w z    Ģartlarını sağlayan bir w  fonksiyonu vardır. 

Böylece 

   2 2 3 3

2 2 3 2 2 3 4

( )
1 1 2 4 6 8 18 12 ...

( )

zf z
a z a a z a a a a z

f z


         


 (3.42) 

olur. (3.33), (3.41) ve (3.42) ifadelerinden 

 

   

1 1
2

2 2

3 1 1 2 1 1 2

3 2 3 2

4 2 1 1 1 1 2 3 1 1 1 2 1 2 1 3

4

1
2

24

1
4 2 3 3 2 2 3 4 4 8

192

B c
a

a B B B c B c

a B B B B B B B c B B B c c B c



    
 

           
 

 

eĢitlikleri elde edilir. Buradan, 

 

2
2 4 3 21 2

2 4 3 1 2 1 1 1 1 2 3

1

2 2 2

2 1 1 1 2 1 1 3 1 2

4 2 1 1 1 4
2

768 3 3 3 3 3 3

2 16
4 4 8

3 3

B B
a a a c B B B B B B B

B

c c B B B B c c B c

  
          

 


     



 

yazılır. Eğer 

         1 18 ,d B    2

2 1 1 2

2
4 4 ,

3
d B B B     

3 1

16

3
d B   

 
2

3 2 2
4 2 1 1 1 1 2 3

1

4 2 1 1 1 4
2 ,

3 3 3 3 3 3

B
d B B B B B B B

B
         1

768

B
T     (3.43) 

alınırsa 

2 2 2 4

2 4 3 1 1 3 2 1 2 3 2 4 1a a a T d c c d c c d c d c         (3.44) 
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yazılır. Teorem 3.3.25 deki ispatın benzeri bir Ģekilde (3.1) ve (3.2) ifadelerindeki 2c  ve 

3c   değerleri sırasıyla (3.44) eĢitliğinde yerine yazılırsa, 

    

       

2 4 2 2

2 4 3 1 2 3 4 1 2 3

22 2 2 2 2

1 3 1

2 4 2 4
4

4 4 2 4 1

T
a a a c d d d d xc c d d d

c x d c d c d c c x z

        

       

 

 elde edilir. (3.43) ifadelerindeki 1d , 2d , 3d  ve  4d  ve x  yerine de   değeri yazılırsa, 

 

    

 

      

2
2 4 3 2 2 22

2 4 3 1 1 2 3 1 2

1

2 2 2 2 2

1 1 1

24
3 22
1 1 2 3 1

1

2 2 2 2 21
1 2

4 4 16 2 8
8 2 4

4 3 3 3 3 3

8 64
4 16 4 1

3 3

6 4 4 4
3

21
4 4 4 4 2

3 3

( , )

BT
a a a c B B B B c c B B

B

c B c B B c c

Bc
T B B B B B c c

B

B
c c B B c c c

F c



 

 



    
            

  

          

  
        

 

       



    (3.45) 

olur.  (3.45) ifadesindeki ( , )F c  fonksiyonunun   ye göre kısmi türevi alınırsa  

      
2

2 2 21
1 2

4
4 4 4 4 2

3 3

BF c
T c B B c c c




         

  (3.46) 

elde edilir. Böylece 0 1   ve 0 2c   aralığında sabit bir c  değeri için ( , )F c   

fonksiyonu   değerleri için  0
F







 olur. Yani ( , )F c   artan bir fonksiyondur. Bu 

nedenle, sabitlenmiĢ  0,2c  için 

max ( , ) ( ,1) ( )F c F c G c    

olur. Yani ( , )F c   fonksiyonu maksimum değerini 1   de alır. Dolayısıyla  

 

24
3 22
1 1 2 3 1 2 1

1

2 2

1 2 1 1

( ) 6 4 4 2
3

4 64
4 2

3 3

Bc
G c T B B B B B B B

B

c B B B B

  
         

 


    



 

yazılır. Burada 
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 

2
3 22
1 1 2 3 1 2 1

1

2

1 2 1

1

1
6 4 4 2

3

4
4 2

3

64

3

B
P B B B B B B B

B

Q B B B

R B

 
        

 

  



  (3.47) 

olsun. Dolayısıyla (3.47) ifadesindeki ,P  Q  ve R  değerleri (3.40)  ifadesinde 

kullanılırsa 

2 1
2 4 3

2

; 0,
4

16 4 ; 0, 0,
768 8 4

4
; 0,

4 8

Q
R Q P

B Q Q
a a a P Q R Q P veyaQ P

PR Q Q
Q P

P


  




         

 

  


 

elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanır. 

 

Lee, Ravichandran ve Supramaniam [22] deki çalıĢmasında Ma-Minda yıldızıl ve 

konveks fonksiyonlardan baĢlıca analitik fonksiyonların bazı farklı alt sınıfları içinde 

ikinci Hankel determinantı problemini ele almıĢlardır. Bununla ilgili sonuçlar aĢağıda 

verilmiĢtir. 

 

Tanım 3.3.27: :    fonksiyonu Tanım 3.3.24 deki gibi tanımlanan bir fonksiyon 

olsun. 0 1  ve  \ 0   olmak üzere her z  için  

1
1 ( ( ) ( ) 1 ) ( )f z z f z z 


     

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( )

   sınıfı denir [22]. 

 

Teorem 3.3.28: ( ),f 

    0 1, \ 0     ve  

  

 
2

1 1 38

9 1 2
m

 



 



 

olsun. Bu durumda 
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1) Eğer 
1B , 

2B ve 
3B   değerleri       

    2 2

2 1 1 3 2 12 1 1 2 0, 0B m B m B B mB mB        

koĢullarını sağlarsa, bu durumda  

                             
 

2 2

12

2 4 3 2
9 1 2

B
a a a




 


 

olur. 

2) Eğer 
1B , 

2B ve 
3B  değerleri      

     2

2 1 1 3 2 1 2 12 1 1 2 0, 2 2 1 0B m B m B B mB m B B B          

veya 

    2 2

2 1 1 3 2 12 1 1 2 0, 0B m B m B B mB B        

koĢullarını sağlarsa, bu durumda    

  

2

2 2

2 4 3 1 3 2
8 1 1 3

a a a B B pB


 
  

 
 

olur.  

3) Eğer 
1B , 

2B ve 
3B   değerleri  

     2 2

2 1 1 3 2 1 2 12 1 1 2 0, 2 2 1 0B m B m B B mB m B B B          

koĢullarını sağlarsa, bu durumda   

  

       

 

2 2

12

2 4 3

2 22 2 2

3 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1

32 1 1 3

4 4 1 3 2 4 1 1 2

(1 ) 2

B
a a a

m B B mB m B B m B B m B m

m m B B B



 
 

 

          


  

 

olur [22]. 

 

Tanım 3.3.29: :    fonksiyonu Tanım 3.3.24 deki gibi tanımlanan bir fonksiyon 

olsun. 0 1  ve  \ 0   olmak üzere her z  için  

( )
(1 ) ( ) (1 ) ( )

( )

z f z
f z z

f z
  


  


 

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( )G   sınıfı denir [22]. 
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Teorem 3.3.30: ( ),f G   0 1   ve     8 1 2 9 1m     olsun. Bu durumda 

1) Eğer 
1B , 

2B ve 
3B  değerleri  

     

       

2

1 2 1

4 2 2 2

1 1 2 1 3 1 2

3 2 2 1 2 0,

2 1 3 2 1 0

B m B m B m

B m B B m B B m B B

 

    

     

        
 

koĢullarını sağlarsa, bu durumda  

 

2
2 1

2 4 3 2
9 1

B
a a a


 


 

olur. 

2) Eğer 
1B , 

2B ve 
3B   değerleri  

     

     

     

2

1 2 1

4 2 3

1 1 2 1

2 2

1 3 1 2 1 2

3 2 2 1 2 0,

2 2 1 2 3 2 3 2

2 1 2 1 1 2 0

B m B m B m

B m B B m B m

B B m B B B mB

 

    

  

     

      

        

 

veya 

     

       

2

1 2 1

4 2 2 2

1 1 2 1 3 1 2

3 2 2 1 1 2 0,

2 1 3 2 1 0

B m B m B m

B m B B m B B m B B

  

    

       

        
 

koĢullarını sağlarsa, bu durumda 

       
  

4 2 2 2

1 1 2 1 3 2 12

2 4 3

2 1 3 2 1

8 1 1 2

B m B B m B B m B B
a a a

    

 

       
 

 
 

olur. 

 

3) Eğer 
1B , 

2B ve 
3B   değerleri  

     

     

     

2

1 2 1

4 2 3

1 1 2 1

2 2

1 3 1 2 1 2

3 2 2 1 0,

2 2 1 2 3 2 3 2

2 1 2 1 1 2 0

B m B m B m

B m B B m B m

B B m B B B mB

 

    

  

     

      

        

 

koĢullarını sağlarsa, bu durumda 

  

     

     

     

2
22

1 2 12 1
2 4 3 4 2 3

1 1 2 1

2

1 3 1 2 2

3 2 2 1 1 2
4

32 1 1 2 2 1 3 2 3 2

1 1 2 1

B m B m B mB
a a a m

B m B B m B m

B B m B B mB

  

      

 

 
 

            
         

  
          

 

olur [22]. 
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Tanım 3.3.31: f  olsun. Buradan her z  için 

 

 

2

1 1
zf z

f z

 
   

 
 

koĢulunu sağlayan fonksiyonlara lemniskat yıldızıl fonksiyon denir. Bu fonksiyonların 

oluĢturduğu sınıf SL  ile gösterilir [38].  

 

Geometrik olarak 
 

 

zf z
w

f z


   için 

2 1 1w    ile Bernoulli lemniskatının sağ yarı 

düzlemindeki kısmı elde edilir. Buradan kolayca f SL  için 

 

 
1

zf z
z

f z


  , z  

olduğu görülür [38]. 

 

Teorem 3.3.32: f SL  olsun. Buradan 

 

 

2

3 2

1 4 16 ; 3 4

1 4 ; 3 4 5 4

4 1 16 ; 5 4

a a

 

 

 

  


    
  

 

olur. Ayrıca,  

3 1

4 4
    için  

22

3 2 2

1 1
4 3

4 4
a a a      

ve  

1 5

4 4
   için  

22

3 2 2

1 1
5 4

4 4
a a a       

sonuçları elde edilir. Bu sonuçlar kesindir [38]. 

 

Teorem 3.3.33: f SL  olsun. Buradan   bir kompleks sayı ise 

2

3 2

1 1
max 1;

4 4
a a 

 
   

 
 

olur [38]. 
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Teorem 3.3.34: f SL  olsun. Buradan 

2

2 4 3 1 16a a a   

olur [38]. 

 

Teorem 3.3.35: f SL  olsun. Buradan 

2 3 4 1 6a a a   

olur [38]. 

 

Ayrıca Sokol [40] daki çalıĢmasında  
1

n

n

n

f z a z SL






   fonksiyonları için 
2 1 2a  , 

3 1 4a  , 4 1 6a   ve 5 1 8a   sonuçlarını bulmuĢtur. Bu sonuçlar kesindir. Sokol’un 

bu sonuçları ve Raza ve Malik’in Teorem 3.3.32, Teorem 3.3.33, Teorem 3.3.34, 

Teorem 3.3.35 ve Teorem 3.3.36 da buldukları sonuçlar birlikte düĢünüldüğünde 

aĢağıdaki sonuç verilir. 

 

Teorem 3.3.36: f SL  olsun. Buradan  

3(1) 43 576H   

olur [38]. 

 

Yahya, Soh ve Mohamad [44] deki çalıĢmasında aĢağıdaki StG  sınıfını tanımlayarak bu 

sınıf için ikinci Hankel determinantı problemini ele almıĢlardır.  

 

Tanım 3.3.37: f  olsun. ,   cos   ve 0 1   olmak üzere her z  için  

 

   
Re i zf z

e
f z f z

 
  

 
   

   

koĢulunu sağlayan fonksiyonlara simetrik noktalara göre yıldızıl fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıf StG  ile gösterilir [44].  
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Teorem 3.3.38: 
Stf G  ve cos 1.269A      olmak üzere 

2 2

2 4 3

1 4 122 28 7

9 9 972
a a a A A 

    
               

 

olur [44]. 

 

Sudharsan ve Vijaya 2014 de [41] çalıĢmasında . mertebeden yıldızıl ve konveks 

fonksiyonların alt sınıflarını tanımlayarak bunlar için 
2(2)H  nin üst sınırını bulmuĢtur. 

 

Tanım 3.3.39: f  olsun. 0   ve 0 1   olmak üzere her z  için 

2( ) ( )
Re

( ) ( )

zf z z f z

f z f z
 

   
  

  

  

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa     sınıfındandır denir [41]. 

 

Tanım 3.3.40: f  olsun. 0   ve 0 1   olmak üzere her z  için 

2( ) ( )
Re

( )

zf z z f z

f z




       
 

 

  

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( , )   sınıfındandır denilir [41]. 

 

Teorem 3.3.41:  f     olsun. Bu durumda 

2
2

2 4 3 2

(1 )

(1 3 )
a a a






 


 

olur. Elde edilen sonuç kesindir [41]. 

 

 Teorem 3.3.42: ( , )f    olsun. Bu durumda 

2

2 4 3 2 2

1

144 (1 2 ) (1 3 ) (1 4 )

T
a a a

  
 

  
 

olur. Burada 

           
2 4 33 2 21 280 332 128 16 1 1 7 1 8 3 1T                      

dır. Elde edilen sonuç kesindir [41]. 
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2014 yılında Sudharsan, Vijayalakshmi ve Stephen [42] çalıĢmasında ( , )   

sınıfındaki fonksiyonlar için  3 1H  in üst sınır problemini ele almıĢlar ve aĢağıdaki 

sonucu bulmuĢlardır. 

 

Teorem 3.3.43: ( , )f    olsun. Bu durumda  

 
   

  

 
  

   
   

  

   
 

2 2

3 1 1 2 2 1 2 1 1 1 2

2 2 3

1
1 2 1 2 3

2 2

2 2 2 2 2

1 3 2 2 1
1 4

3 1 2 1 3

1 6 6 2 13 7 8
4

6 1 2 1 3 1 4

1 120 408 500 576 432 160 188 96

360 1 2 1 3

H M VV V V M V V P P
N

A
B A A B B

MA A

   

 

     

  

        



     
           

        
           

       


     
2

1 4 1 5   

 

olur. Burada 

3 2 2 2
1 22 31 11 2 5 3 8 ,M               

 
2 3 2

2 3 118 45 44 3 8 ,M               

  2
1 1 27 10 1 2 ,P         

  2
2 8 48 64 1 2 ,P        

1 1 2 1 22 8 8 2 ,V M M P P      

2 2 14 4 ,V M P   

2 3
1 4(4 23 48 36 2 ),A          

2 3 2 2
2 3(4 20 64 48 2 20 2 12 ),A              

2 2 2 3
1 3 3 22 2 12 16 12 ,B                 

2 3
2 3 16 32 24 ,B        

2 3
3 1 7 16 12 ,B        

     

    

2 2

2

288 1 2 1 3 1 4 ,

48 1 2 1 3 1 4

N

M

  

  

   

   
 

dır [42]. 
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2015 yılında Selveraj ve Kumar [39] simetrik ve eĢlenik noktalara göre yıldızıl ve 

konveks fonksiyonların bir alt sınıflarını tanımlayarak bu sınıflar için ikinci Hankel 

determinantı problemini ele almıĢlardır.  

 

Tanım 3.3.44: f  olsun.  

i. Her z  için  

2 ( )
Re ( ) (1 ) 0

( ) ( )

zf z
f z

f z f z
 
 

    
 

 

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( )
c

  sınıfındandır denir. 

ii. Her z  için  

2 ( )
Re ( ) (1 ) 0

( ) ( )

zf z
f z

f z f z
 
 

    
  

 

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( )
sc

  sınıfındandır denir. [39]. 

 

Özel durumda (0)
cc

   sınıfına eĢlenik noktalara göre yıldızıl fonksiyonların sınıfı ve 

(0)
scsc

   sınıfına da simetrik eĢlenik noktalara göre yıldızıl fonksiyonların sınıfı denir 

 

Tanım 3.3.45: f  olsun.  

i. Her z  için  

 

 

2 ( )
Re ( ) (1 ) 0

( ) ( )

zf z
f z

f z f z

 

 
 

    
 

 

 

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( )
c

  sınıfındandır denir. 

ii. Her z  için  

 

 

2 ( )
Re ( ) (1 ) 0

( ) ( )

zf z
f z

f z f z

 

 
 

    
  

 

 

koĢulunu sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa ( )
sc

  sınıfındandır denir [39]. 
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Özel durumda (0)
cc   sınıfına eĢlenik noktalara göre konveks fonksiyonların sınıfı ve 

(0)
scsc   sınıfına da simetrik eĢlenik noktalara göre konveks fonksiyonların sınıfı 

denir. 

 

Teorem 3.3.46: ( )
cf


  (veya ( )
scf


 ) olsun. Bu durumda 

 
2

2 4 3 2

4

2
a a a


 


 

 

olur. Elde edilen sonuç kesindir [39]. 

 

Teorem 3.3.47: ( )
cf


  (veya ( )
scf


 ) olsun. Bu durumda 

 
2

2 4 3 2

4

9 2
a a a


 


 

olur. Elde edilen sonuç kesindir [39]. 

 

Son olarak 2015 yılında Bansal, Maharana ve Prajapat aynı zamanda konvekse yakın 

fonksiyonlar olarakta bilinen analitik fonksiyonların bir alt sınıfı için  3 1H  in kesin bir 

üst sınırını bulmuĢlardır. 

 

Tanım 3.3.48: f  olsun. Bu durumda  

( ) 1
Re 1

( ) 2

zf z

f z

 
   

 
 

Ģartını sağlayan fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa  sınıfındandır denir [6]. 

 

 sınıfına ait fonksiyonlar aynı zamanda konvekse yakın fonksiyonlar (dolayısıyla 

ünivalent) olarak bilinir.  
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Teorem 3.3.49: f   olsun. Bu durumda 

2

3 2

1
,

2
a a   

2 3 4

9
,

4 15
a a a   

2

2 4 3

21

64
a a a   

olur [6].  

 

Ayrıca Ponnusamy, Sahoo ve Yanagihara [37] çalıĢmasında f   ve 2n   için 

1

2
n

n
a


  olduğunu ispatlamıĢtır. Sonuç olarak Teorem 3.3.49 ve her f   için 

1

2
n

n
a


   3,4,5n   sonuçları dikkate alındığında aĢağıdaki sonuç yazılır. 

 

Teorem 3.3.50: f   olsun. Bu durumda 

3

180 69 15
(1)

32 15
H


  

olur [6]. 

 

Bizde bu tez çalıĢmasında Ma-Minda yıldızıl ve konveks fonksiyonların daha genel bir 

alt sınıfını aĢağıdaki Ģekilde tanımladık. 

 

Tanım 3.3.51: f   ve :   fonksiyonu Tanım 3.3.24 deki gibi tanımlanan bir 

fonksiyon olsun. 0 1   ve  \ 0  olmak üzere her z  için 

   

     
 

2
1

1 1
1

zf z z f z
z

zf z f z




  

  
      

 

koĢulunu sağlayan fonksiyonların sınıfına ( , ; )    sınıfındandır denilir [9]. 
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4. BULGULAR 

 

ÇalıĢmanın temel amacı yukarıda tanımladığımız ( , ; )    sınıfı için 2H (2)  in bir üst 

sınırını elde etmek olacaktır. Teoremin ispatı materyal ve yöntem kısmında verilen 

teoremlerin ispatındaki yol izlenerek yapılacaktır. 

 

Teorem 4.1: ,f   0 1,    \ 0   ve 
2

6(1 )(1 3 )

(1 2 )
m

 



 



 olsun. Bu durumda 

1)  Eğer  1 ,B  2B  ve 3B  değerleri  

     2

1 2 16 8 4 0,B m B m B m      

    4 2 2 2 2

1 1 2 2 1 3 14 2 6 8 0B m B B m mB B B mB         

koĢullarını sağlarsa, 

 

2 2

12

2 4 3 2
4 1 2

B
a a a




 


 

olur. 

2)  Eğer 1 ,B 2B  ve 3B  değerleri  

     2

1 2 16 8 4 0,B m B m B m         

       4 2 2 2 3 2

1 1 2 2 1 3 1 1 2 14 2 6 8 6 8 4 0B m B B m mB B B B m B B m B              

veya 

     2

1 2 16 8 4 0,B m B m B m      

    4 2 2 2 2

1 1 2 2 1 3 14 2 6 8 0B m B B m mB B B mB         

koĢullarını sağlarsa, 

   

  

2 4 2 2 2

1 1 2 1 3 22

2 4 3

4 2 6 8

24 1 3 1

B m B B m B B mB
a a a

  

 

    
 

 
 

olur. 

3)  Eğer 1 ,B 2B  ve 3B  değerleri 

      2

1 2 16 8 4 0,B m B m B m         

       4 2 2 2 3 2

1 1 2 2 1 3 1 1 2 14 2 6 8 6 8 4 0B m B B m mB B B B m B B m B              

koĢullarını sağlarsa,  
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  

   

     

      
   

     

2 2

12

2 4 3

4 2 2 2

1 2 1 2 1 3

2 2

1 2 1 1

2
2

1 2 1

4 2 2 2

1 2 1 2 1 3

3 2

1 1 2 1

24 1 3 1

4 2 6 8

2 8 6 8

6 8 4

4 2 6 8

2 6 8 8

B
a a a

m B m mB B B m B B

B B m B m B m

B m B m B m

B m mB B B m B B

B m B B m B m



 

 





 



 
 

 
      

          
 

           
      
  
          
















 




 

olur [9]. 

 

Ġspat:  ( , ; )f    olsun. Bu durumda  

   

     
  

2
1

1 1
1

zf z z f z
w z

zf z f z




  

  
       

   (4.1)   

olacak Ģekilde  da  0 0w   ve   1w z   Ģartlarını sağlayan bir w  fonksiyonu 

vardır. Ayrıca 

 
 

 
2

1 1 2

1
1 ...

1

w z
p z c z c z

w z


    


 

Ģeklinde tanımlanana 1p  fonksiyonları için 

 
 

 

2 3
1 2 31 1 1

2 3 1 2

1

1 1 1
...

1 2 2 2 2 2

p z c c c
w z z c z c c c z

p z

    
          

    
 (4.2)   

yazılır. Bu durumda 1,p   birim diskinde analitik  1 0 1p   ile  birim diskinde reel 

kısmı pozitif olan bir fonksiyon olur. Diğer taraftan (4.2) ile (3.30) birlikte 

kullanıldığında, 

  
2

2 21 1 1
2 1 2 1

3 3 3
31 1 1

3 1 2 1 1 2 2 3

1 1
1

2 2 2 4

1 1
...

2 4 4 2 16

B c c
w z z c B B c z

c c c
c c c B c c B B z


   

      
   

     
          
     

        (4.3)   

bulunur. Böylece 
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   

     

     

      

2

2 2 2

2 3 2

3 3 3

4 2 3 2

1
1 1

1

1
1 1 1 2 2 1

1 3 3 3 1 1 2 1 ...

zf z z f z

zf z f z

a z a a z

a a a a z



  

  


   

  
      

       
 

        
 

  (4.4)   

olur.  (4.1), (4.3)  ve (4.4)   ifadelerinden 

 
2 1 1,

2 1
a B c







 

 
 

2
2 1

3 2 1 1 1 2 ,
4 1 2 2

c
a B B B B c






 
    

  
 

 
4

3 2 2
3 21 1 3 1

2 1 2 1 1 2 2 1 1 1 3

6 1 3

3 3 3

2 2 2 4 4 4 4

a

c B B B
B B B B c c B B B B c





   




    
              

   

 

eĢitlikleri elde edilir. Buradan, 

  

 

   

2

2 4 3

2

1

4 2
2 2 2 31 1 3

1 1 3 1 2 2 1 1 2 1 1 2 1

2

2

4 2 2 2
2 2 3 2 2 4 21 1 2
1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 2

12 1 3 1

3 3 3

4 2 2 2 4 4 4

16 1 2

2 2 2 2

a a a

B

c B B
B c c c c B B B B B B B B

c B B
c c B B B B c B B B B B B B



 

   






  




 

   
             

   




 
           

 

 

  

   

  

 

 

2

1

2 2 4 2 2 3

1 1 3 1 2 2 1 1 1 1 2 3 1 1 2 1

2

4 2 2
2 2 2 3 21 1 2
1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2

1

96 1 1 3

8 8 8 6 2 4 2 3 3

6 1 1 3

1 2

2 2 2 2

B

B c c c c B B B c B B B B B B B

c B B
c c B B B c B B B B B B

B



 

   

 




  


 

          
 

 




             
  

 

yazılır. Dolayısıyla 
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  

 

     

2

2 4 3

2 2 4 2 2 3

1 1 3 1 2 2 1 1 1 1 2 3 1 1 2 1

4 2 2
2 2 2 3 21 1 2
1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2

1

2 2 2 4

1 1 3 1 2 2 1 1 2 1 1 1 1 2 3

8 8 8 6 2 4 2 3 3

2 2 2 2

8 8 6 2 2

a a a

T B c c c c B B B c B B B B B B B

c B B
m c c B B B c B B B B B B

B

T B c c c c B B B m B B B c B B B

   


  

 



         

  
           

  

          
 

 2 2 2 3
1 1 2 21 1 2 2 1

1 1 2 2 1

1

2
3

3 4 4 4 2

B B BB B B B B
B B B m c mB

B

 




   
         

   

(4.5) 

olur. Burada 

  

2

1

96 1 3 1

B
T



 


 
   ve  

  

 
2

6 1 1 3

1 2
m

 



 



 

olup 0 1   için 
16

,6
3

m
 

 
 

 bulunur. Burada, 

1 18d B  

     2 2

2 2 1 1 2 1 18 6d B B B m B B B                               (4.6)   

3 1d mB   

 

 

3
2 1

4 1 2 3 1 1 2

2 2 3

1 2 2 1 1
1 2

1

2 2 3
3

2

4 4 4 2

B
d B B B B B B

B B B B B
m B B

B




 

 
      

 

 
     

 

 

alınırsa 

2 2 2 4

2 4 3 1 1 3 2 1 2 3 2 4 1a a a T d c c d c c d c d c               (4.7)   

sonucu yazılır. Herhangi bir p  fonksiyonu için  ip e z   olduğundan 1 0c   

alınması genelliği bozmayacaktır.  0,2c  aralığında 1c c  alalım. Lemma 3.2.4 deki 

2c  ve 3c  değerleri (4.7)  eĢitliğinde yerine yazılırsa 

    2 4 2 2

2 4 3 1 2 3 4 1 2 32 4 2 4
4

T
a a a c d d d d xc c d d d          

       22 2 2 2 2

1 3 14 4 2 4 1c x d c d c d c c x z         



67 

 

elde edilir. (4.6) ifadelerindeki 1,d  2 ,d  3d  ve 4d  ve x  yerine de   değeri yazılır ve 

eĢitliğin sağ tarafına üçgen eĢitsizliği uygulanırsa  

   
2

2 4 3 2 2
2 4 3 1 1 2 3

1

4 2 6 8
4

BT
a a a c B m B B m B m

B
 


      



     2 2 2

1 22 4 6 8c c B m B m         

     2 2 2 2

1 14 8 16 4 16 4c B m c c m B c c           

 ,F c              (4.8)   

olur.      , 0,2 0,1c     için (4.8) ifadesindeki  ,F c   fonksiyonunun   ye göre 

kısmi türevi alınırsa 

            
     

    

2 2 2

1 2

2 2

1

4 6 8
2

4 8 16 4

F T
c c B m B m

c B m c c m







    



      

             (4.9) 

elde edilir. Böylece 0 1   ve 0 2c   aralığında sabit bir c değeri için  ,F c   

fonksiyonu   değerleri için 0
F







 olur. Yani  ,F c   artan bir fonksiyondur. Bu 

nedenle, sabitlenmiĢ  0,2c  için  

     max , ,1F c F c G c    

olur. Yani  ,F c   fonksiyonu maksimum değerini 1   de alır. Dolayısıyla 

     
24

3 2 2
1 1 2 3

1

4 2 6 8
4

Bc
G c T B m B B m B m

B
 

 
      

 

 

     2

1 2 12 6 8 8B m B m B m         

       2 2

1 2 1 12 6 8 4 4c B m B m B m mB          

olur. Burada 

   
2

3 2 2
1 1 2 3

1

1
4 2 6 8

4

B
P B m m B B m B

B
 


     


 

                                 2

1 2 12 6 8 8B m B m B m             
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                                  2

1 2 12 6 8 4Q B m B m B m               (4.10) 

                            
14R mB  

olarak alalım. Dolayısıyla (4.10) ifadelerinde verilen ,P  Q  ve R  değerleri için 

 2

0 4

2

; 0,
4

max 16 4 ; 0, 0,
8 4

4
; 0,

4 8

t

Q
R Q P

Q Q
Pt Qt R P Q R Q P veyaQ P

PR Q Q
Q P

P

 


  




          

 

  


 

olup sonuç olarak  

2

2 4 3

2

; 0,
4

16 4 ; 0, 0,
8 4

4
; 0,

4 8

Q
R Q P

Q Q
a a a T P Q R Q P veyaQ P

PR Q Q
Q P

P


  




         

 

  


 

elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanır. 

 

Yukarıdaki teoremde ( ) (1 ) (1 )z z z     alınırsa aĢağıdaki sonuçlar elde edilir. 

 

Sonuç 4.2: f  olsun ve  \ 0  verilsin. Buradan 

 

2 2

2
2 22 4 3

2

; 4 1 3

4 1
; 4 1 3

3

f a a a

 

  




  


     
  


 

ve 

 
 

2 2

2

2
22 4 3 2

2

2

2 1 5
; 2 1

18 2

1 5
8 ; 2 1

72 22 1 3

f a a a

   
 


 

 
  

   
   


            
     
  

 

olur. 
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Sonuç 4.2 de  1 cosie       alınırsa 

 
22 2 24 1 3 4 1 cos 1 3ie          

   
4 24 216 1 cos 8 1 cos cos2 1 3           

     
4 24 2 216 1 cos 8 1 cos 2cos 1 1 3            

      
2 2 24 216 1 cos 1 1 8 1 cos 1 3             

 
2 28 1 cos 1 3 0       

ve 

   

           

   

22 2 2

2 24 2

2 4 2

2 1 2 1 cos 1 cos 1

4 1 cos 1 1 2 1 cos 5 1 2 1

9 2 5
8 1 cos 7 1 cos 1

8 2 2

i ie e      

      


   

       

          

        

 

sonuçları elde edilir [9]. 

 

Bu durumda .  mertebeden   spirallike fonksiyonlar ve .  mertebeden 

 Robertson fonksiyonlar ile ilgili aĢağıdaki sonucu yazabiliriz. 

 

Sonuç 4.3: f  ve  \ 0  verilsin. Buradan 

   
22 2

2 4 3, 1 cosf a a a         

ve 

 ,f     

 
2 2

2

2 4 3

1 cos

72
a a a

 
   

  

        

2

2 2 4 2

1 cos 1
8

4 1 2 cos 1 7 5 cos 1 1 cos 3

 

        

 
   

 
           

 

sonuçları elde edilir [9]. 
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5. TARTIġMA VE SONUÇ 

Bu tez çalıĢmasında ilk olarak analitik fonksiyonların genelleĢtirilmiĢ ( , ; )   alt 

sınıfını tanımladık. Sonra bu sınıfa ait fonksiyonların katsayıları için 2(2)H  nin bir üst 

sınırını elde ettik. Bulunan sınır kesindir. 

 

Bulunan sonuç son zamanlarda yapılan Ravichandran’ın [22] sonuçlarının 

genelleĢtirilmesi olup ayrıca bu sonuç literatür kısmında verilen bir çok sonucun genel 

halidir. Bu çalıĢmadan yola çıkarak bazı araĢtırmacılar ünivalent fonksiyonlar teorisinde 

ele alınan birçok problemi ( , ; )   sınıfı için yapabilir. Örneğin; katsayı eĢitsizliği, 

içerme bağıntısı, distortion ve growth teoremleri, subordinasyon sonuçları, integral ve 

türev operatörleri, komĢuluk ve kısmi toplamları gibi birçok problem ( , ; )    sınıfı 

için yapılabilir. Bu sınıfa ait fonksiyonlar için ayrıca 2(1)H  ve 3(1)H  gibi Hankel 

determinantlarıının üst sınırları bulunabilir. 
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