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OZET

Bu tez c¢alismasinda genellestirilmis Bessel fonksiyonlarindan faydalanarak
genellestirilmis Dini  fonksiyonu tanimlanmistir. Ayrica genellestirilmis Dini

fonksiyonlarmin S —mertebeden yildizilligi, S — mertebeden konveksligi, konvekse

yakinligi ve U, diskinde yildizilligi ve konveksligi incelenmistir.



ABSTRACT

In this thesis, we defined generalized Dini function by using generalized Bessel

function. Also, we investigated starlikeness of order S —convexity of order

B —close-to-convexity in U and starlikeness and convexity in U,, for generalized

Dini function.



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisi, ilk olarak G. Bernard Rieman’in 1851 yilinda

kompleks diizlemin bir D c C (D #C) alt bdlgesini, D, bolgesi lizerine resmeden
bir f analitik fonksiyonunun varligim1 gosteren ve adma “Riemann doniisiim

teoremi” denilen teoremiyle ortaya ¢ikmistir. Fakat bu teorem, 20. yiizyilin baslarina
kadar bazi aragtirmacilara gore kullanish olmadigindan, bazi aragtirmacilara gore de
Oonemi fazla anlagilmadigindan teoride pek fazla uygulama alani bulamamistir. 1907
yilinda meshur matematikgilerden biri olan Koebe’nin, bu teoremi hem analitik hem

de tinivalent (yalinkat) fonksiyonlar i¢in

“Kompleks diizlemin D C (D #C) basit baglantili alt bélgesini

U ={Z€(C:|Z|<1} diski iizerine resmeden f analitik ve iinivalent

fonksiyonu vardir. Ayrica ¥ 2, €D ¢in f(z,)=0, f'(z,)>0 sartlarin

saglayan bir tek analitik ve iinivalent fonksiyon vardir.”

bi¢iminde ifade etmesi geometrik fonksiyonlar teorisine yeni bir boyut

kazandirmigtir. Koebe’nin bu teoreminde f analitik ve {inivalent fonksiyonunun
tamm kiimesi olan D yerine U birim diski ve f(z,)=0, f'(z,)>0 sart: yerine de
f(0)=0, f ’(0) =1  bicimindeki  normallestirme  aksiyomlar1  alinirsa,

f(z)=z+a,z° +... normalize edilmis fonksiyonu elde edilir. Bu tipteki analitik
fonksiyonlarm kiimesi A , bu kiimede taniml1 {inivalent fonksiyonlarin kiimesi de &
ile gosterilecektir. 1914 yilinda alan teoreminin Gronwall tarafindan ispat1 ve 1916
yilinda Bieberbach’in ortaya koydugu normalize edilmis fonksiyonlar i¢in katsayi
tahmini ve bu tahminin sonuglari, geometrik fonksiyonlar teorisi i¢in yeni bir
dénemin de baslangici olmustur.

Bieberbach’in f € S fonksiyonu i¢in n=2,3,... olmak iizere |an| <n tahminin ispati
birgok matematik¢iyi uzun yillar ugragtirmigtir. |a2| <2 esitsizliginin dogrulugu ilk

defa 1916 yilinda Bieberbach tarafindan alan teoreminin bir sonucu olarak



gosterilmistir. Bunu takiben Loewner, 1923 yilinda kendi buldugu ve pareametrik

metod olarak isimlendirdigi bir metodla |a3|§3 esitsizligini, 1955 yilinda
Garabedian ve Schiffer, Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a,| <4 esitsizligini, 1968
yilinda Pederson (1969 yilinda Ozawa) |a6|S6 ve 1972 yilinda da Pederson ve

Schiffer |a;| <5 esitsizligini ispatlamislardir. Nihayet Bieberbach tahmini, Loewner

teorisi ve genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar kullanilarak 1986 yilinda L.
De-Branges tarafindan ispat edilmis ve probleme son nokta konulmustur. Problemin
tamamen ¢Ozlilmiis olmast bu alanda calisilacak problemlerin tilkenmesi anlamina
gelmemis, tam aksine bu ¢6ziim, tnivalent fonksiyonlar teorisini daha da
zenginlestirmistir. Cagimizin 6nde gelen matematik¢ilerine yetmis yil meydan
okuyan bu problemin ¢6zlilmiis olmasi bu alanda bir takim yeni problemlerin ortaya
c¢ikmasina zemin olusturmustur. Bu sahada calisan matematikgiler, problemi
tinivalent foksiyonlarin degisik alt smiflarina tasimis ve bu alt simif iizerinde
calismalarim stirdiirmiislerdir.

Hipergeometrik  fonksiyonlarin, geometrik fonksiyonlar teorisindeki bazi
problemlerin 6zellikle Bieberbach tahmininin ¢éziimiinde etkin bir rol oynamasi
dikkatlerin bu fonksiyonlar iizerinde yogunlasmasina sebep olmustur.
Hipergeometrik fonksiyonlarin geometrik 0Ozelliklerinin incelenmesi bu alanda
caligmis bir¢ok matematik¢iye konu olmustur. Bu konu 2013 yilinda Semra Polat
tarafindan “Hipergeometrik Fonksiyonlarin Geometrik Ozellikleri” bashikli yiiksek

lisans tezinde ayrintili bir sekilde incelenmistir [32].

Hipergeometrik fonksiyonlarin yanisira 6zellikle matematiksel fizik, hidrodinamik,
radyo fizigi, atom ve niikleer fizik gibi uygulama alanli problemlerin ¢dziimiinde
kullanilan bir diger fonksiyon Bessel fonksiyonudur. Bu fonksiyon ilk olarak 1732
yilinda Bernoulli tarafindan tanimlanmistir. Fakat ismini F.W. Bessel (1784-1846)
den almaktadir. Bessel, bu fonksiyonu Kepler’in “ayni yergekimi ivmesi altinda
hareket eden farkli {i¢ kiitlenin hareketini hesaplama” problemini ¢6zme sonucunda

elde edilmistir.



Bessel fonksiyonu, v reel ya da kompleks bir say1 ve z € C olmak tizere
7°W'(2) + 2w (2) + (2> —v*)w(z) =0

ikinci mertebeden Bessel diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olup, bu ¢6ziim

o ( 1) 7 2n+v
3.(2)= nz_;‘nll“(v+n+1)( j

seklindedir. Bu fonksiyona v mertebeden birinci ¢esit Bessel fonksiyonu denir.
Ayrica bu fonksiyondan hareketle Bessel fonksiyonunun modifiye edilmis Bessel
fonksiyonu, kiiresel Bessel fonksiyonu ve modifiye edilmis kiiresel Bessel

fonksiyonu gibi farkli uygulama alanlarinda kullanilan ¢esitleri mevcuttur.

Bessel fonksiyonlarinin geometrik fonksiyonlar teorisindeki uygulamasina bakilacak
olunursa, bu fonksiyonunun iinivalentligi ilk olarak Brown [17] tarafindan 1960
yilinda calisilmistir. Aynt yi1l Kreyszing ve Todd [28] tarafindan Bessel
fonksiyonlarmin {nivalentlik yarigapt bulunmustur. Selinger [44], 1995 de
diferensiyel subordinasyon kullanarak normalize edilmis Bessel fonksiyonlarinin
tinivalentligi, yildizillig1 ve konveksligi i¢in yeter sartlar elde etmistir. Daha sonra
2008 yilinda Baricz [6] calimasinda yukarida ifade edilen dort cesit Bessel
fonksiyonunun genellestirilmisi olan Genellestirilmis Bessel Fonksiyonunu
tanimlayarak bu fonksiyonun geometrik 6zelliklerini incelemistir. Szasz ve Kupan
[49] 2009 yilinda farkli bir metod kullanarak Selinger’in sonuglarini iyilestirmistir.
2010 yilinda Baricz ve Ponnusamy [13], Euler gamma fonksiyonlarla alakali
esitsizlikleri kullanarak genellestirilmis Bessel fonksiyonunun yildizilligi ve
konveksligi icin yeter sartlar bulmustur. Bulunan sonuglar 6zel durumda Szasz ve
Kupan’in sonuglarindan daha iyidir. Ayn1 yil Baricz ve Frasin [10] Bessel
fonksiyonlarimi ihtiva eden integral operatorlerin {inivalentligini ¢alismistir. Daha
sonra Deniz, Orhan ve Srivastava [20] ve Deniz [18] sirasiyla genellestirilmis Bessel
fonksiyonlarmi ihtiva eden integral operatdrlerin iinivalentligini ve konveksligini
calisarak hem Baricz ve Frasin’in sonuglarini genellestirmis hem de 6zel durumlarda

tyilestirmistir. Szasz [48] 2011 yilinda Bessel fonksiyonlarinin sifirlarin1 kullanarak



v>-0.5623... olmast durumunda m(z):2VF(V+1)zl_;JV(\/E) normalize Bessel
fonksiyonunun yildizil oldugunu ispatlamistir. Baricz ve Szasz [16] 2014 yilinda
v21 igin f,(2)=[2T(v+DJ,(2)]" ve g,(2) =2T(v+Dz""3,(2), v=-0.1438...
icin de h,(z) normalize Bessel fonksiyonlarinin konveks oldugunu ispatlamistir.
2016 yilinda Shah ve Trimble’1n [45] transandantal tam fonksiyonlar i¢in buldugu bir
sonucu kullanarak, Baricz ve Szasz [15] h,(z) ve onun tiirev fonksiyonlarinin,
Baricz, Deniz ve Yagmur [8] Bessel fonksiyonlarmin 6zel kombinasyonlar1 olarak
tanimlanan Dini fonksiyonlar1 i¢in ve Baricz, Caglar ve Deniz [7] f,(z), g,(z) ve
h,(z) fonksiyonlar1 ve onlarin tiirevlerinin konvekse yakimnligi ve yildizilligr igin

gerek ve yeter sartlar elde etmislerdir.

Bessel fonksiyonlarinin geometrik 6zelliklerine farkli bir bakis olarak iinivalent
fonksiyonlarn belli alt siniflarinin yarigap problemini gbz Oniine alabiliriz. Bu
konuda 2014 yilinda v>-1 i¢in Baricz, Kupan ve Szasz [11], aym1 yil Baricz ve
Szasz [16] ve 2016 yilinda Baricz, Orhan ve Szasz [12] f,(z),9,(z) ve h,(z)

fonksiyonlarmin sirasiyla f—mertebeden yildizillik yarigapini, 3 — mertebeden
konvekslik yarigapin1 ve S —mertebeden o —konvekslik yarigapini bulmuslardir.
—2<v<-1 igin 2015 yilinda Szasz [47], 2016 yilinda Baricz ve Szasz, g,(z) ve
h,(z) fonksiyonlarmm sirasiyla f—mertebeden yildizillik yarigapini  ve
S —mertebeden konvekslik yaricapini elde etmislerdir. 2017 yilinda Deniz ve Szasz
[21] f,(z), 9,(z) ve h,(z) fonksiyonlarinin diizgiin konvekslik yarigapini bulmustur.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde Bessel fonksiyonlar: ile ilgili ¢aligmalar halen
devam etmekte olup son zamanlarda yapilan diger c¢alismalardan bazilari da
sunlardir: Porwal, Vijaya ve Kasthuri [41], Kharsani, Zahrani, Hajri ve Pogany [27],
Vijaya ve Kasthuri [54], Porwal ve Dilshad [39], Tang, Srivastava, Deniz ve Li [52],
Tang ve Deniz [51], Porwal [37], Baricz, Deniz, Caglar ve Orhan [9], Porwal ve
Ahmad [38], Ramachandran, Annamalai ve Sivasubramanian [42], Porwal [35],
Szasz [46], Porwal [36], Porwal ve Dixit [40], Aghalary, Ebadian ve Orouji [2] ve
Baricz [5].



Sunulan bu tez genel olarak alt1 ana baglik altinda toplanmustir.

Tezin giris kisminda tez konusu ile ilgili gecmisten glinlimiize yapilan caligsmalar

tarihi bir seyir i¢inde sunulmustur.

Genel bilgiler olarak adlandirilan ikinci bolimde, tezde kullanilan temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Materyal ve yontem olarak adlandirilan iigiincii boliimde, Gama fonksiyonu, Beta
fonksiyonu, Pochammer sembolii, Bessel fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin farkli
tiplerinden, Dini fonksiyonlardan ve genellestirilmis Bessel fonksiyonlarindan soz
edilmistir. Ayrica, genellestirilmis Bessel fonksiyonlar1 kullanilarak genellestirilmis

Dini fonksiyonunun tanimi verilmistir.

Bulgular boliimiinde genellestirilmis Dini fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri

ispatlariyla birlikte verilmistir.

Tartisma ve sonug boliimiinde tez genel anlamda degerlendirilmis, benzer konudaki

calismalarla kiyaslama yapilmistir.

Kaynakca boliimiinde tezde kullanilan kaynaklar verilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Tanmm 2.1.1 (Diferensiyellenebilme): A<= C bir bélge olmak tizere f:A—C ye
bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

: —f

i £ = 1)

-7, 7 — ZO
sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu Zz,e A noktasinda diferensiyellenebilirdir

(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z =z, noktasinda

f (z) fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir [34].

Tamm 2.1.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu
noktanin belli bir U (z,,r) komsulugundaki biitiin noktalarda
diferensiyellenebiliyorsa f ye z, noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks

fonksiyonu bir S cC kiimesinin her noktasinda analitikse f ye S kiimesinde

analitik denir. Tim kompleks diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon
denir [34].

z=Xx+iy olmak tzere f(z)=u(X,y)+iv(X,y) kompleks degiskenli kompleks

degerli fonksiyonu analitik ise

uxy) _ov(xy) o ou(xy) __ov(xy)
OX oy oy Ox

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann kosullarini saglar [34].



Teorem 2.1.1 (Liouville Teoremi): Tam ve simnirh fonksiyonu sabittir[34].

Kompleks fonksiyonlar teorisinde analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip

olan Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki gibidir.

Teorem 2.1.2 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f pozitif yonlii basit kapali p egrisi
icinde ve iizerinde analitik bir fonksiyon ve z; bu egrinin i¢inde bir nokta ise ne N

i¢in

J- f(z2) dz

n n!
f()(ZO): (Z_Z )n+1
0

27
Y

dir [34].

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: f bir bolgede
analitik bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0

bolgede analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f@)=Ya,@-2) a =)/ (2.1)

seklinde bir Taylor acilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir

noktada birinci mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi
vardir diyemeyiz. Omegin, f(X)=x>* reel degiskenli fonksiyonunun X=0
noktasinda birinci ve ikinci mertebeden tiirevi oldugu halde, ayni1 fonksiyonun x =0

noktasinda ti¢iincii mertebeden tiirevi yoktur.



Tanimm 2.1.3 (Ayrik Tekil nokta): Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir
U(z,,r)—{z,} delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse

Z, noktas1 f fonksiyonu i¢in bir ayrik tekil noktadir denir [34].

Teorem 2.1.3 (Laurent Teoremi): ¢, ve C, merkezleri z, noktasinda bulunan
pozitif yonde yonlendirilmis iki ¢gember olsun. I, <r; olmak iizere C,, I, yarigapl

ve C, de r, yaricapli gemberler olarak alinsin. Eger bir f fonksiyonu ¢, ile ¢, in

lizerinde ve bunlarin arasinda kalan halka bolgenin tamaminda analitik ise bu

durumda bolgedeki her Z noktasinda f(z) fonksiyonu a, ve b, kompleks sayilar

olmak lizere

f@)=a(z-2)+> 2.2)

n:l(Z —Zo)n

actlimi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun 2z, noktasiin delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilim1) denir [34].

Tamim 2.1.4 (Kutup Noktas1): z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktas: olsun.
Laurent agilimindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkli ise z,

noktasma f(z) fonksiyonunun kutup noktasi denir [34].

Tamm 2.1.5 (Meromorf fonksiyon): Kompleks diizlemin bir A bdlgesinde kutup

noktalar1 hari¢ analitik olan f (z) fonksiyonuna A bolgesinde meromorf fonksiyon

denir [34].



Teorem 2.1.4 (Maksimum Modiil Prensibi): Sabitten farkli bir f fonksiyonu
kompleks diizlemin bir A bdlgesinde analitik olsun. Bu durumda | f ()| maksimum

degerini A bolgesinin sinirinda alamaz [34].

Sonug 2.1.1: A kompleks diizlemde sinirli bir bélge ve sabit olmayan f fonksiyonu
da bu bolgenin sinirinda siirekli ve i¢inde analitik olsun. Bu durumda |f(Z)|

maksimum degerini A bolgesinin sinirinda alir [34].

Maksimum prensibinin dnemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Lemma 2.1.1 (Schwarz lemmasi): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve
f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda |f'(0)|<1 ve
|f(2)|<|z| dir. Esitlik sadece §eR olmak iizere f(z)=€"z fonksiyonu igin

saglanir [34].

Teorem 2.1.5 (Minimum Prensibi): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir A
bolgesinde sabit olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda |f(Z)| , A Dbolgesinde

minimum degerini alamaz [34].

Sonu¢ 2.1.2: A kompleks diizlemde smirli bir bolge, f(z) bu bolgede sabit

olmayan bir fonksiyon olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A bdlgesinin iginde
analitik, siirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda |f(Z)| minimum

degerini A bdlgesinin sinirinda alir [34].



2.2. Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda, {inivalent fonksiyon kavrami tanitilarak bu fonksiyon yardimiyla bazi

tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.2.1 (Univalent fonksiyon): f, Ac C bolgesinde tanimli bir fonksiyon
olsun. Her z,z,eA igin f(z)="f(z,) olmasi sadece 2z =z, olmasim
gerektiriyorsa (veya Zz #2z, oldugunda f(z)# f(z,) gergeklesiyorsa) f

fonksiyonuna A bolgesinde tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir [22].

Eger f,z, noktasmnin bir komsulugunda tinivalent ise f ye yerel tnivalent

fonksiyon denir.

Teorem 2.2.1: Analitik bir f fonksiyonunun z;, noktasinda yerel iinivalent olmasi

i¢in gerekli ve yeterli kosul f'(z,) #0 olmasidir [22].

Ayrica '(z,) #0 sart1 f(z) fonksiyonunun {inivalentligi i¢in gerek sarttir fakat

yeterli degildir. Yani f analitik fonksiyonu iinivalent ise f'(z,)=0. Tersi daima

dogru degildir. Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarin bu kiimede

inivalent olmasi1 gerekmez.

Ornek 2.2.1: f(z)=2° fonksiyonu A={z:1<|z|<2,0<argz<37/2} bélgesinde

yerel iinivalent olmasmna ragmen inivalent degildir. Gergekten f(z)=2°
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fonksiyonu, A bolgesinde analitik ve her z,€ A i¢in f'(z,)#0 saglandigindan

yerel linivalenttir. Fakat

5 25

(atiag) o a5

oldugundan f(z) = z* fonksiyonu A bolgesinde iinivalent degildir.

Eger Ac C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel tinivalent ise, bu durumda
z € A noktasinda f'(z) tiirevi, f nin yerel geometrik davramsini belirler. |f'(z)| ve
arg f'(z) degerleri sirasiyla yerel bilyiime (uzunluklar igin) ve yerel donme
etkenleridir. Buna ilave olarak, f:AcC—C analitik doniisiimiiniin Jacobian
determinant1 Jf (z) :|f'(Z)|2 ile verilmektedir. Jacobian determinantinin |f'(Z)|2

ifadesine esit oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece,
Teorem 2.2.1 den analitik fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantinin sifirdan farkli

olmasi, yerel linivalentlik i¢in gerek ve yeter sarttir.

Tanim 2.2.2 (Konform doniisiim): Eger, bir doniisiim, belli bir noktadan gecen iki
diizglin egri arasindaki acinin biiyiikliigiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniistime bu

noktada konform doniisiim denir. Eger, bir f fonksiyonu, bir Ac C bélgesinin tiim

noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bolgesinde konformdur denir [22].

Ornegin; f(z) =€’ déniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 2.2.2: f fonksiyonunun analitik oldugu her Z noktasinda f'(z)#0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur [22].

11



Dolayisiyla bir bolgede analitik ve {inivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli

konform doniistimlerden biri Mobius donisiimiidir. Bu doéniisim a, b, ¢, d

kompleks sabitler olmak iizere

_az+b

w=t@= e

ad —-bc#0

genisletilmis kompleks diizlemi (C_=Cuw{x}) kendi iizerine konform olarak

resmeder.

Z —dizlemindeki D c C (D #C) bolgesini, w—diizlemindeki D, bolgesi iizerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varhigi 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmastir.

Teorem 2.2.3 (Riemann Déniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her
DcC(D#C) basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski {izerine
resmedilir. Ayrica, z, € D olmak tizere f(z,)=0 ve f'(z,) >0 kosullarini saglayan

ve D yi U birim diski tizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir [22].

2.3. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boéliimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan {inivalent
fonksiyonlar1 biraz daha ayrintili sunacagiz. Analitik olarak, bir {inivalent fonksiyon
sifirdan farkli tiireve sahip iken geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere
dontistiiriir. Hem analitik hem de tinivalent fonksiyon basit baglantili bélgeleri basit
baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniistim teoreminden, keyfi bir basit

baglantili bolgede tanimlhi f (inivalent fonksiyonu yerine U ag¢ik birim diskte

12



tamimli bir f {nivalent fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon igin f(0) =0, f'(0) =1

normalizasyon sartlar1 goz 6niine alinirsa (2.1) serisi (z, =0 i¢in)

f(z):z+ianz”, (zeU) (2.3)

seklini alir. Burada (2.3) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik
fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin siifim A ile

gosterecegiz ve kisaca

Az{f ‘vzeUiginf(z)=z+Y a2 }

n=2

seklinde yazilabilir.
Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tasi olan bir sinifi asagida tanimlayalim.

Tanim 2.3.1 (S Smifi): U birim diskinde tinivalent olan f € A fonksiyonlarinin

olusturdugu smifa S smifi denir ve kisaca
S={f eA:vzeU icinf —lnivalent}

seklinde gosterilir [22,24,33].
S sinifina ait bazi fonksiyon drneklerini agagida verelim.

(i) w=f(z)=z(»-2)" fonksiyonu U birim diskini Re(w)>-1/2 sag yari

dizlemine resmeder.

13



(ii) f(z)=2(1—2%)" fonksiyonu U birim diskini C\{(—o0,~1/2](1/2,00]} bélgesi

uzerine resmeder.

(iii) f(z)=z(1-2)? Koebe fonksiyonu U birim diskini C\(—o0,—1/4] bolgesi

uzerine resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki, S sinifina ait iki fonksiyonun toplami S snifina ait

olmayabilir. Ornegin;

z Z
f(z)=— ve f,(2)=——
1(2) 1-2 :(2) 1+iz
fonksiyonlart S sinifina ait olmasina ragmen
1 1
f(z)=——— ve f)(z2)=———
1(2) (1-12)° :(2) (L+iz)®
tiirevlerinden
2-2(1-i)z

f(2)+ f,(2) = m

elde edilir. Buradan z, :1_42” €U noktasinda f/(z,)+ f,(z,) =0 oldugu goriilir.

Bununla beraber S sinifindaki bir¢ok 6zellik bazi doniisiimler altinda korunur.

Teorem 2.3.1: f €S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eslenik alma: g(z)= f(Z)=z+a,z° +... ise, g €S dir.

(i) Dondiirme (Rotasyon): 8 € R olmak {izere

14



g(z)=e"f(e"2)=z+) ae"z", (zeU)
n=2
fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0<r <1 olmak iizere

g(z)=r'f(rz)=z+> ar"'z", (zeU)
n=2
fonksiyonu S sinifina aittir.
(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, €U olmak iizere

(i)
9(z) = >

A-|z,[) F'(z,)

, (zel)
fonksiyonu S sinifina aittir.

(v) Deger bolgesi doniisimii: w fonksiyonu f(U) da finivalent ve w(0)=0 |,
w'(0) =1 kosulunu gergekleyen bir fonksiyon ise o f €S dir.

(vi) Cikarilmig deger dontisiimii: w¢ f(U) olsun. Bu durumda,

__ @ _
90w @<V

fonksiyonu S sinifina aittir.

(vii) n. kok doniisiimii: n=2,3,... igin

g(Z) = nff(zn) =Z+&Zn+l+%(2nas—(n—l)a5)22n+l+..., (Z EU)
n n

fonksiyonu S smifina aittir [22].
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Tanmm 2.3.2 (P smfi): U birim diskinde p(0)=1, Rep(z)>0 kosullarini
saglayan  p(z) =1+ Z:ann seklindeki  fonksiyonlarin  olusturdugu simifa
=1

Caratheodory sinifi veya P sinifi denir [22].

Ornegin; p(z) =(@1+2)/(1-2),zeU fonksiyonu P smnifina ait olup, U birim
diskini sag yart diizlem {iizerine resmeden bir konform donilisimdiir. Ayrica, P
smifina ait bir fonksiyonun iinivalent olmas1 gerekmez. Ornegin; f(z)=1+2"

fonksiyonu P sinifina ait olmasina ragmen neN,, N> 2 i¢in tinivalent degildir.

Tamm 2.3.3 (Q smifi): U birim diskinde #(0)=0 ve |¢(z)|<1 kosullarim

saglayan analitik fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarinin sinifi

denir ve Q ile gosterilir [22].

Bunlarin yani sira, P sinift ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

p@-1_,

p(2)eP < ¢(2)= 0(2) 11

P ve Q smiflarin1 tanmimladiktan sonra, S smifinin iki 6nemli alt sinifin1 agagidaki

sekilde verebiliriz.

Tamm 2.3.4 (S smifi): BcC kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W,

noktasint her we B noktasia birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde
kaliyorsa, B ye W, noktasina gore yildizil kiime denir. W, noktasi 6zel olarak orjin

secilirse, bu kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi verilir.
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Eger, bir f fonksiyonu U birim diskini w, noktasina goére bir yildizil kiimeye
resmediyorsa, f fonksiyonuna w, noktasmna gére yildizil fonksiyon denir. Ozel

durumda, f fonksiyonu U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f

fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. f e A olmast durumunda yildizil

fonksiyonlarin sinift S” ile gosterilir [22,30,33].

Yildizil fonksiyonlarin geometrik tanimini analitik olarak ifade eden en Onemli

teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.3.2: f €S olsun. Bu durumda f € S* olmast i¢in gerek ve yeter sart
re[ 22 )
f(2)

olmasidir. Ayrica, f(z)=z+ Z:anzn eSS =|a,|<n dir [24,33].
n=2

Kisaca yildizil fonksiyonlarin kiimesini

S’ ={f €S:VvzeU igin Re{wj>0}
f(2)

seklinde gosterebiliriz. Ornegin, S* sinifina ait fonksiyonlardan en énemlilerinden

birisi z €U olmak tizere,

z

O
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seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu

2
k(z) = %KT—Z) —1} seklinde yazabiliriz. Ayrica, k(z) fonksiyonu

1+2z 2 1
u(z)=——mom, z)=u°(z), k(z)==|g(z)-1
@=7— 90=0"@), k@=;[0)-1]
biciminde yazilarak U birim diskini —oo dan —1/4 e kadar negatif reel ekseni

cikartilmis kompleks diizlem iizerine konform olarak doniistiirdiigiinii gorebiliriz.

k(z) déniisiimii {inivalent fonksiyonlar teorisinde ok sayida problemde énemli rol

oynar.

Sekil 2.1: Koebe fonksiyonu

Yukaridaki sekilden de goriildiigi gibi k(z)= (1%)2 —z+3 2" e S dir. Ayrica,
- n=2

Teorem 2.3.2 kullanilarak da z=re” ve (0<r<10<6<2x) olmak iizere,

{1 ) )
8E

B 1-r? >1+r
1+r?=2rcos@ 1-r

>0

elde edilir. Buradan da k(z) € S” oldugu goriilir.
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Koebe fonksiyonunun donmeleri (rotation), her zeU igin,

Z

ky(2) = m

seklinde tanimlanir ve K,(z) fonksiyonlari S sinifina ait fonksiyonlardir. Bu

doniisiim ile birim diskin goriintiisii +oo dan —e*i”/ 4 151n hari¢ kompleks diizlem

olur. ¢e€(0,2] ve zeU olmak iizere f(z)=2i{G+—§j —} fonksiyonu,
a —

“genellestirilmis Koebe fonksiyonu” olarak adlandirilir ve S sinifina aittir.

Tanmm 2.3.5 (C smifi): Bc C kiimesi verilsin. Her W,,W, € B i¢in W, noktasini
W, noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B iginde kaliyorsa B ye konveks
kiime denir. Eger, bir f fonksiyonu birim diski konveks bir kiimeye resmediyorsa
f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f € A olmasi durumunda konveks

fonksiyonlarm smifi C ile gosterilir [25,33].
Konveks fonksiyonlari analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.3: f €S olsun. Bu halde f e C olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Re(1+ wj >0
f'(2)

olmasidir. Ayrica, f(z)=z+ Z:anzn eC= |an| <1 dir [24,33].
n=2
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MeC  dir. Gergekten z=re

Ornegin; f()z—l g(l”j +Z

n2n_

(0<r<1,0<6<2x) olmak iizere,

" 2 2 i29

Red 1+ zf"(2) _Re 1+z2 _Re 1+r2 _
f'(2) 1-z 1-r?%'
1-r* 1 r?
1+r —2r%cos 260 1+r

elde edilir.

Teorem 2.3.2 ve 2.3.3 iin bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafindan verilmis

olan asagidaki teorem S* ve C smiflarina ait fonksiyonlar arasindaki ¢ok 6nemli bir

baglantiy1 ifade eder.

Teorem 2.3.4 (Alexander Teoremi): f €S ve zeU olmak iizere, g(z)=zf'(z)

olsun. Bu durumda, f eC olmasi igin gerek ve yeter sart ge€S° olmasidir
[24,25,33].
Tamm 2.3.6 (S"(S) smfi): 0< <1 olmak iizere her zeU igin
zf'(z
Re ( ) > [
f(2)

kosulunu saglayan f € S fonksiyonuna S —mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusurdugu sinifa da S —mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi

denir ve S*(p) ile gosterilir [24].
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Tanim 2.3.7 (C(fB) smfi): 0< S <1 olmak iizere her z€U igin

kosulunu saglayan f €S fonksiyonuna S —mertebeden konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif C(f3) ile gosterilir [24].

Ozel olarak, S°(0)=S" ve (C(0)=C yazilir. Buradan da anlasildigi iizere

S'(B)c S ve C(B)=C dur.

Tanim 2.3.8 ()C(S) smfi): 0< S <1 olmak iizere her z €U igin

zf'(2)
Re[ () ]>ﬂ

kosulunu saglayan bir g S~ fonksiyonu varsa bu durumda f S fonksiyonuna
S —mertebeden konvekse yakin fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu

simf K(f) ile gosterilir [26].

Ozel olarak K(0) =K smifina konvekse yakin fonksiyonlarmn smifi, bu simifa ait

fonksiyonlara da konvekse yakin fonksiyon denir.

Ayrica Re(%j > f3 esitsizliginde g(z)=ze S almirsa konvekse yakinlik sart:
g(z

i¢in daha kullanigli olan Re f'(z) > S elde edilmis olur. Yani Re f'(z) > £ kosulunu

saglayan fonksiyonlar da K(f) sinifindan olur.
Yukaridaki siniflar arasinda

CcScKkKcScA

icerme bagntis1 vardir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu baslik altinda tezin temel kisimlarinin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

3.1. Gama ve Beta Fonksiyonu

Tanim 3.1.1 (Gama Fonksiyonu): zeC ve Rez >0 olmak iizere
I(z) = [e 't "dt (3.1)
0

fonksiyonuna Euler gama fonksiyonu denir. Bu tanimda gegen integral ikinci tiir

Euler integrali olarak bilinmektedir.

Analitik devam vasitasiyla Rez >0 igin (3.1) fonksiyonu
1 o0
I'(z) = j e 't dt + j e 't dt (3.2)
0 1

biciminde iki integralin toplami olarak yazilabilir. Bu integraller ayr1i ayr
1 ©

P(z)=je‘ttz‘1dt ve Q(z)=je“tz‘1dt seklinde iki fonksiyon olarak goz Oniine
0 1

alinirsa P(z) fonksiyonu Rez >0 yar diizleminde analitik ve Q(z) nin ise tam
fonksiyon oldugu goriiliir. Dolayisiyla I'(z) = Q(z) + P(z) fonksiyonu Rez >0 yari

dizleminde analitik olur.

P(z) fonksiyonundaki e ifadesi kuvvet serisine agilirsa
1 g D"
_ —tyz-1 44 z-1 B k
P(z)—_([e t dt—_([t dtg(; o (3.3)

elde edilir.
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Burada

olup bu da (3.3) integralinin yakinsak oldugunu gosterir. Boylece (3.3) ifadesi terim

terime integrallenirse

P(Z) = jt21dti (_kl')k tk _ i (_1)k jtkﬂldt
0 ko K! 1 o

bulunur. Bu durumda (3.4) serisinin z=0,-1,—2,... noktasinda basit kutba sahip ve
Rez >0 i¢in P(z) integrali ile ayni1 oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.4) serisi P(z)
nin analitik devamidir. Q(z) fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan I'(z)
fonksiyonu z=0,-1,-2,... noktalarinda basit kutba sahip olan meromorf bir

fonksiyon olur.

Ayrica I'(z) fonksiyonunun kompleks diizlemdeki tanimlari degisik versiyonlarla

ifade edilebilir. Bunlar,

e I(2)= Z( D' je’%”dt z#0,-1,-2,..

1 i V4 ] 11
—— =ze"TIl1+= %, »=1lim| Y =-Inn
" TR kni k) ! M(;k ]

. 1 =|:|Im Zel+(1/2)+(1/3)+ +n)]z- zInn:| Ilml—[ z+k —z/k
I'(z) Lnoe ekl Ko

=lim [ze‘z'” n ﬁ(l-i- Eﬂ
n—w k=1 k

_lim 2(z+1)(z+2)...(z+n)
e n‘n!
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. n‘n!
e I(2)=Ilim

, 2#0,-1,-2,...
n>o7(z+1)(z+2)...(z+n)

seklindedir. Ayrica bu son esitlik Gauss formiilii olarak anilir. z #0,-1,-2,...

degerleri i¢in Gauss formiiliinden

I'(z+1) = lim—% ( nn! jzzl“(z)

ooz +n+1\ z2(z+1)...(z+n)

elde edilir.
Gama fonksiyonu ile ilgili

o I'(z+1) =zI'(2),

o r(z2)ra-z) = , 2#0,£1,+£2,...

sinrzz
. 22(2)I (2 +1/2) =~[7T(22)

o I'lh+1)=n!l, n=012,...

r(n +]/2) _ 1352(n2n —l) \/;

ozellikler yazilabilir. Ozel olarak

T(ly2) = [e'tdt=[edu=r
0 0

dir. Elbette gama fonksiyonunun 6zellikleri bunlarla sinirli degildir.
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Tamm 3.1.2. (Beta Fonksiyonu) : z ve w kompleks degiskenler olmak iizere
1
B(z,w) = [t"*(L-1)"dt, Re(z)>0, Re(w)>0
0

seklinde tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.

Beta fonksiyonu gama fonksiyonuna bagli olarak gosterilebilir [50]. Bunu gostermek

icin gama fonksiyonunun tanimindan
C(x)(y) = je’”ux’lduje’vvy’ldv
0 0
yazilir. Bu denklemde u=a® , v="Db? yazilirsa

C(X)C(y)=4 j e a?da I e b db
0 0

= T T e @) 3™ o[ da db

elde edilir. Kutupsal koordinatlar doniisimii a=rcosé , b=rsin @ yapilirsa

27 ©

C(X)C(y) = _[ Ie‘rz Ircos 6| |rsin )
00

2y-1

rdr dé@

= Te_,z r2e2y-2p drzﬂ(cos 0)>(sin 6’)”‘1‘ dé
0 0

/2

:% [ "raerd d(r?) 4 [ (cos0)>(sing)>'* do
0 0

/2

=T(x+Y)2 [ (cosf)*(sin0)*™* do
0

=L (x+Yy)B(x,Y)
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dolayisiyla B(X,y) = Ll‘(y)) seklini alir.
y

I'(x+

Beta fonksiyonu simetriktir, yani B(x,y) = B(y, x) dir.

Tamm 3.1.3. (Pochhammer (Apell) sembolii): I gama fonksiyonunu gostermek

tizere neNj, aeC ve a#0,-1—-2,... olmas1 durumunda

(@) _T'(a+n) |1 n=0; aecC—{0}
" T(a) a(@a+1)..(a+n-1), neN: aeC
seklinde tanimlanir. Eger a ve a+n negatif tamsay1 ise (a), :IimM
=0 T'(a+t)

formiilii gecerlidir.

Pochhammer sembolii i¢in (a),,, =(a-+n)(a), esitsizligi her zaman saglanir.

n+1

Ozel olarak n=0 alinirsa (a), =1 seklinde tanimlanr.

3.2. Bessel Fonksiyonlar:

Bessel fonksiyonu ismini Alman gokbilimci ve matematik¢i olan Bessel (22
Temmuz 1784-17 Mart 1846) den almistir. Bessel fonksiyonu hipergeometrik
fonksiyonlardan elde edilen bir fonksiyondur. Bu fonksiyon ilk kez 1732 yilinda
Bernoulli tarafindan tanimlanmistir. Bernoulli sifir mertebeden Bessel fonksiyonunu,
salmim problemlerinin ¢oziimiinde kullanmistir. Euler, 1764 yilinda mertebesi

tamsayr olan Bessel fonksiyonunu, gerilmis zar titresimlerinin analizinde
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kullanmistir. Rayleigh, 1878 yilinda Bessel fonksiyonlari incelemis ve bu
fonksiyonlarin Laplace fonksiyonlarmin 6zel hali oldugunu gostermistir. Bessel,
Kepler’in “aymi yercekimi altindaki {i¢ parcacigin hareketini hesaplama” problemi
tizerindeki calismasiin sonucunda Bessel fonksiyonunu elde etmistir. 1824 yilinda
Bessel, “gezegenlerde karsilikli ¢ekim kuvvetleri sebebiyle olusan diizensizlik”
problemi iizerinde yaptigi calismalarda da Bessel fonksiyonunu kullanmistir. Bu
fonksiyonlarin fizikte dalga yayilimi ve statik potansiyelleri gibi bir¢ok uygulamasi

vardir.

Tamim 3.2.1 (Bessel Diferansiyel Denklemi): v, reel ya da kompleks bir say1 ve

z € C olmak tizere
2°W'(2) + zW'(2) + (2 —v*)W(z) =0 (3.5)

bigimindeki ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemine Bessel diferansiyel

denklemi denir. Bu denklemin bir 6zel ¢6ziimii olan

- ( 1) 7 2n+v
D=2 D IT(v+n+1)\ 2 (_j (36)

n=0 n

fonksiyonuna v mertebeden birinci gesit Bessel fonksiyonu denir [53].

Tamim 3.2.2 (Modifiye Bessel Diferansiyel Denklemi): v, reel ya da kompleks bir

say1 ve Z € C olmak iizere
72°W'(z) + 2w (z) — (2* +v*)W(z) =0 (3.7)

bigimindeki ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemine Modifiye Bessel

diferansiyel denklemi denir. Bu diferansiyel denklemin bir 6zel ¢6ziimii olan

o0

7 2n+v
L(2)= nznll"(v+n+1)( j (38)

fonksiyonuna v mertebeden birinci ¢esit Modifiye Bessel fonksiyonu adi verilir [53].
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Tamim 3.2.3 (Kiiresel Bessel Diferansiyel Denklemi) : v, reel ya da kompleks bir

say1 ve Z € C olmak iizere
2W”(Z)+22W’(z)+[zz—v(v+1)]w(z) =0 (3.9)

bigimindeki ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemine Kiiresel Bessel

diferansiyel denklemi denir. Bu diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii olan

( 1) 7 2n+v
1(2)= 22 l() \F nll“(v+n+3/2)(j (3.10)

fonksiyonuna v mertebeden birinci gesit Kiiresel Bessel fonksiyonu denir [1].

Tamm 3.2.4 (Modifiye Kiiresel Bessel Diferansiyel Denklemi): v, reel ya da

kompleks bir say1 ve z € C olmak iizere
°W'(2) + 22w (2) - 2° +V(v+1) |[W(2) =0 (3.11)

diferansiyel denklemine Modifiye edilmis Kiiresel Bessel diferansiyel denklemi

denir. Bu diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii olan

7 2n+v
\(2)= \/7 % \/7 nIF(v+n+3/2)(j (3.12)

fonksiyonuna v mertebeden birinci ¢esit Modifiye Kiiresel Bessel fonksiyonu adi

verilir [1].

Simdi yukarida tanimlanan son dort tanimi tek bir tanimla verecek olursak

b,ceC ve d = dVv’+d,v+d, (d,,d,,d,,veC) olmak iizere
1 2 3 1 2 3
"W'(2) +bzw/(2) +(cz” +d Jw(z) =0 (3.13)

denklemini g6z Oniine alalim.
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Buradan Frobenius metodunu kullanarak (3.13) denkleminin ¥n>0 ve a, € C i¢in

w(z)=1z" (ianz"j

seklindeki ¢6ziimlerini arastirabiliriz.
Vn=2 i¢in yukaridaki sonsuz kuvvet serisinin a, ve a,_, katsayilari arasindaki
iliskinin

an(n+2v+b-1)+a,[(d, +v* +(b+d, ~)v+d, |=—ca, , (3.14)
seklinde oldugu goriiliir.

Burada d,=-1, d,=1-Db, d;=0 degerleri (3.14) denkleminde yerine koyulursa
VN> 2 i¢in (3.14) denklemi

anin+2v+b-1)=-ca, , (3.15)
seklini alir. O halde (3.13) denklemi
7°W'(z) +bzw'(z) + [cz2 —V2 4 (1—b)v] w(z)=0 (3.16)

denklemine doniisiir. Bu denklem Bessel, Modifiye Bessel, Kiiresel Bessel ve

Modifiye Kiiresel Bessel diferansiyel denklemlerinin genellestirilmis halidir.

(3.15) denklemindeki iliskiyi kullanarak (3.16) denkleminin 6zel bir ¢6ziimiinii ifade
edebiliriz. Dolayisiyla Vze C ve a,(v) #0 icin

;C n
4 2n+v

w(z) :ao(v)z (m_'_v_'_b_l)z

n=0 n !Hrr:]=1
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=W,,.(2)

-1
olur. Eger a,(v) = {ZVF(V + b—;rlﬂ alhinirsa (3.16) denkleminin 6zel ¢6ziimii olarak

vz eC igin

W, @ =3 7 3) &40

n‘Onll“(n+v+

serisi elde edilir.

Burada w

v,b,c

(z) serisinin yakinsaklik yarigapt oo oldugundan W, (z) serisi

Vb, c,v,z € C igin tiim kompleks diizlemde yakinsaktir.

Tamim 3.2.5 (Genellestirilmis Bessel Diferansiyel Denklemi): b,c ve v reel ya da

kompleks bir say1 olsun. z € C olmak tizere
2°W'(2) +bzw/(2) +| c2® —V* + (1-b)v |w(z) =0

lineer diferansiyel denklemine genellestirilmis Bessel diferansiyel denklemi denir.

Bu denklemin 6zel bir ¢6ziimii olan ve (3.17) ile verilen

~ o (—C)n (Zj2n+v
Wvbc(z)_ >
o nzz(; n!l“( b+1) 2

N+V+——-

fonksiyonuna v mertebeden birinci ¢esit genellestirilmis Bessel fonksiyonu denir[4].
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Burada b ve c ye ¢esitli degerler vererek yukarida tanimlanan dort tip v mertebeden

birinci ¢esit Bessel fonksiyonlarinin tiirlerini elde edebiliriz.

Ormnegin, (3.16) denkleminde b=c=1 olarak alirsa (3.5) denklemi elde edilir.

W, ,.(z) fonksiyonu da v mertebeden birinci cesit Bessel fonksiyonu olan J, ye

dontistir.

Diger taraftan (3.16) denkleminde b=-c=1 olarak alimirsa (3.7) denklemi elde

edilir. Aymi degerler igin w,, (z) fonksiyonu da v mertebeden birinci gesit

Modifiye Bessel fonksiyonu olan |, ye doniisiir.

Benzer sekilde (3.16) denkleminde b—1=c=1 yazilirsa (3.9) denklemi elde edilir.

Aym degerler igin W, , .(z) fonksiyonu da 2 j, NG fonksiyonuna indirgenir.

Ayni sekilde (3.16) denkleminde b—1=—-c =1 yazilirsa (3.11) denklemi elde edilir.

Aym degerler igin W, .(z) fonksiyonu da 2i, IN7 fonksiyonuna indirgenir.

Genellestirilmis Bessel fonksiyonunun tanimma bakildiginda bu fonsiyonun
normalize olmadigi agiktir. Simdi normalize edilmis genellestirilmis Bessel

fonksiyonunu elde edelim. Bunun i¢in

3, (V) = {ZVF(V + bTJrlﬂ_

olmak tlizere
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elde edilir. Elde edilen u,,.(z) fonksiyonuna normalize edilmis genellestirilmis

Bessel fonksiyonu denir. Daha agik bir ifadeyle bu fonksiyon
)
= b+1
nil (v +n+ ;j

U, (2) = anz“+1
n=0

i¢in

seklindedir. Pochhammer semboliiniin tanimi olan

_T'(a+n)
(a)n - l_,(a)

ifadesi g6z oniine alinacak olursa

()= S 319)

elde edilir. Burada b,v,c birer kompleks say1 olup

K=v+9§5¢0;1—zm (3.19)

seklindedir [6].

Bessel ve modifiye edilmis Bessel fonksiyonlarinda v nin 6zel degerleri igin
asagidaki fonksiyonlar elde edilebilir:

J ,,(2)= ‘/i cosz,
7z

J,,(2) = ,/i sinz,
7z

J,,(2)= 2 (E—cos z),

iz z
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| ,,(2)= fi cosh z,
7z

1,,(2) = ,/i sinhz,
7z

l,,(2) =, fi (cosh zZ- sinh Z]
7z z

seklindedir. Asagida J,:R —> R ve |, :R — R olmak iizere v:—%, v:%, V=

degerleri i¢in J, ve |, fonksiyonlarinin grafikleri asagida verilmistir.

15}

10}

05 |

00 [

05 ¢

-0l

Sekil 3.1: J_,,(X),J,,(X) Ve Jg,(X) fonksiyonlarmin grafikleri

3
2
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10

(=)

Sekil 3.2: 1 ,,(x), 1,,(X) ve l,,(x) fonksiyonlarinin grafikleri

3.3. Dini Fonksiyonlar

Bu baslik altinda Bessel fonksiyonlari ve modifiye Bessel fonksiyonlart yardimiyla
onlarin 6zel kombinasyonlarimin tanim ve bazi 6zellikleri sunulmustur. Bu 6zel

kombinasyonlar uygulama alani1 buldugundan dolay1 ayr1 bir inceleme gerektirir.

Tammm 3.3.1 (Dini Fonksiyonu): v reel ya da kompleks bir sayr olmak iizere

d'*:C—>C
d,"(2)=(1-v)J,(2) +23)(2)

d,2(2) = (2-V)3,(2) + 23,(2)

34



seklinde tamimlanan fonksiyonlara Dini fonksiyonlari denir [8]. d'**:R >R

1

fonksiyonunda v = —% , V= > V= g degerleri i¢in grafikler asagida verilmistir.

La

[
T
| I

=N

£,
[T Ly S S |

Sekil 3.3: d l (x),d i (x) ve d é (x) fonksiyonlarinin grafikleri

2 2 2

e}

£,

| b3
b=

=N

o,

LERLNRIS I ) ]

Sekil 3.4: d? (x),d?(x) ve dZ(x) fonksiyonlarinin grafikleri

2 2 2
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Tamm 3.3.2 (Modifiye Dini Fonksiyon) : v reel ya da kompleks bir sayr olmak

lizere £°:C—C
&@)=01-v)I,(@)+21,(2)
& @) =2-v)I,(2)+21,(2)
seklinde tanimlanan fonksiyonlara modifiye Dini fonksiyonlar denir [14].

EM R —R fonksiyonunda v = —%, V= %, Vv :g degerleri i¢in grafikler asagida
verilmistir.

10

iy
=t

|
bl

iy

(=)

Wy
ba = pale

Sekil 3.5: &' (X), & (X) ve &£ (x) fonksiyonlarimin grafikleri

2 2 2
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10

iy
(=]

|
bl

iy

iy

[ =3 [FH] ] b L= b3

Sekil 3.6: &£%(X), £2(x) ve £2(X) fonksiyonlarinin grafikleri

2 2 2

Bu fonksiyonlarin normalize formlari
Di(z) =2'T(v+1) 7241(2)
D2(z) =2"'T(v+1) zl’gdj(\/? )
El(z)=2'T(v+1) 7 228((7)

E2(2) = 2T (v+1)2 2£ (V2)

seklindedir. Bu fonksiyonlarin kismi toplamlar1 Aktas ve Orhan [3], monotonluk
ozellikleri ve bazi fonksiyonel esitsizlikleri Baricz, Ponnusamy ve Sing [14] ve
geometrik 6zellikleri Raza ve Din [43], Deniz, Goren ve Caglar [19] tarafindan

caligilmistir.
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Raza ve Din [43] ¢alismasinda asagidaki sonuglar1 bulmustur.

Teorem 3.3.1: ve R, #<[0,1) ve zeU olsun. Bu durumda

i Bger v> 122075708 o by e S (B)
32(1- )

ii. Eger v>:;((i—:l’g)) ise Dj(z)eC(,B)

iii. Eger v >L ise Dvl(z) E’C[Mj
1-5 4
iv. Eger v>0 ise bu durumda Uy, diskinde D;(z) e S”

v. Eger v>1 ise bu durumda U,, diskinde D;(z) eC

sonuclar1 dogrudur [43].

Biz de bu tez ¢aligmasinda gerek yukarida tanimlanan Dini fonksiyonlar1 gerekse

genellestirilmis Bessel fonksiyonlar1 birlikte diisiinerek asagidaki tanimi verdik.

Tanmim 3.3.3  (Genellestirilmis Dini Fonksiyonu): acR, b,c ve v kompleks

sayilar olsun. G C-oC

v,a,b,c

Gv,a,b,c (Z) = (a' - V)Wv,b,c (Z) + ZW\:,b,c (Z)

seklinde tanimlanan fonksiyonuna genellestirilmis Dini fonksiyonu denir.
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G

v,a,b,c

genellestirilmesidir. Ornegin;

G,11.(2)=d,(2)

G,,..(2)=d(2)
G,1,.(0)=¢(2)
G,,.1(2)=& ()

elde edilir. G, , , . fonksiyonunun tanimindan da goriildiigii gibi bu fonksiyon

normalize degildir. Bu fonksiyonlarin normalize formu ¢, ,,.:U ->C

uane®)=2 T v+ 2227 5 (@ -v)w, (VD (D)

= (—c)' (2n+a)r(v+1) N —C) 2n+a) o
Z a4”n|F(n+v+1 nz;‘ ad"n!(x)

n=0

N (_C)n (2n + a)zn+1

=742, ad"n!(x)

n=1

seklinde verilir. Buna normalize edilmis genellestirilmis Dini fonksiyonu denir.

Deniz, Goren ve Caglar [19] calismasinda asagidaki sonuglart bulmustur.

fonksiyonu yukarida ifade edilen Dini ve modifiye Dini fonksiyonlarin
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Teorem 3.3.2: acR" ., beR,ceC ve x e C—{Z’ u{O}} olsun. Bu durumda

i. Eger

8|c| +a(5|c| - 8) + [64a’ + 16a(3a + 8)|| + [64 + a(33a + 208)]|c]
K>
16a

ise (Dv,a,b,c (Z) € S*

i. Eger

16|c| +a(7|c| - 6) + \/100a2 +20a(5a +16)|c| +[256 + a(a + 704)]|c|2
K>
16a

ise gov,a,b,c (Z) € C

iii. Eger

8|c| +a(5|c| - 8) + [64a’ + 16a(3a + 8)|| + [64 + a(33a + 208)]|c]
K>
16a

ise bu durumda U,, diskinde ¢, ,,.(z) €C

iv. Eger

4|c|+a(3|c|-8) + \/64a2 +16a(a+4)|c|+ (a+4)(9a+4) |c|2
K>
16a

ise bu durumda U,, diskinde ¢, ,,.(z) €S

sonuglar1 dogrudur [19].
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4. BULGULAR

Bu boéliimde ilk olarak ana teoremlerin ispatinda kullanilacak bazi lemmalara yer

verilmistir.

Lemma 4.1. f(z):Zanz” fonksiyonu U da analitik ve a =1, her n>2 igin
k=1

a, 20 olsun. Eger {na,—(n+1a,,} . ile {na,} dizileri azalan ise f, U da

nx1

yildizildir [23].

Lemma 4.2. ¢, =1 olmak iizere g(z) =) c,z"" fonksiyonu U da analitik ve her
k=1

n>2 i¢in ¢c. >0 olsun. Eger {c bir konveks azalan dizi (yani her n>1 igin
n NJ)n>1 y

C,— 2Cn+l +Ci2 >0 ve Co—Cra

>0)ise VzeU icin Reg(z) >% dir [23].

f(2)

Lemma 4.3. f e.A fonksiyonu Vz €U igin —-J.‘<1 sartin1 sagliyorsa |Z|<%
z

diskinde yildizil ve dolayisiyla iinivalenttir [29].

Ornegin; f(z)=z+z* fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyon asagidaki

grafiginden de goriildiigii gibi U birim diskinde yildizil degildir. Bunun yanisira

fonksiyon |Z|<% diskinde yildizildir. Cilinkii Vz €U igin @-1 <1 esitsizligi
z

saglanir. Dolayisiyla Lemma 4.3 den f (z) fonksiyonu |z <% diskinde y1ldizildir.
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Sekil 4.1 : U birim diskinin f(z) =z +z? fonksiyonu altindaki goriintiisii

Lemma 4.4. f € A fonksiyonu VvzeU igin |f’(Z)-ﬂ <1 sartin1 sagliyorsa |Z|<%

diskinde konvekstir [29].

Ornegin; f(Z):Z+12n fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Bu fonksiyon U da
n

konveks degildir. n igin gesitli degerler verilerek konveks olmadig agik¢a goriiliir.

Ozel olarak n=7 alarak grafik incelenirse konveks olmadigi goriiliir. Ancak

 olup

fonksiyon |z|<% diskinde konvekstir. Ciinkii VzeU icin f'(z)=1+2"
|f’(z)-]4<1 esitsizligi saglanir. Dolayisiyla Lemma 4.4 den f(z) fonksiyonu

|z| <% diskinde konveks olur.
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)]
_

Sekil 4.2: U birim diskinin f(z)=z +%Z7 fonksiyonu altindaki goriintiisii

Lemma 45 f e A fonksiyonu VzeU igin |f’(Z)-ZI.|<i sartin1 sagliyorsa

N3

U ={z:]z|] <1} diskinde yildizildir [29].

1-5
4

Lemma 4.6 0< /<1 olmak iizere, f €A fonksiyonu VzeU igin |zf"(z)|<

sartin1 sagliyorsa Re f'(z) > % dir [31].

Lemma 4.7 w

v,b,c?

v mertebeden birinci ¢esit genellestirilmis Bessel fonksiyonu

olup kx =v+(b+1)/2+0,-1,-2,... olmak tizere Vb,v,c € C ve her zeC igin
a. IW, ., (2)+CZW,,,, (2) =(2v+b-Dw,, (2)

b. zw/

v,b,c

(Z) + (V + b _1)Wv,b,c (Z) = ZWv—l,b,c (Z)
C. ZVV\,/,b,c (Z) + CZWV+1,b,C (Z) = va,b,c (Z)
d. [z’“wv,b'C (z)] =—CZ "W, . (2)
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rekiirans bagintilar dogrudur [6].

Bundan sonraki kisimda ana teoremlere yer verilmistir. Calisma boyunca

K:v+b7+1¢0,—1,—2,... ve @, ..U —>C,

‘o ad'nl(x)

n+1

olarak kullanilacaktir.

Ana sonuclarimizdan ilki normalize edilmis genellestirilmis Dini fonksiyonlarin

S —mertebeden yildizilligi ile ilgilidir. Bulunan sonug asagidadir.

Teorem 4.1: aeR’,beR,ceC, xeR—-{Z U{0}} ve Be[0,1) olsun. Bu

durumda A, , =4(8—-2)|c|+a(8—5|c|+ B(3|c|-8)) olmak iizere

e (A2, ,—8a(B-1)|c|(-8(2+a)(B-2)+ (16 +a-2/)|c])
16a(f—1)

ise @, ,,.(2) €S (B) olur.

Ispat. ¢,,,.(z) fonksiyonunun pB—mertebeden yildizilligini gdstermek igin

Z@;,a,b,c (Z)

!
¢v,a,b,c (Z)

<1- f oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Bunun i¢in

|2, +2,| <|z,|+|2,]

ticgen esitsizligi ve
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8(n—Yl(x+1), l_[2(1<+l)] neN

2N (x+1),_ l_[2(/c+1)] neN

esitsizlikleri kullanilacaktir.

Ik olarak |/, . (Z)—%%C(Z) i¢in bir iist sinir bulalim. Dolayisiyla
, Goane(2)| _[&an@n+a)(—)" | & n@n+a)ldf
Plane (2)= z | nz; ad"n!(x), _nzzll ad"n!(x),
Cl < 2n+a n-
| | Z — ( ) |C| 1

47 (n-1))(x+1)

n-1

|c| o0 2n |C| a i
Saxa Z TN, ava A0 D),

n-1 n-1
b gel 4TI, el W
2ka  2xa 43| 8(x+1) Ak Ak | 8(x+1)

_ | [14+a]+|c|8(x +1)(2+a)
4ar(8(x+1)—|c|)

elde edilir. Ik ve son terimden

D, anc (2 | lc|* [14+a]+|c|8(x +1)(2+a)
z ‘ 43.K(8(K+1)—|C|)

goui,a,b,c (Z)_ (41)

yazilir.

(Dv,a,b,c ( Z)
z

Ikinci olarak icin bir alt sinir bulalim. Ispat icin,
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|7, +2,|2||2,| |z,
ve
2(n-Yix+1), , >[2(x +D]"", neN
(x+D),,n>[2(x + )] neN

esitsizliklerini kullanacagiz. Boylece

¢v,a,b,c(z) >1— i(2n+a)(_c)n 7"
z = ad'nl(x)
o P RO o
a4 n! n 1 a
_2|C| 2] & |C| L lds o
>1-
4dxa 41(&224nl DY (x+1), , 4K‘ 47{214nl Mx+1)

o ldel . T L0, 1 "
>1-| A M
= 2/<a+1canZ:2: 8(x+1) 41< 41(2 K‘+1

_ 2[c]" ~|e[4(ax +2(a+2)(x +1)) +32ax (k +1)
- 4ar(8(x+1)—|c|)

bulunur. Tlk ve son terimden

Dy abe (z)| g —2|c|2 —|c|4(a1<+ 2(a+ 2)(z<+1))+32a1c(k +1)

z ‘_ 4azc(8(rc+1)—|c|) (4.2)

elde edilir. Boylece (4.1) ve (4.2) esitsizliklerinden

Zgov"a’byc(z)_‘.‘< Ic|* [14+a]+|c|8(x +1)(2+a)

Pranc(2) | —2[cf —|c|4(ax+2(a+2)(x+1))+32ax (k+1)
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olur. Simdi ¢,,,.(z) fonksiyonunun g —mertebeden yildiziligini inceleyelim.

Teoremin hipotezindeki x igin esitsizlik g6z Oniine alinirsa

|C|2 [14+a]+|c|8(x+1)(2+a)
-2|¢’ ~|c|4(ax+2(a+2)(x+1))+32ar(k +1)

<1-p

Z(Dli,a,b,c (Z)
¢v,a,b,c (Z)

S —mertebeden yildizil olur. Bu durumda teoremin ispati tamamlanmis olur.

oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece

—J.‘<1—ﬁ olup ¢, ., .(z) fonksiyonu

Teorem 4.1 de 6zel olarak =0 alinirsa Teorem 3.3.2 nin i. sonucu elde edilir.

Diger taraftan Teorem 4.1 de 6zel olarak a=Db=c=1 alinirsa asagidaki sonug elde

edilir.

Sonug 4.1: Eger 4 €[0,1) olmak iizere

178 -11+/(B+5) +8(L- B)(65-26/3)
. 16(L- )

v

ise bu durumda D}(z) e S"(p) olur.

Sonug 4.1 ve Teorem 3.3.1 in 1. sikk1 karsilagtirma agisindan degerlendirildiginde her

B €[0,1) i¢in

12+ [T20- 5768 _ 17B-11+(/+5)' +80- f)(65-26/)
32(1-B) 16(1-B)
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oldugu acik bir sekilde goriilmektedir. Dolayistyla Sonu¢ 4.1 de bulunan sinir

Teorem 3.3.1 in i. sikkinda verilen Raza ve Din [43] nin sonucundan daha iyidir.

—11++/545
16

Sonug¢ 4.1 de 6zel olarak S =0 almirsa V> ~0.7715 igin D}(2)

fonksiyonu yildizildir.

Teorem4.2: acR*,beR,ceC, xeR—{Z U{0}} olsun. Eger

a(5|c|-8) +8|c|+ \/64a2 +16a(3a+8) | +[64 +a(33a + 208)] |c|2
K>
16a

olursa ¢, ,,.(z) fonksiyonu U,, diskinde konveks olur [19].

Ispat. Bu teoremi ispatlamak i¢in Lemma 4.4 den

@;,a,b,c (Z) _1‘ <1 Oldugunu

gostermek yeterlidir. ispatta
|2, +2,|<|z|+|2,]
ticgen esitsizligi ve
8(n-D!(x+1),, >[2(«+1]"'n, neN
2(n-D(x+1D),, >[2(<+1]"", neN
n(x+2),, >[2(x+D)]" neN

esitsizlikleri kullanilacaktir. ¢, .(z) fonksiyonunun tanimini géz oniine alarak

@, anc (2)—1] ifadesini inceleyelim. Dolayisiyla
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2n2+n(a+2)+a)

= i( ad"nl(x), ef

= (n+1)(2n+a)(-c)’

(/)é'a'byc(z)—l‘ =‘1+Z 24ni(x) "1

n=1 n=1

< 2n n a+2 n a n
2 -0 e e, e

n-1 n-1
el e ] e (a+2j c (a+2j ol | e
<—+—4 —_— |+ — | S
21<a+1ca ; 8(x+1) i a 41<+ a 2an=;‘ 8(x+1)

_ (16+ a)|c|2 +16(a+2)(x +1)|c|
4aK‘(8(K‘+1)—|C|)

elde edilir. Teorem hipotezinde ki x i¢in esitsizlik goz oniine alinirsa

(16+a)|c| +16(a+2)(x+1)|c|
4ar(8(x+1)—|c|)

<

bulunur. ‘go; (z)—l‘ <lolup @, ,,.(z) fonksiyonu U,, diskinde konveks olur.

,a,b,c

Diger taraftan Teorem 4.2 de 6zel olarak a=b=c =1 alinirsa agsagidaki sonug elde
edilir.

Sonuc¢ 4.2: Eger

~0.7715

. —114]-6\/545

olursa D}(z) fonksiyonu U,, diskinde konveks olur,
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~0.7715 sartina bakildiginda Teorem 3.3.1 in v.

Sonu¢ 4.2 nin V>%

sikkinda verilen Raza ve Din [43] nin v>1 sonucundan daha iyi oldugu ag¢ik bir

sekilde goriilmektedir.

Teorem 4.3: aeR’,beR,ceC, xeR—-{Z U{0}} ve Be[0,1) olsun. Bu

durumda @, , , =8(8—2)|c|+a(6—7|c|+ B(5|c|—8)) olmak iizere

0- \/(aza,cﬁ +8a(B-1)(4|c|(-16—15|c|+ 4 8(|c| + 2)) + a(-8+|c|(-23+6]c|+ (16 +|c|)))
K>

16a(B -1)
ise @,.,.(2) €C(p) olur.

Ispat. ¢,,,.(z) fonksiyonunun B —mertebeden konveksligini incelerken

Z¢\;’,a,b,c (Z)

’ ( ) <1- f oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in
(Dv,a,b,c z

|2, +2,| <|z,|+|2,)]
esitsizligi ve
8(n—D!(x+1D),, >[2(x+1)] " n, neN
32(n-Y(x+1),, >n’[2(«+1)]", neN
2(n-D(x +1), , > [2(+ 1] neN

esitsizlikleri kullamlir. ¢, ., .(z) fonksiyonunun tanimi goz Oniine alinarak

oncelikle ‘Zz(p:,a,b,c (Z)‘ i¢in bir {ist siir bulunur.
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Dolayistyla

o n(n+1)(2n+a)(-c = (2n+a)(n+1)

a2 |3, ad"nl(x), )Zn+lgza4"(n_1)!(,c)n|c|n

n=1 n=1

lc| & n v, (a+2)|c| &
<
e ST (e T dax ZE(C 1) (x+1)

e

n-1

n-1

]

s
N Ty
e . Id d T 2\ [¢] 2)[c] "
> a+ a+
<—+—16) | ————  — 2
2Ka+l('a ;{8@0&)} +[ a ]41{ ( a j/{ ;{ K'+1):|

Ll 4
4/( 4 nz;‘ K+1

_ (44-7a)|c[ +(8(x+1)(a+4)—a)|c|+8a(x+1)
4ar(8(x+1)—|c)

elde edilir. O halde ilk ve son terimden

(44-7a)|c/ +(8(x+1)(a+4)—a)|c|+8a(x+1)
4ar(8(x+1)—|c|)

2 _n

|20 1 (2)| < 4.3)

olur.

Ikinci olarak ‘Z(DL,a,b,c (Z)‘ i¢in bir alt sinir bulalim. Ispat i¢in
|7, +2,|2||2,| |z,

ve

8(n—1)!(x+1), , >[2(x+1)]" " n, neN
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2(n-Di(x+1),, > [2(K+1)] neN
nl(x+1), 1_[2(1<+1)] neN

esitsizliklerini kullaminiz. Simdi ¢,,,.(z)  fonksiyonunun tanimi kullanarak

|20 11 (2)| ifadesini inceleyelim

Dolayistyla

n

, +i(n +1)(2n+a)(-c)’

21_2(2# +n(a+2)+a)
—~ ad"n!(x)

T P

. 2n N a+2 N a n
21{; 2 -0, e (e, e, }

n=1

N
4 41(z K‘-l—l

—~(16+a)|c|" —(4ax +8(x+1)(2a+4))[c| + 32ax (x +1)
4ar(8(x+1)—|c|)

elde edilir. O halde ilk ve son terimden

~(16+a)|c|" - (4ax +8(x +1)(2a+4))|c| +32ax (x +1)
4aK(8(K+1)—|C|)

‘Z(D\i,a,b,c (Z)‘ 2 (44)

yazilir. Burada (4.3) ve (4.4) esitsizliklerini kullanilirsa. Dolayisiyla alt ve iist

sinirdan
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20! 100 (2 | (44-7a)|c/ +(8(x+1)(a+4)—a)|c|+8a(x+1)
Pane(?)| —(16+ )] — (4axc+8(ic+1)(2a+4))|c| + 32ax (1 +1)

bulunur. Teorem hipotezinde ki « i¢in esitsizlik g6z 6niine alinirsa

(44-7a)|c[" +(8(x+1)(a+4)-a)[c|+8a(x +1)
—~(16+a)|c|" - (4ax +8(x +1)(2a+4))|c|+32ax (x +1)

1-p

oldugu gortiliir.

Zqog,a,b,c ( Z)

¢u£,a,b,c (Z)

olur. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmis olur.

Boylece <1-p olup ¢,,,.(z) fonksiyonu S —mertebeden konveks

Teorem 4.3 de 6zel olarak £ =0 alinirsa Teorem 3.3.2 nin ii. sonucu elde edilir.

Diger taraftan Teorem 4.3 de 6zel olarak a=b=c =1 alinirsa asagidaki sonug elde

edilir.

Sonu¢ 4.3: Eger S e [0,1) igin

JUB+1+ J(58—-17)? +8(5—1)(485 —124) + (17 5 25)
16(1-5)

ise @,.,.(2) eC(pB) olur.

Sonug 4.3 ve Teorem 3.3.1 in ii. sikki karsilastirma agisindan degerlendirildiginde
her #[0,1) i¢in

53



32-4) 118 +1++(58-17)% +8(8 —1)(485 —124) + (17 5 — 25)
21-7) 16(1-4)

oldugu acik bir sekilde goriilmektedir. Dolayisiyla Sonu¢ 4.3 de bulunan smir
Teorem 3.3.1 nin ii. sikkinda verilen Raza ve Din [43] nin sonucundan daha iyidir.

Ayrica Sonug 4.3 de ozel olarak £ =0 alinirsa v >% ~2.2775 igin D;(z)

fonksiyonu konvekstir.

Teorem4.4: aeR’,beR,ceC, xeR-{Z U{0}} olsun. Eger

4|c| +a(3|c|-8) + \j64a2 +16a(a+4)|c|+(a+4)(9a+ 4)|c|2
K >
16a

olursa ¢, ,,.(z) fonksiyonu U, , diskinde yildizil olur.

Ispat. ¢, ,,.(z) fonksiyonunun U, de yrldizilligii géstermek i¢in Lemma 4.3 den

(Dv,a,b,c (Z)
YA

—J.‘ <1 oldugunu géstermek yeterlidir. ispat igin

|2, +2,|<|z|+|2,]
ticgen esitsizligi
2(n-D(x+1D),, 2[2(«+D)]"", neN

(x+D,,n'>[2(x+D]"", neN
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esitsizlikleri  birlikte  kullamhip ¢, ,,.(zZ) fonksiyonunun tammindan da

@v,a,b,c (Z)
YA

faydalanilarak

—J.‘ ifadesi incelenir. Dolayisiyla

cov,a,b,c(z)_ﬁ< & @n+a)(—¢)

z B nz‘ ad"nl(x)

s{g—ams&’()n |C|n+§1a4”nl( ) cf }

_2|C| 2ld] & |C| MCINICRS o
4Ka 4Kaz4nl (K+1) 41( 41(24nl K+1) .

el I L1, 1
2Kka K‘az K‘+1 41c 41{2 K‘+l

< 2|c|* +8(x +1)(2 +a)[c|
~ dax(8(x+1)—|c|)

IA

IN

olur. Teorem hipotezinde ki « igin esitsizlik gbz Oniine alinirsa

2|c| +8(K+1)(2+&)|C|
dax(8(k+1)— |C|)

qpv,a,b,c (Z)

Z

oldugu goriiliir. Dolayistyla

—]Fl olup ¢,,.,.(z2) fonksiyonu U,,

diskinde yildizil olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Diger taraftan Teorem 4.4 de 6zel olarak a=b=c =1 alinirsa asagidaki sonug elde

edilir.
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Sonuc 4.4: Eger

V> _17:—6 V209 | 0.1589

olursa D;(z) fonksiyonu U,,, diskinde yildizil olur.

~—0.1589 sartina bakildiginda Teorem 3.3.1 nin iv.

Sonug 4.4 iin V>%

sikkinda verilen Raza ve Din [43] nin v>1 sonucundan daha iyi oldugu agik bir

sekilde goriilmektedir.

Teorem4.5: acR',beR,ceC ve KeR—{Z‘u{O}} olsun.

Gaey =80/ +8a|c|[8J§+10|c| + 9\/§|c|] +a? [64 + |c|(—16 +324/5 +21¢| +8\/§|c|)}

olmak iizere eger

20[c|+a| -85+ (10+ 5 )jc|+ \Bc, ., |
16+/5a

K>

ise bu durumda ¢, ,, .(z) fonksiyonu U birim diskinde yildizildir.

Ispat. Lemma 4.5 geregince bu teoremi ispatlamak igin P, abe (Z) —1‘ < %
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in

|2, +2,|<|z|+|2,]

tiggen esitsizligini ve
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8(n-Dl(x+1), , > [2(K+1)] neN
2(n-Di(x+1), , > [2(K+l)] neN
n(x+1), > [2(1<+1)] neN

esitsizlikleri kullanilip ¢, ,,.(z) fonksiyonunun da tanimi géz Oniine alinarak

@, ane(2) —1‘ ifadesinin degerlendirilmesini inceleyecegiz. Dolayisiyla

2n2+n(a+2)+a)

= i( ad"nl(x), f

n=1

= (n+1)(2n+a)(-c)’

(p;’a'byc(z)—l‘ =‘1+Z T 21l

n=1

S 2n N a+2 N a n
2 a0, O e n-aie), e,

n=1 n=1 n=1

ol [l T (a+2J ol (a+2) el T
<—+-—4 —t| — =) | —
<2K'a+K'a Z 8(K+1) " a 4K'+ a 21(”2:; 8(K+l)

MRS "
41( 4/{Z K'-I-l

_ (16+a)|c| +16(a+2)(x+1)|c|
4a/c(8(/c+1)—|c|)

olur. Tlk ve son terimden

_(16+a)l[* +16(a+2)(x +1)|c]

Plase(2) 1< 4ar(8(x+1)—|c|) <f

yazilir. Boylece, teorem hipotezinden Lemma 4.5 in kosullart saglanir. Dolayisiyla

®, b (2) fonksiyonu U birim diskinde yildizil olur.
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Teorem 4.6: acR",beR,ceC, xeR-{Z U{0}} ve 0<pB<1 olsun. Bu

durumda w, , , =8(8-5)|c|+a[ B(5|c|-8) —13|c| ]| olmak iizere

L —\/wzayc, 5 +8a(B-1)(16c|[ B(2+|c|—2(5+6]c|) ) +a(-32+|c|[ -44+27c|+ B(16+[c]) ])
16a(8-1)

K>

1+ 4 1+ 4

ise Re¢\;,a,b,c(z)>T olur. Yani ¢,,,.(z) fonksiyonu T—mertebeden

konvekse yakindir.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak igin Lemma 4.6 dan ‘Z¢:,a,b,c (Z)‘ < % oldugunun
gosterilmesi yeterlidir. ispat i¢in

|2, +2,|<|7|+|2,|
licgen esitsizligi ve

8(n—DN(x+1D),, >[2(x+1)] " n, neN

32(n-1!(x+1),, >n’[2(«+1)]", neN

2(-1)1(x+1),, >[2(c+D]™ neN

esitsizlikleri kullanilarak ve ¢, ., .(z) fonksiyonunun da tanimini goz 6niine alarak

‘Z(PL',a,b,c (z )‘ ifadesininin degerlendirilmesi durumunu inceleyecegiz.

Dolayisiyla

‘ Z n(n+1)(2n+a)(- = (2n+a)(n+1)

‘Z¢v,a,bc —r a4nn|( )n 1a4n n— 1 ( ) ||
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| & n2 v, (a+2)|c| &
<
P TY 2oy vy pere s B Py Doy 1) (c+1)_

n-1

n-1

]

|C|
z 4" (n ) (c+1) |

SIS (a+2) |c| (a+zj|c|
— 2

2Ka xa ZZ: 8 K'+1 a 4k a J/k nzzl K'+1)

e T

41( Ak nz;‘ K’+1

_ (44-7a)[c| +(8(x+1)(a+4)-a)|c|+8a(x+1)
4arc(8(x+1)-]c|)

elde edilir. Teorem hipotezinde ki x i¢in esitsizlik gbz Oniine alinirsa

(44-7a)|c[ +(8(x+1)(a+4)—a)|c|+8a(x+1) _1-p
4ar(8(x+1)—|c) 4

oldugu kolayhkla goriiliir. Bdylece ‘Z¢:’avb’c(z)‘<1_4’8 elde edilir. Dolayisiyla

1+ p

Lemma 4.6 dan ¢,,,.(z) fonksiyonu igin Regp\i,a,b,c(z)>T yazilir. Boylece

teorem ispatlanmis olur.

Sonu¢ 4.5: 0< S <1 olsun. Eger

N 118+ 37 +/(58-53)? + 2432 8(1- ) +17 8 — 49
16(1- )

1+

ise D}(z) fonksiyonu 5 —mertebeden konvekse yakindir.
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Eger Sonug 4.5 de =0 alinirsa v>37+1— "62760z5_5959 icin D\}(z) fonksiyonu %—

mertebeden konvekse yakindir.

Teorem4.7: acR", beR, ¢ <-0,117874 olsun.

N(c) = /143c® +152¢ + 64 —12¢ —8

olmak iizere eger x> N(c) ise, bu durumda ¢, ,, . €S olur.

Ispat. Bu teoremin ispat1 i¢in Lemma 4.1 den faydalanacagiz. Bunun icin O, apc

fonksiyonunun tanimindan
qu,a,b,c (Z) F— Z A1 Zn
n=1

yazilir. Burada

_[2(n-1)+a](-c)"
A ad"*(n-1)!(x)

n-1
dir.

A, nin taniminda ¢ <-0,117874 ve hipotezdeki sartlar gz oniine alinirsa her n>1

icin A, >0 olur.

Diger taraftan

L R S e T S

T a (n-1)(x) a4 (n-1)i(x), 4 (n-1)(x) .

seklinde yazilabilir. Burada
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o 2(0)”
S = aa (n—2)1(x)

ve g, -1
= (n1)i(x)

n-1 n-1

olmak tizere A, =F, +G, seklinde yazilir.
Teorem ispatlamak i¢in Lemma 4.1 den faydalanacagiz. Yani

i. {nA}_ dizisinin azalan
ii. {nA —(n+DA,,}_, dizisinin azalan
oldugunu gostermeliyiz.

i. Once {nﬂh}mdizisinin azalan oldugunu ispat edelim. {nAj} , dizisinin azalan

oldugunu gostermek igin {nFn}n22 ve {nGn}nZl dizilerinin azalan oldugunu

gostermek yeterlidir.

[lk olarak {nFn}n22 dizisinin azalanligini gosterelim. Bunun i¢in nF, —(n+1)F, , >0

n+l

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Dolayisiyla

_ 2n(=o)” 2(n+1)(-c)
nF,-(n+)F,, = ad"* (n-2)Y(x) | ad" (n-1)Y(x),

2(c)” { (n+1)(-<) }

“ad (n=2)(x) .| 4(n—1)(x+n-1)

_F 4n(n-1)(x+n-1)+(n+1)c

o 4(n-1)(x+n-1)
yazilir. Burada Ul(n):4n(n—1)(zc+n—1)+(n+1)c alallim. n>2 ve c negatif
oldugundan x>0 olup dolayisiyla F >0 ve x+n-1>0 olur. Simdi

nF,—(n+)F,,, >0 oldugunu gostermek ig¢in U;(n)>0  oldugunu gostermek

yeterlidir.
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Dolayistyla

U,(n) =4n(n-1)(x+n—1)+(n+1)c
=n[4(n-1)(x+n-1)+c]+c
=n[4(n-1) +4(n-1)x+c|+c (n>2 igin (n-1)* >2(n—1)~1 den)
>n[8(n-1)-4+4(n-1)x+c]+c (n=2igin)
>n[4(x+1)+c]+c

olur. Burada n>2 ve x> N(c) >—?3c_1>—70_1 oldugundan

U,(n)>8(x+1)+3c>0
elde edilir.

Sonug olarak x> N(c) i¢in nF, —(n+1)F,,, >0 olur. Buise {nF,}  dizisinin kesin

n+1

azalan oldugunu gosterir.

Simdi {nGn}n21 dizisinin azalanhigini gésterelim. Bunun i¢in nG, —(n+1)G, , >0

n+l

oldugunu gostermek yeterlidir. Dolayisiyla

s _ n(—)"  (n+1)(=c)’
G,-(n+1)G,., 4n—1(n_1)!(K)n_l 4”(n)!(1<)n

-

G 4n® +n’(4x—4)+nc+c
oo 4n(x +n-1)
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yazilr. Burada V,(n)=4n’+n’(4x—4)+nc+c alahm. n>1 ve c negatif

oldugundan x>0 olup dolayisiyla G, >0 ve x+n—-1>0 olur. Boylece {Gn}

n>1

dizisinin azalanhigini gostermek i¢in V;(n) >0 oldugunu gostermek yeterlidir.

Dolayistyla

V,(n) =4n° +n®(4x—4)+nc+c (n>1igin n®>3n*-3n+1 esitsizliginden)
>4(3n2—3n+1)+ n*(4x—4)+nc+c
=n*(4x+8)+n(c—12)+c+4 (x> N(c)>-2 ve n’ = 2n—Llesitsizliklerinden)
>(2n-1)(4x+8)+n(c—12)+c+4
=n(c+4+8k)+c—4x—4

yazilir. Burada n>1 ve x> N(c) > —% > _0;84 oldugundan

V,(n)>2x+c>0
elde edilir.

Sonug olarak & >N(c) i¢in nG,—(n+1)G,,,; >0 olur. Bu ise {nG,} , dizisinin

n+l

kesin azalanligim gosterir. Boylece { nﬁ}nzldizisi azalandir.

ii. Simdi  {nA, —(n+1) A1+1}n21 dizisinin azalanligin1 gosterelim. Bunun icin

{nF,—(n+DF,,}  ve {nG, —(n+1)G,,,} , dizilerinin azalan oldugunu gostermek

n=

gerekir.

Once {nF,—(n+1)F ,} , dizisinin azalan oldugunu gosterelim. Kolaylik olmasi

n=

agisindan K, =nF, —(n+1)F,,; olsun. Boylece
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K,-K.,,=nF,-2(n+)F ,+(n+2)F, ,>0

+1

oldugunu gostermek yeterlidir. Dolayisiyla

_ _ Zn(—C)n*1 ~ 4(n+1)(—c)n +2(n+2)(_c)n+1
K, K. a4"*l(n—2)!(1<)n_1 a4“(n_j|_)!(,()n a4n+1(n)!(K)n+l

_ 2(-¢)"" (n+1)c . (n+2)c?
a4 (n-2)!(«x)_ . 2(n-1)(x+n-1) 16n(n-1)(x+n)(x+n-1)

1

16n° +16n° (2x—2) +16n° (xk* ~3x +1+¢/2) |
+16n° (1~ +(xc+1)c/2)+n(8cx +¢* ) + 2¢°
16n(n—1)(x+n)(x +n—1)

yazilir. Burada

U,(n) =16n° +16n" (2x —2) +16n° (x* —3x +1+¢/2)
+16n° (i —x” +(x+1)c/2)+n(8cx +c* )+ 2¢7

alalim. Simdi U,(n) >0 oldugunu gosterelim. U, (n) yeniden diizenlenecek olunursa

16n" +16n° (2 - 2) +16n° (x* —3x +1+¢/2)
U,(n)=n +2c¢’

+16n(1(—1c2 +(K+1)C/2)+(8CK+C2)

azilir. Analizden bilinen n* >4n°® —6n* +4n—1 esitsizligi kullanilirsa
y

16(4n®—6n° +4n—1)+16n° (2 - 2) +16n* (x* — 3k +1+¢/2)
U,(n)>n +2¢°
+16n (- x° +(x +1)c/2)+(8cx +¢?)
16n° (21 +2)+16n° (x* —3x +5+¢/2) )
=n 2C
+16n(4+ k- +(xc+1)c/2) +(8cx +c* ~16)
= X,(n)
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elde edilir. Yukaridaki son ifadede x> N(c)>-1 oldugundan n*®>3n°-3n+1

esitsizliginden

(16(3n2 —3n+1)(2k+2)+16n%(x? -3k +5+¢/2
X,(n)>n ( )( ) ( / )]+202

_+16n(4+1c—/c2 +(K‘+1)C/2)+(80K+02 —16)

- +(321<+8Cz<+c2 +16)

= X_z (n)

1607 (k2 +3x +1+¢/2) +16n (-2 5k — +(z<+1)c/2)] )
+2c

yazilir. Son ifadede n* nin katsayisi x”+3x+1+c/2, x>N(c) igin negatif

degildir. Boylece n* >2n—1 esitsizligi kullanilirsa

16(2n-1)(x* +3x+1+¢/2)+16n(—2 -5k —x? +(x+1)c/2
X,(n)>n ( )( / ) ( (1c+3)c/ )}LZC2

+(32x +8cxc +¢” +16)
= n[16n(1<+;<2 +c+(z<+1)c/2)+(—161<2 —16K—8c+801c+c2)]+ 2¢?
= X;(n)

elde edilir. Burada n nin katsayist olan x+x”+c+(x+1)c/2, x>N(c) i¢in

negatif degildir. Dolayisiyla n>2 igin

X,(n)>n [161(2 +16x +40c + 24cKk + cz] +2¢°
= X,(n)

bulunur. Buradan x>N(c) ve n>2 igin  16x°+16x+40c+24ckx+Cc° >0

oldugundan

X, (n) > 32k + 32k +80c + 48cxk + 4c?
= X4(n)

olur. Son ifadede x>N(c) ve n>2 icin 16x° +16x +40c+24ck +2¢* >0

oldugundan
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Xs(n)>0
elde edilir. Boylece

U, (n) > X,(n) > X,(n) > X;(n) > X,(n) > X;(n) >0
yazilir. Dolayisiyla {Kn}n22 dizisi kesin azalandir.

Simdi {nG,—-(n+1)G,,,} dizisinin azalanligim géstermeliyiz. Kolaylik olmasi

n=1

agisindan P, =nG, —(n+1)G,,, yazalim. Dolayisiyla

P,—P..=nG,-2(n+1)G,,,+(n+2)G,,, >0

n n+1l n+2

oldugunu gostermek yeterlidir. Boylece

P_p _ n(—c)"’l _2(n+1)(—c)”+ (n+2)(_c)n+1
T (), A (), P,

(<) : [ 2(n+1) (n+2)c’ }

"4 (n-1)l(x) | 4n(x+n-1) 16n(n+1)(x+n)(x+n-1)

2c(n+1) (n+2)c? }

=G{n+ 4n(K+n—1)+16n(”+1)(K+ n)(x+n-1)

[16n° +32xn* +n’ (164 +16x —16+8c)+n? (164 —16x +16¢ +8KC)_

+n(161cc+8c+c2)+807c+202
" 16n(n+1)(x+n-1)(x+n)

olur. Burada

V, (n)=16n° +32«n* +n® (16x” +16x —16+8c ) +n* (164 —16 +16¢ + 8xC)

+n(161c0+80+02)+801c+202
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alalim. Simdi V,(n) >0 oldugunu gosterelim. V,(n) yeniden diizenlenecek olunursa

16n* +32xn° + n? (16/<2 +16K—16+8C)

V,(n)=n +8cx +2¢°

+n(16/c2 —16K+16c+8/cc)+161cc+8c+02

yazilir. Analizden bilinen n* >4n® —6n” + 4n—1 esitsizligi kullanilirsa

16(4n® —6n” +4n—1)+32xn° + n* (16x” +16x —16 +8c¢)

V,(n)>n +8cx + 2¢?
+n (16zc2 —16x+16¢ +81<c) +16xC+8c+c?
32n° (i + 2) + n? (16x° + 165 — 112+ 8c)
=n +8ck +2¢?
+n(161c2 —16x +16C +8xC + 64)+16KC +8c+c2—16

=Y,(n)

elde edilir. Burada n® iin katsayis1 x+2, x> N(c) icin negatif degildir. Boylece

ifadede n®>3n®-3n+1 esitsizligini kullamlirsa

(3n* —3n+1)(64+32x) + n* (16x” +16x 112+ 8c

Yl(n)>n[ ]+8<:/<+2c2

+n(161c2 —161<+16c+81cc+64)+161cc+8c+cz -16

+16xC+8c+32k+C*+48
=Y,(n)

{nz (16x% +112x +80+8¢)+n(16x” ~112x +16¢ + 8xC —128)] )
=n +8cx +2¢

olur. ifadedeki n® nin katsayis1 16x° +112x+80+8c, x> N(C) igin negatif

degildir. Boylece n* >2n—1 esitsizligi kullanilirsa
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(2n—1)(16x° +112x +80+8¢)+n(16x" 112 +16¢ + 8xC —128) ,
+8ck+2¢C

+16xC+8c+32k+c*+48

Yz(n)>n[

n(48x” +112x +32¢ +8xC +32) ,
=N +8cx +2C

~16x* —80x +16xC +c* —32
=Y;(n)

elde edilir. Burada n nin katsayisi olan 48x” +112x+32¢+8xc+32, x> N(c) igin

negatif degildir. Dolayisiyla n>1 igin

Y,(n) > n(32(z<2 +zc<:+c+1)+c2)+81<c+c2

=Y, (n)
bulunur. Buradan x> N(c) ve n>1igin 32(x*+xc+c+1)+c*>0 oldugundan

Y,(n) >32(1<2 +1cc+c+1)+3c2
=Ys(n)

olur. Son ifadede x> N(c) ve n>1igin 32(x’+xc+c+1)+3c* >0 oldugundan
Y;(n)>0

elde edilir. Boylece

V,(n) >Y,(n) >Y,(n) >Y,(n) >Y,(n) >Y,(n) >0

yazilir. Dolayisiyla {Pn}nZl dizisi kesin azalandir.

Boylece {K,} ve {P,} dizileri azalan oldugundan {nA —(n+1)A,}  dizisinin

n2:

azalan oldugu goriiliir.
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Sonug olarak {nA} ~ ve {nA —(n+DA ,}  dizileri azalandir. Bylece Lemma

4.1 egore ¢,,,. €S olur. Bununla teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.7 de 6zel olarak a=b =1 ve ¢ =-1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.6: Eger v >3++/55 ise, bu durumda E(z) € S olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda ilk olarak genellestirilmis Bessel fonksiyonlart yardimiyla
genellestirilmis Dini fonksiyonu tanimlanmistir. Akabinde genellestirilmis Dini

fonksiyonlarin S —mertebeden yildizilligi ve konveksligi, konvekse yakinhigi ve
Uy, diskinde yildizillig1 ve konveksligi incelenmistir. Bulunan sonuglarin Raza ve

Din’in [43] c¢alismasindaki sonuglarinin hem genellestirilmisi hem de 06zel

durumlarda onlarin bulduklar1 sonuglardan daha iyi oldugu goriilmektedir.

Bu konu iizerine ¢aligacak arastirmacilar genellestirilmis Dini fonksiyonlarin integral
operatorlerinin geometrik O6zelliklerini, kismi toplamlarini1 ve diizgiin konvekslik,

diizgiin yildizallig1 gibi diger geometrik 6zelliklerini arastirabilir.
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