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OZET

Bu tezde yiiklii parcaciklarin lineer ve homojen olmayan ortamda hareketini ifade eden
sanal katsayili gradiyent iceren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin final
fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele alindi. Bu ¢alismanin 3.1.1. boliimiinde 6nce
sanal katsayili gradiyent igeren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin final
fonksiyonelli optimal kontrol problemi konuldu. 3.1.2. béliimiinde Galerkin yontemiyle
birinci ¢esit baslangic sinir deger probleminin  hemen hemen genellestirilmis
¢oziimiiniin varhigr ve tekligi ispatlandi . Bu ¢alismanin 4.1.1 bélimiinde s6z konusu
optimal kontrol probleminin ¢ézliimiiniin varligt ve tekligini gosteren teorem ispatlandi.
4.1.2 bolimiinde ise optimal kontrol probleminin en az bir ¢dzliimiiniin varlig
gosterildi. 4.2.1 boliimiinde fonksiyonelin diferansiyellenebilir oldugu gdsterildi ve
onun gradyenti i¢in formiil elde edildi. Nihayet ¢alismanin 4.2.2 boliimiinde optimal
kontrol probleminin ¢éziimii i¢in varyasyon esitsizligi bigiminde gerek sart ispatlandi.
Tezin tartisma ve sonu¢ bdliimiinde incelenen optimal kontrol probleminin konulma ve
verilerin sagladig1 sartlar a¢isindan daha genel oldugu, bir 6nceki ¢aligmalarda yer alan
optimal kontrol problemlerinden ciddi bir bicimde farkli oldugu gésterilmistir. Bunlarin
yant sira elde edilen sonuglarin giincel oldugu ve bir 6nceki calismalardaki sonuglarla

ortiismedigi de vurgulanmastir.

2017, 74 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Yiikli parcaciklar, Schrodinger denklemi, optimal kontrol, final
fonksiyonel.



ABSTRACT

In this thesis, the optimal control problem of the final function is discussed for the
nonlinear Schrédinger equation involving the virtual coefficient gradient expressing the
movement of charged particles in linear and inhomogeneous media. in section 3.1.1 of
this work the optimal control problem of the final function for the nonlinear
Schrodinger equation with the virtual coefficient gradient was first introduced. In
section 3.1.2. the existence and uniqueness of the almost generalized solution of the first
kind of initial boundary value problem has been proved by the Galerkin method. In
section 4.1.1 of this work the theorem proving the existence and uniqueness of the
solution of the optimal control problem has been proven. In section 4.1.2 shows the
existence of at least one solution of the optimal control problem. In section 4.2.1 we
have shown that the function is differentiable and its formula for the gradient is
obtained. Finally, in section 4.2.2 of the work it is proved that the solution of the
optimal control problem is necessary in the form of variation inequality. It has been
shown that the optimal control problem examined in the discussion and conclusion
section is more general in terms of the conditions provided by the placement and data,
and is significantly different from the optimal control problems in previous studies. It
was also emphasized that the results obtained were up-to-date and did not overlap with

the results of previous studies.

2017, 74 Pages

Key Words: Charged particles, Schrodinger equation, Optimal control, Final functional



SIMGELER DiZIiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

V- Herhangi

@- Hemen hemen her yerde
| >0- Verilen say1

i=/-1- Sanal birim

xe[0,1]- Uzay degiskeni
te[0,T]- Zaman degiskeni

Q, =(0,1)x(0,t), Q=Q,-  Verilen bolge

Ezt 0,1)x(t,T)- Verilen bolge



1. GIRIS

Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri igin optimal kontrol
teorisi cagdas optimal kontrol teorisinin 6nemli alanlarindan biridir. Bu teorinin
problemleri ¢ogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte

ve ¢agdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikar [8,25,37]. Bu nedenle boyle

problemlerin incelenmesi, gerek teorik gerekse pratik anlamda Oneme sahiptir.
Schrédinger denklemi igin optimal kontrol problemleri daha dnce farkli ¢alismalarda ele
almmustir [2—-10,12 —20,28,31—-34,37 —42,44—46] Soylememiz gerekir ki, [8,37]
calismalarinda, yani A.G. Butkovski, Yu.l. Samoylenko, M.A. Vorontsov ve V.IL
Smalgauzen’ in ¢aligmalarinda kuantum mekanik siireclerinin optimal kontrol teorisinin
teknik temelleri atilmig ve ortaya c¢ikan problemler matematigin klasik yontemleri ile
¢oziilmege calistlmistir. Ancak yukarida telaffuz ettigimiz calismalardan A.D.
Iskenderov ve G.Yagub'un 1980-90 I1 yillardaki ¢alismalarin1 5nemle dikkate almamiz
gerekir ki, bu calismalarda A.D Iskenderov ve G. Yagub tarafindan hem lineer hem
lineer olmayan Schrédinger denklemi ile ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol
teorisinin matematiksel temelleri ciddi bir bi¢imde atilmis ve ortaya ¢ikan problemlerin
cagdas ¢oziim yontemleri olusturulmustur. Sonraki yillarda A.D Iskenderov, G. Yagub
ve onlarin 6grencileri tarafindan kuantum mekanik siiregler i¢in optimal kontrol teorisi

Ve bu teorinin problemlerinin ¢6ziim yontemleri ciddi bir bicimde gelistirilmistir.

Bu tez ¢alismasinda yiiklii par¢aciklarin lineer ve homojen olmayan ortamda hareketini
ifade eden sanal katsayili gradiyent igeren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin
final fonksiyonelli optimal kontrol problemi incelenmistir. Bu tiir problemler yiiklii
pargaciklarin lineer ve homojen olmayan ortamda dagilmasi siirecinin incelenmesi
sonucu ortaya ¢ikan optimal kontrol problemlerindendir [8]. Soylemek gerekir ki, sanal
katsayil1 gradiyent igeren lineer Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri

ilk kez [1,33] calismalarinda ele alinmistir. Sanal katsayili gradiyent igeren lineer
olmayan Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ise ilk kez [19,20]

calismalarinda incelenmistir. Bu tezde ele alinan problem konulma agisindan ve
kontrollerin uzay degiskenine bagimli olup daha genis fonksiyonlar sinifindan olmasi

acisindan da oOnceki ¢alismalardaki problemlerden ciddi bir bigimde farklilik



olusturmaktadir. Ayrica bir 6nceki ¢alismalarda kontroller sinifi ya uzay degiskenine
bagimli dl¢iilebilir sinirlt fonksiyonlar sinifindandir ya da zaman degiskenine bagimli
olup kendisi ve tiirevi karesel integrallenebilir fonksiyonlar sinifindandir. Bu tezde ise
ele alinan problemde olas1 kontroller kiimesi uzay degiskenine bagimli mutlak degerinin
karesi ile integrallenebilir fonksiyonlar siifindan segilmistir. Ele alinan problemde
amac¢ fonksiyoneli olarak final fonksiyoneli tipli amag¢ fonksiyoneli kullanilmustir.
Bunlarin yan sira kontrol sistemlerini ifade eden sanal katsayili gradiyent igeren lineer
olmayan Schrédinger denklemi i¢in baslangic smir deger problemi de az
incelendiginden bu tez calismasinda s6z konusu denklem igin birinci ¢esit baslangig

siir deger problemi de arastirilmistir.

Bu tez calismasinda ilk Once ele alinan problemin iyi konulmasina ait sorular
cevaplandirilmistir. Bu amagla sanal katsayili gradiyent igeren lineer olmayan
Schrodinger denklemi igin 1. gesit sinir deger probleminin hemen hemen ¢oziimiiniin
varligi ve tekligi Galerkin yontemiyle ispatlanmistir. Bu teoremden yararlanarak soz
konusu optimal kontrol probleminin ¢oziiminiin varhig ve tekligi meseleleri
incelenmis ve optimal kontrollerin varlig1 ve tekligine ait hiikiimler ispatlanmistir. Daha
sonra problemde kullanilan amac fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligi incelenmis ve
onun gradiyenti i¢in formiil elde edilmistir. Gradiyent i¢in olan formiilden yararlanarak
optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart

ispatlanmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde c¢alisma boyunca kullanacagimiz tanim (bak: [22—24,26,36]) ve

teoremleri agiklayacagiz.

Tamm 2.1: L,(0,1), Hilbert uzay: olup elemanlar: (0,l) arahginda élgiilebilir ve

mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque uzayidir. Burada i¢

carpim ve norm asagidaki gibidir:

UV, on = JuC)v(x)dx,

”u”Lz(O,I) - <U, u>|_2(o,|) :

Burada V(x) fonksiyonu v(x) fonksiyonunun kompleks eslenigidir.

Tanim 2.2: LZ(Q), Hilbert uzay: olup elemanlar Q:(O,I)X(O,T) bolgesinde

Olgiilebilir ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque

uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki gibi tanimlanir:
(V') = Jw (1P (x Hdxalt,
Q
Wl 0 =¥V o

Tamm 2.3: L, (0,1) , Banach uzay1 olup, (0,1) araliginda 8l¢iilebilir, simnirli ve sonlu

- vraioﬁgjp‘u (x)|=ess supﬂu (x)|:x (0, )}

ol = o

normuna sahip u = u(x) fonksiyonlarinin uzayidir.



Tammm 2.4: L, (Q), Banach uzayi olup Q bélgesinde 6lgiilebilir, siurli ve sonlu
Iy, c) =vrai suply (x.t)

normuna sahip y =y (x,t) fonksiyonlarmin uzayidir.

Tamm 2.5: C° ([O,T], B), Banach uzayi olup elemanlar1 [0,T] araliginda siirekli olan

ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm agagidaki

sekilde tanimlanir:

Ul po.r1.) = M Ju(®)]-
Burada B =R alinirsa C[0,T]=C° ([O,T]; R) elde edilir.

Tamm 2.6: L, ([O,T],B), Banach uzay1 olup elemanlarl[O,T] araliginda olgiilebilir,

karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzayimna ait olan fonksiyon uzayidir.

Burada norm asagidaki sekilde tanimlanir:

1

o Mu \dt] e

u

Tanmm 2.7: Wzl(O,I), Hilbert uzayr olup elemanlarmin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (O,I) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

' — dy(x)dg(x
<l//’ ¢>W21(0,I) = '([[l//(X)¢ (X) + %%jdx,



”l//”WZl(O,I) - <W’W>w21(o,|)'

0 1
W (O,I) uzaylt Wzl(O,I) uzaymin alt uzayt olup, (O, I) araliginin ug noktalarinda sifira

esit olan fonksiyonlarin uzayidir.

Tamm 2.8: W, (0,1), Hilbert uzay: olup elemanlarinin kendisi ve onlarm ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L, (0, I) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

dx  dx dx? dx?

W2(01) \’(l//'l//>w22(o,|) ’
04

W2 (0,1) =W (0,1) W (0.1).

¥ Phgon = (w(x)&(xwd"’(” 4909 , 4v(9 49

%

Tamm 2.9: W, (Q), Hilbert uzay olup elemanlarin kendisi ve onlarin x degiskenine

gore 1. mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir.

Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

— oy (x,t) 8¢ (x,t
<Wv¢>wzlv°(g):I[V/(X,t)¢(x,t)+ l//a(;( ) ¢;X )]dth,

: X
(7 ”vv;@(g) = J{w. W>w21v°(g)'

0 10

Tamm 2.10: W: (Q) uzayr W, (Q) uzaymin alt uzayr olup bu uzayda Q' nimn

smirinda sifira doniisen diizgiin fonksiyonlar her yerde yogundur.



Tamm 2.11: W,* (Q), Hilbert uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin t degiskenine

gore genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda ig¢

carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

= J[ 1015010+ LD b

Q

”l//”WZU’l(Q) - <l//’ V/>W20’1(Q) '

Tamim 2.12: sz’l(Q), Hilbert uzayi olup elemanlarin kendisi ve onlarin x degiskenine
gore ikinci mertebeye, t degiskenine gore birinci mertebeye kadar genellestirilmis
tirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

| [w<x,t>a<x,t>+ 1) 2 TR ) }dxdt

X ox? OX

+.[ Oy (X,t) 0¢ (x,1) it
ot ot

Q

wzt@Q) xé<l//’l//>w22vl(g) '

021 o L0

W2 (Q)=W,"(Q)nW. (Q)

%

dir.

Tamim 2.13: V, X lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger V u,veV ve a €[0,1]

i¢in au+(1-a)veV oluyorsa, V kiimesine X de konveks kiime denir.



Tammm 2.14: Eger B Banach uzayindan olan {uk} dizisi i¢in VceB"

Iim<c,uk>=<c,u> sartt saglaniyorsa bu taktirde {uk} dizisi ue B noktasina zayif

k—o0

yakinsiyor denir. Burada B” uzayi B nin eslenik uzayidir.

Tamm 2.15: X, Banach uzay1 ve Ec X olsun. Eger {Xn} eE ve {Xn}dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadiginda X € E ise E kiimesine X de zayif kapalidir denir.

Tamim 2.16: X bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger X in her bir x elemani, E nin

elemanlarinin dizisinin bir limiti ise E ye X de yogundur denir.

Tammm 2.17: U, B Banach uzaymin bir kiimesi olsun. Eger ‘v’{uk} eU dizisinden

zayif yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu taktirde U kiimesine

B de zayif kompakt kiime, denir.

Tanim 2.18: J (u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis

k—o0

sart1 saglaniyorsa bu taktirde J (u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari siirekli

denir.

Tammm 2.19: F, bir | aralig1 iizerinde taniml f(t) fonksiyonlariin bir ailesi olsun.

Eger her £>0 ve her feF igin t,t,el olmak iizere |t —t,[|<5(&) oldugunda

|f(t1)— f(t2)|S8 olacak sekilde bir O (8)>0 sayisit varsa F ye | iizerinde ayni

dereceden stirekli(es stirekli) dir, denir.

Tamim 2.20: Diyelim ki B herhangi Banach uzay1 ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin
herhangi bir a)(u,y)={V:Ve B,||V—u||<7/} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 igin



o(h,u)

im =0
a0 A,

olacak sekilde AJ (u) =J (u + h)— J (u) = <J'(u), h>B +o<h,u> sartin1 ~ saglayan

J'(u)eB" elemani varsa, bu taktirde J(u) fonksiyoneli u  noktasinda Freschet

anlaminda diferansiyellenebilirdir. Burada B* uzay1 B nin eslenik uzayidir.

Teorem 2.21 (bak [36]): Diyelimki U, B Banach uzaymn konveks bir alt kiimesi,

J(u) fonksiyoneli bu kiimede 1. mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve

u, :{u eU:Ju)=J, =inf J(u)} kiimesi J(u)fonksiyonelinin minimum noktalar

kiimesi olsun. Bu taktirde Yu* €U, igin<J ' (u* ) JU— u*> >0 sart1 saglanir.

Teorem 2.22 (Weierstrass teoremi, [36]): U, B Banach uzayinda zayif kompakt kiime
olsun. J(u) fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif
yar1 siirekli olsun. Bu taktirde J, =inf J(u) >—o , U, = {u eU:Ju)= J*} #¢ zayif

kompakttir ve U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar kiimesine

zayif yakinsar..

Teorem 2.23 (Goebel teoremi, [11]): Kabul edelim ki , X diizgiin konveks uzay, U

kiimesi X uzaymin kapali smuirli kiimesi, I(V) fonksiyoneli U kiimesi {izerinde

tanimlanan alttan simirli ve alttan yar siirekli fonksiyonel ve « >0, #>1 verilen sayilar

olsun. Bu taktirde X uzayinda her yerde yogun olan éyle G alt kiimesi vardir ki

YweG igin

3. (V)=1(v)+alv-af;



fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiigiik degerini alir. Eger f>1 ise J, (V)

fonksiyoneli i¢in en kii¢lik degerini U kiimesi {izerinde bir tek noktada alir.

Lemma 2.24 (Gronwall lemmasi, [36]): Eger g(t) fonksiyonu t, <t<t iizerinde

stirekli bir fonksiyon ve

0<g(t) < K+ng(s)ds

)
esitsizligini saglarsa, t, <t <t ilizerinde
0<g(t)<Kexp(L(t-t,))
dir. BuradaK ve L negatif olmayan sabitlerdir.

Lemma 2.25 (Cauchy —Bunjakovskii esitsizligi, [23,24] ): u,v e L, (Q2) elemanlar igin

1 1
< U|u|2dxer2 U|v|2dxd r]z
Q Q

Iuvdxd T
Q

esitsizligi gecerlidir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Yiiklii Parcaciklarin Lineer ve Homojen olmayan Ortamda Hareketinin

Optimal Kontrol Problemi.

Bu bélimde yiiklii pargaciklarin linecer ve homojen olmayan ortamda hareketini ifade
eden sanal katsayili gradyent iceren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin final
fonksiyonelli optimal kontrol problemini tanimlayacak ve sanal katsayili gradyent
iceren lineer olmayan Schrédinger denklemi igin birinci g¢esit baslangig sinir deger
probleminin ¢6ziimiine Galerkin yontemini uygulayarak problemin hemen hemen
¢oziimiinlin varlig1 ve tekligi teoremini ispatlamaga calisacagiz. Bu bolim iki alt

boliimden olusmaktadir.

3.1.1 Optimal Kontrol Probleminin Konulmasi.

Bu alt boliimde yiikli parcaciklarin lineer ve homojen olmayan ortamda hareketinin

kontroliine ait olan optimal kontrol problemini tanimlayalim. Farz edelim Ki

3, (v)=]w(.T)- y”iz(o,l) +alv— a)”iz(o,l) (3.1.1.1)
fonksiyonelinin

V= {v =v(x):ve LODM_q, < bo}

kiimesi uzerinde

i %’” +a, (Z;l/zl + ial(x)(z—l/xl —a(Xy V(X +a,ly v = f(x1)(x ) eQ, (3.1.1.2)
w(x,0)=o(x),x (0,1 (3.1.1.3)
w(0,t)=w(,t)=0, Vte(0,T), (3.1.1.4)

10



sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekir. Burada i = \/—_1 sanal birim, | >0, T >0,
b,>0, a>0, a,>0 verilen sayilar; 0<x<I, 0<t<T, Q, =(0,1)x(0,t),
Q=0Q., a,-kompleks say1 olup asagidaki sartlari saglar:

a, =Rea, +ilma,,Rea, <0,Ima, >0,Ima, > 2|Rea,| (3.1.1.5)

a(x), a,(x)reel degerli, dlciilebilir sinirli fonksiyonlar olup

0<a()< a4, ¥xe(O,1), s = sabit>0, (3.1.1.6)
|a1(x)| < U,, da(;ix) < ,us,éx € (O,I), Uy, t; =sabit >0, (3.1.1.7)

sartlarini saglar; ¢(X), f(X,t), y(x) kompleks degerli dlgiilebilir fonksiyonlar olup

@ ev(\)/z(o, ), f eWH(Q) (3.1.1.8)
y e L,(0,1) (3.1.1.9)

sartlarmi saglar. € L,(0,1) verilen elemandur.

Her bir veV igin (3.1.1.2)- (3.1.1.4) sartlarindan y = y(x,t)=w(x,t;v) fonksiyonunun

bulunmasi problemi (3.1.1.2) lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in birinci gesit

baslangi¢ sinir deger problemdir.

Tamm 3.1.1.1: Her bir veV igin (3.1.1.2)-(3.1.1.4) baslangi¢ sinir deger problemlinin

0 21

0
¢Oziimii olarak w eW: (Q) olan ve (3.1.1.2)-(3.1.1.4) sartlarini V(X,t)eQ icin

saglayan y = l//(x,t) = l//(X,t;V) fonksiyonu anlagilir.

11



Bu tanimi saglayan ¢6ziime (3.1.1.2)-(3.1.1.4) baslangig¢ sinir deger problemlinin hemen

hemen ¢oziimii diyecegiz. Bu c¢oziimler sinifinda kullanilan amag¢ fonksiyonelinin

0 21
birinci teriminin anlama sahip oldugu, baska bir degisle W (Q) uzayl

CO([O,T], L, (O, I)) uzayina gomiildiigiinden fonksiyonelin birinci teriminin sonlu oldugu

aciktir.

Soylemek gerekir ki, lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in baslangi¢ sinir
deger problemleri farkli bicimlerde Onceden [1,12,13,16,17,33,39,44] ve s.
calismalarinda genis bir bicimde incelenmistir. Ancak sanal katsayili gradiyent i¢eren
lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in baslangic sinir deger problemleri
¢ok az incelenmistir [1,29,33,43]. So6z konusu [1,33] caligmalarinda sanal katsayili
gradiyent igeren bir ve iki boyutlu lineer Schrodinger denklemi igin baslangig sinir
deger problemleri denklemin katsayilarinin karesel integrallenebilir fonksiyonlar olmasi
halinde ele alinmis ve Galerkin ydnteminin yardimiyla varlik ve teklik teoremleri
ispatlanmistir.  Sanal katsayili gradiyent igeren lineer olmayan Schrodinger denklemi
icin baglangi¢ sinir deger problemleri ise [29,43] calismalarinda incelenmistir. Bu
caligmalarda denklemin katsayilar1 uzay ve ya zaman degiskenine bagimli olup
olgiilebilir smirh fonksiyonlardir ve denklemin lineer olmayan kisminin katsayisi da
sanal sayidir. Bu nedenle de bu ¢alismada ele alinan baglangi¢ sinir deger probleminin

iyl konulmasinin incelenmesi her agidan bilimsel 6nem tagimaktadir.
3.1.2 Baslangi¢ Sinir Deger Probleminin ¢oziimii i¢cin Galerkin yontemi

Asagidaki baslangi¢ sinir deger problemini goz oniine alalim:

i%//+ 3 8;/2/ + iai(X)%//—a(x)w+v(x)z//+a2 wlw=~f(xt),(x)eQ, (31.21)
w(x,0)=p(x),xe(0,1), (3.1.2.2)
w(O0,1)=w(1,t)=0,te(0,T). (3.1.2.3)

12



Burada i:\/—_l sanal birim, 1 >0, T >0, a,>0 verilen sayillar;0<x<I, 0<t<T,
Q, =(0,1)x(0,t), Q=Q,, a,-kompleks say1 olup (3.1.1.5) sartin1 saglar; a(x),a,(X)
Slgiilebilir, sl fonksiyonlar olup (3.1.1.6), (3.1.1.7) sartlarim saglar; ¢(x), f(x,t)
kompleks degerli Olgiilebilir fonksiyonlar olup (3.1.1.8) sartlari1 saglar; v(X)

fonksiyonu ise Ol¢iilebilir, mutlak degerinin karesi integrallenebilir fonksiyon olup V

kiimesinden segilir.

Ustte soyledigimiz gibi her bir veV igin (3.1.2.1)-(3.1.2.3) sartlarindan
v =w(Xt)=w(xt;v) fonksiyonunun bulunmasi problemi (3.1.2.1) denklemi i¢in 1.

o0 2.1
cesit baglangic sinir deger problemidir. Bu problemin ¢oziimii olarak W (Q)

0
uzayindan olan ve (3.1.2.1)- (3.1.2.3) sartlarm1 V(x,t) e Q i¢in saglayan y =y (X,t)

fonksiyonu anlagilir.

Simdi bu bi¢gimde olan ¢6ziimiin varlik ve teklik teoremini ispatlayalim.

Teorem 3.1.2.1. Farz edelim ki a, — kompleks sabiti ve a(x), a,(x), @(x), f(xt)

fonksiyonlar1 (3.1.1.5)-(3.1.1.8) sartlarin1 saglasin. Bu taktirde her bir veV igin

021

(3.1.2.1)- (3.1.2.3) baslangi¢ sinir deger probleminin W () uzayina ait olan bir tek

¢Ozlimii vardir ve bu ¢6ziim i¢in asagidaki kestirim gegerlidir:

i 21 — ; 2 f ’ 01 ° 1 . 1.4
A [ [ e @124

Burada c,>0 —bilinen sabittir.

. 0 2
Ispat. Teoremin ispati i¢in Galerkin yOntemini kullanalim. Bu amagla W (0,l)

uzayinda temel fonksiyonlar olarak asagidaki

13



2

LX =-a, 4 X L a()X = AX , X(0) = X(1) =0 (3.1.2.5)

dx?

6z deger probleminin A=4,, k=1,2,... 6z degerlerine karsiik gelen X =u,(x),
k=1,2... 6z fonksiyonlarim1 alalim. [23] ¢alismasindan bilindigi gibi L operatoriiniin

katsayisi olan a(x) fonksiyonu a(x)>0 oldugundan 4, , k=1,2,... 6z degerleri reel ve

pozitiftirler, bunun yani sira u, =u,(x) k=1,2,... 6z fonksiyonlar1 da reeldirler ve

0l 0?2
L,(0,1) ,Wz(O,I),W z(O,I) uzayinda ortogonallik sartlarin1 saglar [23]. Kolaylik olsun
diye u, =u,(x) k=1,2,... 6z fonksiyonlarinin L,(0,1)’de ortonormal oldugunu

varsayalim, yani
|
(U Un )iy o1y = [ U U, (X = 57k, m=1,2, .. (3.1.2.6)
0

formiiliiniin gegerli oldugunu varsayalim, burada

58 ={ohm km=12, ...

0,k=m ?

0l 02

Kronecker sabitleridir. W2 (0,1) ve W2 (0,l) de ortogonallik asagidaki gibi anlagilir:

[u,u,l=(@.u.),
W (0.1)

¢[  du, du
= —< M rax)uu_ dx=40", km=12,... (3.1.2.7
.(')-|:a0 dX dX + ( ) k mjl ﬂk ( )

|
{u,u.}=(u,u,),. =ILukLumdx=Af5k'“,k,m=1,2,... . (3.1.2.8)
0

W2(0,l)
Ayrica farz edelim ki u, (X), k =1,2,... fonksiyonlari i¢in agsagidaki sart saglasin:

ez o) < ek =12.... (3129)

2(0,|

14



Burada d, >0 k=1,2,... sabitlerdir.

Galerkin yontemine gore (3.1.2.1)- (3.1.2.3) baslangi¢ sinir deger probleminin

¢oziimiiniin Galerkin yaklasimlarini asagidaki bicimde arayabiliriz:

w(x,t) = ick“ (t)u, (X). (3.1.2.10)

Burada C,'(t)=(y" DU,y kK=LN katsayilari asagidaki Cauchy probleminin

¢Ozimiudiir:

i(‘%,uk)w=(LwN(.,t),uk) VTATENTS

Lo(0,1) ) (UI)

[.al()a‘/’(t) kj —(az\wfw,uk) @) k=N, (31211

L(0,)) L(0)

CkN (O):(q)’uk)Lz(oJ) =@, k :]-,—N- (31212)
Burada f, (t)=(f(.,t),uk)L(0’|) dir.

Goriildiigii gibi (3.1.2.11) denklemler sistemi homojen olmayan, sabit katsayili

lineer olmayan adi diferansiyel denklemler sistemidir. Bu denklemin sag tarafindaki

f, eWzl(O,T),k=1,2,... ,N  fonksiyonlar1 sartint saglayan fonksiyonlardir. Adi
diferansiyel denklemler teorisinden bildigimize gore (3.1.2.11), (3.1.2.12) Cauchy

probleminin W, (0,T) uzayinda en az bir ¢dziimii vardir [30,36] .

Simdi C (t) katsayilar1 igin baska bir deyisle (3.1.2.11), (3.1.2.12) Cauchy

probleminin N ’ e bagli ¢oziimleri i¢in kestirim elde edelim.

15



Lemma 3.1.2.1. (3.1.2.11), (3.1.2.12) Cauchy probleminin ¢ozimi igin

asagidaki kestirim gegerlidir:

2
021 <
W, (Q)

T 2 T N 74y |2
Ii\CkN ®)] dt+ | i‘—dcgt(t)‘ dt <y
0 0 k=1

k=1

). (3.1.2.13)

< Co (”(p”\;/z(o |) + ” f \i/zovl(g) + ”(0

6
ol
W2(0,)

Ispat : (3.1.2.11) sisteminin k. denklemini C(t) ile carpip, k iizerinden k =1’ den
k=N e kadar toplayip [O,t]arahgl tizerinden integralleyelim.Bu taktirde asagidaki

esitligi elde ederiz:

J (i%w M vl | a0 +az\vf”\4]dxdf -
Q

=j fgVdxdr , vte[0,T].

Q

Burada L operatoriiniin bigimini dikkate alip sol tarafta ikinci terimde kismi

integrasyon formiiliinii uygulayip,
u,(0)=u,(1)=0,k=1,2,...

sarlarini kullanirsak, asagidaki esitligi elde ederiz:

2

I[i%v_/h‘ —ao‘aaLXN —a()y [ +veoly [ +iai(x)%y7“‘ +a2‘l//N‘4}dXdz' ~

10

= [ fytdxdr .

19
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Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikaralim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde

ederiz:

cfoy" _y ot : oy _y ot
i + dxdz + | ia (X)| —v " +—— dxdz +
({(atw LV Tg{ai()axw SV e

+i2ima, [ |y"[‘dxdr = [ (7" - Fy™ Jaxdz, vt e[0,T].
Q o)

Bu esitlikten de kolaylikla asagidaki esitligi elde ederiz:

j%\wf dxdr+g_£q(x)§‘yx”‘2 dxdz +

Q

+2Ima, [|y"['dvdz =2 [ Im(f7")dxdz , vt e[0T].
&

Q

Bu esitligin her iki tarafina

[ o

Q

terimini ekleyelim. Bu taktirde son esitlikten asagidaki esitligi yazabiliriz:

J [ ot |- @@l s 2ma o -
Q o

O

= J’M‘WN‘Z dxdr+2j Im(fy")dxdz .
& dx o

17



Burada u, (0) =u, (I)=0,k=1,2,...sartlarin1 kullanirsak kolaylikla sonuncu esitligin sol

tarafindaki 2. terimin sifira esit oldugunu sdyleyebiliriz. Bu taktirde asagidaki esitligi

yazabiliriz:

IHV/N(x,t)\zdx—lﬂwN(x,O)\de 2Ima, [|p"[ dxdz =

0 0 Q

— J’%‘V/Nrdxdr+2jIm(fy?“)dxdr.
o X N

Burada a (x) igin olan (3.1.1.7) sartim kullanip Cauchy-Bunjakovski esitsizligini
uygularsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

2

+ 2Ima2”¢//’“‘4dxdr£

Q

+ (D" (7))

[ 1)

L, (0,1)

2 2

dr+||f

<[ .0 L) (3.1.2.14)

L(0) L(0h)

(3.1.2.10) formiiliinden asagidaki esitligi yazariz:
N N N - N
v (x0)= ch (O)u, (x) = Z¢kuk ) =0 (X).
k=1 k=1

Buradan da Parseval 6zdesligini kullanarak:

2

N 2 N o
won =24 ©) :kz_;kpkf < §'¢k'2 =l o (31215)

(o

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligi (3.1.2.14)’ da dikkate alirsak asagidaki esitsizligi

elde ederiz:
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2

+2Im azﬂl//NrdXdT <

&

e

L, (01)

t
< ”(p”iz(o,l) +|f ”i(fz) + (445 +1).[“V/N ("T)Hiz(o,ndr  vtel0T].
0

Burada Gronwall lemmasindan yararlanarak kolaylikla asagidaki kestirimi elde ederiz:

2 2

L(0h)

2
L(Q)

+ 2Ima, I ‘WN ‘4dXdT <c (e

0

e

+| f

), vte[0,T]. (3.1.2.16)

L, (01)

Burada c, >0 sayis1 N'den bagimsizdir.

Simdi (3.1.2.11) sistemini asagidaki gibi yazalim:

ot ox ' dx 00

L2(01)

i(—a"”N (1) UL o =(a0 W (.Y ,% +@0y" (Lt).u) -

_(V(')‘//N ("t)’uk)Lz(Oq) _I(ai() aé/; ("t)’uk)Lz(o,l) —(3.2 ‘WN ‘2 WN’uk)Lz(o,l) i
+f (t),k=LN. (3.1.2.17)

Simdi bu denklemin her iki tarafinin t’ ye gore tiirevini bulalim. Bu taktirde asagidaki

bagintilart yazabiliriz:

N

oy oty du, oy
[ u —(a LY Tk a0y ~
[ e kjw’l) (8 et dx)w.n (a() o oo
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NINCIAI®)) r o’y 0 N N
(V() ot kJLz(O,I) '[31(-) otox Uy at(aZ‘l// ‘ 4 ’uk)L2(0’|)+

Lp(0))

ARG

, k=1N. 3.1.2.18
ot ( )

dCM ()

Bu sistemin k. denklemini oklt

ile ¢arpip, k iizerinden k =1" den k =N ’e kadar

toplayip [0,t]araligs iizerinden integralleyelim. Bu taktirde

N |2

oy |2 oy

ox2 ‘ —a(x)

82 N
i[ ot? — & at

N |2 —N )2 7N
+a2[ %‘ +(WN)Z(%j dedr j(%a; dedr , Vte[0,T].
Qt

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak ve elde edilen esitligin her iki tarafina

via () 2 222 (g

ot

dxdr

da, (x) |0
-[ dx

ot

Q

terimini eklersek kolaylikla asagidaki esitligi yazabiliriz:

op™ ZJG

N2
oy ‘ dxdz +2J‘Im(af aal//t jdxdr 2Ima, J‘Re{ )2(821 )]dxdr—

dXdr =

dxdz + j%(ai(x)

IQ‘MZ
5 0t| ot

I dal(X)

20



—2Rea, j |m[(WN)Z [%j }dxdr . (3.1.2.19)

u,(0)=u,(I)=0, k=1,2,... sinir sartlarini ve (3.1.2.10) formiiliinii kullanirsak asagidaki

sartlar1 yazabiliriz:

w0 _0v" (Y g i eo1). (3.1.2.20)
P at

Bu sartlar1 kullanarak (3.1.2.19)’ un sol tarafindaki ikinci terimin sifir oldugunu
sOyleyebiliriz. Bu nedenle (3.1.2.20) ve (3.1.1.5) sartlarim1 kullanarak (3.1.2.19)
esitliginden asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

2

N N
‘al//—(’t) +2Ima2”;//N‘2 aL dxdz <
ot L,(0) O ot
N 2 2 t N 2
Haw_w) S w2 g e @22
ot L (0. L (Q) 0 ot Lo

Simdi ilk dnce bu esitsizligin sag tarafindaki birinci terimi degerlendirelim. Bu amagla

~N
3.1.2.11) sisteminin k. denkleminde t=0 alip elde edilen denklemi dC“—(mile
( p

carpip, k tlizerinden k=1’ den k =N ’e kadar toplayalim. Bu taktirde asagidaki esitligi

elde ederiz:

oy (x,0)

6WNa(tx,O) ~ —V(X)l//N (X,O)—

dx =.:|;[Lz//N (x,0)—ia, (x)

ii

x,0)

~a, |y (%,0) ¥ (x,0)+ f (x,O)}%dx.
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Bu esitlikten Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

N 2
HW_(-")) dxt

dy" (x,0)
ot 19)4

<[ O g, + 5[4

L,(0,1)

+5|j|v(x)|2 ly" (x,O)\zdx+5j| f (x,0)]"dx +5|a,| Iﬂw (x.0)[ dx.
0 0 0

" (x,0) =" (X) esitligini ve denklemin katsayilari {izerine konulan sartlar1 kullanarak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

" (.0 oo |
H ot L, (0,1) _SHL(/) HL e IU3 E L,(0,1) '
+5b2H(p Hg(m) +5” f ("O)”iz(O,l) +5|a2|2H(pN Hi(o )

Bu esitsizlikte asagidaki

H P HL o~ 2||§0||Vt\112(0|)’ (31222)
H <cfeln (3.1.2.23)
L, (0,)) W2(0,1)

6
"] o, < Cllel (3.1.2.24)

2
HCD “Lw(OI) 5”(0”\/?/12(010’ (31225)
”f("t) iz(o,l) <G ”f \i/gvl(g) , Vte[0,T] (3.1.2.26)
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esitsizliklerini kullanarak bir sonraki kestirimi elde ederiz:

2
2
0

2
WE(®)) + ”(0

oy (.,0)
ot

" j . (3.1.2.27)
Wz(O,I)

< [lo

. +||f
L,(0,1) W2(0,1)

Burada c, >0 sabiti N > den bagimsizdir. Bu kestirimi (3.1.2.21) esitsizliginde dikkate

alip Gronwall lemmasint uygularsak, oradan kolaylikla asagidaki kestirimin gecerli

oldugunu gorebiliriz:

2 2

N N
HWT(’O +2Ima2H1//N‘2 % dxdr <
L, (0J1) Q
40 [||¢||§ il ||¢||5312(0JJ, e[, (31.2.28)

Burada c, > 0sabiti N > den bagimsizdir.

N

Simdi 8;/ i degerlendirelim. Bu amagla (3.1.2.11)’ nin k. denklemini A4, C)(t) ile
X

carplp, k tizerinden k=1 den k=N’e kadar toplayip [O,t]arallgl lizerinden

integrallemis olursak sonugta asagidaki esitligi yazabiliriz:

oy _ 2 . oy | _ _ 2 Ny =
j[l%Lz//N ~|Ly | +|a1(x)%Ll//N vy "L +a, |y | WNLWN)dXdTZ

19

= [ fLp"dxdr , vte[0,T].

Q
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L operatorii icin olan formiilii ve (3.1.2.20) sartlarin1 kullanirsak kismi integrasyon

formiiliiniin yardimiyla sonuncu esitlikten asagidaki esitligi yazabiliriz:

({(iaog(ag; ]agN +ia(x)— V/ ‘Ly/ ‘ jdxdwr

N
+_|' (ial(x)% L™ +v(x)y " L™ jdxerra2 J. a(x)‘yx“ ‘4 dxdz +

Q Q

—N
+a0a2I§(\wN\2wN)ag(

t

= [ fLpNdxdz, vte[0,T]
Qt

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

0 0
fa{ao o

]dxdr+j (a(x)‘y/““z)dxdr+ 2Ima2.|'a(x)‘z//““4dxdr+
Q

dxdr——ZaOIma jRe[ )Z(aal;j }dxdr
_zjal(x)Re(a(;’// Ly jdxdr Zjv(x)lm(w LN )dxdz +

—2a, Reazi |m[(wN)2(aa;N j }dxdr +2j Im(fL")dxdz , Vt[0,T].

Q

a(x) ve a(x) tzerine konulan sartlart ve (3.1.1.5) sartim1 kullanarak asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:

2

—/ | dxdz <

o .o
a°HW() L a,

OX

L(0.)
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2
oy (.,0)
OX

saOH A §

L (0|)
L,(01)

+21, J.
&

N
%“Lyx“‘dxdr+2§£ VOO " || Ly | dxd 7 +
+2j|f|\|_z//N\dxdr, vt e[0,T].
Q

Cauchy-Bunyakovskii esitsizligini uygulayip V(X) fonksiyonu icin olan sart1 dikkate

alirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

2

N 2
Ha y (Y W axdr <

OX

L,(0,1)

y
L,(22)

saoHa‘”—("o) s | O

OX

L, (0|)
L,(0.)

tﬁN.,rz
+ﬂzf v (.7)

0

dr+(2+y2)jHLy/ (, T)H dr+

L(0.) L(01)

+2b§ijN (.,f)H;OVI) dr, Vte[0,T]. (3.1.2.29)
0

[23,24] ¢alismalarindan bildigimiz esitsizlige gore asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

1/2

H://N GO (3.1.2.30)

L, (0,1)
L, (0,1)

HV/N(.’t)H oy" (., t)

L.(0.h

| e

25



Burada />0 sabiti N ’den bagimsizdir. Bu esitsizligi, (3.1.2.15) bagintisini,
vV (x,0)=¢"(x) formiiliinii ve (3.1.2.24) esitsizligini kullanarak (3.1.2.30)" den

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2 2

N
W ixdr <
OX

oy (.,1)
aOH 19)4

+ aolmazj“t//“‘2
&

L,(0,1)

) Uow™ ()|
S e

0

dr+

salo

2

01

W2(0,
2( L, (o)

2

+an” Ly (7)) dr, vte[0T]. (3.1.2.31)
0

L, (0,

Burada ¢, >0, c,>0, c, >0 sabitleri N’ den bagimsizdirlar. Simdi bu esitsizligin
sag tarafinda yer alan sonuncu terimi degerlendirelim. Bu amagla (3.1.2.11) sisteminin
k. denklemini A4, C)(t) ile carpip, k iizerinden k=1 den k =N ’e kadar toplarsak

sonugta asagidaki esitligi elde ederiz:

j;‘LgyN (x,t)‘2 dx :ﬂiWHQ(X)WJrV(X)WN (x,t)+

" (xt) v (xt) - f (x,t)} L™ (x,t)dx, vt [0, T].

Cauchy- Bunjakovskii esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2 2

2 ay" (1) " (1)
HLWN("t)HLZ(O,I) <5|—— " " +5.1; SR o +
15[a,[ o (O o +3E COL o, +5ITCOL )y VEEIOTT.
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(3.1.2.26), (3.1.2.30) esitsizliklerini ve (3.1.2.16), (3.1.2.28) kestirimlerini kullanarak

sonuncu esitsizlikten [23,24] ¢alismasindan bilinen

al//(t)

v ) " (.,t)Hiio’l) vt e[0,T], 3 =sabit >0

L,(0,1)

L)) ~

esitsizliginin yardimiyla kolaylikla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

Jur e, < inwnoz +||f||5v;,1<m+"<”"5zz(o.)j*

oy ([

L, (0,1)

+C,q Vte[0,T]. (3.1.2.32)

Burada c, >0, c,>0 sabitleri N’ den bagimsizdir. Bu esitsizligi (3.1.2.31) de

dikkate alirsak oradan asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2

Hal//_(t) W[ s <
aX L, (0.1)
t N 2
< 2 f|° ° oy (.7) dr , Vv T].
CM[”q)”v?/z(o,l)Jr” ||W2M(Q)+||¢||v?/z(o,l)j+Clsl[ OX L0 rovel

Bu esitsizlikte Gronwall lemmasini uygularsak agagidaki kestirimin gegerli oldugunu

elde ederiz:

2

+ &, ——| dxdz <

2
Ay (1)
OX

L)
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<cl el +||f||jvo,1(g)+||¢||il Vte[0,T]. (3.1.2.33)
W2(0,) 2 W2(0,])

Burada c,, >0 sabiti N * den bagimsizdir. Bu kestirimin yardimiyla (37) den asagidaki

kestirimi yazabiliriz:

2

||, <c (||¢||V20v2(O ) +| f ||V2VZM(Q) +||¢||531(0|)j Vte[0,T], (3.1.2.34)

Lol —

Burada c;;, >0 sabiti N * den bagimsizdir.

L operatorii icin olan formiilden yararlanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

o'y (1)

2 ap ()

H Ly™ ("t)HLz(O,I) - H_a‘)

L,(0,1)

_'ulHl//N ("t)HLZ(OJ)'

PN (..t
ZaOH—Waxz( )

L, (0,1)

Buradan

o’y " (1)
aXZ

< GOl g, 2 0]
E &

L0l LoD

L (0.))

esitsizligi elde edilir. Burada (21) ve (39) kestirimlerini dikkate alirsak asagidaki

kestirimi elde ederiz:

2
y" (1)
ox?

<cglloli: 1 Fhpse el . (31.2.35)
W2(01) 2 W2(0,1)

L, (0,1)

28



Burada c, >0 sabiti N * den bagimsizdir.

Boylece (3.1.2.16), (3.1.2.28), (3.1.2.33), (3.1.2.35) kestirimlerini taraf tarafa

toplayip [0,T] aralig: lizerinden integrallersek asagidaki kestirimi elde ederiz:

2

2 2 6
R LTt | 123

o
Burada c,, >0 sabiti N * den bagimsizdir.

2
2

2
\w"m
2 (Q)

<y

N
b L(Q)

T N N 9 T deN 2 .
lz\ck o] + j z[—dt(t)j =|w

k=1 1

N
ot

L, ()

esitsizligini kullanarak (3.1.2.36) kestiriminin yardimiyla lemmanin hiikmiimiin gegerli

oldugunu elde ederiz. Lemma 3.1.2.1 ispatlandu.

Simdi teoremin ispatin1 devam ettirelim. Asagidaki gibi fonksiyonlar tanimlayalim:

L ® = W DU L o kN =12, (3.1.2.37)

Bu formiilii, Cauchy - Bunjakovskii esitsizligini ve u, =U,(X) fonksiyonlarinmn

ortonormallik sartin1 kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

[l ] <[l () Con el o = v (-’t)HLz(o,.) , Vte[0,T] .
Burada
" (.t Lon S I 2 o (3.1.2.38)

esitsizligini ve (3.1.2.13) kestirimini kullanirsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:
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e, ()] <cCy, V[0, T1K, N =1,2,... (3.1.2.39)

Bu bagmti |, (t),k,N =1,2,...fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda diizgiin sirli
oldugunu gosterir. Simdi bu ailenin [0,T] araliginda tespit edilmis k ve WN >k igin

es stirekli (ayn1 dereceden siirekli ) fonksiyonlar ailesi oldugunu gosterelim. Gergekten

(3.1.2.11) sisteminin k. denklemini (t,t+ At)araligi iizerinden integralleyip kismi

integrasyon formiiliinii uygularsak elde edilen esitlikten kolaylikla asagidaki esitsizligi

elde edebilir:

t+At

oy (,7) du,
I (E+AY =1 () <a, | =2 dr|—*
‘ - " ‘ '! 2 L, (0,1) dx L, (0.1)
t+At N t+At
oy (1)
+y2 J. OX dT”uk”LZ(o,l) +,LL1 J. Hl//N (" T)H dz—”uk”Lz(o,l) +
t L, (0,1) t L, (0,1)

3

t+AL t+AL
+b0 I HVIN ('T)H dz-”uk“Lz(O,l) +|a‘2| _[ H'/IN (.’t)HLG(OJ) dT”uk“Lz(O,l) +
t t

L.(0.1)

t+At
[l drfud e, - YEe0TI: (3.1.2.40)
t

L, (0,1)

021

0 1
[23,26,27] calismalarindan bildigimize gére W () uzayi L{O,T;Wz(O,I)J uzayina,

01

W2 (0,1) uzay1 L_(0,1) uzayma gomiildigiinden

(3.1.2.41)

N
<Cp Hl// Ws ()

N
Hl’” LOT:L 1)

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligi (3.1.2.13) Kkestirimini ve u, lar igin
kabullendigimiz (3.1.2.9) sartim1 kullanirsak (3.1.2.40)’ den asagidaki esitsizligi
yazabiliriz:
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[l -+ AD) =1y, O] < 0 AL, Wt [0, TT K, N =1,2,... (3.1.2.42)

Burada c,,>0 sabiti, N,k ve At’ den bagimsizdir. Sonuncu esitsizlikten k tesbit
edildiginde VN >k igin {IN’k(t) } fonksiyonlar ailesinin [0,T] arahiginda es siirekli

oldugu elde edilir. Bdylece {IN’k(t) } fonksiyonlar ailesinin[0,T] araliginda diizgiin
sinirlt ve es silirekli oldugu ispatlandi. Bu taktirde kosegen siirecin yardimiyla Oyle

N,,m=12,... alt dizisi segebiliriz ki bu alt dizi iizerinden {le’k(t)} dizisi [0,T]

araliginda her bir k=1,2,..i¢in |, (t) fonksiyonuna yakmnsar. | (t) fonksiyonlarin

kullanarak asagidaki gibi y(X,t) fonksiyonunu tanimlayalim:
w(x,t)= ZIk (tu, (x) (3.1.2.43)
k=1

Simdi {wNm (X,t)} alt dizisinin bu y(x,t) fonksiyonuna [0,T] araliginda diizgiin olarak

L,(0,1) de zayif yakinsak oldugunu gosterebiliriz. Gergekten Vgel,(0,l) igin

Vvt €[0,T] igin [10] ¢alisgmasindaki yontemi kullanarak Ve >0 verildiginde

™ D=y (1), 9) 0| <€ (3.1.2.44)

yazabiliriz. Buradan gereken hiikmii kolaylikla elde ederiz. (3.1.2.13) kestirimine

dayanarak {V/Nm (X,t)} alt dizisinden (3.1.2.43) formiililyle tanimlanan w(X,t)
fonksiyonuna W,*(Q) uzayinda zayif yakinsayan alt diziyi segebiliriz. Kolaylik olsun
diye W'(Q) uzayinda zayif yakinsayan alt diziyi {wNm (X,t)} ile gosterelim. Bu

taktirde asagidaki limit bagmtilarini yazabiliriz: m — o i¢in

' >y L(Q) da zayif, (3.1.2.45)
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Nm
™ aa_"’ L,(Q) *da zayif (3.1.2.46)
X

OX
2. Np 2
: al/lz - ZXVZI L,(€2) *da zayif, (3.1.2.47)
X
NVTI
a"gt %%ﬂ L, (€?) da zay1f (3.1.2.48)

olur. Diger yandan [7,23,26,27] c¢alismalarindan bildigimiz kompakt gomiilme

021

teoremine gore W2 (Q) uzayr L,(0,T;L,(0,1)) uzaymna kompakt gémiiliir. Bu taktirde
(3.1.2.45)-(3.1.2.48) limit bagmtilarin1 saglayan {V/N’"} alt dizisi i¢in asagidaki limit

bagintilarini yazabiliriz:

m — oo i¢in H(//Nm -y (3.1.2.49)

%
L, (0.T;L,.(0.1))

Simdi w(x,t) limit fonksiyonunun (3.1.2.1)-(3.1.2.3) probleminin ¢6ziimii oldugunu

. 0
ispatlayalim. Ilk once w(x,t)fonksiyonunun (3.1.2.1) denklemini V(x,t)eQ icin

sagladigim gosterelim. Bu amagla (3.1.2.11) sisteminin k. denklemini [0,T] araliginda
stirekli olan V7, (t) fonksiyonuyla garpipk tizerinden k=1 den k=N'< N’ e kadar
toplayip , [O,T] aralig1 lizerinden integralleyelim. Bu taktirde asagidaki integral

0zdesligini elde ederiz:

. al//N aZl/IN ~ N ) al//N
Ji5 2 e —aty " i) =
OOy +a, [ u" - F (D17 (x Hdxdt =0, (3.1.2.50)
: N
vt (xt) =D nt)u(x). (3.1.2.51)
k=1
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(3.1.2.45)-(3.1.2.49) limit bagintilarin1 kullanarak (3.1.2.50) integral O6zdesliginde

N =N,, alip m — oo i¢in limite gegersek asagidaki integral 6zdesligini elde ederiz:

.0 0? . 0
J.{I EWJF a, ax—f+ |a1(x)a—l)/(/ —a(xXy + V(X + az|W|2W— f(X’t)}(

Q
x 77V (x,t)dxdt =0. (3.1.2.52)

Bilindigi iizere (3.1.2.51) bigiminde olan fonksiyonlar L,(Q) uzayinda her yerde

yogundur. Bundan dolayr N' — o0 i¢in (3.1.2.52) integral dzdesliginde limite gegersek
Vnel, () i¢in

2ot ox?

2
I{i v, a, oV, ial(x)aa—';[(/ —a(xy + V(X + a,|y| v — f (x,t)}r_/(x,t)dxdt =0
Ozdesligini elde ederiz. Buradan da y =w(x,t) fonksiyonunun (3.1.2.1) denklemini

0
V(x,t) € Q i¢in sagladigini hitkkmedebiliriz.

Simdi w(x,t) fonksiyonunun (3.1.2.2) baslangi¢ sartin1 sagladigini ispatlayalim. [7]

o 21

caligmasina gére W2 (Q) uzayr C°([0,T],L,(0,1)) uzayina kompakt gémiildiigiinden

m — oo igin

(7 (.,t)—l//(.,t)HLz(O’l) —0, Vte[0,T]

limit bagintisin1 yazabiliriz. t =0 alirsak m — oo igin

v (.0 =y (.0, =0

L, (0,1)
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olur. Bu limit bagntisini, y""(x,0)=¢'"(x), xe(0,1) esitligini goz Oniinde

bulundurup

lw(..0)—g

L,(0,1) < Hl//(" 0) N l//Nm (" O)HLZ(O,I) + HV/Nm ("0) n ngHLz(O,I)

esitsizliginde limite gecersek kolaylikla

”‘//(" 0) - (DHLZ(O,I) =0

0
bagmtisin1 elde ederiz. Buradan da w(x,t) limit fonksiyonunun Vxe(0,1) igin

(3.1.2.2) baslangig sartini sagladigini gorebiliriz.

Nihayet y(x,t) limit fonksiyonunun (3.1.2.33) sinir sartlarin1 sagladigin ispatlayalim.

021

W, () uzayt C°([0,1]L,(0,T)) uzayma kompakt gomiildiiginden ( bak [23,26])

m — oo i¢in
v (5.9 =p ()], =050
olur. Bu limit bagintilarin1 ve l//Nm (5,t)=0,5=0,1, te(0,T) esitligini dikkate alip

(sl oy <[ (s =3 )] oy +lw ™ (5]

L, (0,T) L,(0,T)

esitsizliginde m— oo igin limite gegersek

w(0,t) =y (1,t)=0, Vte(0,T)
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sinir sartlarini elde ederiz. Boylece w(x,t) fonksiyonunun (3.1.2.1)-(3.1.2.3) baslangic

021

sinir deger probleminin W» () smifindan ¢6ziimii oldugu ispatlandi. (3.1.2.13)

0 21
kestiriminde N =N, alip m— oo icin limite gegersek ve W> (Q) uzayinda normun

alttan zayif yar siirekli oldugunu dikkate alirsak (3.1.2.4) kestiriminin gegerli oldugunu
ispatlariz. Nihayet bu kestirimi kullanarak ¢éziimiin bir tek oldugunu da ispatlayalim.

Bu amagla farz edelim ki y(x,t) ve ®(x,t)fonksiyonlart (3.1.2.1)-(3.1.2.3) baslangi¢
sinir deger probleminin herhangi iki ¢6ziimii olsun. Bu fonksiyonlarin farkini
W(X,t) zw(x,t)—CD(x,t)ile gosterelim. Bu taktide W(X,t) fonksiyonunun asagidaki

problemin ¢oziimii oldugu agiktir:

i% +a, (2)2(—\2/ + ial(x)g—\;v —a(x)w+v(x)w+a, Qz//|2 +|@|” )+
+a,pdW = 0,(x,t) e Q, (3.1.2.53)
w(x,0)=0,xe(0,1), w(0,t)=w(l,t)=0,t(0,T). (3.1.2.54)

Bu problemin ¢6ziimiinii degerlendirmeye ¢alisalim. Bu amagla (3.1.2.53) denkleminin
her iki tarafini W(x,t) fonksiyonuna ¢arpip elde edilen esitligi €, =(0,1)x(0,t) bolgesi

tizerinden integralleyelim. Bu taktirde

2
gJIiZ—V:W+a0(27\lzvv‘\/+ia1(x)2—\)’(vv‘v—a(x)|w|2 +V(X)|W|2)dXdZ' =

= Iaz(|(1>|2 +|1//|2)|W|2 dxdz + J. a,y® (W) dxdz, vt €[0,T]
Q‘!

Q

esitligini elde ederiz. Bu esitligin sol tarafinda yer alan ikinci terimde kismi integrasyon
formiiliinii uygulayip (3.1.2.56)’da yer alan baslangi¢ ve sinir deger kullanip elde edilen

esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak, kolaylikla asagidaki esitligi elde ederiz:
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_i“w(x,t)‘2 dx+2Ima, | (|1//|2 +|CD|2)|W|2 dxdz =

0 oN

= J'mid—)((x)|w|2dxdr—zj. Im[azwd)(v‘\/)szxdr,Vte[O,T] .

Buradan da (6) sartin1 kullanarak asagidaki esitsizligi yaza biliriz:

_i“w(x,t)‘2 dx+2Ima, I (|l//|2 +|CD|2)|W|2 dxdr <
Lo

0

<, [|w(x,7) oz +2[a | [ ||| i dxdz . vte[0T] . (3.1.255)

Q, o
3 r il e e g
(3.1.1.54) sartindan kolaylikla |a2| = > Ima, esitsizligini buluruz. Bu esitsizligi dikkate

alarak (3.1.2.55)’ten asagidaki esitsizligi gecerli oldugunu elde ederiz:

2

L,(0,)

Jw(..t)

+% Ima, j (|CI)|2 +|1//|2)|W|2dxdr < i I w(x,7)| dxdz , vt e[0,T]
Q,

Q

Bu esitsizlikten yaralanip Gronwall lemmasini uygularsak asagidaki bagintiyr buluruz:

2

Ju(..t)

):O, Vte[O,T].

Ly(0t

Buradan W(X,t)El//(X,t)—CD(X,t):O, ‘;’XE(O,I),Vte[O,T] oldugu ¢ikar, yani

(3.1.2.1)- (3.1.2.3) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimi tektir. Teorem 3.1.2.1

ispatlandi.
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4. ARASTIRMA BULGULARI.

4.1. Yiiklii Parcaciklarin Lineer ve Homojen olmayan Ortamda Hareketinin

Optimal Kontrol Probleminin iyi konulmasi.

Bu alt boliimde yiiklii pargaciklarin lineer ve homojen olmayan ortamda hareketinin
optimal kontrol problemi olan (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol probleminin iyi
konulmasi ile ilgili sorulari, bagka bir degisle problemin ¢6ziimiiniin varligiyla ilgili
olan sorular1 inceleyecegiz. Ik énce o >0 oldugunda optimal kontrol probleminin bir
tek ¢Oziime sahip oldugunu gosterecegiz. Sonra ise (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol

probleminin o >0 oldugunda en az bir ¢6ziime sahip oldugunu ispatlayacagiz.
4.1.1. Optimal Kontrol Probleminin Céziimiiniin Varhgi ve Tekligi

Bu alt béliimde (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol probleminin ¢éziimiiniin varligi ve
tekligi ilgili olan sorular1 inceleyecegiz. Bu nedenle « >0 oldugunda (3.1.1.1)-

(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin bir tek ¢oziime sahip oldugunu gosterelim.

Teorem 4.1.1.1: Farz edelim ki teorem 3.1.2.1 iin sartlart saglansin ve ye L,(0,1)
verilen fonksiyon olsun. Bu taktirde L2(O,I) uzayinda her yerde yogun olan G alt

kiimesi vardir ki, Voe G ve a >0 i¢in (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol problemi

bir tek ¢6ziime sahiptir.

Ispat: Once
3o0)=lw . T) =Y, o (4.1.1.1)

fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Bu amagla farz edelim

ki, Avel, (O, I) eleman1 V+Av eV olacak bicimde Vv eV ye verilen artis olsun. Bu
taktirde = w(x,t)=w(xt;v)fonksiyonu Ay = Ap(x,t) = w(x,t;v + Av) - (x,t;v)
artigina sahip oluyor. Burada l//(X,t;V),l//(X,t;V+AV) fonksiyonlar1 (3.1.1.2)- (3.1.1.4)

baslangi¢ sinir deger probleminin sirasiyla veVve v+AveV ye karsilik gelen
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¢oztimleridir. (3.1.1.2)- (3.1.1.4) sartlarindan Ay =A1//(X,t) fonksiyonunun asagidaki

baslangi¢ siir deger probleminin ¢6ziimii oldugu aciktir:

2
[ Ay +8, oAy +ia, (x) agxl// —a(x)Ay +(v(x)+ Av(x)y +

ot ox?
v, (w P+ A+ AT = AV (x EV) () eQ,  (4.1.12)
Ap(x,0)=0, xe(0,), (4.1.1.3)
Ap(0,t)=Ayp(l,t)=0te(0,T). (4.1.1.4)

Burada y, :y/A(x,t)Ez//(x,t;v)fonksiyonu (3.1.1.2)- (3.1.1.4) baslangi¢ smir deger

probleminin v+Av eV ye karsilik gelen ¢oziimiidiir.

Simdi bu problemin ¢6ziimii i¢in kestirim elde edelim. Bu amagla (4.1.1.2) denkleminin
her iki tarafim Ay (X,t) fonksiyonu ile carpip Q, = (O, I)X(O,t) bolgesi iizerinden

integralleyelim. Bu taktirde asagidaki esitligi elde ederiz:

2
I(iaéTwA;ij a, %AW + ial(x)ag—xl’[/m?— a(x]Ay/|2dedr+

Q

+ I((V(x)+ Av(x))Ay| + az([y/A|2 +|1//|2)A1//|2 + az‘//Al//(AW)Z)jxdr _

—— j AV(X)(x, 7;V)Aw (x,7)dxd 7, Vt [0, T].

0%

Burada (4.1.1.4) simir deger sartlarini1 kullanarak sol tarafin birinci integralindeki ikinci

terimde kismi integrasyon formiiliinii uygularsak, asagidaki esitligi yazabiliriz:
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.OAy . _
I—A —a
I[ a V% ox

Q

2
ag—xw‘ +ia, (x)aA—WAz? —a(x)jayl }1xd T+

T+ OO+ 4l Jaw + 2 (a7 P e =

- _IAv(x)p(x, rV)Ap (x,7)dxd 7, vt [0, T].

Q

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak, elde edilen esitlikten kolaylikla
asagidaki esitligi elde ederiz:

j§|AW|2dxdr+ J'al(x)§|m//|2dxdr+ 2Ima, N‘//A|2 +|l//|2)Al//|2dXdT =
Q

Q Q

= —2Rea, jlm(y/Az//(AgF)z)ixdr— 2Ima, IRe(y/Al//(AW)Z}ixdr—
(oM Q

- 2.|. Im(y(x, t)A i (x,t))Av(x)xd 7, vt €[0,T].

Bu esitligin her iki tarafina

[ dal—(X)|A w|*dxdz
5 dx

terimini ekleyip c¢ikaralim. Bu taktirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

j§|AW|2dxdr+ J'%(al(x]m//|2)dxdr+ 2Ima, I(]l//A|2 +|l//|2)Al//|2dXdT =
Q

Q Q
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= —2Rea, I |m(l//AW(A17)2 )ixdr— 2Ima, JRe(WAW(AW)Z)jxdr—

Q Q

—Zjlm (x, t)AF(x, t))Av(x)dxdr+j )|A "dxdz,vte[0,T].

Bu esitligi sol tarafindaki ikinci terim (4.1.1.4) sartlar1 altinda sifira doniisen terimdir.
Bunu g6z 6niinde bulundurursak (4.1.1.3) sartin1 kullanirsak son esitligi asagidaki gibi

yazabiliriz:

I|A1// x,t) dx + 2Ima2j(]wA| +w|* )Al//| dxdz =

Q

= —2Rea, J.Im(;yAz//(AgV)z)jxdr— 2Ima, IRe(wAW(AW)z)jxdr—

Q Q

—Zjlm (x,)Aw(x, t))Av(x)ixdr+j )|A dxdz, vt e[0,T].

Burada (3.1.1.5) sartin1 ve & (x) fonksiyonu igin (3.1.1.7) sartin1 uygularsak, Cauchy-

Bunjakovski .esitsizliginden yararlanirsak, asagidaki esitsizligi elde ederiz:

N7 A AR IV L
Q

<1+ u, j||AW o df+j|Av x) |w|° dxdz, vt e[0,T]. (4.1.1.5)

t

Simdi bu esitligin sag tarafinda yer alan ikinci terimi degerlendirelim. AveL,(0,l)

oldugundan s6z konusu terimi asagidaki gibi degerlendirebiliriz:
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t
[lav(x) o dxdz <[av]} ,, [maxly(x o) 'dz, vte[0T].  (4.1.16)
0

o xe[0,1]

o 21 ol
weW; (Q) oldugundan gomiilme teoremine gore y € L{O,T,Wz(O,I)j bagintisi

ol
gecerlidir (bak [27]). Diger yandan W(0,1) uzayr C[0,1] uzaymna gomiilir. Bu

soylediklerimizi dikkate aldigimizda

v iz(O,T coi) = Cu”W”%;;@), (4.1.1.7)

esitsizliklerini yazabiliriz. Bu esitsizligi ve (3.1.2.4) kestirimini kullanirsak (4.1.1.6)

esitsizliginden
lav(x) " dxdz < cyeav]; ) te0T]
@

esitsizliginin gegerli oldugunu buluruz. Bu esitsizligi (4.1.1.5) de dikkate alirsak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

Ima
i2(0,|) + 2 ? g‘!A|l//A|2|Al//|2dXdT <

[aw ()
t

<@+ ) [Aw (DN, 0,07 +Cos|AV] o0 WEEIOTI. (4.1.1.8)
0

Buradan da

[aw ()

t
i(o,n < (1+ p, )j||Ay/(.,f)| i(m)dr + 025||Av||i2(0’|), vte[0,T]. (4.1.1.9)
0

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige Gronwall lemmasin1 uygularsak ve elde

edilenesitsizligi (4.1.1.8) esitsizliginde kullanirsak, asagidaki kestirimin gecerli

oldugunu ispatlamis oluruz:
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Ima
[Aw (O o) + 2 [lwal [av] ddz < coefav] o), VE[0,T]. (41.1.10)
Qt

2

Burada c,, > 0sabiti Av'den bagimsizdir.

Simdi (4.1.1.1) fonksiyonelinin Vv eV elemani iizerinde artisin1 bulalim. (4.1.1.1)

formiiliinii kullanirsak fonksiyonelin artis1 i¢in asagidaki formiilii yazabilir:

A, (V) =AJ,(V+AV) - T, (V) =

= 2| Ref(y (. T)— y()Aag (T )Ex + Ay (. T ]|i2(0‘|) : (4.1.1.11)

0

Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini kullanip degerlendirme yaparsak ve (3.1.2.4),
(4.1.1.10) kestirimlerini uygularsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

’ ) (4.1.1.12)

L,(0,1)

AT, (v) < c27(“Av

)+ AV

L,(0,1

Burada c,, > 0sabiti Av'den bagimsizdir.Son bagintidan fonksiyonelin Vv eV elemani

tizerinde siirekli oldugunu gorebiliriz. Yani

|Av], . =0 igin [AJy(v)] >0 (4.1.1.13)

L, (0,1)
olur. veV herhangi eleman oldugundan J,(v) fonksiyonelinin V kiimesinde siirekli
oldugu elde edilir. Diger taraftan VYveV i¢in J,(v)=0 sartt saglanir. Yani
J,(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde alttan sinirhidir. V' kiimesi L,(0,1) de kapall,
sinirli, konveks kiime, L,(0,1) uzayi ise diizgiin konveks uzay (bak [21]) oldugundan

[11] c¢alismasindan bildigimiz teoremin (Kuramsal Temeller, Teorem 2.24 ) tiim
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sartlarinin saglandigini hilkmedebiliriz. Bu teoreme dayanarak L,(0,1) uzayinda her

yerde yogun olan G alt kiimesinin var oldugunu ve bu alt kiimeden segilen herhangi
weG ve a>0 icin (3.1.1.1)-(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin bir tek ¢6ziime

sahip oldugunu ispatlariz. Teorem 4.1.1.1 ispatlandi.

4.1.2. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg.

Bir onceki alt bolimde o >0 oldugunda hemen hemen welL, (O,I) icin (3.1.1.1)-
(3.1.1.4) optimal kontrol probleminin tek bir ¢6ziime sahip oldugunu ispatladik. Simdi
a>0 oldugunda herhangi weL,(0,1) i¢in (3.1.1.1) - (3.1.1.4) optimal kontrol

probleminin en az bir ¢ézlime sahip oldugunu ispatlayalim.

Teorem 4.1.2.1. Farz edelim ki, teorem 4.1.1.1 {in sart1 saglansin ve « >0 verilen say1

olsun. Bu taktirde Vo e LZ(O,I) igin (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol problemi en az

bir ¢oziime sahiptir.

Ispat: Herhangi {Vm} cV minimallestirici dizisini alalim:

limJ,(v")=J,. =inf J,(v).

M<—oo veV

Farz edelim ki y,,(x,t)=w(x,t;y"m=12,...olsun. Her birv" eV oldugundan teorem
3.1.1.1 e gore (3.1.1.2)- (3.1.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin (X,t), m=12,..,

¢ozlimiine sahip oldugunu ve bu ¢dziim i¢in asagidaki kestirimin gegerli oldugunu

hikmedebiliriz:
L (7 [ P 7 A R Y. SEE SR CEE RS
W2 (Q) w2(0,1) w2 (0,1)

Burada c,; >0 sabiti m' den bagimsizdir. V kiimesi L,(0,l) uzaymnda kapali, sinirl,

konveks kiime ve L,(0,I) uzayr ise refleksive Banach uzay oldugundan bu kiime
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L,(0,I) de zayif kompakt ve zayif kapali kiime olur [22]. Bu nedenle {Vm}cV
dizisinden v eV ye zayif yakinsayan alt diziyi segebiliriz. Kolaylik olsun diye bu zayif
yakinsayan alt diziyi yine de {vm} ile gosterelim. Bu taktirde VvqeL,(0,1) icin

asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

Lmj[vm(x)q(x)dx = jv(x)q(x)dx : (4.1.2.2)

021

(4.1.2.1) kestiriminden {y™ (x,t){dizisinin W, (Q) uzayinda diizgiin smirli oldugunu
elde ederiz. Bu nedenle {" (x,t)|dizisinden w(x,t) fonksiyonuna W2*(Q) uzaymda

zaylf yakinsayan alt dizi segebiliriz ki bu alt diziyi de kolaylik olsun diye yine de

{t//m(x,t)} ile gosterelim. Bu taktirde asagidaki limit bagintilarin1 yazabiliriz: m — oo

i¢in
v, 2> v, LI(Q) dazayif, (4.1.2.3)
% — aa—l/x/, L, (€2) *da zayif, (4.1.2.4)
% — ?;Tvzl , L,(QY) *da zayf, (4.1.2.5)
% - %//, L, (€?) *da zayif (4.1.2.6)
dir.

Simdi limit fonksiyonu olan 1//(X,t) fonksiyonunun (3.1.1.2)- (3.1.1.4) baslangi¢ sinir

deger probleminin iistte tanimladigimiz anlamda ¢o6ziimii oldugunu gosterelim. Bu

0
amagla ilk 6nce l//(X,t) fonksiyonunun (3.1.1.2) denklemini V(x,t) € Q i¢in sagladigini

44



gosterelim.(4.1.2.3)- (4.1.2.6) limit bagmtilarim1 kullanirsak kolaylikla asagidaki limit

bagintisini yazabiliriz. m — oo i¢in V7 € L,(Q) oldugunda

Q0 —

2
(120 0, T ()7l s

oy 821//
—>||1I—+a |a alx xtdxdt 4.1.2.7
j[ o TR i )wjn (4.12.7)

dir.

Simdi m— oo igin V7 € L,(€2) oldugunda

Ivm(x)ym (x,t)i7(x, t)dxdt — jv(x)y(x,t)ﬁ(x,t)dxdt (4.1.2.8)

Q

limit bagintisinin gegerli oldugunu ispatlayalim. Asagidaki esitligin gecerli oldugu
agiktir:

J' "(X ), (X, )7 (x,t)dxdt = I(v V(X )w(x,t)7 (x,t)dxdt +

+ J.vm (X)), (x,t)—w(x,1)7(x,t )dxdt + Iv(x)//(x,t)ﬁ(x,t)dxdt (4.1.2.9)

Q

(4.1.2.2) limit bagintisim ve w eW2(Q), nel,(Q) sartim saglayan w(x,t)7(x,t)

fonksiyonu igin

()=I (x, 7 (x, t)dt
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fonksiyonunun L,(0,1) den oldugunu dikkate alirsak (4.1.2.9) esitliginin sag tarafindaki

birinci terimin m — oo i¢in limitinin sifir oldugunu sdyleyebiliriz. Yani

lim [ (v (x) = v (x, )7 (x, t)xdt = 0. (4.1.2.10)

[7,23,24,26,27)] galismalarindan bildigimize gore W, (Q2) uzay1 L,(0,T;L,(O,1))

uzayina kompakt gomiildiigiinden asagidaki limit bagintisini yazabiliriz: m — oo i¢in

e (4.1.2.11)

dir.

Simdi bu limit bagintisin1 kullanarak (4.1.2.9) un sag tarafindaki ikinci terimin limitini

bulmaya calisalim. Bu terimi degerlendirirsek asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

j V™ (XN, (%, 1) = w(x, )7 (x, t)dxdt| < vaHLZ(O,|)||’7||L2<Q>||Wm _ W||L2 oL on) S

Q

< b0||’7||L2(Q)”‘/’m VYl orL o)

(4.1.2.11) limit bagmtisin1 kullanip bu esitsizligin her iki tarafinda limite gegersek

(4.1.2.9) nin sag tarafindaki terimin limitinin sifir oldugu elde edilir. Yani

lim [v™ (), (%, t)—w(x,t)7(x,t)dxdt = 0. (1.1.2.12)

m—o0

Boylece (4.1.2.10), (4.1.2.12) limit bagintilarint kullanip (4.1.2.9) un her iki tarafinda
m-—>o i¢in limite gecersek (4.1.2.8) nin gecerli oldugunu elde ederiz. Nihayet
(4.1.2.7), (4.1.2.8) limit bagintilarin1 kullanip
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2
ﬂi a;m +a, aazfzm + ial(x)agx"1 —a(Xyy V" (W + B lw| W — f(x,t)}x

xi7 (X, t)dxdt = 0

integral 6zdesliklerinde V7 € L,(Q) oldugunda m — oo i¢in limite gegersek asagidaki

integral 6zdesligini elde ederiz:

2
j{i %// +a, Zx—l/zj + ial(x)%—;/(/ —a(Xy + V(X +a,ly| v — f (x,t)}ﬁ(x,t)dxdt =0.

Q

Buradan da w(x.t) fonksiyonunun (3.1.1.2) denklemini sagladigini elde ediyoruz.

Simdi 1,//(X.t) fonksiyonlarinin (3.1.1.3) baslangi¢ sartlarin1 sagladigini ispatlayalim.

021

W (Q) uzay1 C° ([O,T], L, (0, I)) uzaymna kompakt gomiildiigiinden [7] asagidaki limit

bagintisini yazabiliriz. m— o ve Vt e [O,T]ic;in
v ()= ) o) O (4.1.2.13)
dir. Bu limit bagintisin1 t =0 igin ve

v, (x,0)=0(x),xe(0,1)m=12,...

baslangig¢ sartlarini kullanirsak,

”l//("o)_ (p” L(0.1) < ”l//("o) “Yn ("Ol||_2(o,|) + ”l//m ("0) - (P” L(0.1)
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esitsizliginden m — oo igin limite gegersek

”'//("0)_ (p|||_2(o,|) =0

elde edilir. Buradan da

0

w(x0)=gp(x)vVxe(01)

baslangi¢ sartlari bulunur. Nihayet y/(X.t) limit fonksiyonunun (3.1.1.4) sinir deger

sartlarin1  sagladigin1 ispatlayalim. Fonksiyonlarin izi hakkindaki teoreme gore
0 21

v, €W (Q), m=12,... fonksiyonlarinin L,(0,T)den olan izi vardir ve asagidaki limit

bagintilar1 gegerlidir. m — oo i¢in

v (8.)=w(s. ) o) = 0.5 =01 (4.1.2.14)

olur. Bu limit bagintilarini,

v, (0,t)=w, (,1)=0,te(0,T)m=12,..

sinir sartlarii kullanip

||V’(-S")"L2(o,T) < ”l/j(s")_'//m (S"X|L2(O,T) + ”l//m (S"mLz(o,T)’S = 0’ I

esitsizliginin her iki tarafinda m — oo i¢in limite gecersek

”l//('s"mLz(O,T) =0,5=0,1

bagintisini elde ederiz. Buradan da
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0
w(0,t)=w(1,t)=0,vte(0,T)
sinir deger sartlarinin gecerli oldugu elde edilir.

Boylece w(xt) fonksiyonunun (3.1.1.1)- (3.1.1.4) baslangi¢ smir deger probleminin

{vm} <V dizisinin limit fonksiyonu olan v=v(x) eV ye karsilik gelen ¢6ziimii oldugu

021
ve bu fonksiyonun W, (Q) uzayina ait oldugu elde edilir. Yani

v =y(xt)=w(xtv)

dir. Bu fonksiyon igin (3.1.2.4) Kestiriminin gecerli oldugu da (4.1.2.1) den limite

0 21
gegilerek ve W, (Q)uzayinda normun alttan zayif yari siirekli oldugunu dikkate

almakla elde edilir.

{v”‘}cv minimallestirici alt dizisinin L,(0,1) de, {y,(x,t)} dizisinin L,(Q) da
w(xt) fonksiyonuna zayif yakinsadigmi, o« >0 oldugunu, L,(0,I) uzaylarinda

normlarin alttan zayif yari siirekli oldugunu dikkate alirsak J_(v) fonksiyonelinin

v eV elemant lizerinde alttan zayif yari siirekli oldugunu elde ederiz. Yani,

J,.<J, (V)<limJ, (v')=J,,

ax =
m—o

dir.

Buradan J_(v)=J, elde edilir. Yani veV elemanm1 J_(v) yi minimum yapan

elemandir. Baska bir deyisle veV (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol probleminin

¢coziimidiir. Teorem 4.1.2.1 ispatlandi.
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4.2. Yiiklii Parcaciklarin Lineer ve Homojen olmayan Ortamda Hareketinin

Optimal Kontrol Probleminin Coziimii icin Gerek Sart.

Bu alt boliimde yiiklii pargaciklarin lineer ve homojen olmayan ortamda hareketinin
optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gerek sart elde etmege calisacagiz. Bu amagla
ilk 6nce problemde yer alan amag fonksiyonelini Frechet anlaminda diferansiyellene
bilir oldugunu gosterip onun gradiyenti icin formiil elde edecegiz. Bu formiilden

yararlanarak varyasyon esitligi bigiminde gerek sart ispatlayacagiz.

4.2.1. Fonksiyonelin Diferansiyellenebilirligi

Bu alt bélimde (3.1.1.1)-(3.1.1.4) probleminde amag¢ fonksiyonelinin diferansiyellene

bilirligini inceleyecegiz. Bu amagla asagidaki eslenik problemi géz 6niine alalim:

i%Jrao272?+i£(al(x)¢)—a(x)¢+v(x)¢+

at ox
+2a,ly ¢ +a, (W) ¢ =0,(x,t)eQ, (4.2.1.1)
HxT)=-2i(p(xT)-y(x)lx<(0.1), (4.212)
#0,t)=¢(1,t)=0,t (0, T). (4.2.1.3)

Burada 1//=1//(x,t)zz//(x,t;v) fonksiyonu (3.1.1.2)-( 3.1.1.4) baslangi¢ sinir deger

probleminin v eV igin ¢oziimidiir.

Tamm 4.2.1.1. (4.2.1.1)-(4.2.1.3) eslenik problemin ¢oziimii olarak C°([0,T] L,(0,1))

0 21
uzayina ait olan ve nl(X,O): 0 sartin1 saglayan Vr, e W (Q) icin

J— 2_ —_
Iqﬁ[— i, a, 0 Xﬂl - ial(x)% —a(x)ig, +v(x)7, + 28, |y’ ﬁ]dxdt -

50



+ Ty bt = 2[5, T)— YO (6T Yo (42.1.4)

Q 0
integral 6zdesligini saglayan ¢ = ¢(X,t) fonksiyonu anlasilir.

[16,7,23,39] calismalarindaki gibi Galerkin yontemini kullanarak asagidaki hiikmii

ispatlaya biliriz.

Teorem 4.2.1.1. Farz edelim ki, a,— kompleks sabiti ve a(x), a,(x), @(x), f(xt) ,
y(x) fonksiyonlar1 (3.1.1.5)-(3.1.1.9) sartlarin1 saglasin. Bu taktirde her bir veV igin
(4.2.1.3)-( 4.2.1.5) eslenik probleminin C°([0,T] L,(0,1)) uzayna ait olan bir tek

¢Oziimii vardir ve bu ¢6zlim i¢in agsagidaki kestirim gecerlidir:

O o < b (L T) -V - (4215)

Burada c,, > 0 -sayis1 belirli bir sayidir.

Bu teoremden yaralanarak amac fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugunu
gosterelim. Bu amacla eslenik problemin ¢6ziimii i¢in asagidaki sartin saglandigini da

varsayalim:
||¢|||_w(g) < Cgo- (4.2.1.6)

Soylemek gerekir ki, bu bicimde esitsizlikler eslenik problemin ¢6ziimii i¢in veriler
izerine sarti fazlalastirarak elde edile bilir. Ancak incelemelerin basitligi i¢in bu
varsayimi kabulleniyoruz. Zaten bdyle varsayimlar lineer olmayan denklemler igin
optimal kontrol problemlerinde gerek sartlar elde edildigi zaman kullanilan
varsayimlardir. Bu nedenle bu caligmada incelemeleri zorlastirmamak igin {istte

sOyledigimiz gibi (4.2.1.6) varsayimini kabul ediyoruz.
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Teorem 4.2.1.2: Farz edelim ki, teorem 4.2.1.1 sartlar1 saglansin ve @ € L,(0,1) verilen
eleman olsun. Bunlarin yani sira farz edelim ki, eslenik problemin ¢6ziimii i¢in (4.2.1.6)

sart1 saglansin. Bu taktirde J_(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir ve onun gradyenti i¢in asagidaki formiil gegerlidir:

2 (v) = [ Rely (< 0, )bt + 2a(v(x)— o) . (4217)

0

Burada y/(x,t)zy/(x,t;v),¢(x,t)z¢(x,t;v) fonksiyonlar1 sirasiyla (3.1.1.2)- (3.1.1.4)

baslangi¢ sinir deger ve (4.2.1.3)-(4.2.1.5) eslenik problemlerinin v eV ¢oziimleridir.

Ispat. J_(v) fonksiyonelinin Vv eV iizerinde artisin1 bulalim. (3.1.1.1) ve (4.1.1.11)

formiillerini kullanirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

A, (v)=3,(v+Av)=J,(v)= 2 Ref(y(x.T) = y(x))A 7 (x,T )b+

0

2
L))"

+2a I (v(x)— a(x))Av(x)dx HAw (., T ]|i2 on FefAv (4.2.1.8)

Burada At//(x,t) fonksiyonu (4.1.1.2)-(4.1.1.4) baslangic smir deger probleminin

021
v eV igin ¢oziimiidiir. y(x,t) fonksiyonu W (€)uzayina ait olan ¢dziim oldugundan

kolaylikla V77 e L, (Q) i¢in asagidaki integral 6zdesligini yazabiliriz:

.OA\y O*Ay . oAy
£[|?+ao 2 +|al(x)W—a(x)Az// (x,t)dxdt +

+ I((V(X)+ AW +a, ([ +w* Py + agy A 7 (x tixdt =

Q
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= —IAv(x)y(x,t;v)?(x,t)dxdt . (4.2.1.9)

Bu integral 6zdesliginin yani sira Al//(X,t) fonksiyonu (4.1.1.3) baslangi¢ sartini1 ve
(4.1.1.4) smur deger sartlarimi saglar. Bu integral 6zdesliginde 7€ LZ(Q) yerine

¢(X, t) fonksiyonunu alalim. Bu taktirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

2
i(i thl// +a, aaf;// +ia, (x)ég—xl// —a(x)A z//)a?(x,t)dxdt +

+ I((V(X)Jr AVOAY +a, (s [F +w]? Py + 8y wa i I (x, tixdt =

Q

= —I AV(X (X, t;v)é (x, t)dxdt . (4.2.1.10)

Diger taraftan ¢(X,t) fonksiyonu eslenik problemin ¢6ziimii oldugundan (4.2.1.4)

21

02
integral Ozdesligini saglar. Ay eW. (Q) oldugundan ve (4.1.1.3) baslangic ve
(4.1.1.4) smur deger sartlarin1 sagladigindan (4.2.1.4) integral 6zdesliginde 771(X,t)

fonksiyonunun yerine Aw(x,t) fonksiyonunu alirsak, asagidaki esitligi elde ederiz:

_ 2 J— J—
i q{— 82'[1// +a, aai;// - ial(x)ag—xl// —a(X)AF +V(X)AF + 28,y A ]dxdt +
_ |
+ [, (2 paidxdt = -2 (p(x T) - y(x)]Aw (x, T )ax (4.2.1.11)
Q 0

Bu esitligin kompleks eslenigini yazarsak asagidaki esitligi buluruz:
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2
;[i PV 12, 2V ria ()Y ~a(x)ay +v(x)ay + 22, |w|2Aw}7<x,t>dxdt +
AU ox OX

+ [ 7 s et = 2 (7 T)— X Ay (. T . (42.112)

0

(4.2.1.10) esitliginden (4.2.1.12) esitligini taraf tarafa ¢ikartirsak, asagidaki esitligi elde

ederiz:

ZJf 7 (x,T)= y(x)Aw(x,T)dx = IAv(x)y(x,t;v)q;(x,t)dxdt +

0

+ I AV(X)A (x,t;v)p (x, t)dxdt + j(az (1// Blawl )+ a,up(Ay) ﬁxdt +

+ [ (@, A7 ) (x, vt — [3, (72 Jiapaixat. (4.2.1.13)

Q
Bu esitligin kompleks esitligini yazarsak, asagidaki esitligi buluruz:

ZII (W (x,T)-y()Aw (x,T)dx = _[Av(x)?(x,t;v)¢(x,t)dxdt +

0 Q

+ [ V(a7 (x tvplx it + [(&, (7,80 )+ dydap ) bt +

+ [ (@7, way p(x, tixdt - [ a,(y* papdxdt (4.2.1.14)

Q

(4.2.1.13), (4.2.1.14) esitliklerini taraf tarafa toplarsak asagidaki esitligi elde ederiz:
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2[ (6 T)- YA 0T e+ 270 T) - T wx T e =

0

= IAV(X)//(X, t;v)p(x, t)dxdt + _[ AV(X )7 (x,t; v )g(x, t )dxdt +

Q

+ I AV(X)Aw(x,t;v)é (x,t )dxdt + IAV(X)A:,V (%, t;v)g(x, t )dxdt +

+[las by lavl )+ a7 (ap ) ot + [ 7 glawl” J+ ayplap ) P+

Q
= 2 2
+ j a,y|Aw| dxdt + j a,7dAy| dxdt .
Q Q

Boylelikle bu esitlikten asagidaki esitligin gegerli oldugunu elde ederiz:

2 _[ Re[(w(x, T)- y(x)Aw(x,T)px = jAv(x)Re(l//(x,t)%(x,t))dxdt +

0 Q

+ IAV(X)RG(A w(x, )6 (x,t))dxdlt + j Re(a2 (yqu? A 1//|2) xdt +

+ [Rela, (74 (ap ) Jixdt + [ Re(a,pdlay| )dxt. (4.2.1.15)

Q

Bu esitligi fonksiyonelin artig1 i¢in olan (4.2.1.8) formiiliinde dikkate alirsak

fonksiyonelin artisin1 agagidaki bi¢imde yazabiliriz:

A, (v)=J,(v+Av)-J_(v)= IAV(X) Re(y(x, t)p(x,t))dxdt +

Q
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+ 20 () a)v(x)ix +R(av). (42.1.16)

Burada

R(AV)= [Aw(,T ]|2L2 ont oz||Av||i2 on IAV(X) Re(Ay(x,t)p(x,t))dxdt +

Q

+ _[ Re(a?_ (W Ay »jxdt + j Re(a2 (1,75 (Ay) ) xdt +

Q

+ [Re(a,pglay] Yot (4.2.1.17)
Q

dir.

Simdi R(Av) yi degerlendirelim. Cauchy- Bunjakovski esitsizligini uygularsak R(Av)

kalan terimini asagidaki gibi degerlendirebiliriz:

IR(AV) < |[Ap(,T)

i(o,l) +afAv

2 )+x/ﬂ|¢

L, (0,1

AV

LZ(Q)| L,(o,1) +

L, (Q)”A 4

+ |a2|||¢||Lw(Q)||l//A ”Lw(g)”A ‘//”iz(g) + 2|a2|||¢||Lw(Q)||l// LW(Q)”A ‘//"iz(g)' (4.2.1.18)

0 21

v, W, €W (Q) oldugundan ve [23,24,26,27] calismalarindan bildigimiz gomiilme

ol

0 21
teoremine gore W > (Q) uzayr L, [O,T;Wz(O,I)] uzayina siirekli gomiildiigliinden ve

0l
W 2(0, I) uzayida L, (O, I)uzayma gomiildiigiinden asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

(4.2.1.19)

W2 (Q)’

”l//“Lw(Q) < Cylw
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Vsl @ < Calvallg? - (4.2.1.20)

Burada c,, >0sayis1 y,y, fonksiyonlarindan bagimsizdir. Bu esitsizliklerde

v,y , fonksiyonlar1 i¢in (3.2.1.4) kestirimini kullanirsak asagidaki esitsizlikleri elde

ederiz:
||V/||Lw(Q) < C32’||WA||LOO(Q) < ng- (4.2.1.21)

Bu esitsizlikleri, (4.2.1.6) sartin1 ve (4.1.1.10) kestirimini dikkate R(AV) yi asagidaki

gibi degerlendirebiliriz:

2

R(Av) < cyflav] - (4.2.1.22)
Burada c,; > Osayist Av’ den bagimsizdir. Bu esitsizlik
R(AV) = oAV o) (4.2.1.23)

oldugunu gosterir. Yani R(Av) kalani ||AV||L o)) miktarina gore yiiksek mertebeden

sonsuz kiiciiktiir:

J

im =0
o> AV] o,

dir. Bu taktirde (4.2.1.23) bagmtisin1 dikkate aldigimizda fonksiyonelin artis1 i¢in olan

formiilii asagidaki bigimde yazabiliriz:

A, (v)= _[ AV(X)Rel(x, ) (x,t))dxdt +

Q
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+ 2aj‘ (v(x)— @(x))Av(x)dx +oQ|Av||L2(0’I) ) (4.2.1.24)

Fonksiyonellerin L,(0,1) uzayinda Frechet anlaminda diferensiyellenebilirligin tanimini
kullanirsak (4.2.1.24) bagintisindan kolaylikla J (V) fonksiyonelinin Vv eV {izerinde

Frechet anlaminda diferensiyellenebilir oldugu ve onun gradyenti i¢in

3,(0)= [ Relyrx 5 o Ot + 224(x) o)

0

Formiilinii elde edilir. veV herhangi eleman olugundan bu formiiliin V kiimesi

tizerinde gecerli oldugunu séyleyebiliriz. Teorem 4.2.1.2 ispatlandi.

4.2.2. Optimal Kontrol Probleminin Céziimii i¢cin Gerek Sart

Bu alt boliimde (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in gerek
sartla ilgili soruyu inceleyecegiz. Bir 6nceki alt boliimdeki fonksiyonelin gradyenti igin
elde ettigimiz formiilii kullanarak optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in varyasyon

esitsizligi biciminde gerek sart elde edecegiz.

Teorem 4.2.2.1. Farz edelim ki teorem 4.2.1.2 nin sartlar1 saglansin ve
Vv, :{v eVv:], (v )z J,. = IVQJ Ja(v)}

kiimesi (3.1.1.1)- (3.1.1.4) optimal kontrol probleminin ¢dziimler kiimesi olsun. Bu

taktirde WVv* €V, i¢in

_I[U Rely " (x,t)g " (x,t))dt + 2a(v" (v) - m(x))} x[V(x)-V'(x) |dx 20, VeV . (42.2.1)

0
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esitsizligi gegerlidir. Burada y/*(x,t)Et//(X,t;v*) ve ¢*(X,t)z¢(x,t;v*) sirasiyla
(3.1.1.2)- (3.1.1.4) baslangi¢ smir deger probleminin ve (4.2.1.1)-(4.2.1.3) eslenik

probleminin v* eV igin ¢oziimleridir.

Ispat. Teorem 4.2.1.2 nin sartlart saglandigindan J_ (V) fonksiyonelinin V  kiimesi

tizerinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilir oldugunu ve onun gradyenti igin
(4.2.1.7) formiiliinii ispatladik. Simdi gradyentin V kiimesi {izerinde siirekli oldugunu

ispatlamaya calisalim. Bu amagla Vv eV igin

I (v+Av)- . (v)

L(0l1) < 034”AV”L2(0,|) (4.2.2.2)

esitsizliginin gegerli oldugunu gostermek yeterlidir. Burada c,, >0 sayist Av den

bagimsizdir. Gergekten (4.2.1.7) formiiliinii kullanirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

310+ &)= 32,(0)= [ Rely, (x 0AB ()t + [ Relp (x tRF(x D)t +

0

+ 2aAV(X). (4.2.2.3)

Burada y, (x,t) fonksiyon (3.1.1.2)- (3.1.1.4) baslangic smir deger probleminin
(V+Av) €V igin ¢ozliimi, Al//(X,t) fonksiyonu (4.1.1.2)- (4.1.1.4) baslangig¢ sinir deger
probleminin ¢dziimii, Ag(x,t)=g,(x,t)—d(x,t)=d(x,t;v +Av)—g(x,t;v) fonksiyonu

ise asagidaki sinir deger probleminin ¢oziimiidiir:

. OA@ N . O _
i— +a, o~ +|ax(al(x)A¢) a(x)Ad + (v(x)+ Av(x))Ag +

P28y, 4l P - 28 - -k D) (e, (4224)

AP(x,T)==2iAw(x,T),x<(0,1), (4.2.2.5)
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Ag(0,t)= Ag(1,1)=0,t (0, T). (4.2.2.6)

Burada ¢(x,t) fonksiyonu (4.2.1.1)- (4.2.1.3) eslenik probleminin ¢oziimii olup

(4.2.1.5) kestirimini saglar ve bu fonksiyon i¢in (4.2.1.6) sart1 saglanir. Bu 6zelligi
kullanarak (4.2.2.4)- (4.2.2.6) sinir deger probleminin ¢dziimiinii degerlendirelim.

Bu amagla eslenik problemin verilerinde diizglinlestirme islemi yapip ¢(X,t)

fonksiyonunun diizgilinlestirmesini ¢, (X,t),k =12,...isaret edelim ki, bu fonksiyonlar

0 21
eslenik problemin W > (Q) uzayina ait olan ¢dziimleri olsun ve k — ooigin

¢ () =¢(. 1), — 0. Vte[0,T] (4.2.2.7)

sart saglansin. Bunun yam sira farz edelim ki v(x) fonksiyonunun diizgiinlestirilmisi

V, (x)1,2,... dizisi olsun, dyle ki, k — ooigin

(Y -0 (4.2.2.8)

L,(o,1)

limit bagintist gegerli olsun. Ayrica l//k(X,t),k=1,2,...diZiSi de l//(x,t) nin

diizgiinlestirilmisi olsun ve k — ooigin

v —vlg @) =0 (4.2.2.9)
limit bagintisi saglansin. Bu taktirde (4.2.2.4) denkleminde

V(X),¢(X,t),y/(x,t)fonksiyonlarlmn yerine Vk(x),¢k(x,t),t//k(x,t),k=ZL2,... dizilerini

alip denklemin her iki tarafim Ag, (X,t) ile carpip flt = (0, I)x(t,T) aralig1 ilizerinden
integralleyelim. Bu  taktirde x degiskenine gore kismi integrasyon formiiliinii

uygulayip, A@(X,t), k =12,... fonksiyonlar1 i¢in smir deger sartlarin1 kullanirsak

asagidaki esitligi elde ederiz:
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8 ¢k
OX

Q

J(i 0 j - +1- (2, (X)Ag A%, —a()ad [ + (v+AvXA¢k|2]dxdz-+
+2a, J|l//kA|2|A¢k|2dxdz'+ 2a, Jy7k¢kAt//kA¢7kdxdr + 2a, Jt//kA¢kA17kA(dexdf+
Q, Q, Q,

Ta, J(‘/’m )2 (Ag,)*dxd7 + a, J.l/7k¢kAl//kA¢7kdXdT+ a, J-l//kAakAl//kAgkdXdr =
Ql Qt Ql

= —JAVk (X)p (X, 7)AG (x, 7)dxd 7,k =1,2,...

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak:

ig(agtqﬁk Ad, + aéfk Ad, jdxdz-+
+ |J[ (X)Ad, A, +§( a,(X)Ad, JAd jdxdr+

+252;2[|WM|2|A¢k|2dxdr—2a25[|y/m|2|A¢k|2dxdr+
+2§2it7k¢kAz//kA¢7kdxdr —2a2gJ;z//k¢7kA1/7kA¢kdxdr+
+ 2a_25|:1//kA¢kAl/7kAq;kdxdr— 2azi;7kA¢7kAz//kA¢kdxdr +
+a2§J;(1//kA)2(A<Zk)2dxdr —EZA(WM)Z(A¢k)2dXdr+

+a, J.V7k¢kAl//kA5kdXdT_ a, J.l//kgkAVkA¢kdXdT+
QI

Q
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+ta, J‘l//kA(ZkA‘/’kAakdXd r-a, JV7kA¢kAV7kA¢kdXdT =
Q, Q
= —J‘Avk (X)W (x, 7)Ag, (x,7)dxd 7 — IAVk (X (x,7)A@, (X, 7)dxd 7,k =1,2,... (4.2.2.10)
O, &

elde edilir. Buradan kolaylikla asagidaki esitligi elde ederiz:

0 0
J5|A¢k |* dxd 7 + J&(al(x]m/ﬁk |2)dxdr +41ma, J|y/kA|2|A¢k|2dxdr =
Q Q

o

o Jdadl—)EX)|A¢k|2dxdr— IAVk (x)Re(d, (x,7)AB, (x,7))dxd 7 —
_4I IM(&, 7, 4 Ay Ad )dxd T — 4J.(§zl/lkA¢kAl/7kA$k)dXdT_
-2[Im(a, (v, ) (Ad))dxd7 - 2 [ Im(a,i7, 6, Ay, Ady )dxd 7 -

—2j|m(a2y/kA5kAka¢7k)dxd rk=12,..
Q

Burada diizgiinlestirilmis fonksiyonlar icin A, (X, T ) =-2IAy, (x, T ),
A (0,t)= A4 (1,1)=0,k =1,2,... sartlarim kullandigimizda

da, (x
”A¢k ("t)”iz(m) - Jdl—£)|A¢k|2dXdT + ”A‘//k (-’T]ﬁz(o.l) +

Q

+ JAVk (x)Re(¢, (X, 7)A@, (x,7))dxdz +4Ima, J|ka|2 Ag,|” dxd 7 +
Q Q
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+4_j IM@, 7, ¢ Aw, A, )dxd 7 + 4j(a—2y/kA¢kAy7kA¢7k)dxdr+
Q, Q
+ 2J Im(a, (v, )’ (Ad, )?)dxd 7 + 2j Im(a,7, ¢ Aw, A, )dxd 7 +
Qt Qt
+ 2J Im(a,y b A, Ad )dxd 7,k =1,2,... (4.2.2.11)
Q

Bu esitlikte tistte kabul ettigimiz diizgiinlestirme sartlarin1 géz oniinde bulundurarak

k — ocoigin limite gegersek, asagidaki esitligin gegerli oldugunu elde ederiz:

da,(x
AR o = [ L oue - (T, +

+ jAv(x)Re(¢(x, 7)Ad(x,7))dxdz +4Ima, J|g//A ’lag|’ dxdz +
+ 4J IM(@, 7 ¢AyAd)dxdr + 4 J (@, pAFAP)dxd 7 +

+2 J Im(a, (v, )’ (Ad)?)dxd 7 + 2 J Im(a,7gApAS)dxd r +

+ 2'[ Im(a,y,pAwAg)dxdr .
o

Bu esitlikten kolaylikla asagidaki esitsizligi buluruz:

+

AL 1)< o [l e+ afpp (T,

Q
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+ J|Av(x)||¢(x, ) Ag(x, 7 )Jdxdz + (41ma, + 2Ja,|) J .|’ |Ad|" dxdz +

+6la,| [lwdlaw]addxdz + 6ja,| [, [dlavagixdz . (4.2.2.12)
Q, Q

Burada Cauchy-Bunjakowski esitsizligini kullanip (4.1.1.10), (4.2.1.6), (4.2.1.19)

esitsizliklerinden yaralanirsak, sonuncu esitsizlikten asagidaki esitsizligi elde ederiz:

.
[AGN o1y < CslAVIE 0+ [IAS(. 2N o, 07 WE[0,T]. (4.2.2.13)
t

Burada c,, >0sabiti Av'den bagimsizdir. Burada Gronwall lemmasimi uygularsak,

asagidaki kestirimi ispatlamis oluruz:

[ag(.t)

i(o,l) < CyAV i(oJ)’Vt e[oT]. (4.2.2.14)

Burada c,, > 0sabiti Av'den bagimsizdir.

(3.1.5.3) formiiliinde yer alan gradyentin artigin1 degerlendirirsek asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

T T
3, (v av)- 3, ) = [, Jadidt + [ glavit + 2alav(x).
0 0

Bu esitsizligin her iki tarafini kareye yiikseltip (0, I)arallgl iizerinde X degiskenine gore

integrallersek ve degerlendirme yaparsak, kolaylikla asagidaki esitsizlsgi yaza biliriz:

192 (v+Av)—J7 (v)

i(o,u) <+3T|w, ”i(g)”Mﬁ i(g) +
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2
L(ol)"

+ 3TN oAV o) +1207 0]

Burada (4.1.1.10), (4.2.1.6), (4.2.1.19) ve (4.2.2.14) esitsizliklerinden yaralanirsak,

fonksiyonelin gradiyentinin siirekli oldugunu gosteren asagidaki esitsizligi buluruz:

[9: (v+av)-J, (V]ﬁz(o,n < (:37||Av||i2(0’|) : (4.2.2.15)

Burada Burada c,, >0sabiti Av'den bagimsizdir. Buradan da gereken (4.2.2.2)
esitsizliginin gegerli oldugunu elde ederiz. Bdylece J, (V) fonksiyonelinin gradyentinin
V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu elde ettik. Diger taraftan J,(v) fonksiyoneli ,
JO(V) stirekli  fonksiyoneli ile a”v—a)”i(O’I) stirekli  fonksiyonelinin toplami

oldugundan V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu sdyleyebiliriz. Elde edilen sonuglari

dikkate alirsak J, (v)fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde siirekli diferansiyellenebilir

oldugunu hiikkmedebiliriz. Yani
J,(v)eC(V)

dir. Diger taraftan V kiimesi L, (O,I)de merkezi sifirda olan b, yarigapl kapali kiire

oldugundan kapali, siirli, konveks kiime olur. Boylece J, (V) fonksiyonelinin ve V

kiimesinin [36] ¢alismasindan bildigimiz teoremin (bak kuramsal temeller teorem 2.21)
sartlarinin  saglandigin1 goriiyoruz. Bu teoreme dayanarak Vv* eV, i¢in asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:
ALV V=V 20, VeV . (4.2.2.16)

Burada gradiyent igin olan (4.2.1.7) formiiliinii dikkate alirsak teoremin hiikmiiniin

gecerli oldugunu soyleyebiliriz. Teorem 4.2.2.1 ispatlandi.
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5. TARTISMA ve SONUC

Tezde ele alinan yiiklii pargaciklarin lineer ve homojen olmayan ortamda hareketini
ifade eden sanal katsayili gradiyent igeren lincer olmayan bir boyutlu Schrédinger
denklemi igin final fonksiyonelli optimal kontrol problemi konulma ag¢isindan 6nceki
calismalardaki problemlerden ciddi bir bi¢imde farklidir. Her seyden dnce soylemek
gerekir ki, olast kontroller kiimesi, uzay degiskenine bagimli olan 6lgiilebilir ve mutlak
degerinin karesi ile integrallenebilir fonksiyonlar sinifindan segilmistir. Boyle kontroller
once [1,33] caligmalarinda sanal katsayili gradiyent igeren lineer Schrodinger denklemi
icin optimal kontrol problemlerinde ele alinmistir. Bu tiir genis smif kontroller sanal
katsayili gradiyent iceren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin optimal kontrol
problemlerinde ilk kez bu ¢alismada kullanilmistir. Kontrollerin uzay ve ya zaman
degiskenine bagli olup 6l¢iilebilir sinirli fonksiyonlar olmasi durumu ise sanal katsayili
gradiyent igeren  lineer olmayan Schrodinger denklemi igin optimal kontrol
problemlerinde 6nceKi [19,20] calismalarinda incelenmistir. Bu tez ¢alismasinda
incelenen problem giincel ve konulma agisindan ciddi bir bi¢imde 6nceki ¢aligmalarda
incelenen problemlerden farkli oldugundan bu c¢alismada elde edilen sonuglar da giincel
olup gerek teorik gerekse de pratik acidan bilimsel 6nem arz etmektedir. Bu tez

caligmasinda alinan sonuglar 6nceki ¢alismalarda elde edilen sonuglarla Grtiismez.
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