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OZET

Yiksek Lisans Tezi

LINEER OLMAYAN BIiR SCHRODINGER DENKLEMI ICIN BASLANGIC SINIR
DEGER PROBLEMININ COZUMU

Yasemin OZEROGLU

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Ana Bilim Dali

Danigsman: Yrd. Dog. Dr. Nigar YILDIRIM AKSOY

Bu tezde, lineer olmayan Schrddinger denkleminin ¢ézimi Galerkin Metodu ile ele
alimir. 1. bolimde lineer olmayan Schrodinger denklemi hakkinda genel bir giris
yapildiktan sonra, 2. bolimde tezde kullanilan teoremler, lemmalar ve bazi
matematiksel kavramlara yer verilir. 3. bolimde lineer olmayan Schrédinger denklemi
i¢cin Dirichlet ve Neumann problemleri ifade edilir. 4. boliim iki alt boliime ayrilir. 4. 1
boliminde lineer olmayan Schrédinger denklemi icin Dirichlet probleminin ¢éziiminin
varligi ve tekligi Galerkin Metodu kullanilarak ispatlanir. 4. 2 bdliimiinde lineer
olmayan Schrédinger denklemi i¢in Neumann problemi Galerkin Metodu kullanilarak
¢Ozlimiiniin varhig1 ve tekligi gosterilir. Besinci boliimde ise tezin onceki ¢alismalardan

farklilig1 vurgulanir.

2017, 50 sayfa

Anahtar Kelimeler: Lineer Olmayan Schrdodinger Denklemi, Galerkin Metodu,

Dirichlet Problemi, Neumann Problemi



ABSTRACT

Master Thesis

SOLUTION OF THE INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A
NONLINEAR SCHRODINGER EQUATION

Yasemin OZEROGLU

Kafkas University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nigar YILDIRIM AKSOY

In this thesis, the solution of the nonlinear Schrédinger equation is discussed with the
Galerkin method. In the section 1, after giving a general introduction about the
nonlinear Schrddinger equation, in the section 2, theorems, lemmas and some
mathematical concepts used in this thesis are presented. In the section 3, Dirichlet and
Neumann problems for nonlinear Schrodinger equation are expressed. Section 4 is
divided into two sub-divisions. In the section 4. 1, by applying Galerkin Method to the
Dirichlet problem for nonlinear Schrodinger equation, the existence and uniqueness of
the solution of the problem are proved. In the section 4. 2, by applying Galerkin Method
to the Neumann problem for nonlinear Schrddinger equation, the existence and
uniqueness of the solution of the problem are shown. Also, in section 5, the difference

of this thesis from the previous works has been emphasized.

2017, 50 Pages

Keywords: Nonlinear Schrodinger Equation, Galerkin Method, Dirichlet Problem,
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Bagimsiz degisken

Bagimsiz degisken

Dual Uzay

I¢c Carpim Isareti

Kompleks Sayilar Kiimesi

Mutlak Deger

N Boyutlu Oklit Uzay1

N Boyutlu Oklit Uzayinda Bir Bélge
Norm

Sanal Birim

u Fonksiyonunun «. mertebeden zayif manada tiirevi

Verilen Bolge



1. GIRIS

Lineer olmayan Schrodinger denklemi pek cok fiziksel lineer olmayan sistemleri
tanimlayan bir kismi diferansiyel denklemdir. Bu denklem lineer olmayan optik,

hidrodinamik ve niikleer fizik gibi pek cok alanda karsimiza c¢ikar. Kuadratik

dispersiyonlu bir ortamda y(x,t) fonksiyonunun yavas degisimlerini tanimlayan genel

denklem

2

oy
ox?

oy

gaa—‘i/"i‘rz(x,tal//) +I’1(X,t,l//)§+ro(X,t,y/)(//=o (l)

bicimindedir. Burada ¢=sabit,j=0,1,2 igin (x,t,r) katsayilart ortammn
varyasyonunu (degisimini) tanimlar. r, fonksiyonlarmin 1//(x,t) ye bagli olmasi
ortamin lineer olmadigin1 gosterir [1]. (1) denkleminin 6zel bir durumu olarak

2
i%”+ao(x,t)271/2/+vo(x,t)z//+a1|z//|21//:O @

lineer olmayan Schrédinger denklemini yazabiliriz. Burada y(x,t) bir dalga

fonksiyonu, a, ise bir reel veya kompleks sayidir. (2) biciminde lineer olmayan

Schrodinger denklemi igin baslangic sinir deger problemleri daha Onceden [2-12]

caligsmalarinda incelenmistir.

Bu tez calismasinda ise

2

oy
ox?

il
OX

i%//%lo(x,t) +ia (X, ) ==+ vo (x )y 4,y v = £ (x)

biciminde lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in baglangi¢ sinir deger problemlerini
g0z Oniine aliriz. Bu denklem lineer olmayan optikte kuadratik dispersiyonlu kiibik non-
lineerlige sahip bir ortamda sagilma problemlerinde ortaya ¢ikar [13]. Bu denklemin
lineer bicimine karsilik gelen Schrodinger denklemi igin baglangic sinir deger

problemleri [14-15] ¢alismalarinda incelenmistir.

Tezin ilerleyen kisimlarinda ilk olarak, 2. b6lim olan kuramsal temeller boliminde L

uzaylari, Sobolev uzaylari, bazi 6nemli esitsizlikler, teoremler ve lemmalarin tanimlari

verilmistir.



3. bolim olan materyal ve yontem bdliimiinde problemin c¢oziimiinde kullanilan
Galerkin metodu agiklanmis ve sirasiyla Dirichlet ve Neumann problemleri ifade

edilmistir.

4. boliim olan aragtirma bulgular1 boliimii iki alt bolime ayrilmistir. 4. 1. alt bolimiinde
lineer olmayan Schrodinger denklemi icin Dirichlet problemine Galerkin metodu
uygulanarak problemin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi ispatlanmigtir. 4. 2. alt boliimiinde
ise lineer olmayan Schrédinger denklemi icin Neumann probleminin ¢éziimandin varlig

ve tekligi gosterilmistir.

5. boliim olan sonug¢ béliimiinde ise bu ¢alismanin daha 6nceki yapilan ¢aligmalardan

farklilig1 ortaya koyulmus ve tezin 6nemi vurgulanmaistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. L,(Q) Lebesgue Uzaylar1 ve Ozellikleri

Tanmm 2. 1. 1. Q, R" de bir bdlge
S(Q)= {u € Q:u, Q datanimli lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi}

ve 1< p <o olmak Uzere

j|u(x)|p dx < oo

Q

ozelligine sahip tim olgilebilir fonksiyonlarin sinifina L (Q) uzay1 adi verilir. Bu
L, (Q) uzayr

Lp(Q)={UES(Q):I|u(X)|p<oo, 1< p<oo}

Q

biciminde gosterilir.

Eger uel,(Q) ve ceCise cuel,(Q) olur. Ayrica u,ve L, (Q) igin
p
|u(x)+v(x)|p §(|u(x)|+|v(x)|) <2° (|u(x)|p +|v(x)|p)
oldugundan u+ve L, (Q) yazlabilir. Bu durumda, L (Q) uzay1 bir vektér uzayi olur.

L, (Q) uzayi iizerinde

1
p
ol =[J () dx} e
Q

bi¢iminde bir norm tammlandiginda L, (Q) uzayl bu norm altinda bir Banach uzayidir.

L, (Q) uzayinda 1< p<oo, p=2 olarak alindiginda L,(Q) uzay: olusur. Bu uzay da
norm

ol = JlF d}

Q

dir ve



(0.5) = Ju () ()= o] = T,

Q

i¢ garpimiyla L, (Q) uzay: bir Hilbert uzayidir.

Tamm 2. 1. 2. “Q bolgesinde oOlcilebilir bir u fonksiyonu icin hemen hemen her

yerde |u(x)| <K olacak sekilde bir K >0 sabit sayis1 varsa u fonksiyonuna hemen

hemen sinirhidir denir. Bu esitsizligi saglayan K >0 sabit sayilarinin en biiyiik alt

smirna da |u| min Q bolgesindeki esas supremumu denir ve esssup|u(x)| ile
xeQ

gosterilir. Q bolgesinde hemen hemen sinirli U fonksiyonlarinin olusturdugu uzay
L, () ile gosterilir.

L. (©) uzaymnda norm

||u||Lm(Q) = esssup|u(x)| = inf {K >0:hemen hemen x e Q icin |u(x)| < K}
xeQ

olarak tanimlanir ve bu normla L (Q) uzayi bir Banach uzayidir” [16].

Tanmm 2. 1. 3. L, ([O,T], B) Banach uzay: olup, elemanlar1 [0,T | arahiginda tamimli,

Olgtilebilir, karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzaymna ait olan

fonksiyonlarin uzayidir. Burada norm

T ) 1/2
”u”Lz([O,T],B) = (!”U (.,t)”B dt] < 400

bi¢iminde tanimlanmaktadir” [17].

Tamim 2. 1. 4. (Kompakt Uzay): H bir Hilbert uzay1 ve X — H olsun. Eger X deki

her {fn} dizisinin X deki bir elemana yakinsayan {fnk} bir alt dizisi varsa X

kiimesine kompakttir denir.



Tanmm 2. 1. 5. “(X,” ||) normlu uzayr ve E < X olsun. Eger E kiimesinin her acik

orttsunin sonlu bir alt ortlisu varsa E kimesine X de kompakt bir kiime ad1 verilir.
Eger E kiimesinin E kapanisi1 X de kompakt bir kilme ise E ye X de bir on-
kompakt kiime denir” [16].

Tamim 2. 1. 6. X ve Y normlu uzaylar ve f: X —Y bir operatdr olsun. X de smirh

olan her E alt kiimesi icin f (E), Y de 6n-kompakt ise f ye kompakt operator denir.

Yani, biitiin sinirh E < X igin f (E) , Y de kompakttir.

Tanmm 2. 1. 7. “ X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger,

i. X, Y nin bir alt vektor uzayi ve

ii. Her xeX igin Ix=x olarak tamimlanan |:X —Y 06zdeslik operatorii
surekliyse,
X uzayl Y uzayna (siirekli) gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir. Yani, X cY ve

her xe X igin |/, <M|x|, olacak sekilde bir M sabiti vardir. Eger | operatori

kompakt ise X uzay1 Y uzayina kompakt gomiiliir denir” [17].

Teorem 2. 1. 8. |Q) :.[dX<oo ve 1< p<q<oo olsun. Eger uel,(Q) ise bu durumda
Q

uel,(Q) olurve
|u| < |Q|(J/p)f(1/q) |u|
p q q
esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla
L ()= L,(Q)

stirekli gomiilmesi vardir [16].



Tamm 2. 1. 9. “ X, bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger X in her bir x elemani, E

nin elemanlarinin bir dizisinin limiti ise E ye X de yogundur denir” [17].

Tamim 2. 1. 10. Bir X normlu uzaymin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa X

normlu uzayina ayrilabilir uzay denir.

Teorem 2. 1. 11. Eger 1< p<oo ise L (Q) uzay: ayrilabilirdir [16].

Tanmm 2. 1. 12. Her bir ¢ € (0,2] icin x,y € X olmak tzere;

x| <1

st =[5

<o

[x=y]>¢

olacak sekilde 0 >0 sayisi varsa X Banach uzay: diizgiin konvekstir denir.

Tamm 2. 1. 13. (Dual Uzay): X normlu bir uzay olsun. X iizerindeki tim sinirh
lineer fonksiyonellerden olusan B(X,R) climlesi
[ (x)

f||=sup——==sup|f (x)
I1l=sp g el )

TR
normu ile bir Banach uzayr olusturur. Bu uzaya X in dual uzay1 denir ve X" ile

gosterilir.

Tanim 2. 1. 14. (ikinci Dual): “ X", X Banach uzaymin duali olmak tizere B ( X, R)

ok

uzayma X uzaymm ikinci duali denir ve X™ ile gosterilir. X™ da bir Banach

uzayidir” [18].



Tanmm 2. 1. 15. X normlu bir uzay olmak tzere X™ =X ise X uzaymna yansimali

(refleksif) uzay denir.

Teorem 2. 1. 16. (Milman, Pettis Teoremi): Dulzgin konveks her uzay refleksif

(yansimali) tir [18].

Ornek: Her Hilbert uzay: paralelkenar kurali geregi diizgiin konvekstir. Ger¢ekten de

X bir Hilbert uzay: olmak tizere her x,y eS(X) ve her ¢<[0,2] icin paralelkenar

kurali uygulandiginda

5(s)=1- 1-6)2

oldugu gortiliir.

Teorem 2. 1. 17. “Eger l<p<oo ise L, (Q) uzayr diizgin konveks ve

yansimalidir”[16].

Tamm 2. 1. 18. Ck([O,T],B) Banach uzayr olup, elemanlar: [0,T] arahiginda

tanimlanmis k. mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve degerleri B— Banach uzayina ait

fonksiyonlarinin uzayidir. Burada norm

d"u(t)
dt™

< 400

k
”u”Ck([O,T],B) - mz=o I(;Qtag)T(

seklinde tanimlanmaktadir.



2.2. W' () Sobolev Uzaylar1 ve Ozellikleri

Tamm 2. 2. 1. “Q, R" de bir bélge ve 1< p<w olmak lzere Q bdlgesinin her bir
kompakt alt kiimesinde p. kuvveti integrallenebilen Q bolgesindeki bdttn dlculebilir
fonksiyonlarmnim uzayma L' (Q) uzay: adi verilir. Bu uzay p=1 igin L*(Q) seklinde

gosterilen lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifini1 gosterir” [16].

Tamm 2. 2. 2. u fonksiyonu D boélgesinde tanimli bir fonksiyon ve D de u nun
sifirdan farkli oldugu noktalarin kiimesi K olsun. Bu K kiimesinin kapanisi olan K

kiimesine U nun supportu denir. Eger K kiimesi kompakt ise u ya D (zerinde

kompakt supporta sahiptir denir.

Tamm 2. 2. 3. D, R" de bir bdlge olsun. D {izerinde her mertebeden siirekli
diferansiyellenebilir, kompakt supporta sahip ¢:D — R fonksiyonu test fonksiyonu

olarak adlandirilir ve bu fonksiyonlarm uzayr C; (D) ile gosterilir.

Tamm 2. 2. 4. « bir goklu-indis olsun. Q< R" bir bolge olmak tzere L™ (Q)

kiimesinde taniml1 U ve Vv fonksiyonlari i¢in
[u(x)Dn(x)dx= ‘“‘joa x)dx, 7(x)eCZ (Q)
Q
oluyorsa D“u(x) fonksiyonu, u fonksiyonunun c¢. mertebeden zayif manada tiirevidir

denir ve sembolik olarak v=D“u seklinde gosterilir. Eger u fonksiyonu D“u

seklindeki siirekli tiirevine sahip olacak kadar diizgiin ise

£u(x) X)dx = J' ‘“‘ Du(x)n(x)dx, n(x)eCy (Q)



seklinde yazilabilir. Burada a =(a,...,a,) negatif olmayan |a|=> «a; seklinde bir
-1

coklu indisdir.

Tamm 2. 2.5. meN ve o bir ¢oklu-indis olsun. |a|<k ve u, € C*(Q) olmak lzere
L uzayinda

u, —uiken DU, > v
olacak sekilde u,ve L (Q) fonksiyonlar: tanimli olsun. O zaman v fonksiyonu u

fonksiyonunun zayif manada tiirevidir denir.

Tamm 2. 2. 6. “u e L* (Q) ve a ¢oklu indisi verilsin. Eger, herp e C; () igin

j ovdx = ( —1)‘0" IuD“g;dx
Q Q

esitligi saglamyorsa, v e L (Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun c. zayif tiirevi denir.

Bu durumda v fonksiyonuna, u fonksiyonunun genellesmis tiirevi denir ve v e DU
seklinde yazilir” [16].

Tamm 2. 2. 7. Q, R" de bir bélge, m negatif olmayan herhangi bir tam say1 ve

1< p< oo olmak lzere

W (Q)={uel,(Q):DueL,(Q), 0<|o|<m)

p

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Bu uzayda norm;

1< p<oigin
Yp
a p .
Ju o) :(O<;m|D u p] ;1< p<ow
ve p=o0 icin
lu p(a) = X D“u|; p=oo

9



seklinde tanimlamir. W " (Q) uzay: yukaridaki normlarla bir Banach uzayidir. C; (Q)
0
uzaymm W' (Q) uzaymdaki kapanisi W' (Q) uzayi olur.

Uzaylarin  tanimlarmin bir sonucu olarak, W] (Q)=L,(Q) yazlabilir. Ayrica,

1<p<ow iken C;(Q) wuzayt L, (Q) uzaynda yogun oldugundan dolay:

0
W) (Q)=L,(Q) olur. Dolaystyla, bu uzaylar arasinda negatif olmayan herhangi m

tam sayisi i¢in
0

Wy (Q) > W' (Q) > L, (Q)

p

stirekli gdmiilmeleri vardir.

Teorem 2. 2. 8. (Sobolev Esitsizligi) “Q, R" de acik bir bolge olsun. Eger

0

1< p<o, mp<N veueW,"(Q) ise budurumda p" = N P

olmak Uizere

|u|p* <C|u

Wg'(2)

esitsizligini saglayacak sekilde bir C(n, m, p) sabiti vardir” [16].

Tanmm 2. 2. 9. Q, R" de bir bdlge ve j negatif olmayan herhangi bir tamsay1 olsun.
Q bolgesinde, |a|< j mertebesine kadar biitin D“u kismi tiirevleri siirekli olan u

fonksiyonlarinin olusturdugu uzay C’'(Q) vektor uzayidir.

ve

olarak yazilabilir.

10



Tanmm 2. 2. 10. Q, R" de bir bélge ve j negatif olmayan herhangi bir tamsay1 olsun.
Q bélgesinde D“u kismi tiirevlerin sinirli oldugu u e C'(Q) fonksiyonlarinin belirtigi
uzaya C; (Q) vektor uzay: adi verilir. CJ (Q) uzayi

Julle oy = max sup|Du (x)

normu ile bir Banach uzayidir.

Teorem 2. 2. 11. (Sobolev Gomiilme Teoremi) Q, R" de koni 6zelligine sahip agik
bir bélge, m>1ve j >0 seklinde tam sayilar ve 1< p <oo olsun. Bu durumda asagidaki

gomiilmeler yazilabilir. Eger;

i)mp< N ise
Wi m(Q)->W(Q), p<g=<q = Np
p q N—mp
ya da 6zel olarak
A . Np
W"™Q)—> L, (Q), p<g<q =
()2 L (Q) p=asq =TT
elde edilir.
imymp=N ise

W (Q) - L, (Q), p<q<w
olur. Ayrica p =1 olarak alinirsa
W, (Q) > Ci(Q)

elde edilir.
iiiymp> N ise
W, (Q) - Ci(Q)

yazilabilir [16].

11



2. 3. Yakinsamalar

Tamm 2. 3. 1. (Yakimsak Dizi): (X,| ||) bir normlu uzay ve x=(x,), X de bir dizi

olsun. V& >0 ve her n>N(g) icin |x, — x| <& olacak sekilde N(&)eN varsa (x,)

dizisine X € X e yakinsiyor denir.

Tanim 2. 3. 2. (Zayif Yakinsama): “ {xn} , H hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger her
yeH icin lim(x,y), =(xy), oluyorsa {x} dizisi xeH elemanma zayif

yakinstyordur denir ve x, zayif y ile gosterilir” [17].

Tamm 2. 3. 3. (Kuvvetli Yakinsama): “ X bir normlu lineer uzay ve (x,)e X olmak

lizere Eger limx, =X olacak sekilde bir Xe X varsa (x,), kuvvetli yakinsama olarak

nN—o0

adlandirilir” [18].

Tanim 2. 3. 4. (Noktasal Yakinsama): {fn}, bir X kiimesi {iizerinde tanimli
fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger her bir Xe X igin !I_To f,(x)=f(x) oluyorsa,
{fn} dizisi X Uzerinde bir f fonksiyonuna noktasal yakinsar denir. Yani, verilen
xeX ve &>0 icin n>N oldugunda |f (x)- fn(X)|<6‘ olacak sekilde bir

N = N(x,&)>0 sayisi vardur.

Tamm 2. 3. 5. (Diizgiin Yakinsama): Reel sayilarin bostan farkli bir E alt kimesi

tizerinde tanimli, gercel degerli bir {fn} fonksiyonlar dizisi verilsin ve f:E — R bir

fonksiyon olsun. Eger !gn” fn—f”:O saglaniyorsa {fn} dizisi E Uzerinde f

12



fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir ve f — f seklinde gosterilir. Burada

E

|| f || = sup| f (x)| seklinde tanimli supremum normdur.
xeE

Tammm 2. 3. 6. “F, bir | aralig1 iizerinde tanimli f(t) fonksiyonlariin bir ailesi
olsun. Eger her £>0 ve her feF icin t,t,el olmak Uzere [t —t,|<&5(e)
oldugunda |f(t1)—f(t2)|53 olacak sekilde bir &(&)>0 sayist varsa F ye |

tizerinde ayni1 dereceden siirekli (essiirekli) dir denir” [17].

Tanmmm 2. 3. 7. “F, bir | aralig1 iizerinde taniml f(t) fonksiyonlarinin bir ailesi

olsun. Eger her tel ve her f e F icin |f (t)| <M olacak sekilde negatif olmayan bir

M sayist varsa F ye | tizerinde sinirlidir denir” [17].

Teorem 2. 3. 8. (Arzela-Ascoli): Smurh bir | aralig iizerinde F, f(t)

fonksiyonlariin bir ailesi olsun. Eger F sonsuz, sinirlt ve ayni dereceden siirekli ise

F, | (zerinde duzgiin yakinsak olan bir dizi igerir [19].

2. 4. Esitsizlikler

2. 4. 1. Cauchy-Schwarz Esitsizligi:
l+1:1, l<p<ow, fel (Q)vegel,(Q)olsun. f.gel'(Q) dirve
P q

ot o o]

Q Q Q

[1F (x)g(x)|ox

Q

bi¢iminde Holder esitsizligi vardir. Holder esitsizliginde p =0 =2 alinirsa

13



1

1

o o oo

Cauchy-Schwarz esitsizligi elde edilir.

0

Teorem 2. 4.2. DcR" herhangi bir bdlge olsun. Herhangi u(x)eW, (D) fonksiyonu

1 1)1 1

r g)ln mr

-1
1
vem=>1 r >1 sayilari i¢in o = (———j (———+—j olmak Uzere

Jull o) = B o) 1oy

esitsizligi gecerlidir. Ayrica,

1. m>n=1iginqe[r,oo] veﬂ:(1+%) dur.

(n—1)m

2.n>1vem<niginﬂ=( ] ve eger, I' < ul

n-m

nm
r=
n-m

. nm :
ise q e[ ,r} dir.
n—m

3.m>n>1licinge|r, o) veﬁ—max{q(n_l),1+(m—1)mr} dir [20].

Lemma 2. 4. 3. (Gronwall Esitsizligi): “Eger g(t) fonksiyonu t, <t<t, (zerinde

strekli bir fonksiyon ve

t
0<g(t)< K+ng(s)ds
ty
esitsizligini saglarsa, t, <t <t lzerinde
0<g(t)<Kexp(L(t-t,))

dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir” [19].
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2. 4. 4. Young Esitsizligi: “Keyfi a,b sayilar1 ve herhangi ¢ >0 icin
ab] < 2+ o
2 2¢

esitsizligi gecerlidir” [20].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in sirasiyla Dirichlet ve Neumann
problemleri olusturulur. Bir sonraki boéliimde, olusturulan bu basangi¢ sinir deger

problemlerinin ¢oziimlerinin varlig ve tekligi Galerkin metodu kullanilarak elde edilir.

Galerkin metodunun temeli, baz fonksiyonlarinin bir kiimesi tarafindan gerilen bir sonlu
boyutlu uzayda yaklasik bir ¢6ziim bulmaya dayanir. Yaklasik ¢6ziimii elde etmek igin
kismi diferansiyel denklemin bir sonlu boyutlu alt uzayma izdiistimiinii olustururuz. Bu
da bize yaklasik ¢oziimler i¢in bir adi diferansiyel denklemler sistemi verir ki bu sistem
standart adi diferansiyel denklemler teorisi ile bir ¢oziime sahiptir. Boylece yaklasik
cOziimler i¢in bazi degerlendirmeler elde edilir. Elde edilen bu degerlendirmeler de

kismi diferansiyel denklemin bir ¢6ziimiinii elde etmeye olanak saglar.

3. 1. Schrodinger Denklemi i¢in Dirichlet Problemi

Bu ¢alismada, lineer olmayan Schrodinger denklemi igin Dirichlet problemi asagidaki

sekilde tanimlanir:

i aa'/t] +a, ?;{ +ia, 881/)(/ —a(x)y +v(t)y +ia, |1//|2 w=f(xt) (3)

v (x.0)=9p(x), x(01) @)

w(0,t)=y (1,t)=0, te(0,T). (5)

Burada v bir  dalga  fonksiyonu, I>0, T>0 verilen  sayilar,
O<x<l, 0<t<T, Q =(0,1)x(0,t), Q=Q;, i*=-1 sanal birim,

a,>0, a >0, a, >0 verilen reel sayilar, a(x)
hemen hemen x € (0,1) igin 0<a(x)< 4, 4, =sabit>0 (6)
sartin1 saglayan Ol¢iilebilir reel degerli sinirl bir fonksiyon, V(t)

dv(t)

hemen hemen t  (0,T) icin |v(t)|sb0, o

<b, b,,b, =sabit>0 (7)
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sartin1 saglayan Olgiilebilir reel degerli siurli bir fonksiyondur. ¢(x) vef(x,t)

fonksiyonlar ise verilen 6lgiilebilir kompleks degerli fonksiyonlar olup

0
peW;(0,1), f eW,*(Q) (8)
dir.

0
Burada verilen W, (0,1) ve W, () uzaylar1 Sobolev uzaylari olup kuramsal temeller
boliimiinde tanimlanmustir.
Simdi, (3)-(5) baslangi¢ smir deger probleminin ¢6ziimiini tanimlayalim. (3)-(5)
0
probleminin ¢dz{imi olarak CO([O,T],WZZ(O,I)jmcl([O,T],LZ(O,I)) uzayindan olan

bir y (x,t) fonksiyonu goz Sniine alinir. Oyle ki bu y fonksiyonu (3) denklemini
hemen hemen x e(0,1) ve herhangi te(0,T) igin, (4) baslangi¢ sartim hemen hemen

x€(0,1) igin ve (5) suir sartlarmi hemen hemen t € (0,T) i¢in saglar.

3.2. Schrodinger Denklemi I¢cin Neumann Problemi

Bu caligmada, lineer olmayan Schrédinger denklemi i¢in Neumann problemi asagidaki

sekilde tanimlanir:

2
i%—‘/t/+ a, aaxf + iai(x)aa—l/xl—a(x)z,y +v(t)y +ig, |y w = f(x1) 9)
v (x0)=p(x), xe(0,1) (10)
ov(0Y) vy _, te(0T). (12)
OX OX
Burada v bir  dalga  fonksiyonu, I>0, T>0 verilen  sayilar,

O<x<l, 0<t<T, Q =(0,1)x(0t), Q=Q., i*=-1  sanal birim a,>0, a, >0
verilen reel sayilar, a(x)

hemen hemen x € (0,1) igin x4, <a(x) <4, 14 = sabit >0 (12)
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sartin1 saglayan Ol¢iilebilir reel degerli sinirli bir fonksiyon, a, (X)

a,(0)=a,(1)=0 ve hemen hemen x (0,1) icin oka:j_)((x) < 1y, u, = sabit >0 (13)
sartin1 saglayan 6l¢ilebilir bir fonksiyon, v(t)
dv(t)

hemen hemen t e (0,T) icin v(t):|v(t) <b,, <h, by,b =sabit>0 (14)

dt

sartin1 saglayan Olgiilebilir reel degerli sumrh bir fonksiyondur. ¢(x) ve f(x,t)

fonksiyonlar1 ise verilen 6l¢iilebilir kompleks degerli fonksiyonlar olup

dp(0) _de(l)

W2(0,1),
p W, (0.1) dx dx

=0, f eW(Q) (15)

dir.

Simdi (9)-(11) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiinii tanimlayalim. (9)-(11)
problemin ¢oztmii olarak C° ([O,T],Wz2 (0,1))nC*([0.T],L,(0.1)) uzayindan olan bir
w (x,t) fonksiyonu goz 6niine alimir. Oyle ki bu y fonksiyonu (9) denklemini hemen
hemen xe(0,1) ve herhangi te(0,T) igin, (10) baslangig sartini hemen hemen

x €(0,1) igin ve (11) smnur sartlarmi hemen hemen t € (0,T) igin saglar.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde ilk olarak, Galerkin metodu kullanilarak (3)-(5) baslangi¢ sinir deger
probleminin ¢ozuminiln varlig1 ve tekligi gosterilir. Baslangi¢ sinir deger probleminin
¢ozimil icin bir degerlendirme elde edilir. Sonra (9)-(11) baslangi¢c smir deger
probleminin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi ifade eden teorem verilerek ¢6ziim igin bir

degerlendirme elde edilir.

4.1. Drichlet Probleminin Cozimu
(3)-(5) baslangig sinir deger probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 4. 1. 1. a(x),v(t),¢(x), f (x,t) fonksiyonlar: sirastyla (6), (7) ve (8) sartlarin

saglasin. Bu durumda (3)-(5) smir deger problemi
0
B, ECO[[O,T],WZZ(O,I)JﬂCl([O,T], L,(0,1)) uzayma ait olan bir tek y ¢oziimine

sahiptir ve bu ¢6zim igin herhangi t € [0, T ] icin asagidaki degerlendirme gegerlidir:

2

oy (1)

ot

20 6 6
W, (0,1) ; y

)

+o

W7 (0,1) W3 (0,1)

<o

o+
L o) W (0,1)

(16)

+||(p||\1,§l(0,l) ’ ” f ”5\’20’1(9) + ” f ”5\/20,1(9) '

Burada ¢, >0 sabiti ¢, f vet den bagimsizdir.

0
Ispat: Ispat i¢in Galerkin metodunu kullanacagiz. W, (0,l) uzayinda temel

fonksiyonlar sistemi olarak

Lu, (x):—a()%+a(x)uk (x) =AU, (x), xe(0,1)

k=12... icin u (0)=u,(l)=0
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ozdeger probleminin 2, 6z degerlerine karsilik gelen k =1,2,... igin u, =u, (x) 6z

fonksiyonlarini alalim.

Bilindigi gibi k =1,2,... i¢cin A4, 6z degerleri reeldir ve negatif degildir [21]. Ayrica 4,

0z  degerlerine  karsilk  gelen u =u,(x) Ozfonksiyonlar1 reeldir ve

L, (0,1), V(\)lzl(O,I), V?/ZZ(O,I) uzayinda ortogonaldir. Farz edelim ki k=12,.. igin
u =U,(x) 06z fonksiyonlart L,(0,I) uzaymmda ortonormal bir taban olsun ve
k=12,..1i¢in

<d, A7)

”uk”mzz(o,l)

esitsizligini saglasin. Burada k =1,2,... ve d, >0 sabitlerdir.

Galerkin metoduna gore (3)-(5) denkleminin yaklasik ¢oziimleri

v (%)= 2C (e (%)

N
k=1
bigiminde aranir. Buradaki C.'(t) katsayilari C' (t):<y/N ("t)’uk>L2(0,|):<l/jN'uk>
biciminde olup
oy" > < oy duk> < oy > N
i—,u, )=(a,—,—%)-i{a——,u, +<a(x)x// ,uk>
< ot ox  dx OX (18)
_<v(t)wN,uk>—i<a2|t//N|21//N,uk>+<f,uk>, k=12,..,N
' (0)=(yp" (-’0)’“k>LZ(o,.> ={p,u) =0, k=12,.N (19)
adi diferansiyel denklem sistemi i¢in Cauchy probleminin ¢oztimleridir. Burada ¢, — ¢
0
fonksiyonlart W,*(0,1) uzayinda ¢ ye giiglii yakinsar. (18)-(19) problemi k=12,...
icin bilinmeyen C.'(t) katsayilarma gore birinci mertebeden sabit katsayili lineer

olmayan bir adi diferansiyel denklem sistemi igin bir Cauchy problemidir. [22] den

kolaylikla soyleyebiliriz ki (18)-(19) problemi [0,T] aralig: tizerinde en az bir lokal

¢ozlime sahiptir. (18)-(19) probleminin [0,T ] araliginda global ¢6ziimiiniin varhig: i¢in
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(18)-(19) probleminin mimkiin bitin ¢ézimlerinin[0,T | aralig: tizerinde diizgiin simrh

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in asagidaki lemmay1 verelim:

Lemma 4. 1. 2. (18)-(19) Cauchy probleminin ¢ézimi herhangi te[0,T] ve

N=12,.. i¢in
3 L Jdcy ()] oy (L)
Ylc (t)|2 +Z#() g”,/,N(_,t);?z(OI)JF %
k=1 k=1 2 (0,
L(0J) (20)

SCl(llcollzo ol el ol [ F o)+ ILZZM(QJ

w7 (0,) w7 (0,) W3 (0,1) w3 (0,1)

degerlendirmesini saglar. Burada ¢, >0 sabiti N ve t den bagimsizdir.

Ispat. (18) sisteminde ki k. denklemi C (t) ile carpalim ve eclde edilen esitlikleri k
Uzerinden 1 den N ye toplayalim ve sonra € iizerinden integralini alalim. Boylece

oyt _y
|— —a
I[ ot 14 0

Q
:j fNdxdr
Q

2

op™

OX

¥ iaiaaLXNs?“ —a(x)p [ v ()] Hia |4]dxdr

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin kompleks eslenigini ondan ¢ikarirsak

ofoy _y ot Corfovt w 0wt
i|| —" +—/—— dxdz +i + dxd
i( ot v ot v i ai({ OX v OX v i

+2ia, [ |y dxdz =2i [ Im( 7" Jdxd
olup béylece ) )
({[g(w)w%w ) r2afy] e =2 Jim( 177 e
esitligi elde edilir. Buradan da
[y octf =y 0 e, 0.0f ~p @] )or
12a2j|w (x,t)|“2|xdr =2[ Im( f1/7NO)dxdr
A a

esitligi yazilir. Bu esitlikte
21



N

v (00)=3C! (1u, (0)=0, ¥ (L) =3C} (t)u, (1) =0
k=1

oldugunu dikkate alirsak

”y/N (.,t) )+2&2J.|I//N|4dXdTS||l//N (.,0)
Q

2 2

)+2I|f||l//”|dXdT
Q

L,(0,l L(ol

esitsizligi elde edilir. Boylece Young esitsizliginden [20]

o (O oy, + 22 [ [ dxdz <[y (,0)
&

2 2

+[IFF dxdr+ [ dxar
& &

L(0,1 L,(0,1

esitsizligi elde ederiz. Burada

" .0

2 N

o = 2t O < Xfet (o) <[

k=1

(21)

2
L (o))

esitsizligini kullanirsak

2

t
Lot I " (1), dr (22

L,(0.))

" (O, 2 [ 0 ol

yazilir. (22) de a, >0 oldugunu goz oniine alirsak

2

t
”WN ("t)”iz(o,l) = ”(p”i(o,n +|| f ”iz(Q) +_([||WN ("t)”LZ(O,I) de

olup burada Gronwall lemmasini [19] kullanirsak

2
b Ol (1 1ol ) “
elde edilir. (22) in sag tarafindaki sonuncu terime (23) esitsizligini uygularsak herhangi
te[0,T] igin
2 4
”'//N ("t)”Lz(O,I) +2a, .f |‘/’ " | dxdz <c, (” f 1(9) +e izw)) @)
5}

esitsizligi elde edilir. Burada c, >0 ve ¢, >0 sabitleri N ve t den bagimsizdir.

—N
Simdi aal//t tirevini degerlendirelim. Bunun igin 6nce, (18) sisteminin t degiskenine

dC.' (t)
dt

gore tiirevini alalim ve (18) sistemini ile carpalim. Sonra, elde edilen

esitlikleri Kk Uzerinden 1 den N ye toplayalim ve € (zerinden integralleyelim.

Bdylece
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o ot
(25)

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin sol tarafindaki ikinci terime kismi integrasyon
formalunu uygularsak
2. N

3 N A— —N 2 NPV 1 A2 N A2—N
Iaoa UANWE _aj v (DY gy =g, |2V
otox ot otox , Otox  Otox a Otox

x=0

2

dxdr

olup bunu (25) de yerine yazarsak

2N A—N 2, N 2 N A—N N |2 —N
I{iﬁl/fz oy _a0|6y/ | +a161// oy —a(x)él/j +ﬁy/Nal//
sl o’ ot 7| atox| atox ot ot | dt’ at

N [ —N —N
wi(t) Y +ia2§(|zy“‘|zz//“)%}dxdrg{%%dxdr

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin kompleks eslenigini kendisinden ¢ikarirsak

2 N —N 2—N N 2. N —N 2—N N
iJ- 61//2 oy +8l//2 oy +ia, oy oy +81// oy
o= ot ot

ot otox ot otox ot

dv( vog" oy . 6( N2 )61// 6( N2 N)avf“
-y —— |+ia,| = —— = —— ||dxdz (26
dt[w at "/at A e (T R v (2)
_2|jlm a oy dxdz
ot ot
esitligi yazilir. Burada

(aZWN aWN +82!/7N 6!//'\‘):2(8',”’\‘ aWNng‘aWN

2

o> ot o> ot otl ot ot ot| ot

aZV/N 81/7N+82[/7N GWN _i al//N 81/7,\‘ _i aWN 2
otox ot otox ot ox\ ot ot ox| ot |’
0 N ? op" _y\ oy 0 I A
LA e AL e AT T A
0 N2—N) 0 _nN| N2 5\'// aWN —N al// NaV7N
+| — +— —=—Vy +—
(at(|‘/' [ a’ v |j ot a7 AV A
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—N N N
—N+a'// V/NJ—Nal// _I_‘al//

ot ot

op™
ot

2
oy (o
i ot | et ot

oy ’ N2 w2 [ ow™ ? N2
AP o [ 2] e

2 N |2 ouw™
o gtH vl
=4|l//Nzal//N2 (
o

_al NROW 2 N2 [ O 2
=4y +2Re| (y") =

esitliklerini dikkate alirsak (26) dan

j.ﬁa"’ dxdr+jiiaV’N
o O] ot o, OX| ot
2
+4azij|.//N|2 a(”;’tN dxd 7 +24,i Re((z//N)z(ag
Q, Q
= 2i J'Im(?; aat jdxdr

(o

oy
ot

:

2
al

2 N
dxdr+2ijﬂ|m i
5 dt ot

N2
J dedr
t

esitligi yazilir. Burada k =1,2,... igin u,(0)=u, (I)=0 oldugundan

8!//

sartlarini (27) de kullanirsak

oy ()
ot

L,(01)

N2 —N
+2a, Re (WN )2 W dxdz =21Im Iﬂ%dxdr
ot 5ot ot

esitligi elde edilir. Buradan da

24

jdxdr

! oy (Lt) Ldc! (1)
:O’ = | I =
kz dt « ot kZ;‘ dt 4 (1)
N 2 _
v (.0) +j[ﬁ2|m(w“—a‘” j+4a2 "]
ot dt
Lod)

(27)



2 —
||81//N (1) ‘ dxdzr = M —Zjﬁlm[y/’“ ow" )dxdr
” ot L) L(0,1) & dt

o™ Y
2a R dr+21 ——d d
azie(v,)[athGXT+ m.[ o Oxd7
< (3l//'\‘(.,0)2 +2J'ﬂ|l//N|MdXdT
ot LZ(O,) Q dt
6 N
+2a, | |y" dxdr
s s

esitsizligi yazilir. Burada (7) sartin1 ve Young esitsizligini kullanirsak

2

2

N t
v (.Y +4|a dxd v (0 by [ |y dxdz

ot L(0]) 4 L2(0.1) 00
tHoy" [ 2oy [ of [ oy [

b [ [|Z2—| dxdz+2|a,| [|y"[ [ % dxdz+ [ —‘ dxdz + [ |2 dxdz
% a ot oot 5
olup buradan da

N 2 N |2
oy (1) +2a,| | |y F|lov_ ‘ dxdr <

ot Lo ot

N 2 2
VLI i o, e a2

L (o) . 0 L (o) L ()
yazilir. Yukaridaki esitsizlikte (23) degerlendirmesini kullanarak
N 2 N 2
6y/at(.,t) ‘ il 61// aJf.,O)
| LZ(O,I,\)I ( ) ? L,(0,1) (28)
oy (.t 2 2
o) [ drea 11 ol )
L(0.1)

elde edilir. Buradac, >0 sabittir.

N
Simdi (28) de ki |22

herhangi t [0,T] ve k

dy™ (,0)
ot

2
terimini degerlendirelim. Bunun i¢in (18) sistemini
Lo(0.1)

=1,2,...,N i¢in asagidaki sekilde yazalim:
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N

(1 )= () 2 ) (v )

—i<a2|1//N|21//N,uk>+(f,uk>.

(29)

Burada

aZl//N
Ly =—a, 2
4 07 A2

N

+a(x)y

dC,' (0
olarak tanimlanir. (29) sisteminde t=0 alarak K. denklemi Eit( ) ile ¢arpalim ve

elde edilen esitlikleri k tzerinden 1 den N ye toplayalim. Béylece
oy (x,0) 0" (x,0) ' d*w" (x,0) . oy (x,0)
II 5 p dx—! —aoT+a(x)w (x,0) de

+ia1j: ay/NaE(x,O) 81/7N6€[X,0) dx+_(l[V(0)‘//N (x,0) o (x.0)

0

+iazj|!//N (x.0) " (X,O)%x=j f (x,O)M

olup buradan
| 2 | N
oy (x,0)
dx = || Ly" (x,0)—ia, ——~
E[ X I[ w" (x,0)—ia, ™

0

al'//Na(tX’O) —V(O)I//N (X,O)

x,0)

—ia, |1//N (x,0)|21//N (x,0)+ f (x,o)}%dx

esitligini elde ederiz. Burada sirasiyla Cauchy-Schwarz ve Young esitsizliklerini
uygularsak

J

0

i o™ (x,0)
dxs”Ly/N(x,O) T

(o))

81//N (X, O)
t L(0.)

lov" (x.0)
ol |

ow" (x.0)
| OX

+a|

L(0.1)
oy (x,0)
ot

oy (x,0)
ot

+|v(0)|||z//N (x,0)

Ly(0.)

L,(0.1)

+|a2|||l’//N (X’ 0)”1(0,0

L,(0,1)
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oy (x,0)
) LoD ot L,(0.1)
esitsizligi elde edilir. Buradan
" (O 1l . oy (%,0) .
— Lz(o,.)SE |y (x,0)||L2(0,) | —— LZ(O,I)+|V(0)|||W (%),
2 1oy (x,0)[
+|a |||l// (O,I):| LY ox Lo
olup
oy (,0) . Jow™ (o)
| <5l GOl Bl
L (o) Lz(cu) (30)
2 2 6
+5|V(0)| ”WN( L20| +5|a| ”l// ” +5|| L2(0|)
yazilir. Herhangi t €[0,T ] igin
ov|’
b <5 M 2|2 |- b

oldugundan |V(t)| <h,, % <D, sartlarim kullanarak

V(o) <, @|v(t)|2 dfi "

esitsizliginden

2 drj <c, {boz].d2'+b12].df} = [ b T +b/T ]
0 0

v(0) <cT (b2 +b?) (31)
yazilir. Burada ¢, >0 sabiti t den bagimsizdir. [20] ¢alismasindan bilinen esitsizlige

gore herhangi t €[0,T] icin

ow™ (..t 2
A e A @
,(0,1
elde ederiz. t=0 icin (32) den
1
op" (.,0)[3 2
”‘/’N( ||Le(0,|)_ﬂl l//a)E )L(OI)“V/N i(o,l)



yazilir. Boylece

I (-0

oy (L)
OX

6

< B8 !
L(ol) A

”l//N (" 0) L(0.1)

oy (.0)f J

L,(0.1)

2

+2

L, (0.1

<f| 2|y (.0)

OX

L (o)

2

L(0.1)

N 2
. oy (.,0)
OX

(33)

x{”t//N (.,O)

L,(01)

o)l -0

\/\721(0,I)

2

2
V&’;(o,.))

:2,816(”://“ (.,0)

=24 |w" (.0

2

3
LZ(OI)J

esitsizligi yazilir. Burada S sabiti bilinen bir sabittir. (33) de (21) esitsizligini ve (17)

2

oy" (.,0)
OX

+
L,(01)

=24 [||w“ (-0)

den
N 2
oy (.0) <d?|el’
OX L) WZ(0,1)
oldugunu dikkate alirsak
6
o (O <ol @)

esitsizligi elde edilir.

f eW,*(Q) oldugundan herhangi t €[0,T] igin

2
ess on <G (1. (35)
degerlendirmesi yazilir. Ayrica
N 2
W LR o, (36)
o S
X L (o) W, (0,1)

esitsizliginin gecerli oldugu agiktir.
2 N 2
1" (O, = K00 O <l

1

28



esitsizligi gecerli oldugundan L operatoriiniin tanimini kullanirsak

W (O seloF, @)
esitsizligini elde ederiz. Burada ¢, >0, k = 4,9 sabitlerdir.
Boylece (30) da (23), (31), (34), (35), (36) ve (37) esitliklerini kullanarak
oy" (o) ) ‘ 2
o~ < 0 0 f 01 38
) <oslloly, ol 11 @)

degerlendirmesini elde ederiz.

(28) de (38) degerlendirmesini dikkate alirsak

oy" (1)
ot

2 2

oy (.7)

ot

dr
L,(0.))

(ol ol 1)
.

esitsizligi elde edilir. Elde edilen bu esitsizlige Gronwall lemmasin1 uygularsak

dxdr<(1+b1)j

L,(0.1)

herhangi t [0,T] icin

oy (L

~ +2a, [ |v"| dxdr

L(0.1) & (39)

o[l Il 1 Ee)

degerlendirmesi elde edilir. Burada ¢, >0, ¢, >0, ¢, >0 sabitlerdir.

281//'\‘2
ot

N
Simdi 8(;// tiirevini degerlendirelim. Bunun igin (18) sistemindeki k. denklemi
X

~ N
t .
C(kj—t() ile carptiktan sonra elde edilen esitlikleri K Uzerinden 1 den N ye toplayarak

€, Uzerinden integrallersek
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N |2 2 N A—=N N A —N N
I i|8l// |+a05W2 ov +a181// oy —a(x):,u“—al//
al | et | o’ ot ox ot at )
N a‘/7N : N2 8
v(t)y 7+|a2|z// | w dxdr = If dxdr
esitligini elde ederiz.
Yukaridaki esitligin sol tarafindaki 2. terime kismi integrasyon uygularsak
2 N —N N = N A2—N
[a,Z 07 e g | [| 27 0D OY (x.7| B (A 1)
5 L O ot ot x |, 7 ox otdx
olur.
8‘“ N dC_:N
d = ) esitligini dikkate alarak burada u,(l)=u,(0)=0
k=1

sartlarin1 kullanirsak

ow" (I,t) ow"(0,t)
ot ot

elde edilir. Bu sartlar1 (41) de yerine yazarsak

N 2—N
jaoa‘/’ —dxd ——a, [TV gage
o ox* 5 Ox otox

esitligi elde edilir. Bu esitligi (40) da dikkate alarak elde edilen esitligin kompleks

eslenigini onunla toplarsak
2
a|oy" oy" op" N OF
— dxdz—2a | Im| ———— |dxdz—-2| a(x)Re —— |dxd
Iat( ox J ‘ alf (8x a ) I() S

oy
+Zj Re(y/ —dedr 2a J.ImU:// | 74 a—jdXdT ZIRe{ TjdXdT

esitligi elde edilir. Buradan da

o[ 00

0

" (x 1) (x t) " (x,0)

el

oy oy
dx — 2a1.[lm( 2; g/t ]dxdr
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— —N
-2 a(x ( oy ]dxdﬂzj (V/N ov jdxdr
Q ot ot

24 jlm[|y/ ag’_t }dxdr—ZI Re(f aa‘”_tN)dxdr
Q

yazilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

2 2

N N
iy CATEL RN AT ) +zj|f|\%dr
OX L) OX L,(0,) a
+2a1_[‘a'// Hagt dxdr+2_[|a dXdT
+2J.|V dXdT
3!

esitsizligi elde edilir. Burada (6)-(7) sartlarin1 kullanirsak ve sonra elde edilen esitsizlige
Young esitsizligini uygularsak

2 2

a, ow" () ca, oy" (.,0) j. o
S N W (o)
t t
+(1+a, +by + 244 I dr+(b0+,uo)”|w'\'( t l(oyl)dr
0 (0')

dxdr+j|f| dxdz

esitsizligini  elde ederiz. Yukarndaki esitsizlikte (24), (35), (36) ve (39)

degerlendirmelerini kullanirsak herhangi t €[0,T] icin
t
0

yazilir. Bylece (42) de Gronwall lemmasim uygularsak herhangi t [0, T | icin

oy (L)
% OX

LW e I

L,(0,1 L,(0.1)

oy (L)
OX

< F " £E o 43
< I, Mol 17 “)

L,(0.1)

degerlendirmesi elde edilir. Burada ¢, >0, ¢, >0 sabitlerdir.
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2 N

Simdi al//z tirevini degerlendirelim. Bunun igin Ly terimini degerlendirmek
X

yeterlidir. (29) sistemindeki k. denklemi A,C,' (t) ile carparsak ve sonra elde edilen

esitlikleri k Uzerinden 1 den N ye toplarsak herhangi t €[0,T] icin

J.|L(,// (xt | dx = I{ aﬁl//t +ia, 6;:(N +v(t)y" +ia, |y/“|21,y“ - f}(LW“ (x,t))dx
0

esitligi elde edilir. Burada Young esitsizligini kullanirsak

| 9 1 |
Ly dx<=

oo

| N N 2
-([|L,/,N|2dx£ Hﬁgt |+|a1|| ;; |+|V(t)||l//N|+|a2||l//N|3_|f@ dx

|
|

v
ot

2 |
} dx+%£|Lz//N|2 dx

N
+ia, 8;; +v(t)y" +ia, |l//N|2l//N —f
0

2

oy
ot

IN

5

oy ’
OX

| |
dx+5|a1|2j dx+5‘|‘|v(t)|2|w”|2 dx
0 0
| |
+5[a,[* [Jy" [ ax+5[| f[" dx
0 0
olup yukaridaki esitsizlikte (7) sartim kullanarak herhangi t €[0,T |

2|ow™ (1)

OX

2 2

oo (0, <5

L(O1)

L,(0.1) (44)
#5a,[ " (O, 5] C

L,(0.))
+507 " (1)

L,(0.1) LZ(O )]

esitsizligini elde ederiz. (44) de (32) esitsizligini, (23), (39) ve (43) degerlendirmelerini
kullanirsak herhangi t €[0,T] igin

o+l

2
oo (O, o < ol o, #lil ol #lE, #T v # e | 49
2(0) WZ(0,1) W2 (0,1) Wi (o,1)

degerlendirmesi yazilir. (45) de L operatorii i¢in formiili kullanirsak herhangi

0, 1
WZ

te[0,T] igin

2

<c [ 2 6 6
L (o) ¢ W7 (0.) W (01) wiol)

ol M 17K |

' (1)

ox?

(46)
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degerlendirmesini elde ederiz. Burada ¢, >0, ¢, >0 bilinen sabitlerdir.

Boylece (23), (39), (43) ve (46) degerlendirmelerinden herhangi t €[0,T] igin

2

N 2
.\ oy (1)
ot

b (-

gcﬂ(llq)llvz;z ol +lel,
L(0.) 2 (0) w5 (0.1) w}(0,1) @)

(0 1)

o 1Tl

o Ik

i) T g

degerlendirmesinin gegerli oldugu bulunur ki burada c; >0 sabiti ¢, f ve N den

bagimsizdir.

Eger k =1,2,...,N icin C;' (t) katsayilar1 igin olan formiilii dikkate alirsak

2 2

' dcp (1)
dt

2

oy (..t)
ot

> (uf +

< ||,/, ot (48)

Mzion

k=1 Ly(0.1)

esitsizligini yazariz. Boylece (47) ve (48) esitsizliklerini bir arada degerlendirirsek

) dC o[ 2 oy (1)
Z|C | T g”l/,N ("t)LN;fo,l)+ ——
L(0.)
2 18
Scm[ V\;}z(v (I) (I) (pw?z(o, +” Wet(o +”fwzm ]

esitsizligini elde ederiz. Buradan da C =C; olarak dikkate almirsa (20)

degerlendirmesinin gecerli oldugu elde edilir. Boylece lemma 4. 1. 2 ispatlanmis oldu.

Simdi teorem 4. 1. 1 in ispatina devam edelim. Lemma 4. 1. 2 den (18)-(19) Cauchy

probleminin [0,T] aralig: tizerinde bir global ¢dziime sahip oldugunu kolaylikla
sOyleyebiliriz. k,N =1,2,... i¢in

Iva (t) :<WN ("t)’uk>|.2(o,|)
fonksiyonlar ailesini goz Oniine alalim. (20) degerlendirmesinden k,N =1,2,... icin

o (1) ve V)

dt
oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz. Yani

fonksiyonlar ailesinin [0,T] araligi iizerinde diizgiin siurh
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dly . (t)

dt

max
0<t<T

Iy (t)] < ¢ Max

O<t<T -

esitsizliklerini yazabiliriz. Burada C,4 sabiti N, k dan bagimsizdir.

dl, ., (t
Simdi Iy, (t) ve %()fonksiyonlarmm belirli k ve N >k; N,k=12,..icin [0,T]

araligr iizerinde essiirekli oldugunu gosterelim. Bunun icin (18) sistemindeki K.

denklemi (t,t+ At ) araligi {izerinde integrallersek

t+At|6 du t+At |
i1 (t+At) - aOH g; dxk dxdz |a1H—u dxdz
t+AL | t+At | t+At |
+j'[ (x)y"u dxdz - j jv w"u dxdr —ia, I.”'/’ | v udxdr+_[jfu dxdz
t 0

esitligini elde ederiz. Yukaridaki esitligin mutlak degerini alirsak ve sonra elde edilen

esitlige Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak ve (6)-(7) sartlarini1 kullanirsak
t+At |

o (t+AL)—1 <ajj

t+At |

+ 1y .t|. £|gy”(x,t)||uk(x)|dxdr+ Jt. !|v(t)||t//”||uk(x)|dxdr

t+At |

dxd +|ay| Ij |uk|dxdr

t+At | t+At |

+[ay | j ”z//N|3|uk(x)|dxdr+ I '[|f||uk|dxdr
t 0 t 0 )
2 2
dXJ dr
1 1
2 21 2
dx} U|uk|2dx] dr
0

t+At /| 2 % | ) %
+ 14y _[ U|z//'“| de U|uk| de dr
0




1 1
t+At

| 2/ 2
+_[U|f|2dsz[j|uk|2de2dr
t 0 0
esitsizligi elde edilir. Buradan da

t+At
Iy (t+ A =1, (D)<, |

t

oy (.,7)
OX

du,

dr
dx

L(o,1)

Ly(0.l

t+At

+[a) I

t+At
+by .[ ”WN ("T)”Lz(o,l)”uk Lz(o,l)dr+|a2| .[ “WN ("T ”3
t t

) Ls(oyl)”uk

oy (.7)

OX

t+At

”uk”Lz(O,l) dT—i-,uo J. ”‘//N (.’T)”LZ(OJ) ”uk”Lz(O,I) dz
t

L(01)

Lo 97
t+At

+ .t[ ”f(.,r)

esitsizligi yazilir. Yukaridaki esitsizlikte (17) esitsizligini dikkate alarak biitiin terimlere
t ye gore Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak

teat % t+At
[l (E+AL) =1, (t)|sa0dk[ j 1er [ f
t t
1 2 2
t+At o [ t+at 2
+|a1|dk(f12df (J df]
t t L, (0.1
t+At 3 (teat 2
+,uodk[ I 1dz']2 J N iz o) drj2
t
t+At t+A 2
+b0dk( | 12er j }
t X t .
t+At 5 [+t 2
oo Trer [f ATy
l t
t+At 5 [(t+At ) E
+dk( | 1drj | ||f||Lz(0‘|)drj
t t

.Y 4
dr] +|a1|{f
0.) 0
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L(0]) ”uk |||_2(0,|) dz

1
2 2
dr
L(0.1)

op"
OX

oy
OX

v

N
sdk\/ﬁ ao[ 2

O ey —
D
>

1
2
—‘ dr
L,(0.1)




1 1

wo[o sz(m)de +b[j||z,y dj

T \ 6 E T ) %
+|a2| '([”l// ("t)”LG(OJ)dT + .(l).”f LZ(O,I)dT

esitsizligi elde edilir. Burada (20) degerlendirmesini kullanirsak k, N =1,2,... icin

1
[l (t+ AL =1, (1)] < Cpodl, (AL)2 (49)
esitsizligi elde edilir. Burada ki C,, >0 sabiti N, k, At den bagimsizdir. Boylece (49)
den Iy (t)fonksiyonlarmin [0,T] arahigt iizerinde essiirekli oldugunu kolaylikla

sOyleyebiliriz.

t
Simdi %() fonksiyonlarmm [0, T] araligi iizerinde essiirekli oldugunu

ispatlayalim. (18) sistemindeki K. denkleme kismi integrasyon formiiliinii uygulayarak

k=12,...,N icin asagidaki sekilde yazalim:

<i62/t”1uk>:_ao<,,,N,dd1uzk>_i<a18g( uk> (a(x)p" u,)
(vt u) =il [y u )+ ()

Bu esitligin t degiskenine gore diferansiyelini alirsak ve elde edilen esitligi (t,t+At)

aralig1 iizerinden integrallersek

) dIN ) (t—i—At) dIN ) (t) t+At | al//N d t+At | d
d — : = — _— d d _d d
'( dt dt %!lat e Hal” ot dx

+! ja(x)%u dxdz — Hftj[dv N +%v( )ju dxdz

Lo Tl ovty wp 0wt NZ} dxd
mjj[ Y 27 fu e
t+At |

+J‘ I%ukdxdr
t 0

yazilir. Yukaridaki esitligin mutlak degerini alirsak ve sonra elde edilen esitsizlige

Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak ve (6)-(7) sartlarin1 kullanirsak
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agt dx]2 .(i:|uk|2 dedr
+b1t+ft(j [ (x, t)| dx ZU lu, (0)|° dezdr

t+At( | % I %
+b, j( ] (ﬂukrdx} dr
0

t+AL | N
+3|a,| j I%|WN|2|uk(x)|dxdr
t 0

1 1
t+At (1 of 2 2(1 2
+ ! [-([E dx] [‘([|uk|2 dxj dr

esitsizligi elde edilir. Buradan da

|dl, (t+At) lek()|_ i aw( 7) d’u | .
| dt | L(0,) dx* L(0,)
t+At T duk t+At al//N (-,T)
L W deo [
t+At t+At 8WN T
N A0 W T I a2 T
t t L(0)
tt 2 81//N T wof (.7
] [ o o 2l e LT 0
t L(0)1) t L2(01)

esitsizligini yazariz.

[20] ¢alismasindan bilinen esitsizlige gore herhangi t €[0,T] igin

2

oy (1)
! ||Lw(0,l) A

<p, o

(.

L,(01)

o

L, (0,1)
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esitsizligi yazilir. (50) esitsizligin sag tarafindaki altinci terim igin (51) esitsizligini ve

(20) degerlendirmesini kullanirsak ve U, (X), k=12,... fonksiyonlar1 i¢in (17)

1
2
dr
L(o1)
1
2
? dr]
Lo(0.1)

esitsizligini dikkate alarak Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak

1
Al (889 ()], g At;LT i J2+ LT
_ < ad
| dt dt | Ok( ) J- o o dr !)'

0
2

1
oy" d 2 d Atl( N
‘ 2 TJ +hd (AL !”W

L, (0.

.
+3a,d,C,, (At)2 [J‘
0

=

1
2
dr
L(0.1)
Tlet

2 2
j dr
At

0

+d, (At)i[

esitsizligini elde ederiz. Burada (20) degerlendirmesini kullanirsak k,N =1,2,... i¢in

|d|N'k S,:At) dly i (8 )Igcﬂd (At) (52)

elde edilir. Burada ¢, >0, c,, >0 sabiti N, k, At den bagimsizdir. Bu esitsizlige

dayanarak %() fonksiyonlarinin [O,T] aralign tizerinde essiirekli oldugunu

kolaylikla soyleyebiliriz. Boylece Arzela-Ascoli teoremine [19] gore belirli
. L dig, ()]
kvem=12,... icin [O,T] aralig lizerinde {IN'k (t)} ve T dizilerinden

ly , (t) duzgin 1, (t)

dly . (1)

dt

diizgiin i, (1
dt

. dINm,k(t) .. .. A
olacak sekilde {Ilek (t)} ve i alt dizilerini secebiliriz.
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Simdi |, (t) fonksiyonunu kullanarak

0

v (6t)= 3 (1, (%) 53)
k=1
fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan kolaylikla
oy (xt) &dl(t)
= 54
PO D u () (54)

esitligi yazilir.

0
Kolaylikla gosterilir ki {t//Nm } alt dizisi W, (O, I) uzayinda (53) bagintisiyla tanimlanan

Nm
w (x,t) fonksiyonuna zayif yakisar ve {81// } altdizisi L,(0,1) de (54) bagintisiyla
oy (x,t) . . o
tanimlanan - 4 fonksiyonuna zayif yakinsar ki bu yakinsamalarin her ikisi de t

ye gore dlzgundur. Yani m=1,2,... i¢in asagidaki limit bagintilar1 gecerlidir:

0
{‘/’Nm} zayif y(x,t) ye W, (0,1) de't ye gore diizgiin olarak (55)
o oy (Xt
{algt } zayif, Wét ) ye L,(0,1) de t ye gére diizgiin olarak. (56)

dl, (t
{INWk (t)} ve {%()} alt dizileri t ye gore sirekli oldugundan

0

{y/Nm}eBOECO([O,T],WZZ(O,I)jmcl([O,T],LZ(O,I)) dir.  Boylece  (55)-(56)
yakinsaklik  bagintilarim1 g6z  Oniine alarak  kolaylikla  sdyleyebiliriz ki

y/(x,t)eCO([O,T],WZZ(O,I)JmCl([O,T], L,(0,1)) dur.

Simdi, y (x,t) limit fonksiyonunun herhangi t [0, T ] ve hemen hemen x e (0,1) igin
(3) denklemini sagladigini gosterelim. Bu amagla, N =N_icin (18) sistemindeki k.

denklemi herhangi sirekli 7, (t) fonksiyonuyla garpalim ve sonra elde edilen esitlikleri
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k Uzerinden 1 den N'<N_ ye kadar toplayalim. Bdylece kismi integrasyon formiiliinii

kullanarak herhangi t [0, T ] icin

t N 2. N N
Loy oy™ . oy
i + +i —-a
! & Tl ATy

xﬁN'(X,t)dXZO

OTARIOUART Y A N

(57)

\
integral 6zdesligini elde ederiz. Burada 7™ (x,t) =7, (t)u, (x), N'< N, dir.
k=1

0
Burada (55) limit bagintis1 gegerli oldugundan ve W;(0,1) uzayr L,(0,l) uzaymna

kompakt gdmiildiigiinden, m — oo igin

||1,me (.,t)—z//(.,t)||L2(0'|) t ye gore diizgin 0 (58)

limit bagintisin1 yazabiliriz. Yani {t//N"‘} alt dizisi L,(0,l) de w(x,t) fonksiyonuna

kuvvetli yakinsar ki bu yakinsama t degiskenine gore diizgiindiir.

Burada

[ 2

v ()=l (O] v ()

o
|

S%NWNM (x,t)|4 +|z//(x,t)|4)|v,Nm (x,t) =y (xt)

L(0.1)
2

dx

e ()] ™ ()=l ()] v (x.1)

|2

dx (59)

9 m
<l

9
=5l

esitsizliginin gecerli oldugu agiktir. {WNm } € B, oldugundan N =N, i¢in (51) esitsizligi

|
1(0,,) + ||l//||im(0,l) ).([|1//Nm _ 1//|2 dx

2

4
L.(01) + ”W”:(o” )”'//Nm (.,t) -y (.,t)

L,(01)

ile (20) degerlendirmesini kullanarak m — oo igin (59) esitsizliginin limitini alalim.
Aynca v eC°([0,T],W; (0.1))NC([0.T],L,(0,1)) oldugundan [y, <+

esitsizligini dikkate alirsak ve (58) limit bagintilarini kullanirsak m — oo igin
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2
-0

2
| L,(0.1)

w () =y (O] w (1)

o (.1
limit bagintisim elde ederiz. Yani L, (0,1) uzayinda m — oo igin

e (x,t) ™ (xt) kuwvetli fyf (60)

bagntisi yazilir. (60) limit bagintisinda da m — oo igin

e ()] vt () zanf v

L,(0,1) de yakinsamasi yazilir. Bdylece, herhangi te[0,T] icin 7" (x,t)eL,(0,1)

fonksiyonu ve m — oo igin

Il (x0)

0

|2

w' ()7 (x,t)dx - JI'|1//(x,t)|2 v (xt)7" (xt)dx (61)

limit  bagintissmin ~ gegerli  oldugunu  kolaylikla  yazabiliriz. Burada

N’

V' (xt) =Y 7 (t)u (x), N'< N, dir.

Boylece, herhangi t [0,T] ve m — oo igin (57) 6zdesliginin limitini alirsak (55), (56)
ve (61) limit bagmtilarini kullanarak

8l//_a
OX

(X)l//+v(t)1//+ia2|1//|21//— f ﬁN'(X,t)dX=O

| 2
Oy oy .
[ +a +1i
! o o T

"
integral 6zdesligini elde ederiz. Burada 7" (x,t)=>7(t)u (x), N'<N, di.
K=

1

Herhangi t<[0,T] icin 77" (x,t) fonksiyonlarmm kiimesi L,(0,1) uzayinda yogun

oldugundan N'— o i¢in yukaridaki integral 6zdesliginin limitini alirsak, herhangi
te[0,T] ve 7(..t)eL,(0,1) icin

! 2
J~ i@t//+ oy . 8l//_a
oL ot OX
x77 (x,t)dx=0

- 2
X)w +V(t)y +ia —f
() +v()y +ia, [y[ 62)
Ozdesligi elde edilir. Boylece (62) integral 6zdesliginden (53) ile tanmimhi (X,t)
fonksiyonunun (3) denklemini herhangi t<[0,T] ve hemen hemen xe(0,l) icin

sagladigini kolaylikla sdyleyebiliriz.
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Simdi y(X,t) limit fonksiyonunun (4) baslangig sartin1 sagladigini gosterelim:

osﬂy/(x,o)-ga(x)rdxszj|y,(x,o)-wm (x,0)]" dx
oI 0 (63)

+2J.|1,VN"' (x,O)—go(x)|2 dx

0

esitsizliginin gegerli oldugu agiktir. t =0 i¢in (58) limit bagintisini ve
N, N,
v (x,0)= 2 C (0)u, (x) = 2o (X) =™ (x), x<(0,1)
k=1 k=1

baslangi¢ sartini1 kullanarak m — oo i¢in (63) esitsizliginin limitini alirsak

2
<
L,(01)

0<

v (x.0)-p(x)| dx=|w(..0)-¢

[ S———

esitsizligini elde ederiz. Buradan da hemen hemen x € (0,1) igin

v (x,0)=9(x)

esitligi yazilir.

Bu durumda y (x,t) fonksiyonunun (4) baslangig sartini sagladig goriiliir.

Simdi y/(x,t) fonksiyonunun (5) smir sartlarini sagladigini gosterelim. B, uzaymnin
Lz([O,T],WZl(O,I)) uzayina kompakt gomiildiigii agiktir [23]. Ayrica W, (0,1) uzay
C[0,1] uzayma kompakt gomiildiigiinden, {wNm(X,t)} dizisinin Lz([O,T],C[O,I])
uzayinda y/(x,t) fonksiyonuna kuvvetli yakinsadigini soyleyebiliriz. Yani herhangi
xe[0,1] ve m— o igin

2

”v,//Nm (x,.)-w(x,.) —0 (64)
limit bagintis1 gegerlidir. (64) den Xx=0 ve x=1 icin

0w 0y >0 )1 0 69

L[0.T]

limit bagintilar1 yazilir.

Eger m — oo igin
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0< [|w Ot|dt<2”y1 (0.t)- Nm(0,t)|2dt+2]|wNm(O,t)|2dt,
0

0<

o'—.—i o'-—.—|

v (1,t) dt<2j|y/ (1t)- “m(I,t)|2dt+2_T[|l//Nm(I,t)|2dt
0

esitsizliklerinde limite gegersek ve herhangi t €[0,T ] i¢in

y" (0,t) =y (1,t) =0 siir sartlarini ve (65) limit bagmtilarini kullamirsak

0< (|w 0t| dt=|w (0,

LZ[O T]

0<

v It| dt =y (1..

o'—.—! o'—.—i

LZ[OT]

esitsizlikleri elde edilir. Buradan da hemen hemen t €[0,T] igin

w(0,t)=w(l,t)=0

yazilir.Yani y (x,t) limit fonksiyonu (5) smir sartlarim saglar. Dolayisiyla y (x,t) € B,

olur.

(55) ve (56) limit bagintilarini kullanarak N =N_ ve m — oo i¢in (20) esitsizliginin alt

limitini alirsak, y (x,t)eB, limit fonksiyonu icin (16) degerlendirmesinin gegerli

oldugunu elde ederiz.

Simdi, (3)-(5) smir deger probleminin B, uzayinda tek ¢dziime sahip oldugunu

gosterelim:

Farz edelim ki y (x,t) ve ¢(x,t) fonksiyonlar1 (3)-(5) probleminin B, uzaymnda iki

farkli ¢oziimii olsun ve w(x,t)=y (x,t)—¢@(x,t) ile gosterelim. w(x,t) ve ¢(xt)

fonksiyonlar1 (3)-(5) probleminin ¢éziimleri oldugundan

2
iat//+a081// oy
ot

a(X)y +v(t)y +ia, |1//|2 w=f(xt)

y/(X,O):go(X), Xe(O,I)

w(0,t) =y (1,t)=0, te(0,T)
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ve

op 0%

. . 0 . 2
|E+aoy+|a16—f—a(x)¢+v(t)¢+|a2|¢| ¢="f(xt) (69)
#(x,0)=9p(x), xe(0,1) (70)
$(0,t)=¢(l,t)=0, te(0,T) (71)

problemleri yazilir.

Boylece (66) ve (69) denklemlerinin, (67) ve (70) baslangig sartlarini ve (68), (71) sinir

sartlarin1 kullanarak a):a)(x,t) fonksiyonunun asagidaki sinir deger probleminin

¢Oziimii oldugunu elde ederiz:

iaa—(;)jta0 gx? + iaiaa—i)—a(x)awrv(t)awr iazco(|1//|2 +|¢|2)+ ia,goy =0 (72)
w(x,0)=0, xe(0,I) (73)
w(0,t)=w(l,t)=0, te(0,T). (74)

Simdi, (72)-(74) probleminin ¢oziinii degerlendirelim. Bunun i¢in (72) denkleminin her

iki tarafim @(x,t) ile carpalim ve sonra € bolgesi izerinden integralleyelim bu

durumda

2
(J;[iaa—f5+ao aax? 6+ia188—i)5—a(x)|a)|2 +v(t)|co|2

vidg|of (off +ly [ ) +iagy () |dxdr =0

esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci terime kismi integrasyon

uygularsak ve (74) sartin1 kullanirsak

J

Q
siag [of (Jof +[u[") +iady (3)" |oxdr =0

2

o
OX

. 0w _
I—ao-a,
ot

+ia, Z—fcﬁ—a(xﬂa)r +v(t)]ef
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esitligini elde ederiz. Yukaridaki esitlikten onun kompleks eslenigini c¢ikarirsak

sl [ Gt S sse 2o o )

+ia, ((;51//(5)2 +¢7y7(a))2) =0

yazilir. Burada

_ )
|a1§_!:(g—i)a_)+aa—i)wjdxdr:iai.([‘(‘)-%ﬂa)r)dxdr
_ ialjDa)(x t) Jdr
-0 0
Ve
ia, (py () + 47 (o)) =ia,2Re(gy (@)°)
oldugunu dikkate alirsak

[ {§(|a}|2)+ 28, |of (Jgf" +[w[")+22, Re(¢z//(5)2)} dxdr =0

t

esitligini elde ederiz. Buradan (73) baslangi¢ sartin1 kullanarak

Jeo(.1)

i2(0,|) +('2[ 23-2 |60|7— (|¢|2 +|l//|2)dXdz' = —g{ 2a2 Re(¢l//(5)2)dXdz’

t

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin  mutlak degerini alalim ve Young

esitsizligini uygulayalim. Boylece

”w(.,t) iz(o,|) + j 2a, |a)|2 (|¢|2 +|l//|2)dXdT <?2a, J. |¢||l//||6()|2 dxdr

Q Q

< [a,|of (|¢f + [ )dxdz
Q

olup

ot

oyt aalef (1#f +v[)oxdz <0 (75)

Q

esitsizligini elde ederiz.

(75) bagmtisindan

herhangi t €[0,T] icin ||a)(t)||i on =0
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yazilir. Buradan da herhangi t €[0,T] ve hemen hemen x €(0,1) icin y (x,t)=¢(x,t)

esitligi yazilir. Yani (3)-(5) siur deger problemi B, uzayinda tek ¢oziime sahiptir.

4. 2. Neumann Probleminin Cézimu
(9)-(11) baslangig sinir deger probleminin ¢oziimii igin asagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 4. 2. 1. Farz edelim ki a(x), v(t), ¢(x), f(xt) fonksiyonlar sirastyla (12),
(13), (14) ve (15) sartlarimi saglasin. Bu durumda (9)-(11) sinir deger probleminin
v e B, ECO([O,T],WZ2 (O,I))mcl([O,T], L, (O,I)) uzayimna ait olan tek ¢oziimii vardir

ve bu ¢dziim, herhangi t [0, T ] icin

Ii/}(o,n i

2

oy (.,t)

ot

v ()

< Cy (”(P \fv;(o,l) +||(p \i/;(o,l) +||(p \i/zl(oyl)

L, (0,1)

+||(/)|L1/\Z(o,|) + ” f ||5v2°-1(g) T ” f ”\?v;i(g))

degerlendirmesini saglar. Burada C,, >0 sabiti ¢, f,t den bagimsizdir.

Teorem 4. 2. 1 in ispati teorem 4. 1. 1 in ispatina benzer olarak kolaylikla

gosterilebilir.

Not: Teorem 4. 2. 1 in ispat1 i¢cin W, (0,1) uzayinda fonksiyonlarn temel bir sistemi

olarak
d?u, (x)
Lu, (x)=-a, e +a(x)u, (x)=Au(x), xe(0,1)
k=12... icin d“éio)z du(;)f') 0

6z deger probleminin A, k=12,.. 6z degerlerine karsilik gelen u, =u,(x) 06z

fonksiyonlart g6z oniine alinir.
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5. SONUC

Bu caligmada;
2
s%’+ rz(X,t,l//)zTyf+rl(X,t,l//)%—V;+ b (Xt )y =0

denkleminin 6zel bir durumu olan

Oy . Oy
Ox? OX

biciminde bir Schrodinger denklemi icin Dirichlet ve Neumann problemleri

iaalf[/ +a, +ia, —a(x)://+v(t)y/+ia2|y/|21//:f(x,t)

incelenmistir.

[2]-[12] ¢alismalarinda hep r,(X,t,w)=r(xt), L(xt,¥)=0, (xty¥)=r(xty)
oldugunda elde edilen Schrodinger denklemi i¢in sinir deger problemleri galisiimistir.
Bu caligmada ise yukaridaki caismalardan farkl olarak
L(xtw)=r(xt), n(xty)=r(xt), L(xtw)=r(xty) oldugunda elde edilen
Schrodinger denklemi igin sirasiyla Dirichlet ve Neumann problemleri incelenmistir.
Her iki problem igin Galerkin metodu kullanilarak sinir deger problemlerinin
¢Oziimiinlin varhigi ve tekligi ispatlanmigtir. GOz Oniine almman lineer olmayan
Schrodinger denklemi ve sartlarin farklili§i nedeniyle bu tez calismasi 6nceki

caligmalarda incelenen Schrodinger denkleminden daha genel ve daha giinceldir.
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