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Bu tezde, lineer olmayan Schrödinger denkleminin çözümü Galerkin Metodu ile ele 

alınır. 1. bölümde lineer olmayan Schrödinger denklemi hakkında genel bir giriş 

yapıldıktan sonra, 2. bölümde tezde kullanılan teoremler, lemmalar ve bazı 

matematiksel kavramlara yer verilir. 3. bölümde lineer olmayan Schrödinger denklemi 

için Dirichlet ve Neumann problemleri ifade edilir. 4. bölüm iki alt bölüme ayrılır. 4. 1 

bölümünde lineer olmayan Schrödinger denklemi için Dirichlet probleminin çözümünün 

varlığı ve tekliği Galerkin Metodu kullanılarak ispatlanır. 4. 2 bölümünde lineer 

olmayan Schrödinger denklemi için Neumann problemi Galerkin Metodu kullanılarak 

çözümünün varlığı ve tekliği gösterilir. Beşinci bölümde ise tezin önceki çalışmalardan 

farklılığı vurgulanır.  
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mathematical concepts used in this thesis are presented. In the section 3, Dirichlet and 

Neumann problems for nonlinear Schrödinger equation are expressed. Section 4 is 

divided into two sub-divisions. In the section 4. 1, by applying Galerkin Method to the 

Dirichlet problem for nonlinear Schrödinger equation, the existence and uniqueness of 

the solution of the problem are proved. In the section 4. 2, by applying Galerkin Method 

to the Neumann problem for nonlinear Schrödinger equation, the existence and 

uniqueness of the solution of the problem are shown. Also, in section 5, the difference 

of this thesis from the previous works has been emphasized.  
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 
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1. GİRİŞ 

 

Lineer olmayan Schrödinger denklemi pek çok fiziksel lineer olmayan sistemleri 

tanımlayan bir kısmi diferansiyel denklemdir. Bu denklem lineer olmayan optik, 

hidrodinamik ve nükleer fizik gibi pek çok alanda karşımıza çıkar. Kuadratik 

dispersiyonlu bir ortamda ( ),x tψ  fonksiyonunun yavaş değişimlerini tanımlayan genel 

denklem 

 ( ) ( ) ( )
2

2 1 02, , , , , , 0r x t r x t r x t
t x x
ψ ψ ψε ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

  (1) 

biçimindedir. Burada sabit, 0,1, 2jε = =  için ( ), ,jr x t ψ  katsayıları ortamın 

varyasyonunu (değişimini) tanımlar. jr  fonksiyonlarının ( ),x tψ  ye bağlı olması 

ortamın lineer olmadığını gösterir [1]. (1) denkleminin özel bir durumu olarak  

 ( ) ( )
2

2
0 0 12, , 0i a x t v x t a

t x
ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

  (2) 

lineer olmayan Schrödinger denklemini yazabiliriz. Burada ( ),x tψ  bir dalga 

fonksiyonu, 1a  ise bir reel veya kompleks sayıdır. (2) biçiminde lineer olmayan 

Schrödinger denklemi için başlangıç sınır değer problemleri daha önceden [2-12] 

çalışmalarında incelenmiştir. 

 

Bu tez çalışmasında ise  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0 1 0 22, , , ,i a x t ia x t v x t a f x t

t x x
ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂

 

biçiminde lineer olmayan Schrödinger denklemi için başlangıç sınır değer problemlerini 

göz önüne alırız. Bu denklem lineer olmayan optikte kuadratik dispersiyonlu kübik non- 

lineerliğe sahip bir ortamda saçılma problemlerinde ortaya çıkar [13]. Bu denklemin 

lineer biçimine karşılık gelen Schrödinger denklemi için başlangıç sınır değer 

problemleri [14-15] çalışmalarında incelenmiştir. 

 

Tezin ilerleyen kısımlarında ilk olarak, 2. bölüm olan kuramsal temeller bölümünde  pL  

uzayları, Sobolev uzayları, bazı önemli eşitsizlikler, teoremler ve lemmaların tanımları 

verilmiştir.  

1 

 



 

3. bölüm olan materyal ve yöntem bölümünde problemin çözümünde kullanılan 

Galerkin metodu açıklanmış ve sırasıyla Dirichlet ve Neumann problemleri ifade 

edilmiştir.  

 

4. bölüm olan araştırma bulguları bölümü iki alt bölüme ayrılmıştır. 4. 1. alt bölümünde 

lineer olmayan Schrödinger denklemi için Dirichlet problemine Galerkin metodu 

uygulanarak problemin çözümünün varlığı ve tekliği ispatlanmıştır. 4. 2. alt bölümünde 

ise lineer olmayan Schrödinger denklemi için Neumann probleminin çözümünün varlığı 

ve tekliği gösterilmiştir.  

 

5. bölüm olan sonuç bölümünde ise bu çalışmanın daha önceki yapılan çalışmalardan 

farklılığı ortaya koyulmuş ve tezin önemi vurgulanmıştır.  
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

2. 1. ( )pL Ω  Lebesgue Uzayları ve Özellikleri 

 

Tanım 2. 1. 1. ,  NΩ   de bir bölge  

 ( ) }{ : ,   da tanımlı ölçülebilir fonksiyonların kümesiS u uΩ = ∈Ω Ω   

ve 1 p≤ < ∞  olmak üzere 

 ( ) p
u x dx

Ω

< ∞∫   

özelliğine sahip tüm ölçülebilir fonksiyonların sınıfına ( )pL Ω  uzayı adı verilir. Bu 

( )pL Ω  uzayı 

 ( ) ( ) ( ): ,  1
p

pL u S u x p
Ω

 Ω = ∈ Ω < ∞ ≤ < ∞ 
 

∫   

biçiminde gösterilir. 

 

Eğer ( )pu L∈ Ω  ve c∈  ise ( )pcu L∈ Ω  olur. Ayrıca ( ), pu v L∈ Ω  için 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
pp p ppu x v x u x v x u x v x+ ≤ + ≤ +   

olduğundan ( )pu v L+ ∈ Ω  yazılabilir. Bu durumda, ( )pL Ω  uzayı bir vektör uzayı olur.  

( )pL Ω  uzayı üzerinde 

 ( ) ( )
1

,  1
p

pp

L
u u x dx p

Ω
Ω

 
= ≤ < ∞ 
 
∫   

biçiminde bir norm tanımlandığında ( )pL Ω  uzayı  bu norm altında bir Banach uzayıdır. 

( )pL Ω  uzayında 1 p≤ < ∞ , 2p =  olarak alındığında ( )2L Ω  uzayı oluşur. Bu uzay da 

norm 

 ( ) ( )
2

1 2
2

L
u u x dx

Ω
Ω

 
=  
 
∫  

  dır ve 
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 ( ) ( ), ,u v u x v x dx u u u
Ω

= ⇒ =∫   

iç çarpımıyla ( )2L Ω  uzayı bir Hilbert uzayıdır. 

 

 

Tanım 2. 1. 2. “Ω  bölgesinde ölçülebilir bir u  fonksiyonu için hemen hemen her 

yerde ( )u x K≤  olacak şekilde bir 0K ≥  sabit sayısı varsa u  fonksiyonuna hemen 

hemen sınırlıdır denir. Bu eşitsizliği sağlayan 0K ≥  sabit sayılarının en büyük alt 

sınırına da u  nın Ω  bölgesindeki esas supremumu denir ve ( )sup
x

ess u x
∈Ω

 ile 

gösterilir. Ω  bölgesinde hemen hemen sınırlı u  fonksiyonlarının oluşturduğu uzay

( )L∞ Ω  ile gösterilir. 

 ( )L∞ Ω  uzayında norm 

 ( ) ( ) ( ) }{sup inf 0 : hemen hemen  için 
L

x
u ess u x K x u x K

∞ Ω
∈Ω

= = ≥ ∈Ω ≤   

olarak tanımlanır ve bu normla ( )L∞ Ω  uzayı bir Banach uzayıdır” [16]. 

 

 

Tanım 2. 1. 3. [ ]( )2 0, ,L T B  Banach uzayı olup, elemanları [ ]0,T  aralığında tanımlı, 

ölçülebilir, karesel integrallenebilir ve değerleri B  Banach uzayına ait olan 

fonksiyonların uzayıdır. Burada norm  

                                  [ ]( ) ( )
2

1 2
2

0, ,
0

.,
T

L T B B
u u t dt

 
= < +∞ 
 
∫   

biçiminde tanımlanmaktadır” [17]. 

 

 

Tanım 2. 1. 4. (Kompakt Uzay): H  bir Hilbert uzayı ve X H⊂  olsun. Eğer X  deki 

her }{ nf  dizisinin X  deki bir elemana yakınsayan }{ knf  bir alt dizisi varsa X  

kümesine kompakttır denir. 
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Tanım 2. 1. 5. “ ( ),X  normlu uzayı ve E X⊂  olsun. Eğer E  kümesinin her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa E  kümesine X  de kompakt bir küme adı verilir. 

Eğer E  kümesinin E  kapanışı X  de kompakt bir küme ise E  ye X  de bir ön-

kompakt küme denir” [16].  

 

 

Tanım 2. 1. 6. X  ve Y  normlu uzaylar ve :f X Y→  bir operatör olsun. X  de sınırlı 

olan her E  alt kümesi için ( )f E , Y  de ön-kompakt ise f  ye kompakt operatör denir. 

Yani, bütün sınırlı E X⊂  için ( )f E  , Y  de kompakttır. 

 

 

Tanım 2. 1. 7. “ X  ve Y  normlu uzaylar olsun. Eğer, 

i. ,  X Y  nin bir alt vektör uzayı ve 

ii. Her x X∈  için Ix x=  olarak tanımlanan :I X Y→  özdeşlik operatörü 

sürekliyse, 

X  uzayı Y  uzayına (sürekli) gömülür denir ve X Y→  ile gösterilir. Yani, X Y⊂  ve 

her x X∈  için 
Y X

Ix M x≤  olacak şekilde bir M  sabiti vardır. Eğer I  operatörü 

kompakt ise X  uzayı Y  uzayına kompakt gömülür denir” [17]. 

 

 

Teorem 2. 1. 8.  ve 1dx p q
Ω

Ω = < ∞ ≤ ≤ ≤ ∞∫  olsun. Eğer ( )qu L∈ Ω  ise bu durumda 

( )pu L∈ Ω  olur ve  

 ( ) ( )1 1p q

p q q
u u−≤ Ω   

eşitsizliği yazılabilir. Dolayısıyla 

 ( ) ( )q pL LΩ → Ω   

 sürekli gömülmesi vardır [16].  
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Tanım 2. 1. 9. “ X , bir normlu uzay ve E X⊂  olsun. Eğer X  in her bir x  elemanı, E  

nin elemanlarının bir dizisinin limiti ise E  ye X  de yoğundur denir” [17]. 

 

 

Tanım 2. 1. 10.  Bir X  normlu uzayının sayılabilir yoğun bir alt kümesi varsa X  

normlu uzayına ayrılabilir uzay denir.  

 

 

Teorem 2. 1. 11. Eğer 1 p≤ < ∞  ise ( )pL Ω  uzayı ayrılabilirdir [16]. 

 

 

Tanım 2. 1. 12. Her bir (0, 2]ε ∈  için ,x y X∈  olmak üzere;  

 
1

1
2

x
x yy

x y

δ

ε

≤ 
 +

≤ ⇒ ≤
− > 

  

olacak şekilde 0δ >  sayısı varsa X  Banach uzayı düzgün konvekstir denir. 

 

 

Tanım 2. 1. 13. (Dual Uzay): X  normlu bir uzay olsun. X  üzerindeki tüm sınırlı 

lineer fonksiyonellerden oluşan ( , )B X  cümlesi  

 
( ) ( )

1

sup sup
x x

x X x X

f x
f f x

x
θ≠ =

∈ ∈
= =   

normu ile bir Banach uzayı oluşturur. Bu uzaya X  in dual uzayı denir ve X ∗  ile 

gösterilir.  

 

 

Tanım 2. 1. 14. (İkinci Dual): “ X ∗ , X  Banach uzayının duali olmak üzere ( ),B X ∗
  

uzayına X  uzayının ikinci duali denir ve X ∗∗  ile gösterilir. X ∗∗  da bir Banach 

uzayıdır” [18].  
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Tanım 2. 1. 15. X  normlu bir uzay olmak üzere X X∗∗ =  ise X  uzayına yansımalı 

(refleksif) uzay denir. 

 

 

Teorem 2. 1. 16. (Milman, Pettis Teoremi): Düzgün konveks her uzay refleksif 

(yansımalı) tir [18]. 

 

 

Örnek: Her Hilbert uzayı paralelkenar kuralı gereği düzgün konvekstir. Gerçekten de 

X  bir Hilbert uzayı olmak üzere her ( ),x y S X∈  ve her [ ]0,2ε ∈  için paralelkenar 

kuralı uygulandığında 

 ( )
2

1 1
2
εδ ε  = − −  

 
  

olduğu görülür.  

 

 

Teorem 2. 1. 17. “Eğer 1 p< < ∞  ise ( )pL Ω  uzayı düzgün konveks ve 

yansımalıdır”[16]. 

 

 

Tanım 2. 1. 18. [ ]( )0, ,kC T B  Banach uzayı olup, elemanları [ ]0,T  aralığında 

tanımlanmış .k  mertebeden sürekli türevlere sahip ve değerleri B −  Banach uzayına ait 

fonksiyonlarının uzayıdır. Burada norm 

 [ ]( )
( )

0, , 00
maxk

mk

mC T B t Tm

d u t
u

dt≤ ≤
=

= < +∞∑   

şeklinde tanımlanmaktadır. 
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2. 2. ( )m
pW Ω  Sobolev Uzayları ve Özellikleri 

 

Tanım 2. 2. 1. “ ,  NΩ   de bir bölge ve 1 p≤ ≤ ∞  olmak üzere Ω  bölgesinin her bir 

kompakt alt kümesinde .p  kuvveti integrallenebilen Ω  bölgesindeki bütün ölçülebilir 

fonksiyonlarının uzayına ( )loc
pL Ω  uzayı adı verilir. Bu uzay 1p =  için ( )1

locL Ω  şeklinde 

gösterilen lokal integrallenebilir fonksiyonlar sınıfını gösterir” [16]. 

 

 

Tanım 2. 2. 2. u  fonksiyonu D  bölgesinde tanımlı bir fonksiyon ve D  de u  nun 

sıfırdan farklı olduğu noktaların kümesi K  olsun. Bu K  kümesinin kapanışı olan K  

kümesine u  nun supportu denir. Eğer K  kümesi kompakt ise u  ya D  üzerinde 

kompakt supporta sahiptir denir. 

 

 

Tanım 2. 2. 3. ,  ND   de bir bölge olsun. D  üzerinde her mertebeden sürekli 

diferansiyellenebilir, kompakt supporta sahip : Dφ →  fonksiyonu test fonksiyonu 

olarak adlandırılır ve bu fonksiyonların uzayı ( )0C D∞  ile gösterilir. 

 

 

Tanım 2. 2. 4. α   bir çoklu-indis olsun. NΩ⊂   bir bölge olmak üzere ( )1
locL Ω  

kümesinde tanımlı u  ve v  fonksiyonları için 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 ,  u x D x dx D u x x dx x Cαα αη η η ∞

Ω Ω

= − ∈ Ω∫ ∫   

oluyorsa ( )D u xα  fonksiyonu, u  fonksiyonunun .α  mertebeden zayıf manada türevidir 

denir ve sembolik olarak v D uα=  şeklinde gösterilir. Eğer u   fonksiyonu D uα  

şeklindeki sürekli türevine sahip olacak kadar düzgün ise 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 ,  u x D x dx D u x x dx x Cαα αη η η ∞

Ω Ω

= − ∈ Ω∫ ∫   

8 

 



 

şeklinde yazılabilir. Burada ( )1,..., nα α α=  negatif olmayan 
1

n

j
j

α α
=

=∑  şeklinde bir 

çoklu indisdir.  

 

 

Tanım 2. 2. 5. m N∈  ve α  bir çoklu-indis olsun. ( ) ve k
mk u Cα ≤ ∈ Ω  olmak üzere 

1
locL  uzayında 

  iken m mu u D u vα→ →   

olacak şekilde ( )1, locu v L∈ Ω  fonksiyonları tanımlı olsun. O zaman v  fonksiyonu u  

fonksiyonunun zayıf manada türevidir denir. 

 

 

Tanım 2. 2. 6. “ ( )1
locu L∈ Ω  ve α  çoklu indisi verilsin. Eğer, her ( )0Cϕ ∞∈ Ω  için 

 ( )1vdx uD dxα αϕ ϕ
Ω Ω

= −∫ ∫   

eşitliği sağlanıyorsa, ( )loc
pv L∈ Ω  fonksiyonuna u  fonksiyonunun .α  zayıf türevi denir. 

Bu durumda v  fonksiyonuna, u  fonksiyonunun genelleşmiş türevi denir ve v D uα∈  

şeklinde yazılır” [16]. 

 

 

Tanım 2. 2. 7. ,  NΩ   de bir bölge, m  negatif olmayan herhangi bir tam sayı ve 

1 p≤ ≤ ∞  olmak üzere 

 ( ) ( ) ( ) }{ : ,  0m
p p pW u L D u L mα αΩ = ∈ Ω ∈ Ω ≤ ≤   

şeklinde tanımlanan uzaya Sobolev uzayı denir. Bu uzayda norm; 

1 p≤ < ∞  için  

 
( )

1

0
;  1m

p

p
p

W p
m

u D u pα

α
Ω

≤ ≤

 
= ≤ < ∞  
 
∑   

ve p = ∞  için 

 
( ) 0

max ;  mW m
u D u pα

α∞ Ω ≤ ≤
= = ∞   

9 

 



 

şeklinde tanımlanır. ( )m
pW Ω  uzayı yukarıdaki normlarla bir Banach uzayıdır. ( )0C∞ Ω  

uzayının ( )m
pW Ω  uzayındaki kapanışı ( )

0
m
pW Ω  uzayı olur. 

Uzayların tanımlarının bir sonucu olarak, ( ) ( )0
p pW LΩ = Ω  yazılabilir. Ayrıca, 

1 p≤ < ∞  iken ( )0C∞ Ω  uzayı ( )pL Ω  uzayında yoğun olduğundan dolayı 

( ) ( )
0

0
p pW LΩ = Ω  olur. Dolayısıyla, bu uzaylar arasında negatif olmayan herhangi m  

tam sayısı için 

 ( ) ( ) ( )
0

m m
p p pW W LΩ → Ω → Ω   

 sürekli gömülmeleri vardır. 

 

 

Teorem 2. 2. 8. (Sobolev Eşitsizliği) “ ,  NΩ   de açık bir bölge olsun. Eğer 

( )
0

1 ,   ve m
pp mp N u W≤ < ∞ < ∈ Ω  ise bu durumda * Npp

N mp
=

−
 olmak üzere 

 ( )* m
pp W

u C u
Ω

≤   

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir ( ), ,C n m p  sabiti vardır” [16]. 

 

 

Tanım 2. 2. 9. ,  NΩ   de bir bölge ve j  negatif olmayan herhangi bir tamsayı olsun. 

Ω  bölgesinde, jα ≤  mertebesine kadar bütün D uα  kısmi türevleri sürekli olan u  

fonksiyonlarının oluşturduğu uzay ( )jC Ω  vektör uzayıdır. 

 ( ) ( )0C CΩ ≡ Ω   

ve 

 ( ) ( )
0

j

j
C C

∞
∞

=
Ω = Ω   

olarak  yazılabilir. 
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Tanım 2. 2. 10. ,  NΩ   de bir bölge ve j  negatif olmayan herhangi bir tamsayı olsun. 

Ω  bölgesinde D uα  kısmi türevlerin sınırlı olduğu ( )ju C∈ Ω  fonksiyonlarının belirtiği 

uzaya ( )j
BC Ω  vektör uzayı adı verilir. ( )j

BC Ω  uzayı 

 
( ) ( )

0
max supj

BC j x
u D u xα

αΩ ≤ ≤ ∈Ω
=   

normu ile bir Banach uzayıdır. 

 

 

Teorem 2. 2. 11. (Sobolev Gömülme Teoremi) ,  NΩ   de koni özelliğine sahip açık 

bir bölge, 1 ve 0m j≥ ≥  şeklinde tam sayılar ve 1 p≤ < ∞  olsun. Bu durumda aşağıdaki 

gömülmeler yazılabilir. Eğer;  

 

i) mp N<  ise 

 ( ) ( ) *,  j m j
p q

NpW W p q q
N mp

+ Ω → Ω ≤ ≤ =
−

  

ya da özel olarak  

 ( ) ( ) *,  j m
p q

NpW L p q q
N mp

+ Ω → Ω ≤ ≤ =
−

  

elde edilir. 

 

ii) mp N=  ise 

 ( ) ( ) ,  m
p qW L p qΩ → Ω ≤ < ∞   

olur. Ayrıca 1p =  olarak alınırsa 

 ( ) ( )1
j m j

BW C+ Ω → Ω   

 elde edilir. 

 

iii) mp N>  ise 

 ( ) ( )j m j
p BW C+ Ω → Ω   

yazılabilir [16]. 
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2. 3. Yakınsamalar 

 

Tanım 2. 3. 1. (Yakınsak Dizi): ( ),X  bir normlu uzay ve ( )nx x= , X  de bir dizi 

olsun. 0ε∀ >  ve her ( )n N ε>  için nx x ε− <  olacak şekilde ( )N ε ∈  varsa ( )nx  

dizisine x X∈  e yakınsıyor denir.  

 

 

Tanım 2. 3. 2. (Zayıf Yakınsama): “ }{ nx , H  hilbert uzayında bir dizi olsun. Eğer her 

y H∈  için ( ) ( )lim , ,n H Hn
x y x y

→∞
=  oluyorsa }{ nx  dizisi x H∈  elemanına zayıf 

yakınsıyordur denir ve  zayıf   nx y


 ile gösterilir” [17]. 

 

 

Tanım 2. 3. 3. (Kuvvetli Yakınsama): “ X  bir normlu lineer uzay ve ( )nx X∈  olmak 

üzere Eğer lim nn
x x

→∞
=  olacak şekilde bir x X∈  varsa ( )nx , kuvvetli yakınsama olarak 

adlandırılır” [18]. 

 

 

Tanım 2. 3. 4. (Noktasal Yakınsama): }{ nf , bir X  kümesi üzerinde tanımlı 

fonksiyonların bir dizisi olsun. Eğer her bir x X∈  için ( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
=  oluyorsa, 

}{ nf  dizisi X  üzerinde bir f  fonksiyonuna noktasal yakınsar denir. Yani, verilen 

x X∈  ve 0ε >  için n N≥  olduğunda ( ) ( )nf x f x ε− <  olacak şekilde bir 

( ), 0N N x ε= >  sayısı vardır. 

 

 

Tanım 2. 3. 5. (Düzgün Yakınsama): Reel sayıların boştan farklı bir E  alt kümesi 

üzerinde tanımlı, gerçel değerli bir }{ nf  fonksiyonlar dizisi verilsin ve :f E →  bir 

fonksiyon olsun. Eğer lim 0nn
f f

→∞
− =  sağlanıyorsa }{ nf  dizisi E  üzerinde f  
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fonksiyonuna düzgün yakınsıyor denir ve 
E

nf f→
→

 şeklinde gösterilir. Burada 

( )sup
x E

f f x
∈

=   şeklinde tanımlı supremum normdur.  

 

 

Tanım 2. 3. 6. “ F , bir I  aralığı üzerinde tanımlı ( )f t  fonksiyonlarının bir ailesi 

olsun. Eğer her 0ε >  ve her f F∈  için 1 2,  t t I∈  olmak üzere ( )1 2t t δ ε− ≤  

olduğunda ( ) ( )1 2f t f t ε− ≤  olacak şekilde bir ( ) 0δ ε >  sayısı varsa F  ye I  

üzerinde aynı dereceden sürekli (eşsürekli) dir denir” [17]. 

 

 

Tanım 2. 3. 7. “ F , bir I  aralığı üzerinde tanımlı ( )f t  fonksiyonlarının bir ailesi 

olsun. Eğer her t I∈  ve her f F∈  için ( )f t M≤  olacak şekilde negatif olmayan bir 

M  sayısı varsa F  ye I  üzerinde sınırlıdır denir” [17]. 

 

 

Teorem 2. 3. 8. (Arzela-Ascoli): Sınırlı bir I  aralığı üzerinde ( ),  F f t  

fonksiyonlarının bir ailesi olsun. Eğer F  sonsuz, sınırlı ve aynı dereceden sürekli ise 

,  F I  üzerinde düzgün yakınsak olan bir dizi içerir [19]. 

 

 

2. 4. Eşitsizlikler 

 

 2. 4. 1. Cauchy-Schwarz Eşitsizliği:  

 ( ) ( )1 1 1,  1 ,   ve p qp f L g L
p q
+ = < < ∞ ∈ Ω ∈ Ω  olsun. ( )1.f g L∈ Ω  dır ve  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
p qp q

f x g x dx f x g x dx f x dx g x dx
Ω Ω Ω Ω

   
≤ ≤    

   
∫ ∫ ∫ ∫   

biçiminde Hölder eşitsizliği vardır. Hölder eşitsizliğinde 2p q= =  alınırsa  
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1 1
2 22 2.f g dx f dx g dx

Ω Ω Ω

   
≤    
   

∫ ∫ ∫   

Cauchy-Schwarz eşitsizliği elde edilir. 

 

 

Teorem 2. 4. 2. nD ⊂   herhangi bir bölge olsun. Herhangi ( ) ( )
0

1
mu x W D∈  fonksiyonu 

ve 1,  1m r≥ ≥  sayıları için 
11 1 1 1 1

r q n m r
α

−  = − − +  
  

 olmak üzere 

 ( ) ( ) ( )
1

q m p
xL D L D L D

u u uα αβ −≤   

eşitsizliği geçerlidir. Ayrıca, 

1. [ ] ( )1
1 için ,  ve 1

m r
m n q r

m

α

β
− 

≥ = ∈ ∞ = + 
 

 dır. 

2.
( )1

1 ve  için  ve eğer, 
n m nmn m n r
n m n m

α

β
− 

> < = ≤ − − 
 ise , nmq r

n m
 ∈  − 

 ve 

nmr
n m

≥
−

 ise ,nmq r
n m
 ∈  − 

 dir. 

3. ) ( ) ( )1
1 için ,  ve max ,1 1

q n
m n q r m mr

n

α

β
  − > > ∈ ∞ = + − 
 

 dır [20]. 

 

 

Lemma 2. 4. 3. (Gronwall Eşitsizliği): “Eğer ( )g t  fonksiyonu 0 1t t t≤ ≤  üzerinde 

sürekli bir fonksiyon ve  

                                      ( ) ( )
0

0
t

t

g t K L g s ds≤ ≤ + ∫   

eşitsizliğini sağlarsa, 0 1t t t≤ ≤  üzerinde 

                                     ( ) ( )( )00 expg t K L t t≤ ≤ −   

dır. Burada K  ve L  negatif olmayan sabitlerdir” [19]. 
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2. 4. 4. Young Eşitsizliği: “Keyfi ,a b  sayıları ve herhangi 0ε >  için 

 2 21
2 2

ab a bε
ε

≤ +   

eşitsizliği geçerlidir” [20]. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölümde lineer olmayan Schrödinger denklemi için sırasıyla Dirichlet ve Neumann 

problemleri oluşturulur. Bir sonraki bölümde, oluşturulan bu başangıç sınır değer 

problemlerinin çözümlerinin varlığı ve tekliği Galerkin metodu kullanılarak elde edilir.  

 

Galerkin metodunun temeli, baz fonksiyonlarının bir kümesi tarafından gerilen bir sonlu 

boyutlu uzayda yaklaşık bir çözüm bulmaya dayanır. Yaklaşık çözümü elde etmek için 

kısmi diferansiyel denklemin bir sonlu boyutlu alt uzayına izdüşümünü oluştururuz. Bu 

da bize yaklaşık çözümler için bir adi diferansiyel denklemler sistemi verir ki bu sistem 

standart adi diferansiyel denklemler teorisi ile bir çözüme sahiptir. Böylece yaklaşık 

çözümler için bazı değerlendirmeler elde edilir. Elde edilen bu değerlendirmeler de 

kısmi diferansiyel denklemin bir çözümünü elde etmeye olanak sağlar.  

 

 

3. 1. Schrödinger Denklemi İçin Dirichlet Problemi 

 

Bu çalışmada, lineer olmayan Schrödinger denklemi için Dirichlet problemi aşağıdaki 

şekilde tanımlanır: 

 ( ) ( ) ( )
2

2
0 1 22 ,i a ia a x v t ia f x t

t x x
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂

+ + − + + =
∂ ∂ ∂

  (3) 

 ( ) ( ) ( ),0 ,  0,x x x lψ ϕ= ∈   (4) 

 ( ) ( ) ( )0, , 0,  0, .t l t t Tψ ψ= = ∈   (5) 

Burada ψ  bir dalga fonksiyonu, 0,  0l T> >  verilen sayılar, 

( ) ( ) 20 ,  0 ,  0, 0, ,  ,  1t Tx l t T l t i< < ≤ ≤ Ω = × Ω = Ω = −  sanal birim, 

0 1 20,  0,  0a a a> > >  verilen reel sayılar, ( )a x   

 ( ) ( ) 0 0  0,   0 ,  0hemen hemen x l için a x sabitµ µ∈ ≤ ≤ = >   (6) 

şartını sağlayan ölçülebilir reel değerli sınırlı bir fonksiyon, ( )v t   

 ( ) ( ) ( )
0 1 0 1  0,   ,  ,   , 0

dv t
hemen hemen t T için v t b b b b sabit

dt
∈ ≤ ≤ = >   (7) 
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şartını sağlayan ölçülebilir reel değerli sınırlı bir fonksiyondur. ( ) ( ) ve ,x f x tϕ  

fonksiyonları ise verilen ölçülebilir kompleks değerli fonksiyonlar olup 

 ( ) ( )
0

2 0,1
2 20, ,  W l f Wϕ∈ ∈ Ω   (8) 

dır. 

 

Burada verilen ( ) ( )
0

2 0,1
2 20,  ve W l W Ω  uzayları Sobolev uzayları olup kuramsal temeller 

bölümünde tanımlanmıştır.  

 

Şimdi, (3)-(5) başlangıç sınır değer probleminin çözümünü tanımlayalım. (3)-(5) 

probleminin çözümü olarak [ ] ( ) [ ] ( )( )
0

0 2 1
2 20, , 0, 0, , 0,C T W l C T L l 

∩ 
 

 uzayından olan 

bir ( ),x tψ  fonksiyonu göz önüne alınır. Öyle ki bu ψ  fonksiyonu (3) denklemini 

hemen hemen ( )0,x l∈  ve herhangi ( )0,t T∈  için, (4) başlangıç şartını hemen hemen 

( )0,x l∈   için ve (5) sınır şartlarını hemen hemen ( )0,t T∈  için sağlar. 

 

 

3.2. Schrödinger Denklemi İçin Neumann Problemi 

 

Bu çalışmada, lineer olmayan Schrödinger denklemi için Neumann problemi aşağıdaki 

şekilde tanımlanır:    

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0 1 22 ,i a ia x a x v t ia f x t

t x x
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂

+ + − + + =
∂ ∂ ∂

  (9) 

 ( ) ( ) ( ),0 ,  0,x x x lψ ϕ= ∈   (10) 

 ( ) ( ) ( )0, ,
0,  0,

t l t
t T

x x
ψ ψ∂ ∂

= = ∈
∂ ∂

.  (11) 

Burada ψ  bir dalga fonksiyonu, 0,  0l T> >  verilen sayılar,

( ) ( ) 20 ,  0 ,  0, 0, ,  ,  1t Tx l t T l t i< < ≤ ≤ Ω = × Ω = Ω = −   sanal birim 0 20,  0a a> >   

verilen reel sayılar, ( )a x   

 ( ) ( )0 1 0 1  0,   ,    , 0hemen hemen x l için a x sabitµ µ µ µ∈ ≤ ≤ = >   (12) 
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şartını sağlayan ölçülebilir reel değerli sınırlı bir fonksiyon, ( )1a x  

        ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 20 0    0,   ,   0

da x
a a l ve hemen hemen x l için sabit

dx
µ µ= = ∈ ≤ = >   (13) 

şartını sağlayan ölçülebilir bir fonksiyon, ( )v t   

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 0 1  0,   : ,  ,    , 0

dv t
hemen hemen t T için v t v t b b b b sabit

dt
∈ ≤ ≤ = >   (14) 

şartını sağlayan ölçülebilir reel değerli sınırlı bir fonksiyondur. ( )xϕ  ve ( ),f x t  

fonksiyonları ise verilen ölçülebilir kompleks değerli fonksiyonlar olup 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 0,1
2 2

0
0, ,  0,  

d d l
W l f W

dx dx
ϕ ϕ

ϕ∈ = = ∈ Ω   (15) 

dır.  

 

Şimdi (9)-(11) başlangıç sınır değer probleminin çözümünü tanımlayalım. (9)-(11) 

problemin çözümü olarak [ ] ( )( ) [ ] ( )( )0 2 1
2 20, , W 0, 0, , 0,C T l C T L l∩  uzayından olan bir 

( ),x tψ  fonksiyonu göz önüne alınır. Öyle ki bu ψ  fonksiyonu (9) denklemini hemen 

hemen ( )0,x l∈  ve herhangi ( )0,t T∈  için, (10) başlangıç şartını hemen hemen 

( )0,x l∈  için ve (11) sınır şartlarını hemen hemen ( )0,t T∈  için sağlar. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Bu bölümde ilk olarak, Galerkin metodu kullanılarak (3)-(5) başlangıç sınır değer 

probleminin çözümünün varlığı ve tekliği gösterilir. Başlangıç sınır değer probleminin 

çözümü için bir değerlendirme elde edilir. Sonra (9)-(11) başlangıç sınır değer 

probleminin çözümünün varlığı ve tekliği ifade eden teorem verilerek çözüm için bir 

değerlendirme elde edilir. 

  

 

4.1. Drichlet Probleminin Çözümü 

 

(3)-(5) başlangıç sınır değer probleminin çözümü için aşağıdaki teorem geçerlidir:   

 

Teorem 4. 1. 1. ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,a x v t x f x tϕ  fonksiyonları sırasıyla (6), (7) ve (8) şartlarını 

sağlasın. Bu durumda (3)-(5) sınır değer problemi 

[ ] ( ) [ ] ( )( )
0

0 2 1
0 2 20, , 0, 0, , 0,B C T W l C T L l 
≡  

 
  uzayına ait olan bir tek ψ  çözümüne 

sahiptir ve bu çözüm için herhangi [ ]0,t T∈  için aşağıdaki değerlendirme geçerlidir:  

 
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

0
0 0 02

2 2 12
2 2 2

2

0 0,1 0,1
1 2 2
2

2
2 2 6 6

00, 0, (0, ) (0, )(0, )

18 2 6

0,

.,
.,

.

W l W l W l W lL l

W W
W l

t
t c

t

f f

ψ
ψ ϕ ϕ ϕ

ϕ
Ω Ω

∂ 
+ ≤ + +∂ 


+ + + 



  (16)   

Burada 0 0c >  sabiti ,  ve f tϕ  den bağımsızdır. 

 

İspat: İspat için Galerkin metodunu kullanacağız. ( )
0

2
2 0,W l  uzayında temel 

fonksiyonlar sistemi olarak  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0 2 ,  0,

1, 2... için  0 0

k
k k k k

k k

d u x
Lu x a a x u x u x x l

dx
k u u l

λ= − + = ∈

= = =
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özdeğer probleminin kλ  öz değerlerine karşılık gelen 1,2,...k =  için ( )k ku u x=  öz 

fonksiyonlarını alalım. 

 

Bilindiği gibi 1,2,...k =  için kλ  öz değerleri reeldir ve negatif değildir [21]. Ayrıca kλ

öz değerlerine karşılık gelen ( )k ku u x=  özfonksiyonları reeldir ve 

( ) ( ) ( )
0 0

1 2
2 2 20, ,  0, ,  0,L l W l W l  uzayında ortogonaldır. Farz edelim ki 1,2,...k =  için  

( )k ku u x=  öz fonksiyonları ( )2 0,L l  uzayında ortonormal bir taban olsun ve

1,2,... içink =   

 0
2

2 (0, )k kW l
u d≤   (17) 

eşitsizliğini sağlasın. Burada 1,2,...k =  ve 0kd >  sabitlerdir. 

 

Galerkin metoduna göre (3)-(5) denkleminin yaklaşık çözümleri 

 ( ) ( ) ( )
1

,
N

N N
k k

k
x t C t u xψ

=

=∑    

biçiminde aranır. Buradaki ( )N
kC t  katsayıları ( ) ( )

( )2 0,
., , ,N N N

k k kL l
C t t u uψ ψ= =  

biçiminde olup 

 
( )

( )

0 1

2

2

, , , ,

, , , ,  1, 2,...,

N N N
Nk

k k k

N N N
k k k

dui u a i a u a x u
t x dx x

v t u i a u f u k N

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂

− − + =

  (18) 

 ( ) ( )
( )2 0,

0 .,0 , , ,  1, 2,...N N
k k k kL l

C u u k Nψ ϕ ϕ= = = =   (19) 

adi diferansiyel denklem sistemi için Cauchy probleminin çözümleridir. Burada kϕ ϕ→  

fonksiyonları 
0

2
2 (0, )W l  uzayında ϕ  ye güçlü yakınsar. (18)-(19) problemi 1,2,...k =  

için bilinmeyen ( )N
kC t  katsayılarına göre birinci mertebeden sabit katsayılı lineer 

olmayan bir adi diferansiyel denklem sistemi için bir Cauchy problemidir. [22] den 

kolaylıkla söyleyebiliriz ki (18)-(19) problemi [ ]0,T  aralığı üzerinde en az bir lokal 

çözüme sahiptir. (18)-(19) probleminin [ ]0,T  aralığında global çözümünün varlığı için 
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(18)-(19) probleminin mümkün bütün çözümlerinin[ ]0,T  aralığı üzerinde düzgün sınırlı 

olduğunu göstermek yeterlidir. Bunun için aşağıdaki lemmayı verelim: 

 

Lemma 4. 1. 2. (18)-(19) Cauchy probleminin çözümü herhangi [ ]0,t T∈  ve 

1, 2,...N =  için  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

0
2

2

2

0 0 0 0 0,1 0,1
2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

2 2
2 2

(0, )
1 1 0,

2 6 6 18 2 6
1

(0, ) (0, ) (0, ) (0, )

.,
.,

N NN N
kN N

k W l
k k L l

W W
W l W l W l W l

dC t t
C t t

dt t

c f f

ψ
ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= =

Ω Ω

∂
+ ≤ +

∂

 ≤ + + + + + 
 

∑ ∑
  (20) 

değerlendirmesini sağlar. Burada 1 0c >  sabiti  ve N t  den bağımsızdır. 

 

İspat. (18) sisteminde ki .k  denklemi ( )N
kC t  ile çarpalım ve elde edilen eşitlikleri k   

üzerinden 1 den N  ye toplayalım ve sonra tΩ  üzerinden integralini alalım. Böylece  
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=

∫

∫
  

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin kompleks eşleniğini ondan çıkarırsak 
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∫ ∫

∫ ∫
  

olup böylece 
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t x
ψ ψ ψ τ ψ τ

Ω Ω

∂ ∂ + + = ∂ ∂ ∫ ∫   

eşitliği elde edilir. Buradan da  
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∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

eşitliği yazılır. Bu eşitlikte 
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t C t u l t C t u lψ ψ
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olduğunu  dikkate alırsak 
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., 2 .,0 2
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L l L l
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eşitsizliği elde edilir. Böylece Young eşitsizliğinden [20]  

( )
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eşitsizliği elde ederiz. Burada  
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1 1

.,0 0 0
N

N N N
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C Cψ ϕ

∞
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eşitsizliğini kullanırsak 
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yazılır. (22) de 2 0a >  olduğunu göz önüne alırsak  
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olup burada Gronwall lemmasını [19] kullanırsak  
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2 22
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.,N
L L lL l

t c fψ ϕ
Ω

≤ +   (23) 

elde edilir. (22) in sağ tarafındaki sonuncu terime (23) eşitsizliğini uygularsak herhangi 

[ ]0,t T∈  için 
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Ω
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eşitsizliği elde edilir. Burada 2 0c >  ve 3 0c >  sabitleri N  ve t  den bağımsızdır.  

 

Şimdi 
N

t
ψ∂
∂

 türevini değerlendirelim. Bunun için önce, (18) sisteminin t  değişkenine 

göre türevini alalım ve (18) sistemini 
( )N

kdC t
dt

  ile çarpalım. Sonra, elde edilen 

eşitlikleri k  üzerinden 1 den N  ye toplayalım ve tΩ  üzerinden integralleyelim. 

Böylece 

22 

 



 

 
( )

( )( ) ( )

2 3 2

0 12 2

2

2

t

t

N N N N N N N N

N N N
N N N

i a ia a x
t t t x t t x t t t

fv t ia dxd dxd
t t t t t t

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψψ ψ ψ τ τ

Ω

Ω

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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∫

∫
  (25)  

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin sol tarafındaki ikinci terime kısmi integrasyon 

formülünü uygularsak 
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olup bunu (25) de yerine yazarsak   
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∫

∫
  

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin kompleks eşleniğini kendisinden çıkarırsak 
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 (26) 

eşitliği yazılır. Burada  
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eşitliklerini dikkate alırsak (26) dan  
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eşitliği yazılır. Burada 1,2,...k =   için ( ) ( )0 0k ku u l= =  olduğundan  
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şartlarını (27) de kullanırsak  
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∫

∫
  

eşitliği elde edilir. Buradan da 
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 eşitsizliği yazılır. Burada (7) şartını ve Young eşitsizliğini kullanırsak 
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olup buradan da  
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yazılır. Yukarıdaki eşitsizlikte (23) değerlendirmesini kullanarak 
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elde edilir. Burada 4 0c >  sabittir. 

 

Şimdi (28) de ki ( )
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L l
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ψ∂
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terimini değerlendirelim. Bunun için (18) sistemini 

herhangi [ ]0,t T∈  ve 1, 2,...,k N= için aşağıdaki şekilde yazalım: 
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Burada  

 ( )
2

0 2

N
N NL a a x

x
ψψ ψ∂

= − +
∂

  

olarak tanımlanır. (29) sisteminde 0t =  alarak .k  denklemi 
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dt

 ile çarpalım ve 

elde edilen eşitlikleri k  üzerinden 1 den N  ye toplayalım. Böylece 
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olup buradan  
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eşitliğini elde ederiz. Burada sırasıyla Cauchy-Schwarz ve Young eşitsizliklerini  

uygularsak 
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eşitsizliği elde edilir. Buradan  
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yazılır. Herhangi [ ]0,t T∈  için 
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 şartlarını kullanarak 
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eşitsizliğinden 

 ( ) ( )2 2 2
5 0 10v c T b b≤ +   (31) 

yazılır. Burada 5 0c >  sabiti  dent  bağımsızdır. [20] çalışmasından bilinen eşitsizliğe 

göre herhangi [ ]0,t T∈  için 
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elde ederiz. 0t =   için (32) den 
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10, 0,
0,

.,0
.,0 .,0

N
N N

L l L l
L l

x
ψ

ψ β ψ
∂

≤
∂
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yazılır. Böylece   

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

6 2

2

2

2

2

2

0 0
1 1
2 2

0
1
2

2

2

2
6 46

10, 0,
0,

2
26

1 0,
0,

22
2

0,
0,

22 26
1 0, 0,

66
1 0,

2
26

1 0,
0,

.,0
.,0 .,0

.,0
2 .,0 2

.,0
.,0

2 .,0 .,0

2 .,0

.,0
2 .,0

N
N N

L l L l
L l

N
N

L l
L l

N
N

L l
L l

N N

W l W l

N

W l

N
N

L l
L l

x

x

x

x

ψ
ψ β ψ

ψ
β ψ

ψ
ψ

β ψ ψ

β ψ

ψ
β ψ

∂
≤

∂

 ∂ ≤ +
∂ 

 

 ∂ × +
∂ 

 

=

=

 ∂= +
∂



3



 


  (33) 

eşitsizliği yazılır. Burada 1β  sabiti bilinen bir sabittir. (33) de (21) eşitsizliğini ve (17) 

den 

 ( )
( ) ( )

0
1
2

2

2
22

0,
0,

.,0N

k
W l

L l

d
x

ψ
ϕ

∂
≤

∂
  

olduğunu dikkate alırsak  

 ( )
( ) ( )

0
16
2

6 6
60, 0,

.,0N

L l W l
cψ ϕ≤   (34) 

eşitsizliği elde edilir.  

 

( )0,1
2f W∈ Ω  olduğundan herhangi [ ]0,t T∈  için 

 ( ) ( ) ( )0,1
22

2 2
70,

.,
WL l

f t c f
Ω

≤   (35) 

değerlendirmesi yazılır. Ayrıca  

 ( )
( ) ( )

0
1
2

2

2
2

8
0,

0,

.,0N

W l
L l

c
x

ψ
ϕ

∂
≤

∂
  (36) 

eşitsizliğinin geçerli olduğu açıktır. 

 ( )
( )

( ) ( )22

2 2 2

0,0,
1

.,0 ,
N

N
k k L lL l

k
L L u u x Lψ ϕ ϕ

=

= ≤∑   
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eşitsizliği geçerli olduğundan L   operatörünün tanımını kullanırsak 

 ( )
( ) ( )

0
22

2

2 2
90, 0,

.,0N

L l W l
L cψ ϕ≤   (37) 

eşitsizliğini elde ederiz. Burada 0,  4,9kc k> =  sabitlerdir. 

 

Böylece (30) da (23), (31), (34), (35), (36) ve (37) eşitliklerini kullanarak 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,1

2 1 2
2 2

2

2
2 6 2

10
0, 0,

0,

.,0N

W
W l W l

L l

c f
t

ψ
ϕ ϕ

Ω

∂  
≤ + + ∂  

  (38) 

değerlendirmesini elde ederiz. 

 

(28) de (38) değerlendirmesini dikkate alırsak 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2

0 0 0,1
2 1 2

2 2

2 22
2

2 1
00, 0,

2 6 2
11 ( )

0, 0,

., .,
2 1

t

N NtN
N

L l L l

W
W l W l

t
a dxd b d

t t t

c f

ψ ψ τψψ τ τ

ϕ ϕ

Ω

Ω

∂ ∂∂
+ ≤ +

∂ ∂ ∂

 
+ + + 

 

∫ ∫
  

eşitsizliği elde edilir. Elde edilen bu eşitsizliğe Gronwall lemmasını uygularsak 

herhangi [ ]0,  için t T∈   

 

( )
( )

( ) ( ) ( )

2

0 0 0,1
2 1 2

2 2

2 2
2

2

0,

2 6 2
12

0, 0,

.,
2

t

N N
N

L l

W
W l W l

t
a dxd

t t

c f

ψ ψψ τ

ϕ ϕ

Ω

Ω

∂ ∂
+

∂ ∂

 
≤ + + 

 

∫
  (39) 

değerlendirmesi elde edilir. Burada 10 11 120,  0,  0c c c> > >  sabitlerdir.  

 

Şimdi 
N

x
ψ∂
∂

 türevini değerlendirelim. Bunun için (18) sistemindeki .k  denklemi 

( )N
kdC t
dt

 ile çarptıktan sonra elde edilen eşitlikleri k  üzerinden 1 den N  ye toplayarak 

tΩ  üzerinden integrallersek 
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( )

( )

2 2

0 12

2

2

t

t

N N N N N N
N

N N N
N N N

i a ia a x
t x t x t t

v t ia dxd f dxd
t t t

ψ ψ ψ ψ ψ ψψ

ψ ψ ψψ ψ ψ τ τ

Ω

Ω

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ =∂ ∂ ∂

∫

∫
  (40) 

eşitliğini elde ederiz. 

 

Yukarıdaki eşitliğin sol tarafındaki 2. terime kısmi integrasyon uygularsak  

2 2

0 02
0 00

( , ) ( ,

t

x lt lN N N N N N

x

x xa dxd a dx d
x t t x x t x
ψ ψ ψ τ ψ τ ψ ψτ τ

=

Ω =

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∫ ∫ ∫   (41) 

olur.  

 

( ) ( ) ( )
1

,N NN
k

k
k

x t dC t
u x

t dt
ψ

=

∂
=

∂ ∑   eşitliğini dikkate alarak burada ( ) ( )0 0k ku l u= =  

şartlarını kullanırsak  

 ( ) ( ), 0,
0

N Nl t t
t t

ψ ψ∂ ∂
= =

∂ ∂
  

elde edilir. Bu şartları (41) de yerine yazarsak 

 
2 2

0 02
t t

N N N N

a dxd a dxd
x t x t x
ψ ψ ψ ψτ τ

Ω Ω

∂ ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫   

eşitliği elde edilir. Bu eşitliği (40) da dikkate alarak elde edilen eşitliğin kompleks 

eşleniğini onunla toplarsak 

 
( )

( )

2

0 1

2

2

2 Im 2 Re

2 Re 2 Im 2 Re

t t t

t t t

N N N N
N

N N N
N N N

a dxd a dxd a x dxd
t x x t t

v t dxd a dxd f dxd
t t t

ψ ψ ψ ψτ τ ψ τ

ψ ψ ψψ τ ψ ψ τ τ

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − − −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
     ∂ ∂ ∂

+ − =     ∂ ∂ ∂     

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

eşitliği elde edilir. Buradan da 

 
2 2

0 0 1
0 0

( , ) ( ,0) 2 Im
t

l lN N N Nx t xa dx a dx a dxd
x x x t

ψ ψ ψ ψ τ
Ω

 ∂ ∂ ∂ ∂
= −  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫   
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( ) ( )

2

2

2 Re 2 Re

2 Im 2 Re

t t

t t

N N
N N

N N
N N

a x dxd v t dxd
t t

a dxd f dxd
t t

ψ ψψ τ ψ τ

ψ ψψ ψ τ τ

Ω Ω

Ω Ω

   ∂ ∂
− +   ∂ ∂   

   ∂ ∂
− −   ∂ ∂   

∫ ∫

∫ ∫
  

yazılır. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının mutlak değeri alınırsa 

 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

2 2

2 2

0 0

0, 0,

1

2

2

., .,0
2

2 2

2 2

t

t t

t t

N N N

L l L l

N N N
N

N N
N N N

t
a a f dxd

x x t

a dxd a x dxd
x t t

v t dxd a dxd
t t

ψ ψ ψ τ

ψ ψ ψτ ψ τ

ψ ψψ τ ψ ψ τ

Ω

Ω Ω

Ω Ω

∂ ∂ ∂
≤ +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ +

∂ ∂

∫

∫ ∫

∫ ∫

  

eşitsizliği elde edilir. Burada (6)-(7) şartlarını kullanırsak ve sonra elde edilen eşitsizliğe 

Young eşitsizliğini uygularsak 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2

2

2

2 2 2

0 0 1
00, 0, 0,

2
2

1 0 0 0 0 0,
0 00,

2
4 2 2

2 2

., .,0 .,

.,
1 .,

t t t

N N Nt

L l L l L l

Nt t
N

L l
L l

N
N N

t t
a a a d

x x x

t
a b d b t d

t

a dxd a dxd f dxd
t

ψ ψ ψ
τ

ψ
µ τ µ ψ τ

ψψ τ ψ τ τ
Ω Ω Ω

∂ ∂ ∂
≤ +

∂ ∂ ∂

∂
+ + + + + +

∂

∂
+ + +

∂

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

eşitsizliğini elde ederiz. Yukarıdaki eşitsizlikte (24), (35), (36) ve (39) 

değerlendirmelerini kullanırsak herhangi [ ]0,t T∈  için 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,1

2 1 2
2 2

2 2

2 2
2 6 2

0 1 13
0, 0,00, 0,

., .,N Nt

W
W l W l

L l L l

t t
a a d c f

x x
ψ ψ

τ ϕ ϕ
Ω

∂ ∂  
≤ + + + ∂ ∂  
∫   (42) 

yazılır. Böylece (42) de Gronwall lemmasını uygularsak herhangi [ ]0,t T∈  için 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,1

2 1 2
2 2

2

2
2 6 2

14
0, 0,

0,

.,N

W
W l W l

L l

t
c f

x
ψ

ϕ ϕ
Ω

∂  
≤ + + ∂  

  (43) 

değerlendirmesi elde edilir. Burada 13 140,  0c c> >  sabitlerdir.  
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Şimdi 
2

2

N

x
ψ∂
∂

 türevini değerlendirelim. Bunun için NLψ terimini değerlendirmek 

yeterlidir. (29) sistemindeki .k  denklemi ( )N
k kC tλ  ile çarparsak ve sonra elde edilen 

eşitlikleri k  üzerinden 1 den N  ye toplarsak herhangi [ ]0,t T∈  için 

 ( ) ( ) ( )( )2 2

1 2
0 0

, ,
l l N N

N N N N NL x t dx i ia v t ia f L x t dx
t x

ψ ψψ ψ ψ ψ ψ
 ∂ ∂

= + + + − ∂ ∂ 
∫ ∫   

eşitliği elde edilir. Burada Young eşitsizliğini kullanırsak

( )

( )

( )

2
2 2 2

1 2
0 0 0

2
2 3

1 2
0 0

2 2
222

1
0 0 0

62 2
2

0 0

1 1
2 2

5 5 5

5 5

l l lN N
N N N N N

l l N N
N N N

l l lN N
N

l l
N

L dx i ia v t ia f dx L dx
t x

L dx a v t a f dx
t x

dx a dx v t dx
t x

a dx f dx

ψ ψψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψψ ψ ψ

ψ ψ ψ

ψ

 ∂ ∂
≤ + + + − + ∂ ∂ 

 ∂ ∂
≤ + + + − ∂ ∂ 

∂ ∂
≤ + +

∂ ∂

+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

olup yukarıdaki eşitsizlikte  (7) şartını kullanarak herhangi [ ]0,t T∈  

 
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2

2 2

22 6

2 2
2 2

10,
0, 0,

2 6 222
0 2 0,0, 0,

., .,
., 5 5

5 ., 5 ., 5 .,

N N
N

L l
L l L l

N N
L lL l L l

t t
L t a

t x

b t a t f t

ψ ψ
ψ

ψ ψ

∂ ∂
≤ +

∂ ∂

+ + +

  (44) 

eşitsizliğini elde ederiz. (44) de (32) eşitsizliğini, (23), (39) ve (43) değerlendirmelerini 

kullanırsak herhangi [ ]0,t T∈  için 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0,1 0,1

2 2 1 1 2 22
2 2 2 2

2 2 6 6 18 2 6
150, 0, 0, 0, 0,

.,N
W WL l W l W l W l W l

L t c f fψ ϕ ϕ ϕ ϕ
Ω Ω

 
≤ + + + + + 

 
 (45) 

değerlendirmesi yazılır. (45) de L  operatörü için formülü kullanırsak herhangi 

[ ]0,t T∈  için  

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0
2 2 1

2 2 2
2

0 0,1 0,1
1 2 2
2

22
2 6 6

162
0, 0, 0,

0,

18 2 6

0,

.,N

W l W l W l
L l

W W
W l

t
c

x

f f

ψ
ϕ ϕ ϕ

ϕ
Ω Ω

∂ 
≤ + +∂ 


+ + + 



  (46) 
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değerlendirmesini elde ederiz. Burada 15 160,  0c c> >  bilinen sabitlerdir.  

 

Böylece (23), (39), (43) ve (46) değerlendirmelerinden herhangi [ ]0,t T∈  için 

 
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0 0 02

2 2 12
2 2 2

2

0 0,1 0,1
1 2 2
2

2
2 2 6 6

170, 0, 0, 0,
0,

18 2 6

0,

.,
.,

N
N

W l W l W l W l
L l

W W
W l

t
t c

t

f f

ψ
ψ ϕ ϕ ϕ

ϕ
Ω Ω

∂ 
+ ≤ + +∂ 


+ + + 



  (47) 

değerlendirmesinin geçerli olduğu bulunur ki burada 17 0c >  sabiti ,   ve f Nϕ  den 

bağımsızdır.  

 

Eğer ( )1,2,...,  için N
kk N C t=  katsayıları için olan formülü dikkate alırsak 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

0
2

2

2

2 2
2 2

0,
1 1 0,

.,
.,

N NN N
kN N

k W l
k k L l

dC t t
C t t

dt t
ψ

ψ
= =

∂
+ ≤ +

∂∑ ∑   (48) 

eşitsizliğini yazarız. Böylece (47) ve (48) eşitsizliklerini bir arada değerlendirirsek 

 
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( )

0
2

2
2

0 0 0 0 0,1 0,1
2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

2 2
2 2

0,
1 1 0,

2 6 6 18 2 6
18

(0, ) (0, ) (0, ) (0, )

.,
.,

NN N
kN N

k W l
k k L l

W W
W l W l W l W l

dC t t
C t t

dt t

c f f

ψ
ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= =

Ω Ω

∂
+ ≤ +

∂

 ≤ + + + + + 
 

∑ ∑
  

eşitsizliğini elde ederiz. Buradan da 1 18c c=  olarak dikkate alınırsa (20) 

değerlendirmesinin geçerli olduğu elde edilir. Böylece lemma 4. 1. 2  ispatlanmış oldu.  

 

Şimdi teorem 4. 1. 1 in ispatına devam edelim. Lemma 4. 1. 2 den (18)-(19) Cauchy 

probleminin [ ]0,T  aralığı üzerinde bir global çözüme sahip olduğunu kolaylıkla 

söyleyebiliriz. , 1, 2,... içink N =   

 ( ) ( )
( )2

, 0,
., ,N

N k k L l
l t t uψ=   

fonksiyonlar ailesini göz önüne alalım. (20) değerlendirmesinden , 1, 2,...k N =  için 

( ) ( ),
,  ve N k

N k

dl t
l t

dt
 fonksiyonlar ailesinin [ ]0,T  aralığı üzerinde düzgün sınırlı 

olduğunu kolaylıkla söyleyebiliriz. Yani 
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 ( ) ( ),
, 19 190 0

max ,  max N k
N kt T t T

dl t
l t c c

dt≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤   

eşitsizliklerini yazabiliriz. Burada 19  sabiti ,  c N k   dan bağımsızdır.  

 

Şimdi  ( ) ( ),
,  ve N k

N k

dl t
l t

dt
fonksiyonlarının belirli  ve k ;  , 1, 2,...için N k N k≥ =  [ ]0,T  

aralığı üzerinde eşsürekli olduğunu gösterelim. Bunun için (18) sistemindeki .k  

denklemi ( ),t t t+ ∆  aralığı üzerinde integrallersek 

 
( ) ( )( )

( ) ( )

, , 0 1
0 0

2

2
0 0 0 0

t t l t t lN N
k

N k N k k
t t

t t l t t l t t l t t l
N N N N

k k k k
t t t t

dui l t t l t a dxd ia u dxd
x dx x

a x u dxd v t u dxd ia u dxd fu dxd

ψ ψτ τ

ψ τ ψ τ ψ ψ τ τ

+∆ +∆

+∆ +∆ +∆ +∆

∂ ∂
+ ∆ − = −

∂ ∂

+ − − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
  

eşitliğini elde ederiz. Yukarıdaki eşitliğin mutlak değerini alırsak ve sonra elde edilen 

eşitliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliğini uygularsak ve (6)-(7) şartlarını kullanırsak 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

, , 0 1
0 0

0
0 0

3

2
0 0

1 1
2 22 2

0
0 0

,

t t l t t lN N
k

N k N k k
t t

t t l t t l
N N

k k
t t
t t l t t l

N
k k

t t

t t l lN
k

t

dul t t l t a dxd a u dxd
x dx x

x t u x dxd v t u x dxd

a u x dxd f u dxd

dua dx dx d
x dx

ψ ψτ τ

µ ψ τ ψ τ

ψ τ τ

ψ τ

+∆ +∆

+∆ +∆

+∆ +∆

+∆

∂ ∂
+ ∆ − ≤ +

∂ ∂

+ +

+ +

   ∂ ≤    ∂   

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
1 1

2 2 22
1

0 0

1 1
2 22 2

0
0 0

1 1
2 22 2

0
0 0

1 1
2 26 2

2
0 0

t t l lN

k
t

t t l l
N

k
t

t t l l
N

k
t

t t l l
N

k
t

a dx u dx d
x

dx u dx d

b dx u dx d

a dx u dx d

ψ τ

µ ψ τ

ψ τ

ψ τ

+∆

+∆

+∆

+∆

 
   ∂  +    ∂    
 

   
+    

   

   
+    

   

   
+    

   

∫ ∫ ∫
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∫ ∫ ∫
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eşitsizliği elde edilir. Buradan da 
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∫ ∫
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∫

  

eşitsizliği yazılır. Yukarıdaki eşitsizlikte (17) eşitsizliğini dikkate alarak bütün terimlere 

t  ye göre Cauchy-Schwarz eşitsizliğini uygularsak 
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∫ ∫

∫

( )
( )

( )

( ) ( )

6

2

2 2

1
2

1 1
2 262

2 0,

1 1
2 22

0,

1 1
2 22 2
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+∆ +∆
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   
+    

   
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∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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   
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    + +        

∫ ∫

∫ ∫

  

eşitsizliği elde edilir.  Burada (20) değerlendirmesini kullanırsak ,  1, 2,...k N =  için                                                                                              

 ( ) ( ) ( )
1
2

, , 20N k N k kl t t l t c d t+ ∆ − ≤ ∆   (49) 

eşitsizliği elde edilir. Burada ki 20 0c >  sabiti ,  ,  N k t∆  den bağımsızdır. Böylece (49) 

den ( ),N kl t fonksiyonlarının [ ]0,T  aralığı üzerinde eşsürekli olduğunu kolaylıkla 

söyleyebiliriz. 

 

Şimdi ( ),N kdl t
dt

 fonksiyonlarının [ ]0,T  aralığı üzerinde eşsürekli olduğunu 

ispatlayalım. (18) sistemindeki .k  denkleme kısmi integrasyon formülünü uygulayarak  

1,2,...,k N=  için aşağıdaki şekilde yazalım:  
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∂ ∂
= − − +

∂ ∂

− − +

  

Bu eşitliğin t  değişkenine göre diferansiyelini alırsak ve elde edilen eşitliği ( ),t t t+ ∆  

aralığı üzerinden integrallersek 
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2
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0 0
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22
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t t l t t lN N
N k N k k k
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t t l N N
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k
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t t l

k
t

dl t t dl t d u dui a dxd ia dxd
dt dt t dx t dx

dva x u dxd v t u dxd
t dt t

ia u dxd
t t

f u
t

ψ ψτ τ

ψ ψτ ψ τ

ψ ψψ ψ τ

+∆ +∆

+∆ +∆

+∆

+∆

+ ∆  ∂ ∂
− = − +  ∂ ∂ 

 ∂ ∂
+ − + ∂ ∂ 

 ∂ ∂
− + ∂ ∂ 

∂
+

∂

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ dxdτ∫
yazılır. Yukarıdaki eşitliğin mutlak değerini alırsak ve sonra elde edilen eşitsizliğe 

Cauchy-Schwarz eşitsizliğini uygularsak ve (6)-(7) şartlarını kullanırsak 
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eşitsizliği elde edilir. Buradan da 
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f
u d u d
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+∆ +∆ ∂

+
∂ ∂∫ ∫

 (50) 

eşitsizliğini yazarız. 

 

 [20] çalışmasından bilinen eşitsizliğe göre herhangi [ ]0,t T∈  için 

 ( ) ( )
( )

( )
2

2
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2(0, ) (0, )
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.,
., .,
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N N

L l L l
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t
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∂
  (51) 
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eşitsizliği yazılır. (50) eşitsizliğin sağ tarafındaki altıncı terim için (51) eşitsizliğini ve 

(20) değerlendirmesini kullanırsak ve ( )ku x , 1, 2,...k =   fonksiyonları için (17) 

eşitsizliğini dikkate alarak Cauchy-Schwarz eşitsizliğini uygularsak 
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eşitsizliğini elde ederiz. Burada (20) değerlendirmesini kullanırsak , 1, 2,...k N =  için  

 
( ) ( ) ( )

1
, , 2

22
N k N k

k

dl t t dl t
c d t

dt dt
+ ∆

− ≤ ∆   (52) 

elde edilir. Burada 21 220,  0c c> >  sabiti ,  ,  N k t∆  den bağımsızdır. Bu eşitsizliğe 

dayanarak  ( ),N kdl t
dt

 fonksiyonlarının [ ]0,T  aralığı üzerinde eşsürekli olduğunu 

kolaylıkla söyleyebiliriz. Böylece Arzela-Ascoli teoremine [19] göre belirli 

 ve 1, 2,...k m =  için [ ]0,T  aralığı üzerinde ( ){ },N kl t  ve 
( ),N kdl t

dt
 
 
 

 dizilerinden 
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( ) ( )

,

,

     

     

m
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N k k

N k k

l t düzgün l t

dl t dl t
düzgün

dt dt





  

olacak şekilde ( ){ },mN kl t ve  ( ),mN k tdl
dt

  
 

 
 alt dizilerini seçebiliriz.  
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Şimdi ( )kl t  fonksiyonunu kullanarak 

 ( ) ( ) ( )
1

, k k
k

x t l t u xψ
∞

=

=∑   (53) 

fonksiyonunu tanımlayalım. Buradan kolaylıkla 

 ( ) ( ) ( )
1

, k
k

k

x t dl t
u x

t dt
ψ ∞

=

∂
=

∂ ∑   (54) 

eşitliği yazılır. 

 

Kolaylıkla gösterilir ki }{ mNψ  alt dizisi ( )
0

2
2 0,W l  uzayında (53) bağıntısıyla tanımlanan 

( ),x tψ  fonksiyonuna zayıf yakınsar ve 
mN

t
ψ ∂

 ∂ 
 alt dizisi ( )2 0,L l  de (54) bağıntısıyla 

tanımlanan ( ),x t
t

ψ∂
∂

 fonksiyonuna zayıf yakınsar ki bu yakınsamaların her ikisi de t  

ye göre düzgündür. Yani 1, 2,...m =   için aşağıdaki limit bağıntıları geçerlidir: 

 }{ ( )
0

2
2 zayıf   ,  ye (0, ) de  ye göre düzgün olarakmN x t W l tψ ψ



  (55) 

 
( )

2

,
 zayıf    ye (0, ) de  ye göre düzgün olarak.

mN x t
L l t

t t
ψψ ∂∂

 ∂ ∂ 


  (56) 

( ){ },mN kl t  ve , ( )
mN kdl t
dt

 
 
 

 alt dizileri t  ye göre sürekli olduğundan 

}{ [ ] ( ) [ ] ( )( )
0

0 2 1
0 2 20, , 0, 0, , 0,mN B C T W l C T L lψ  

∈ ≡ ∩ 
 

 dır. Böylece (55)-(56) 

yakınsaklık bağıntılarını göz önüne alarak kolaylıkla söyleyebiliriz ki

( ) [ ] ( ) [ ] ( )( )0 2 1
2 2, 0, , 0, 0, , 0,x t C T W l C T L lψ  

∈ ∩ 
 

 dır. 

 

Şimdi, ( ),x tψ  limit fonksiyonunun herhangi [ ]0,t T∈  ve hemen hemen ( )0,x l∈  için 

(3) denklemini sağladığını gösterelim. Bu amaçla, mN N= için (18) sistemindeki .k  

denklemi herhangi sürekli ( )k tη  fonksiyonuyla çarpalım ve sonra elde edilen eşitlikleri 
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k  üzerinden 1 den mN N′ ≤  ye kadar toplayalım. Böylece kısmi integrasyon formülünü 

kullanarak herhangi [ ]0,t T∈  için  
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N
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k
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=
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Burada (55) limit bağıntısı geçerli olduğundan ve 
0

2
2 (0, )W l  uzayı ( )2 0,L l  uzayına 

kompakt gömüldüğünden, m →∞  için 

 ( ) ( )
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  (58) 

limit bağıntısını yazabiliriz. Yani }{ mNψ  alt dizisi ( )2 0,L l  de ( ),x tψ  fonksiyonuna 

kuvvetli yakınsar ki bu yakınsama t  değişkenine göre düzgündür.  
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∫

∫

  (59) 

eşitsizliğinin geçerli olduğu açıktır. }{ 0
mN Bψ ∈  olduğundan mN N=  için (51) eşitsizliği 

ile (20) değerlendirmesini kullanarak m →∞  için (59) eşitsizliğinin limitini alalım. 

Ayrıca [ ] ( )( ) [ ] ( )( )0 2 1
2 20, , W 0, 0, , 0,C T l C T L lψ ∈ ∩  olduğundan ( )0,L l

ψ
∞

≤ +∞  

eşitsizliğini dikkate alırsak ve (58) limit bağıntılarını kullanırsak m →∞  için 
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22 2

0,
., ., ., ., 0m mN N

L l
t t t tψ ψ ψ ψ− →   

limit bağıntısını elde ederiz. Yani ( )2 0,L l  uzayında m →∞  için 

 ( ) ( )
2 2, ,  kuvvetli m mN Nx t x tψ ψ ψ ψ



  (60) 

bağıntısı yazılır. (60) limit bağıntısında da  içinm →∞    

 ( ) ( )
2 2, ,   zayıf    m mN Nx t x tψ ψ ψ ψ



  

2 (0, )L l  de yakınsaması yazılır. Böylece, herhangi [ ]0,t T∈  için ( ) ( )2, 0,N x t L lη ′ ∈  

fonksiyonu ve m →∞  için 
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, , , , , ,m m
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N N N Nx t x t x t dx x t x t x t dxψ ψ η ψ ψ η′ ′→∫ ∫   (61) 

 limit bağıntısının geçerli olduğunu kolaylıkla yazabiliriz. Burada
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N
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k
x t t u x N Nη η

′
′

=

′= ≤∑  dir. 

 

Böylece, herhangi [ ]0,t T∈  ve m →∞  için (57) özdeşliğinin limitini alırsak (55), (56) 

ve (61) limit bağıntılarını kullanarak 
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t x x
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integral özdeşliğini elde ederiz. Burada ( ) ( ) ( )
1

, ,  
N

N
k m

k
x t t u x N Nη η

′
′

=

′= ≤∑  dır. 

Herhangi [ ]0,t T∈  için ( ),N x tη ′  fonksiyonlarının kümesi ( )2 0,L l  uzayında yoğun 

olduğundan N ′ → ∞  için yukarıdaki integral özdeşliğinin limitini alırsak, herhangi 

[ ]0,t T∈  ve ( ) ( )2., 0,t L lη ∈  için  

 
( ) ( )

( )

2
2

0 1 22
0

, 0

l

i a ia a x v t ia f
t x x

x t dx

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

η

 ∂ ∂ ∂
+ + − + + − ∂ ∂ ∂ 

× =

∫   (62) 

özdeşliği elde edilir. Böylece (62) integral özdeşliğinden (53) ile tanımlı ( , )x tψ  

fonksiyonunun (3) denklemini herhangi [ ]0,t T∈  ve hemen hemen ( )0,x l∈  için 

sağladığını kolaylıkla söyleyebiliriz.  
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Şimdi ( , )x tψ limit fonksiyonunun (4) başlangıç şartını sağladığını gösterelim:  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22

0 0

2

0

0 ,0 2 ,0 ,0

2 ,0

m

m

l l
N

l
N

x x dx x x dx

x x dx

ψ ϕ ψ ψ

ψ ϕ

≤ − ≤ −

+ −

∫ ∫

∫
  (63) 

eşitsizliğinin geçerli olduğu açıktır. 0t =  için (58) limit bağıntısını ve  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,0 0 ,  0,
m m

m m m

N N
N N N

k k k k
k k

x C u x u x x x lψ ϕ ϕ
= =

= = = ∈∑ ∑   

 başlangıç şartını kullanarak m →∞  için (63) eşitsizliğinin limitini alırsak  

 ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2

0,
0

0 ,0 .,0 0
l

L l
x x dxψ ϕ ψ ϕ≤ − = − ≤∫   

eşitsizliğini elde ederiz. Buradan da hemen hemen ( )0,x l∈  için 

 ( ) ( ),0x xψ ϕ=   

eşitliği yazılır.  

 

Bu durumda ( ),x tψ  fonksiyonunun  (4) başlangıç şartını sağladığı görülür. 

 

Şimdi ( ),x tψ  fonksiyonunun (5) sınır şartlarını sağladığını gösterelim. 0B  uzayının 

[ ] ( )( )1
2 20, , 0,L T W l  uzayına kompakt gömüldüğü açıktır [23]. Ayrıca ( )1

2 0,W l  uzayı 

[ ]0,C l  uzayına kompakt gömüldüğünden, ( )}{ ,mN x tψ  dizisinin [ ] [ ]( )2 0, , 0,L T C l  

uzayında ( ),x tψ  fonksiyonuna kuvvetli yakınsadığını söyleyebiliriz. Yani herhangi 

[ ]0,x l∈  ve m →∞  için 

 ( ) ( )
[ ]2

2

0,
,. ,. 0mN

L T
x xψ ψ− →   (64) 

limit bağıntısı geçerlidir. (64) den 0x =  ve x l=   için  

 ( ) ( )
[ ]

( ) ( )
[ ]2 2

2 2

0, 0,
0,. 0,. 0,  ,. ,. 0m mN N

L T L T
l lψ ψ ψ ψ− → − →   (65) 

limit bağıntıları yazılır. 

 

Eğer m →∞  için 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22

0 0 0

2 22

0 0 0

0 0, 2 0, 0, 2 0, ,

0 , 2 , , 2 ,

m m

m m

T T T
N N

T T T
N N

t dt t t dt t dt

l t dt l t l t dt l t dt

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

≤ ≤ − +

≤ ≤ − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

eşitsizliklerinde limite geçersek ve herhangi [ ]0,t T∈  için 

( ) ( )0, , 0m mN Nt l tψ ψ= =  sınır şartlarını ve (65) limit bağıntılarını kullanırsak 

 
( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

2

2

2 2

0,
0

2 2

0,
0

0 0, 0,. 0

0 , ,. 0

T

L T

T

L T

t dt

l t dt l

ψ ψ

ψ ψ

≤ = ≤

≤ = ≤

∫

∫
  

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan da hemen hemen [ ]0,t T∈  için 

 ( ) ( )0, , 0t l tψ ψ= =   

yazılır.Yani ( ),x tψ  limit fonksiyonu (5) sınır şartlarını sağlar. Dolayısıyla ( ) 0,x t Bψ ∈  

olur. 

 

(55) ve (56) limit bağıntılarını kullanarak mN N=  ve m →∞  için (20) eşitsizliğinin alt 

limitini alırsak, ( ) 0,x t Bψ ∈  limit fonksiyonu için (16) değerlendirmesinin geçerli 

olduğunu elde ederiz. 

 

Şimdi, (3)-(5) sınır değer probleminin 0B  uzayında tek çözüme sahip olduğunu 

gösterelim: 

 

Farz edelim ki ( ),x tψ  ve ( ),x tφ  fonksiyonları (3)-(5) probleminin 0B  uzayında iki 

farklı çözümü olsun ve ( ) ( ) ( ), , ,x t x t x tω ψ φ= −  ile gösterelim. ( ) ( ),  ve ,x t x tψ φ  

fonksiyonları (3)-(5) probleminin çözümleri olduğundan 

 ( ) ( ) ( )
2

2
0 1 22 ,i a ia a x v t ia f x t

t x x
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂

+ + − + + =
∂ ∂ ∂

       (66) 

 ( ) ( ) ( ),0 ,   0,x x x lψ ϕ= ∈   (67) 

 ( ) ( ) ( )0, , 0,   0,t l t t Tψ ψ= = ∈   (68) 
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ve 

 ( ) ( ) ( )
2

2
0 1 22 ,i a ia a x v t ia f x t

t x x
φ φ φ φ φ φ φ∂ ∂ ∂
+ + − + + =

∂ ∂ ∂
  (69) 

 ( ) ( ) ( ),0 ,   0,x x x lφ ϕ= ∈   (70) 

 ( ) ( ) ( )0, , 0,   0,t l t t Tφ φ= = ∈   (71) 

problemleri yazılır.  

 

Böylece (66) ve (69) denklemlerinin, (67) ve (70) başlangıç şartlarını ve (68), (71) sınır 

şartlarını kullanarak ( ),x tω ω=  fonksiyonunun aşağıdaki sınır değer probleminin 

çözümü olduğunu elde ederiz:                    

( ) ( ) ( )
2

2 2
0 1 2 22 0i a ia a x v t ia ia

t x x
ω ω ω ω ω ω ψ φ φωψ∂ ∂ ∂
+ + − + + + + =

∂ ∂ ∂
                    (72) 

 ( ) ( ),0 0,   0,x x lω = ∈   (73) 

 ( ) ( ) ( )0, , 0,   0, .t l t t Tω ω= = ∈   (74) 

 

Şimdi, (72)-(74) probleminin çözünü değerlendirelim. Bunun için (72) denkleminin her 

iki tarafını ( ),x tω  ile çarpalım ve sonra tΩ  bölgesi üzerinden integralleyelim bu 

durumda  

 
( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

0 12

2 2 2 2
2 2 0

t

i a ia a x v t
t x x

ia ia dxd

ω ω ωω ω ω ω ω

ω φ ψ φψ ω τ

Ω

 ∂ ∂ ∂
+ + − + ∂ ∂ ∂

+ + + =


∫
  

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin sol tarafındaki ikinci terime kısmi integrasyon 

uygularsak ve (74) şartını kullanırsak   

 
( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

0 1

2 2 2 2
2 2 0

t

i a ia a x v t
t x x

ia ia dxd

ω ω ωω ω ω ω

ω φ ψ φψ ω τ

Ω

 ∂ ∂ ∂
− + − +

∂ ∂ ∂
+ + + =


∫
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eşitliğini elde ederiz. Yukarıdaki eşitlikten onun kompleks eşleniğini çıkarırsak

( ) ( )
( ) ( )( )

2 2 2 2
1 2

2 2
2

2

0
t t

i dxd ia dxd ia
t x x

ia

ω ωω τ ω ω τ ω φ ψ

φψ ω φψ ω

Ω Ω

∂ ∂ ∂ + + + + ∂ ∂ ∂ 

+ + =

∫ ∫
 

yazılır. Burada  

 

( )

( )

2
1 1

0 0

2
1

00

,

0

t

t l

t l

ia dxd ia dxd
x x x

ia x t d

ω ωω ω τ ω τ

ω τ

Ω

∂ ∂ ∂ + = ∂ ∂ ∂ 

 =   
=

∫ ∫ ∫

∫   

ve  

 ( ) ( )( ) ( )2 2 2
2 2 2 Re( )ia iaφψ ω φψ ω φψ ω+ =   

olduğunu dikkate alırsak  

 ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2
2 22 2 Re 0

t

a a dxd
t
ω ω φ ψ φψ ω τ

Ω

∂ + + + = ∂ ∫   

eşitliğini elde ederiz. Buradan (73) başlangıç şartını kullanarak  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2 2 2 2 2
2 20,

., 2 2 Re
t t

L l
t a dxd a dxdω ω φ ψ τ φψ ω τ

Ω Ω

+ + = −∫ ∫   

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafının  mutlak değerini alalım ve Young 

eşitsizliğini uygulayalım. Böylece  

 
( ) ( ) ( )

( )
2

2 2 2 2 2
2 20,

2 2 2
2

., 2 2
t t

t

L l
t a dxd a dxd

a dxd

ω ω φ ψ τ φ ψ ω τ

ω φ ψ τ

Ω Ω

Ω

+ + ≤

≤ +

∫ ∫

∫
  

olup 

 ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2
20,

., 0
t

L l
t a dxdω ω φ ψ τ

Ω

+ + ≤∫   (75) 

eşitsizliğini elde ederiz.  

 

(75) bağıntısından 

 [ ] ( ) ( )2

2

0,
herhangi 0,  için ., 0

L l
t T tω∈ =   
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 yazılır. Buradan da herhangi [ ]0,t T∈  ve hemen hemen ( )0,x l∈  için ( ) ( ), ,x t x tψ φ=  

eşitliği yazılır. Yani (3)-(5) sınır değer problemi 0B  uzayında tek çözüme sahiptir. 

 

 

4. 2. Neumann Probleminin Çözümü 

 

(9)-(11) başlangıç sınır değer probleminin çözümü için aşağıdaki teorem geçerlidir:  

 

Teorem 4. 2. 1. Farz edelim ki ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  ,  ,a x v t x f x tϕ  fonksiyonları sırasıyla (12), 

(13), (14) ve (15) şartlarını sağlasın. Bu durumda (9)-(11) sınır değer probleminin 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )0 2 1
1 2 20, , W 0, 0, , 0,B C T l C T L lψ ∈ ≡ ∩  uzayına ait olan tek çözümü vardır 

ve bu çözüm, herhangi [ ]0,t T∈  için  

 
( ) ( )

( )
( )(

( ) ( ) ( ) )

2 2 12
2 2 22

2

1 0,1 0,1
2 2 2

2
2 2 6 6

23 0, (0, ) (0, )0,
(0, )

18 2 6

0,

.,
.,

W l W l W lW l
L l

W l W W

t
t c

t

f f

ψ
ψ ϕ ϕ ϕ

ϕ
Ω Ω

∂
+ ≤ + +

∂

+ + +

  

değerlendirmesini sağlar. Burada 23 0c >  sabiti , ,f tϕ  den bağımsızdır. 

 

Teorem 4. 2. 1  in ispatı teorem 4. 1. 1  in ispatına benzer olarak kolaylıkla 

gösterilebilir. 

 

Not: Teorem 4. 2. 1 in ispatı için 2
2 (0, )W l  uzayında fonksiyonların temel bir sistemi 

olarak 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0 2 ,  0,

0
1,2... için  0

k
k k k k

k k

d u x
Lu x a a x u x u x x l

dx
du du l

k
dx dx

λ= − + = ∈

= = =

  

öz değer probleminin ,  1, 2,...k kλ =  öz değerlerine karşılık gelen ( )k ku u x=  öz 

fonksiyonları göz önüne alınır. 
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5. SONUÇ 

 

Bu çalışmada; 

            ( ) ( ) ( )
2

2 1 02, , , , , , 0r x t r x t r x t
t x x
ψ ψ ψε ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

                                  

denkleminin özel bir durumu olan 

           ( ) ( ) ( )
2

2
0 1 22 ,i a ia a x v t ia f x t

t x x
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂

+ + − + + =
∂ ∂ ∂

  

biçiminde bir Schrödinger denklemi için Dirichlet ve Neumann problemleri 

incelenmiştir. 

[2]-[12] çalışmalarında hep ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 0 0, , , ,  , , 0,  , , , ,r x t r x t r x t r x t r x tψ ψ ψ ψ= = =  

olduğunda elde edilen Schrödinger denklemi için sınır değer problemleri çalışılmıştır. 

Bu çalışmada ise yukarıdaki çaışmalardan farklı olarak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1 0 0, , , ,  , , , ,  , , , ,r x t r x t r x t r x t r x t r x tψ ψ ψ ψ= = =  olduğunda elde edilen 

Schrödinger denklemi için sırasıyla Dirichlet ve Neumann problemleri incelenmiştir. 

Her iki problem için Galerkin metodu kullanılarak sınır değer problemlerinin 

çözümünün varlığı ve tekliği ispatlanmıştır. Göz önüne alınan lineer olmayan 

Schrödinger denklemi ve şartların farklılığı nedeniyle bu tez çalışması önceki 

çalışmalarda incelenen Schrödinger denkleminden daha genel ve daha günceldir.  
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