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OZET

Bu c¢alismada, Jacobsthal dizisinin yapisal 6zellikleri ve N>4 ve m>2 olmak iizere
C, ve C, devirli gruplarmm C xC_ direkt ¢arpimlari i¢in olusturulan Cayley

diyagrammin Adjacency matrisi kullanilarak Adjacency-Jacobsthal dizisi tanimlandi.
Ayrica, Adjacency-Pell dizisinin karakteristik polinomu yardimiyla belirlenen Circulant
matrisi kullanilarak genellestirilmis Adjacency-Pell-Circulant dizisi tanimlandi. Buna
ek olarak, genellestirilmis Adjacency-Pell-Circulant dizisi yardimiyla da Adjacency-
Pell-Circulant dizisi tiiretildi. Tanimlanan dizilerin {irete¢ matrisleri Companion
matrisler formatinda belirlenerek gerek iirete¢ matrislerin gerekse dizilerin yapisal
ozellikleri yardimiyla bu dizilerin, Binet formiilleri, permanental, iistel ve toplamsal

temsilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve sonlu toplamlari gibi ¢esitli 6zellikleri belirlendi.

2017, 106 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Adjacency-Jacobsthal Dizileri, Matris, Grup, Periyot, Adjacency

Matrisi, Circulant Matrisi, Pell Dizileri.



ABSTRACT

In this work, the Adjacency-Jacobsthal sequence is defined by using the structural
properties of the Jacobsthal sequence and the Adjacency matrix of the Cayley diagram
for direct product of two cyclic groups of order n ve m. Also, the generalized
Adjacency-Pell-Circulant sequences are defined by using the Circulant matrix which is
obtained from characteristic polynomials of the Adjacency-Pell sequences. Furthermore,
the Adjacency-Pell-Circulant sequences are derived by the aid of the generalized
Adjacency-Pell-Circulant sequences. The generating matrices of the sequences defined
are decided in the Companion matrix forms and then the miscellanous properties of the
sequences defined are obtained such as Binet formula, permanental, the exponential

representation and the sums, generating functions and finite sums.

2017, 106 Page

Keywords: The Adjacency-Jacobsthal Sequence, Matrix, Group, Period, The

Adjacency Matrix, The Circulant Matrix, Pell Sequence.



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

e Grubun birim elemant
R Reel sayilar kiimesi
7 Tamsayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi
G Grup
|G| Grubun mertebesi
G= <A> A dan iiretilen grup
G/H G nin H ye gore boliim grubu
H<G H, G ninalt grubu
HAG H, G ninnormal alt grubu
(H,+,.) Halka
A:(aij )mxn mxn boyutlu matris
A= (aij )nxn nxn boyutlu kare matris
A A matrisinin transpozu
I nxn mertebeden birim matris
E Elemanter matris

detA A matrisinin determinanti
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1.GIRIS

Bilindigi gibi disiplinler aras1 iliski noktasinda indirgemeli dizilere sikca
rastlanmaktadir. Bu tiir ¢aligmalara 6rnek olarak [1, 5, 32, 48, 56] daki bilimsel ¢iktilar

verebiliriz.

Cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin iirete¢ matrisi, lirete¢ fonksiyonu, Binet formiil,
iistel, permanental ve toplamsal temsilleri vb. gibi ¢esitli 6zellikleri bir¢cok bilim insan1
tarafindan c¢alisilmis ve calisilmaya devam edilmektedir. Bu calismalardan giincel
olanlara 6rnek olarak [6, 14, 16, 17, 32, 33, 36, 38, 40, 44, 49, 68, 70] deki ¢alismalarmi
verebiliriz. Bu galismalarin birgogunda gesitli sonuglar elde edebilmek igin indirgemeli

dizilere karsilik gelen matrisler kullanilmistr.

Bu durumun tam tersine matrisler kullanilarak indirgemeli dizilerin tanimlanmasi ise,

ilk olarak [16, 17, 21, 38] deki ¢calismalarinda ortaya atilmis ¢ok yeni bir yontemdir.

Deveci, Akiiziim ve Artun, [27] deki ¢alismalarinda iirete¢ matrislerinin karakteristik
polinomlarma karsilik gelen Circulant matrisleri yardimiyla Adjacency-Pell-Circulant
dizisini tamimlamiglardir. Tanimlanan bu dizinin {rete¢ fonksiyonlarini, tistel

temsillerini ve yapisal 6zelliklerini kullanarak Binet formiillerini belirlemislerdir.

Deveci ve Artun, [26] daki ¢alismalarinda uygun baslangi¢ degerleri ve indirgeme
bagmtilart belirlenmek suretiyle Adjacency-Jacobsthal tipli indirgemeli dizileri
tanimlamiglardir. Tanimlanan bu dizinin determinant ve permanent degerlerini, lireteg
fonksiyonlarmi, lrete¢ matrislerinin kuvvetlerini ve yapisal Ozelliklerini kullanarak
Binet formiillerini, permanental, {istel ve toplamsal temsillerini ve sonlu toplamlar1 gibi

cesitli 6zelliklerini belirlemislerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1.Grup Takdimleri
Tanim 2.1.1: K bir kiime olsun. KxK dan K ya taniml

*KxK>K, (x,y)—>x*y

fonksiyonuna K iginde bir ikili islem denir. Bu takdirde (K,*) ikili iglemine cebirsel

yap1 denir [45].

Ornek 2.1.1: Reel elemanli 2x2 matrislerinden olusan R*? kiimesi iginde matris

toplami1 ve matris ¢arpimi ikili islem olusturur [45].

Tanmim 2.1.2: G bos olmayan bir kiime ve bu kiime iizerinde bir ikili islem * olsun.
Buna gore eger asagidaki sartlar saglanirsa (G, *) cebirsel yapisina (ya da G kiimesine

* iglemine gdre) bir grup denir.
G,) VabeG igin a*beG (Kapahlik sartr)
G,) Va,b,ceG icin a*(bx*c)=(a*b)*c (Birlesme dzelligi)

G;) VaeG i¢in a*e=e*a=a olacak sekilde bir e G vardir. (Birim

elemanimn varligi)

G4) G kiimesindeki her bir @ i¢in €, G nin birim eleman1 olmak {izere
a*a =a *a=e

olacak sekilde @' € G vardir (Ters elemanim varlig1) [66].

Ornek 2.1.2: M, (R) elemanlar1 reel say1 olan biitiin 2x 2 matrislerin kiimesi, yani

MZ(R)z{E (ﬂ:a,b,c,del@}



ise 0 zaman bu kiime matrislerin toplama iglemine gore bir gruptur [66].
Tanim 2.1.3: (G,*) bir grup olmak lizere Va,beG igin

a*b=b*a
oluyorsa bu gruba degismeli (komiitatif ya da abelyan) grup denir [66].

Tamm 2.1.4: Eger Tanim 2.1.2 deki sadece G, ve G, sartlar1 saglanirsa o zaman (G,*)

cebirsel yapisina bir yar1 grup denir.
Ornek 2.1.3: R reel sayilar kiimesi iizerinde * ikili islemi R™ =R\ {O} olmak tizere
a,beR"i¢in

a*b=max{a,b}

seklinde tanimlanirsa, bu durumda (R* ,*) bir yar1 gruptur [66].

Teorem 2.1.1: (G,*) bir grup olsun. Buna gore

() G nin birimi tektir.

(i) G nin her elemaninin tersi tektir.

(ili) aeG igin a*a=a ise a=e dir.

(iv) G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 gecerlidir. Yani a,b,c€G i¢in
a*b=a*c ise b=c (soldan kisaltma kuralr)
b*a=c*a ise b=c (sagdan kisaltma kuralr)

(v) a,beG i¢cin a*x=Db ve y*a=»b denklemlerinin G deki islemleri tektir.

(vi) acG icin(a™) =a dir [66].



Tanim 2.1.5: G bir grup ve &= H < G bir alt kiime olsun. H, G de tanimlanan ikili

isleme gore bir grup ise H ye, G nin bir alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.

Tamm 2.1.6: H ={e} ve H =G alt kiimeleri daima G grubunun alt gruplaridir.

H= {e} alt grubuna asikar alt grup ve G den farkli her H alt grubuna da 6z alt grup

denir. Eger H, G nin bir 6z alt grubu ise H <G ile gosterilir.

Tamm 2.1.7: G bir grup ve &= AcG olsun. G grubunun A y1 igeren biitiin alt
gruplarinin ailesinin ara kesitini < A> ile gosterelim. Bu takdirde < A>, G nin bir alt
grubudur. Bu alt grup A yi1igeren en kiigiik alt gruptur ve A tarafindan iiretilen alt grup

olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.8: G bir grup ve H <G olsun. Eger her geG i¢in gHg™" =H oluyorsa

H ye, G nin bir normal alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.

Tanim 2.1.9: N, G nin bir normal alt grubu olsun. G/N kiimesi iizerinde

(Ng)(Nh): N (gh) ile bir ¢arpim tanimlansin. Bu takdirde G/N bu ¢arpima gore

mertebesi [G: N] olan bir gruptur. Bu gruba N ile G nin bdliim (faktdr) grubu denir.

Tamm 2.1.10: G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. H <G ve H<K <G den

K =G elde edilirse H alt grubuna, G nin bir maksimal alt grubu denir.

E={e} olmak iizere E<H ve E<K<H dan K=E elde edilirse H alt grubuna,

minimal alt grup denir.

Tamm 2.1.11: G bir grup olmak tizere H :{a" :neZ} alt grubuna G nin a

elemani tarafindan tiretilen devirli alt grubu denir ve (a) ile gosterilir.

Yani,

a:{a” ‘Ne Z}:H dir.



Buradan hareketle devirli grup su sekilde de tanimlanabilir:

G bir grup olmak tizere G de G= {a” ‘ne Z} olacak sekilde bir @ elamani varsa o

zaman G grubuna devirli grup denir. Béylece bir @ elamanina G nin iireteci denir ve

G= <a) seklinde gosterilir [66].

Tanmm 2.1.12: G bir grup ve aeG olsun. a nm irettigi (a) devirli grubunun
mertebesine a elemanimin mertebesi denir ve 0(a) ile gosterilir [11].
Teorem 2.1.2: Her devirli grup degismelidir [66].

Teorem 2.1.3: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir [66].

Teorem 2.1.4: G bir grup, a€G ve a nmn mertebesi N yani o(a)=n olsun. Buna

gore [66];

(i) Eger a nm mertebesi sonsuz ise o takdirde @ nin biitiin farkli kuvvetleri grubun

farkli elemanlaridir.

(ii) Eger a nm mertebesi sonlu ise yani a" =e sartm saglayan en kiigiik pozitif

tamsay1 N ise o takdirde a nin iirettigi devirli grubun yani (a) nin mertebesi de n dir.
Diger bir deyimle,

<a>:{e,a,a2,...,a"‘l}
dir.

(iii) @ nin mertebesi sonlu ve N olmak iizere a“=a' olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k=l (mod n) olmasidir.

(iv) o(a)=n sonlu olmak iizere a“ =e olmas igin gerek ve yeter sart n| k olmasidir.



Sonug 2.1.1: G=a sonlu bir devir grubu ve o(G)=k <oolsun. H ={e} ve a"eH

olacak sekilde n>0 pozitif tamsayilarmm en kii¢iigii M olmak iizere H =a™ oldugu
kabul edilsin. O halde,

mk ve o(H)=

dir [66].
Uyan 2.1.1: G =(a) sonsuz mertebeli bir devir grubu ise o takdirde a" nin biitiin

kuvvetleri farkli olacagindan H = <am> devir grubu da sonsuz olur [66].

Teorem 2.1.5: G =(a) ve 0(G)=n olan bir devirli grup olsun. O takdirde G nin a“
tarafindan iiretilmesi i¢in yani G =<ak> olmasi i¢in gerek ve yeter sart k ile n nin

aralarinda relatif asal yani (k, n) =1 olmasidir [66].

Ispat: = Olmayana ergi yontemi ile ispati yapalim. Bir an i¢in (k,n)=d >1 oldugunu
varsayalim. O zaman buradan d|k ve d|n ya da sirasi ile k =dt ve n=dr yazilir. Bu

durumda,
() =(a") =(a) =(a") ¢
Syle ki
o(a“)<r<n
dir. Buise @* nin G nin bir iireteci olmadigimni gosterir. Ciinkii
G= <ak>
olsaydi 0 zaman G =(a) oldugundan o(a)=n dolayist ile 0(a“)=n olmaliyd:. Bu bir

celiskidir. Dolayis1 ile eger G = <ak> ise 0 zaman (k,n)=1 olmalidur.



< (k,n)=1 olsun. Buna gére G = <ak> oldugu gosterilmelidir.
Gc <ak>

oldugu aciktir. Ciinkii a“ €G ve G bir grup oldugundan kapahlik 6zelliginden dolay:

a* nin kuvvetleri G ye aittir. Simdi ters kapsama gosterilir ise,
(k,n)=1=ku+nv=1

olacak sekilde u,v tamsayilar1 vardir. O halde

ku+nv ku o nv

a=a =a a

yazilir. Diger taraftan G = <ak> ve 0(G)=n oldugundan o(a)=n dir. Bdylece

olup buradan a = a" esitligi elde edilir. Buna gére a™ € G ise o takdirde
= (@) = ()" <fa)
yazilir. Bu da,
Gc <ak>
olmasini gerektirir. Boylece G = <ak> esitligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Sonug 2.1.2: Bir k tamsayisinin (Zn , +) grubunun bir iiretici olmasi i¢in gerek ve yeter

sart (k,n)=1 olmasidir [66].

Bir H kiimesi ile bu kiime iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (.) ikili islemlerinden

olusan cebirsel yap1 ( H,+, ) ile gosterilir.

Tamm 2.1.13: Bir cebirsel yaps, (H,+, ) verilmis olsun. Eger H kiimesindeki her

X,Y,Z elemanlar1 i¢gin



x(y+2)=(xy)+(x2)
ise, ( H,+, ) da sol dagilma 6zelligi vardir denir. Her X,Y,Z€H i¢in

(x+y)z=(xz)+(yz)
ise, (H,+,.) da sag dagilma 6zelligi vardir denir [45].

Tanmim 2.1.14: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin herhangi
bir eleman1 S nin sonlu sayidaki elemanlarmin ve bu elemanlarin terslerinin bir ¢arpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi tizerinde serbesttir denir [42].

Tamm 2.1.15: X bir kiime; F(X), X iizerinde serbest grup ve R F(X) olsun.

G=(X:R) ye G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine

tanimlayict gerenler kiimesi ve reR icin =€ olacak sekildeki denklemlerin
kiimesine ise tanimlayic1 bagntilar kiimesi denir, r elemanlarina da bagmtilar denir.

Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak tizere bir G grubu (X : R) seklinde takdim

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir [42].

Tanmm 2.1.16: G=(X:R) ve H=(Y:S) olmak ilizere GxH direkt carpimu,
[X,Y]:{[x,y]:XeX,er}
GxH=(X,Y:R,S,[R,S])

seklinde tanimlanir [42].
Tamm 2.1.17: G, J —gerenli bir grup ve

X =46, %0, X, )€ GxGx--xG|({X, X,,.., X, p =G} esitligi verilsin. O halde
i

(xl,xz,...,xj) ye G nin bir geren j— lisi denir.

Tamm 2.1.18: n>3 i¢in Q,, Quaternion grubu,



2

Q.. :<X, y,ZZXZWl =g, y2 =X H, y—le:X_1>

seklinde takdim edilir.

Tanim 2.1.19: 2n mertebeli D,, Dihedral grubu,
D,, :<a,b ‘ a" =b? =(ab)’ :e> ,N>3 igin

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.1.20: Bostan farkl bir R kiimesi iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (.) denilen
iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman (R,+,.)

cebirsel yapisina bir halka denir.
R,) (R,+) degismeli bir gruptur.
R,) R kiimesi ¢arpma islemine gore kapahdir. Yani Va,b e Rigin abeR dir.

R,) R kiimesi ¢arpma islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Yani Va,b,c€R igin

a(bc) = (ab)c dir.

R,) Carpma igleminin toplama islemi tizerine sagdan ve soldan dagilma &zelligi vardir.

Yani Va,b,ceR ic¢in
a(b+c)=ab+ac
ve
(b+c)a=ba+ca
dir [66].
Ornek 2.1.4: F kiimesi R den R ye biitiin fonksiyonlarin kiimesi olsun. Yani
F={f:f:R>R}

olsun. Fonksiyonlarin bilinen toplamina gore yani VxR ve Vf,g € F i¢in



(f+9)(x) = f(x)+9(x)
islemine gore (F,+) degismeli bir gruptur. Eger ¢arpma islemi de
(fg)(x) = f(x)g(x)

seklinde tanimlanirsa o takdirde (F,+,.) cebirsel yapismin bir halka oldugu kolayca
goriilebilir [66].

Tamm 2.1.21: Birimli bir H halkasinda 1, #0, ise ve H’ nin sifirdan farkl her

eleman tersinir ise, H ye bir aykir1 cisim denir [45].
Tamim 2.1.22: Eger H degismeli aykir1 cisim ise, H ye bir cisim denir [45].

Ornek 2.1.5: (Q,+,.), (R,+,.), ((C+,.) cebirsel yapilar1 bir cisim olmasina karsilik

(Z,+, ) tamsayilar halkasi bir cisim degildir. Gergekten sozgelimi 2 € Z nin garpmaya

gore tersi % olup %%Z oldugundan (Z,+, .) bir cisim olamaz [66].

2.2.Matris Cebiri

Tanim 2.2.1: F bircisimve a; e F (1<i<m, 1< j<n) olmak iizere

& dp ... &y
a d, ... 4,
A Ay Ay

seklindeki bir dikddrtgen tabloya matris denir. i=12,...m icin r=[a,,a,,....&,]

ifadesine matrisin satirlar1 ve j=12,...,n igin

8

10



ifadesine de matrisin siitunlar1 denir. M satirli N siitunlu bir matrise Mxn boyutlu

(mertebeli) ya da kisaca bir mxn matrisi denir. i—inci satir ve j—inci siitunun

kesisiminde bulunan cismin elemanina matrisin (i, j)—inci elemani1 denir. Matris kisaca
A= (aij )mxn notasyonu ile gosterilir [65].

Teorem 2.2.1: A B ve C ayni mertebeden matrisler ve 4,4, birer skaler olmak tizere,
(i) A+B =B+ A (degisme 6zelligi)

(i) A+ ( B+ C) = (A+ B) +C (birlesme 6zelligi)

(i) A+0= A (etkisiz eleman)

(iv) A-A=0

(v) 4(A+B)= 1A+ 4B

(Vi) (A4 +4)A=4A+ LA

(vii) (44 ) A=4(2A)

(viii) LA=A

ozellikleri vardir [3].

Tamm 2.2.2: Bir satir matris ile bir siitun matrisinin ¢arpilabilmesi i¢in onlarin her
Vl

birinin ayni1 elemana sahip olmasi gerekir. Eger u:[ul,...,um] ve v=| : | ise, 0

zaman UV asagidaki gibi tanimlanan 1x1 bir matristir [65]:
m
W =[uV, +UV, +...+u.v, [=| D uy,
=1

Tanim 2.2.3: A:[aij] bir mxr—matris ve B:[b,j] bir rxn-—matris ise bunlarin

carpimi 1=12,...,m; j=12,...,n i¢in

11



irrj

)
Cj =auby; +apb, +...+ab, = Zaikbkj
k=1

olmak iizere AB = [cij } , Mxn—matristir [3].

Teorem 2.2.2: Eger A=(a; B=(b;)

ij /mxn

ve C=(c;),, ise, 0 zaman matrislerin

nxt

carpma islemine gore birlesme (assosyatif) kurali denilen agagidaki kural gegerlidir:
A(BC)=(AB)C (2.1)

Ispat: Ispat icin matrislerin esitligi tanimi kullanilacaktir. Buna gore eger (2.1)

esitliginin her iki tarafindaki matris c¢arpimlarindan elde edilen matrislerin

mertebelerinin ve karsilikli elemanlarmin esit oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir.

Once (2.1) esitliginin sol tarafin1 goz oniine alalim. BC =D ve D nin genel elemanini

d; ile gosterilirse, o zaman
BC = (b, )nxt (e, )txq =(d, )nxq =D
ve
dy = ibucjk (2.2)
k=1

yazilir. Simdi ise det( AB)=(detA)(detB) A(BC)=AD=E ve E nin genel elemani

e; olarak alinirsa, bu takdirde

AD = (a‘ij)mxn (dij)nxq = (eij)qu =E (2-3)

ve
eij = z aisdsj (24)
s=1

yazilir. (2.2) ifadesinden

12



dg = stkckj (2.5)

esitligini yazmak miimkiindiir. (2.5) ifadesi (2.4) de yerine yazilirsa

e = Z;als (stkckJ J

= iiais (bskckj )

k=1 s=1

n

Z ( is'-'sk )ij (2.6)

t
k=1 s=

elde edilir. Simdi de esitligin sag tarafin1 g6z oniine alahm. AB=F ve F nin genel

elemanmna f; denilirse, 0 zaman

AB = (a” )mxn (b”. )nxt =( i )mxt =F

ve
flj Z a'IS sj (27)

yazilir. Bu defa da (AB)C=FC =G ve G nin genel elemanmna g denirse, 0 zaman

da
(AB)C FC ( f|J )m><t (CU )txq ( )qu = G (28)
ve
t
g; = Z fikckj (2.9)
k=1
yazilir. (2.7) ifadesinden
f _Zals sk (210)

13



yazmak miimkiindiir. (2.10) ifadesi (2.9) da yerine yazilirsa

= Zt: (a'isbsk )ij (2'11)

elde edilir. Boylece (2.3) ve (2.8) ifadelerinden E ve G matrislerinin mertebelerinin
esit oldugu, (2.6) ve (2.11) den E ve G nin karsilikli elemanlarinin esit oldugu
sonucu ortaya ¢ikar. Yani E=G olur. Bu ise (2.1) esitliginin dogru oldugunu gosterir

[65].

Teorem 2.2.3: () A=(a;) i

B =(b. )M ve C =<cij )M olmak {izere, sol dagilma

kurali denilen
A(B+C)=AB+AC (2.12)
kurali gegerlidir.
(i) A= (aij) B= (b.. )txm ve C= (Cij )txm olmak {lizere, sag dagilma

)
mxn g

kurali denilen
(B+C)A=BA+CA (2.13)
kurali gegerlidir [65].

Ispat: (i) Once (2.12) nin sol tarafin1 géz oniine alallm. B+C =D ve D nin genel

eleman: d; olsun. Bu durumda

B+C= (b'l )nxt +(Cii )nxt - (dii )nxt =D

ve

14



d. =b. +c (2.14)

yazilir. Simdi de A(B+C)=AD=E ve E nin genel elemann €; oldugunu

farzedelim. Buna gore

AD = (8, ) (0 ) = (€ ) = (215)
ve
e, = a,d, (2.16)
k1
yazilir ve (2.14) den
dy =by +¢ (2.17)

yazilabilecegi kolaylikla goriiliir. Boylece (2.17) ifadesi (2.16) da yerine yazilirsa

n

€ = kzr;:aik (bkj +Cy; ) = Z(aikbkj +a,Cy )

k=1
= Z aikbkj + Z aikckj (2'18)
k=1 k=1

elde edilir. Simdi de (2.12) ifadesinin sag tarafi g6z Oniine alalim. Burada da AB=Y ;

Y nin genel elemant y;, AC=Z ve Z nin genel elemanin z; oldugu kabul edilsin.

Buna gore
AB = (8 ) mn (B )t = (Vi dma =Y (2.19)
ve
Wzg%% (2.20)
yazilir. Yine ayni sekilde
AC = (&) ren (C )t = (Z)ma =2 (2.21)

15



ve
Zij = Z a‘ikaj (2'22)
k=1

ifadeleri yazilir. Son olarak AB+AC =T ve T nin genel elemani {; ile gosterilirse o

Zaman

AB+AC=Y +Z=(y;) +(z)

(Vi +Z)ma =t e =T (2.23)
tij — Zaikbkj + Zaikckj (224)
k=1 k=1

ifadeleri elde edilir. Bu durumda (2.15) ve (2.23) den E ve T matrislerinin mertebeleri
esit oldugu, yine (2.18) ve (2.24) den Eve T matrislerinin elemanlarinm esit oldugu
sonucu elde edilir. Bu da matrislerin esitligi tanimina gére E=T olmasin1 gerektirir.

Bu esitlik ise (2.12) ifadesinin dogru oldugunu gosterir.
(i) i¢in ispat benzerdir.

Tamm 2.2.4: Her elemani sifir olan matrise sifir matris denir. Sifir matris 0 ile gosterilir

[3].

Tamim 2.2.5: Satir sayisi slitun sayisina esit olan bir matrise kare matris denir.

matrisi 2x2 mertebeden bir kare matristir [3].

Tanim 2.2.6: A:[aij], nxn mertebesinden bir kare matris ise a;,,a,,,a;,...,a,,

elemanlarma A nm asal kosegen elemanlar1 denir. Bir kare matriste asal kosegen

disindaki elemanlar sifirsa matrise kosegen matris denir. Kdsegen matrise 6rnek olarak

16



matrisi verilebilir [3].

Tanmm 2.2.7: Bir kosegen matriste asal kdsegen elemanlar1 birbirine esitse yani

a,=4a,, =a, =...=a, =k ise matrise skaler matris denir. Ornegin;

o o N
o N O
N O O

matrisi bir skaler matristir [3].

Tamim 2.2.8: Bir skaler matriste asal kosegen iizerindeki biitiin elemanlar1 1 ise 0

matrise birim matris denir. nxn mertebeden birim matris | ile gosterilir [3].

Ornegin;

| =[1], |1:L1) ﬂ I, = §

matrisleri birer birim matristir.

o~ O
= O O

Tamm 2.2.9: Bir n-kare A:[aij]matrisi; j>i olan her i,je{L2...,n} icin

a;=0 iken alt tiggen matris ve j<i olan her i,je{l,Z,...,n} i¢in

a; =0 iken iist liggen matris diye adlandirilr.

Buna gore; n-kare A= [aij] altve B = [bij] tist liggen matrisler;
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(a, 0 0 - 0] b, b, by - by, ]
ay a, 0 0 0 b22 b23 b2n
A= Q3 A 0 ve B=| 0 0 b33 bsn
_a'nl a, 3 - A, | L 0 0 o - bnn _

seklindedir [4].

Tamim 2.2.10: Bir n-kare A matrisii A" = A olmasi halinde simetrik matris ve

A" = —A olmasi halinde de ters simetrik matris diye adlandirilir.

2 _
0O 4 3 > 36
) ) . 5 0 1 3| . o e
A=|-4 0 2| terssimetrik matris ve B= a . simetrik bir matristir.
3 20 B
6 3 0 7

Tanim 2.2.11: Eger A=(aij) nkal’e matrisi i¢in & ;,=1 a,=1 ve diger biitiin

nx

elemanlar sifir oluyorsa o zaman A matrisine permiitasyon matris denir [65].
Tamim 2.2.12: Eger A, nxn bir kare matris ve |, Nxn birim matris olmak iizere,
AB=BA=1

olacak sekilde bir nxn tipli bir B matrisi varsa, 0 zaman B matrisine A matrisinin

tersi denir ve B=A" ile gosterilir. Tersi olan matrislere de ters gevrilebilir (diizgiin,

tekil olmayan) matrisler denir [65].
Teorem 2.2.4: Bir kare matrisin tersi varsa o zaman bu ters tektir [65].

Ispat: Bir A kare matrisin B ve C gibi iki tane tersinin oldugunu varsayalim. Bu

durumda ters matrisin tanimindan dolayr A matrisinin tersi B ise,
AB=BA=1 (2.25)
ve eger A matrisinin tersi C ise,

AC=CA=1 (2.26)
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yazilir. Eger B=C oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Bunu i¢in (2.25) ve
(2.26) ifadelerini ve matrislerin ¢arpma igslemine gore birlesme 6zelligini gz Oniine

alarak
B=1 B:(CA)B:C(AB)=C | =C
esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Tamim 2.2.13: Bir terse sahip olan bir A kare matrisine tekil olmayan veya ters
cevrilebilir bir matris denir. Eger A matrisi bir terse sahip degilse, o takdirde A

matrisine tekil veya ters ¢evrilemez matris denir [65].

Teorem 2.2.5: Eger A ve B ters cevrilebilir iki nxn tipli matris ise, o0 zaman AB

carpimi da ters gevrilebilirdir ve
(AB) =B A"
dir [65].

Ispat: Eger A ve B matrisleri ters gevrilebilir matrisler ise, o takdirde ters matris

tanimindan
AA'=A"A=1 ve BB'=B'B=1I
yazilir. Diger taraftan matris ¢arpiminin birlesme 6zelligini kullanarak
(AB)(B*A™)=1 ve (B'A™)(AB)=1I
yazilir. Boylece bunlari birlestirerek
(AB)(B*A™)=(B*A™")(AB)=I

yazmak miimkiindiir. Bu son ifade ise ters matris tanimi geregince AB matrisinin
tersinin B™A™ oldugunu ifade eder. Boylece AB ters gevrilebilirdir ve bu ters(invers)

tek oldugundan

(AB) ' =B A*
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yazilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Tamm 2.2.14: A sifir olmayan bir N kare matris olmak iizere
AB=0

olacak sekilde sifirdan farkli bir B, n kare matris varsa, 0 zaman A matrisine sol sifir

bolen matrisi denir. Yine A sifirdan farkli bir N kare matris olmak lizere
CA=0

olacak sekilde sifirdan farkli bir C, n-kare matris varsa, 0 zaman da A matrisine sag
sifir bolen matrisi denir. Eger A matrisi hem sol sifir bélen matrisi hem de sag sifir

bolen matrisi ise, o takdirde A matrisine sadece sifir bolen matris denir [65].

Teorem 2.2.6: A sifir olmayan bir kare matris olmak iizere eger tersi mevcut ise, o

takdirde A matrisi bir sifir bolen matrisi degildir [65].

Ispat: Eger AB=0 yada CA=0 ve A matrisinin tersi A™ ise, o takdirde
A'(AB)=(A'A)B=IB=B=0

veya
(CA)A"=C(AA™)=CI=C=0

yazilir. Buise A matrisinin bir sifir bélen matrisi olmadigini gosterir.

Tamim 2.2.15: Bir matris agsagidaki sekilde ise satirca indirgenmis formdadir denir [3]:

(i) 1k k tane satir sifirdan farkl ve ( k +1) -inci satir ile bundan sonraki satirlarin tim

elemanlar1 sifirdir.

(i) Her bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman 1 dir ve bu 1 ler s, <s, <...<s, olacak

sekilde s;-inci siitunda bulunurlar.
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(iii) Bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman a; =1 ise j-inci siitundaki a; nin altinda

bulunan tiim elemanlar sifirdur.

Yukaridaki (iii) kosulu “&; nin bulundugu siitundaki diger tim elemanlar sifirdir”

seklinde alinirsa, (i)-(ii) kosullarin1 saglayan matrise satirca indirgenmis esolon
formdadir denir. Satir yerine siitunlar alnarak siitunca indirgenmis form ve siitunca

indirgenmis esolon form elde edilir [3].

Tanmmm 2.2.16: |, nxN birim matris olmak lizere | dan sadece bir elemanter satir
islemi ile elde edilen bir nxn matrise bir elemanter matris denir ve E ile gosterilir
[65].

Teorem 2.2.7: (i) Eger B, mxn matrisi; bir elemanter satir isleminin uygulanmasi ile
A, mxn matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde B matrisi A matrisi ile bu
elemanter satir iglemlerine karsilik gelen MXxM elemanter matrisin ¢arpimina esittir.

Yani eger ¢ ile elemanter satir islemi gosterilirse, o zaman
B=c(A)=¢(l,)A
dir.

(ii) Her elemanter matris ters ¢evrilebilirdir. Ustelik her elemanter matrisin tersi de yine

bir elemanter matristir [65].

Ispat: (i) E; ile . <> r; elemanter satir islemine karsilik gelen elemanter matris, a # 0
olmak iizere E; (a) ile r <> ar satrr islemine karsilik gelen elemanter matris ve

E; () ile <>, +af; satir iglemine kargilik gelen elemanter matris gosterilsin. Buna

gore A= (aij )mxn matris olmak iizere,
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&; &, ... &,
aj 8 iy
E A= 1 1
all ai2 ain
_aml a‘m2 amn n

seklinde bir matris olur. Bu da E;A matrisinin i-inci satir1 ile j-inci satirin yer

degistirilmesi ile elde edilen bir matris oldugunu gosterir. Gergekten |, mxm birim

matris olmak iizere bu birim matrisin i-inci satir1 ile j -inci satirin yer degistirilmesi ile
elde edilen matrise (1) denilir ise ve bu matris ile A matrisi soldan carpilirsa yine

E; A matrisi elde edilir. Buda E; elemanter matrisi igin
B=E,A=s(A)=¢(1,)A
oldugunu gosterir. Benzer sekilde,
B=E (a)A=c(A)=£(1,)A
ve
B=E, (a)A=c(A)=¢(l,)A
oldugu gosterilebilir.

(ii) Basit bir hesap ile

(Eij (“))_1 =E;(-a)
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oldugu goriilebilir. Buradan gercekten elemanter matrislerin ters ¢evrilebilir oldugu ve

ayni zamanda elemanter matrisin tersinin de bir elemanter matris oldugu sonucu ¢ikar.

Tamm 2.2.17: a,,,a,,,8,,a, reel sayilar olmak iizere 2x2 tipinde bir

A {au au}
a‘21 a22

matrisinin determinanti

detA= a8y, — a8y,

formiilii ile tanimlanan bir reel sayidir [65].

Not 2.2.1: Determinant her bir 2x2 matrisine bir reel say1 karsilik getiren bir
fonksiyondur. Bu fonksiyon ilk ii¢ii bir 2x2 matrisin {izerinde satir iglemlerinin etkin

oldugu, asagidaki dort onemli 6zellige sahiptir [65]:

(i) Eger B matrisi; bir k reel sayisi ile A matrisinin bir satirmin ¢arpilmasi ile A

matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde
detB = k.detA
dir.

(ii) Eger B matrisi; A matrisinin satirlarinmn yer degistirilmesi ile A dan elde edilen bir

matris ise, 0 zaman
detB = —detA

dir.

(iii) Eger B matrisi; A nin bir satirinin bir skaler katinin A nin diger satirina ilave

edilmesi ile A matrisinden elde edilen bir matris ise, 0 zaman
detB = detA

drr.
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. 10 .
(iv) det =1 dir.
01
Teorem 2.2.8: Her nxN matrise bir reel sayiy1 karsilik getiren ve asagidaki 6zelliklere

sahip olan bir ve yalnizca bir fonksiyon, det vardir [65]:

(i) B matrisi; verilen bir nxn tipli A matrisinin bir satirinm bir  #0 reel sayisi ile

carpilmasi sonucu A matrisinden elde edildigi her zaman
detB = cdetA

(i) B matrisi; verilen bir nxn tipli A matrisinin herhangi iki satirinin yer

degistirilmesi ile A dan elde edildigi her zaman
detB = —detA

(iii) B, nxn tipli A matrisinin bir satirinin bir skaler katinin diger bir satira ilave

edilmesi ile A dan elde edildigi matris oldugunda

detB = detA
(iv) 1, nxn birim matris olmak tizere

detl =1

dir.
Teorem 2.2.9: A bir nxn kare matris olsun. Buna gore [65];
(i) Eger A matrisinin iki satir1 esit ise , 0 zaman detA=0 dir.
(ii) Eger A matrisi bir sifir satirina sahipse, o zaman detA=0 dur.

Ispat: (i) A matrisinin iki satirmm esit oldugunu farzedelim. B matrisi esit satirlarmn
yer degistirilmesi ile A dan elde edilen bir matris olsun. Bu durumda
detB = —detA yazilabilir. Halbuki yer degistirilen satirlar esit oldugundan B=A dur.
Sonug olarak buradan detA = detB oldugu goriiliir. Boylece

detA = detB = —detA
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ifadesinden detA =0 bulunur.

(i) A matrisinin bir satirmin sifir oldugunu varsayalim. A nin herhangi bir baska
satirin1 segelim ve onu bir B matrisi elde etmek igin sifir satirina ilave edilsin. Bu
durumda detA=detB yazilabilir. Halbuki B matrisi iki esit satira sahip oldugundan
detB =0 yazmak miimkiindiir. Bundan dolay1 detA=0 olur.

Teorem 2.2.10: Bir kdsegen matrisin determinanti matrisin kdsegen elemanlarinin

carpimina esittir [65].

a, 0
T 0 a22 o o
Ispat: A= olsun. detB = adetA 6zelligi kullanilarak;
0 O a,,
a, O 0 1 0 0
0 a 0 0 a 0
detA = det 4 =a,,det 2
0 O a,, 0 O a,,
1 0 0
1 ... 0 0
=a,,a,,det =..=a,8,..a,0det
11722 117422 nn
0 0 a,, 0 O 1
=3a,,a,,...a,,.detl
=a,,8,,...8,,
elde edilir.

Teorem 2.2.11: Bir iist iicgen (ya da alt liggen) matrisin determinanti, matrisin kdsegen

elemanlarinin ¢arpimina esittir [65].

Ispat: Ispat iist iiggen matris igin yapilir. Benzer diisiince ile alt {iggen matrisler igin

ispat yapilabilir.

25



8, &, ... &,

olsun. detB = adetA ve detB =detA ozelliklerini kullanarak;

8 8, ... By &; 8y ... A,
detA=det| © %an =a, det B2 e G
0 0 .. a 0 0 .. 1

a, .. 0

a4, det Yy A&

0 0 .. 1

1 0 0

=a,,a,,...a,,det ! Y

0 0 . 1

yazilir.

Teorem 2.2.12: Bir A kare matrisinin determinanti ile A mnin transpozunun

determinant degeri aynidir. Yani

detA = detA’

dur [65].
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Tanim 2.2.18: A(aij) bir nxn kare matris olsun. A matrisinin i —inci satir ve j —inci

stitununun silinmesiyle elde edilen matrise A matrisinin alt matrisi denir ve A; ile

gosterilir [65].

Teorem 2.2.13: Eger E, bir elemanter matris ise, 0 zaman [65];
(i) detE =0,

(ii) detE™ = detE,

(iii) E™ bir elemanter matristir.

Ispat: o #0 olmak iizere P () ile r,<>ar clemanter satir islemine karsilik gelen

elemanter matris, P

; ile I, <>1; elemanter satir islemlerine karsihk gelen elemanter

matris ve P

g (a) ile <> r+ar, satrr islemine karsilik gelen elemanter matris

gosterilsin. Buna gore bu tli¢ farkl tipten elemanter matrislerin determinantlari alinir ise,

o takdirde

detP (@) =detP (a) =« (i=12,...,n)
detP, =detP," =—1 (i,j=12...,n)
detP, (o) = detP, ()" =1 (i,i=12,...,n)

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) yi ispatlar. (iii) i ispatlamak i¢in sirasiyla

Rla)=R(a”)

oldugunu g6z 6niine almak yeterlidir.
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Teorem 2.2.14: Eger E, nxn tipli bir elemanter matris ise, 0 zaman her nxn tipli A

matrisi i¢in
det (EA) =(detE )(detA)
dir [65].

Teorem 2.2.15: Bir A kare matrisinin ters g¢evrilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
detA # 0 olmasidir [65].

Ispat: Eger A ters gevrilebilir bir matris ise, o zaman
EE,...ELA=1I
olacak sekilde E,E,,..., E, elemanter matrisleri vardir. Boylece
det(E, )det(E,)...det(E,)det(A)=detl =1

yazilir. Bundan dolay: detA =0 sonucu elde edilir.
Tersine; eger A ters cevrilebilir bir matris degilse, o zaman

EE,...E A=R

olacak sekilde E,E,,...,E, elemanter matrisleri vardir. Burada R, bir sifir satirmi

kapsayan Nxn bir esolon matristir.

Boylece detR=0 olur ve detE =0 (i =1 2,...,k) oldugundan detA=0 oldugu

goriliir.
Teorem 2.2.16: A ve B, nxn iki matris olsun. O takdirde
det ( AB) =(detA)(detB)

dir [65].
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Ispat: Eger A bir elemanter matris ise, 0 zaman iddianin dogru oldugu soylenebilir. A
matrisi elemanter matrislerin bir ¢arpimi oldugundan esitlik yine dogrudur. Gergekten

E, ve E, elemanter matrisler olmak iizere
A=EE,
ise, 0 zaman elemanter matris i¢in determinant 6zelligi iki kez art arda uygulanmast ile
det( AB) =det(E,E,B)=det(E,)det(E,B)
=det(E, )det(E,)det(B)
= det (E,E, ) det(B)
=det(A)det(B)
yazilir. k > 2 olmak iizere
A=EE,...E,

oldugu zaman da ispat benzer olarak yapilabilir. Diger taraftan her ters c¢evrilebilir
matris elemanter matrislerin bir ¢arpimi olarak yazilabildiginden A matrisinin ters

cevrilebilir oldugu her zaman
det( AB) =det(A)det(B)

esitligi gecerlidir. Eger A matrisi ters g¢evrilebilir degilse, o takdirde detA=0 ve
det(AB) =0 dir. Bdylece bu durumda da det(AB)=(detA)(detB) ifadesi gegerlidir.

Tamm 2.2.19: P,P,,...,R, diyagramin koseleri olmak tizere bu diyagramin kxKk tipli

matrisi M = [mij]k . Adjacency matrisi asagidaki gibi tammlamr:

i~

1 egerP->P,
0 diger durumlarda’
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Tamm 2.2.20: c,, C, ---, C,, sayilarmm nxn tipli Circulant matrisi;

G Cin 0 G C
C G o G C,
Cn =
C.o Cz - G Gy
1Cia G 0 G Gy |

seklinde olup (n-1)-inci dereceden P(x)=c,+cXx+:--+c,_,x"" polinomu da C,

matrisinin yardimci polinomu olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.21: K(k,k,,...,k,) matrisi vxV tipli bir Companion matris olsun. O halde

asagidaki sekilde gosterilir:

kl k2 kV

1
K(kokponk)=| - 00

0 1 0

Tamm 2.2.22: X, X,,...,X, Nxn tipli Vandermonde matrisi;

2 n-1
1 Xl X1 cen X1
1 X 2 . n-1
V. = 2 X2 X2
n - . . :
2 n-1
1 Xn Xn Xn

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.2.23: Bir Ae M, (F) matrisinin permanenti p(A) veya per(A) ile gosterilir

ve

n

per(A)= 2. T2

oeS,, i=1

seklinde tanimlanir. Burada S, simetrik grubu ve o permiitasyonu gosterir.
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Tamm 2.2.24: Bir M matrisi i¢in perM =det(M oK) olacak sekilde bir nxn tipli

(1,-1) K matrisi var ise, o takdirde M oK notasyonu ile Hadamard garpimi gosterilir

ve M matrisi degistirilebilir(convertible) matris olarak adlandirilir.

2.3.Lineer indirgemeli Diziler

Tammim 2.3.1: Rbirimli ve degismeli bir halka olmak {izere, R nin elemanlarinin

a,,a,,...,a, baslangic elemanlariyla n>1 icin,
Ak = G q +C8 o+ G A, (2.27)

seklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli bagintiy1r saglayan diziye homojen

lineer indirgemeli dizi denir. Burada c,,c,,...,C, € Rolacak sekilde sabit katsayilar olup

C., R halkasinin sifir boleni olamaz [32].
Tanim 2.3.2: f(X) =X +c X" +...+C_X+C,

seklindeki k.dereceden polinoma, (2.27) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli

baginti i¢in karakteristik polinom denir.

Sirayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer indirgemeli
diziler diye adlandirihir. Ayrica 7, Q, R, C iizerinde tanimlanan lineer indirgemeli

diziler sirayla tamsayi, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler olarak

adlandirilir.

C., R nin terslenebilir bir elemani ise (2.27) de tanimlanan dizi a,,a,,a,,..., seklinde

devam eder [32].

Eger Rsifir bolene sahip degilse bu durumda {a,}dizisi minimal uzunluktaki bir

dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine {an}dizisinin mertebesi

denir.
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Tammm 2.3.3: R degismeli ve birimli bir halka olmak iizere, R nin elemanlarinin

a,,a,,...,a, baslangi¢ elemanlartyla n>1 icin,
Ay = G pq TG T TG + Gy

seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli

dizi denir.

Bu bagint1 kullanilarak

k-1
Ay = (Cl +1) a,. .t Z(Cm -G )an+k—i —Ga, (2-28)

i=1
seklindeki n+1 mertebeli homojen olmayan indirgemeli baginti elde edilebilir.
(2.28) bagintisi i¢in
F(x)=(X —c X .0 x—c, ) (x=1)
seklindeki karakteristik polinom elde edilir [32].

Tamm 2.3.4: a,,4a,,...,a,_, baslangic degerleri ve C;,C,,...,C,_; ler sabitler olmak iizere,

a .y =G, +Ca,,, +...+C 3,4

seklindeki Kk —basamak lineer indirgeme bagmtisiyla tanimlanan dizi i¢in, dizinin

elemanlari;
0 1 0 0 |
0 0 1 0 0
0 0 O 0 0
A= o
0 0 O 0 1
_CO Cl C2 Ck—2 Ck—l B

olmak tizere,
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8 a,
al an+1
A =] i =
_ak—l_ _an+k—1_

seklindeki denklem yardimiyla elde edilmistir [44].

2.4.Pell Dizileri
Tamm 2.4.1: {P,} Pell dizisi, n>0 ve P, =0, P, =1 baslangi¢ degerleri olmak iizere,

o)

n+2

=2P

et Ry
seklinde tanimlanir. O halde Pell dizisi

0,1,2,512,29,70,169, ...
seklindedir [39].

Pell sayilar1 asagidaki matris tarafindan tiretilmistir [6];

2

neZ igin,

Genellestirilmis k —mertebeden Pell sayilarmm bir K dizisi,

n

1 n=1-iise
1 nzl-iise
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baglangi¢ degerleriyle, n>0 ve 1-k <n <0 igin;

P =2P ,+P ,+..+P

n n

seklinde tanimlanmustir [49].

Burada P!, i—inci dizinin n—inci terimidir. i=k alnirsa {Pk}, genellestirilmis Kk —

Pell sayilar1 elde edilir. Ozel olarak k =2 alinirsa {Pnk} genellestirilmis k — mertebeden
Pell dizisi, {P,} standart Pell dizisine indirgenir ve i=k igin, P} ya genellestirilmis

k — Pell sayilar1 denir.

Genellestirilmis k —mertebeden Pell matrisi;

(2 1 1 1]
0
R=[r] =[01 - 00 (2.29)
10 0 -~ 0 1]
seklinde tanimlanmustir.
Ayni zamanda
Pl P2 . Pk
Pl P2 . Pk
E.=[e ], = T LT (2:30)
I:)n1—1+k Pn2—1+k o Pnk—1+k
olmak tizere,
En+l:R'En

seklinde esitlik elde edilmistir. Burada R, kxk tipindeki matris, genellestirilmis k —

mertebeden Pell matrisi olarak adlandirilmistir [49].

Lemma 2.4.1: Rve E, sirasiyla (2.29) ve (2.30) daki gibi olsunlar. Bu durumda tiim

n > 0 tamsayilari igin,
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_ pnh+l
En+l =R

esitligi yazilabilir [49].
Genellestirilmis Pell dizilerini matematiksel tiimevarimla da ispatlanabilen, o > 0 sabit

katsayilar1 i¢in,

Loq et R @+ p
M «“ = 2 , (M (a)) = 2 1
1 0 p) —“(“; ) pte)

olacak sekilde bir M (@) matrisiyle de olusturulabilecegi gosterilmistir [20].

Pn(“)k, k —basamak genellestirilmis Pell dizisi,

: : . a+ .
a >0 sabit katsayilar, n>0ve 1< j<k-1icin g, =| . 0 olacak sekilde
]+

baslangi¢ elemanlari ile

a).k a).k a).k a).k
I:)n(+k) = ((l +1) I:)n(+k)—1 + ﬁan(+k)—1 +..t ﬁk—l Pn( )
seklinde tanimlanmustir [20].

Ayrica burada {P?} =[P/} esitligine dikkat edilmelidir.

k —basamak genellestirilmis Pell dizisi i¢in,

_P(Dtk)k ] _ _ P(a'k)k
vl (et A B B
Pn+k.—1 1 o .. 0 0 Pn+kl—2
P 1= 0 1 - 0 0 | P9
pn(fl)k | 0 0 1 0 | pn(“)k
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esitligini elde etmiglerdir. Burada

(a+)) A - B B

1 0 0 0

U=[u],=| 0 1 0 o0
0 0 1 0

seklinde ifade edilen U matrisine, k —basamak genellestirilmis Pell matrisi denir [20].

2.5.Jacobsthal Dizileri

Tamm 2.5.1: {J,} Jacobsthal dizisi, n>0 ve J, =0, J, =1 baslangi¢ degerleri olmak

uzere,

d.,=J 4+2)h

n+2 — Yn+l
seklinde tanimlanir. Yani Jacobsthal dizisi

0,1,1,3,511,21,43,...
seklindedir.

Jacobsthal sayilar1

1 2 J., 2,
F= CF"=
10 J, 2).,
olacak sekilde bir matris tarafindan iiretilebilecegi gosterilmistir [52].

Genellestirilmis k —mertebeden Jacobsthal sayilarmin k dizileri,

Ji=

n

{1 i+n=1ise, 1-k<n<0,

0 diger durumlarda,

baslangi¢ kosullariyla n>0 ve 1<i<Kigin
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Ji=3 423 +J 4+

n n n—k?

seklinde tanimlanmistir. Burada J!, dizinin n—inci terimidir. k=2vei=1 icin

genellestirilmis k — mertebeden Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir [70].

Genellestirilmis Jacobsthal sayilari i¢in asagidaki gibi bir denklem elde edilmistir;

| [
J, o
‘]I’ikl =C Jripz
_‘]ri1—k+2_ _‘]ri1—k+l_
burada C, kxk tipindeki matris;
1 2 1 1 1]
1 00 00
010 00
C:
0 01 00
10 00 -~ 1 0]

seklinde olup, genellestirilmis K —mertebeden Jacobsthal matrisi olarak adlandirilmustir
[52].

Genellestirilmis k — mertebeden Jacobsthal sayilarinin K dizileri i¢in,

J! Jz2 ... gk
B - J%: Jn.zril \]:n_l
J i—k+l J r?—k+l e ri:—k+1
olmak tizere,
B, =C"

seklinde denklem elde edilmistir [52].
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2.6.Fibonacci Dizileri

Tamm 2.6.1: {F } Fibonacci dizisi, n>0ve F, =0, F, =1 baslangi¢ degerleri olmak

uzere,

F

n+2

=F.+F

n+1 n
seklinde tanimlanir. Yani Fibonacci dizisi,

0,11,2,3,5,8,13,21,...
seklindedir.

Fibonacci dizileri

: JEHA

olacak sekilde bir matris tarafindan tiretilebilecegi gosterilmistir [62].

I:2 I:l 1 1 n Fn +1 I:n
Q = F F = f Q =
1 0 1 0 Fn l:n -1

olacak sekilde bir Qmatrisi tarafindan firetebilecegini gostermistir. Buradaki Q

Fibonacci sayilarinin

matrisine Fibonacci Q — matrisi denir [40].
Simdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazi1 6zelliklerini verelim.

i f2 =11, +(-1)".

n

Bu esitligin dogrulugu Fibonacci dizisinin taniminda verilen bagintilar yardimiyla

tiimevarim metodu kullanilarak gosterilebilir.
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ii. o

esitligine “Binet formiilii” denir.

=1+£/§,ﬁ=1_£/§ olmak tlizere fn:a B

Bu formiil N nin negatif degerleri i¢in Fibonacci dizisinin dogal genislemesini verir.

a"B" =(-1)" bagmtisi kullanilarak,

oldugu gosterilebilir.
Tamm 2.6.2: {F()} k —basamak Fibonacci dizisi, n>0 ve

F=F=..=F_ =0, F_, =1 olmak iizere;

FO gk K

n+k = ' n+k-1 n+k—2

+..+F® (2.31)
seklindedir.
k —basamak Fibonacci dizisi bir lineer kombinasyon olarak tanimlanan

a,, =Ca,+ca +..+C a4 (2.32)

dizisinin 6zel bir halidir. Burada c,,c,,...,C, , reel sabitlerdir.

0 1 0 0
0 1 0 0
0 O 0 0
A= [a'ij]kxk = .
o 0o 0 -~ 0 1
_Co G G - G, Ck—l_

matrisi yardimiyla (2.32) deki lineer indirgemeli diziler i¢in

— ao - — an -
al an+l
A; . — .
_ak—l_ _an+k—l_
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esitligini elde etmistir. Buradan

- an e k
0 1 o o7Tfo] | R
0 0 1 0o o01|lo0 F)
0 0 0 0 ]|0] | FY
0 0 O 0 1 (|0 |g®

n+k-2

1Co G C - G, Gy _1J F(k)

L' n+k-1 |

esitligi kolayca goriilebilir [44].

2.7.Fibonacci p—Dizileri

Tamm 2.7.1: Verilen bir p (p=123..) isin {F,(n)}  Fibonacci p-dizisi

F,(0)=0,F,(1) =...=F,(p) =1 olmak iizere n> pigin
F,(n)=Fn-)+F (h-p-1)
seklinde tanimlanir [63,64].

[63] de Q, Fibonacci p —matrisi;

100 01

1 0 0 0

O 1 O e O O
Qp I:aij](p+l)x(p+l) -

0 0 0

0 1 0]

seklinde tammlanmis olup Q, Fibonacci  p—matrisi ile Fibonacci p—dizisinin

terimleri arasinda
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F,(n+1) F,(n—p+1)
F,(n) F,(n—p)

F,(n—-p+2) F,(n-2p+2)
_Fp(n— p+l) F,(n-2p+])

seklinde bagint1 elde edilmistir.

2.8.Padovan Dizileri

Tanim 2.8.1: {P(n)} Padovan dizisi n>3ve P(0)=P(1)

P(n)=P(n-2)+P(n-3)

seklindedir. Yani Padovan dizisi

1112,2,3,4,57,9,12,16,...

seklindedir.

Padovan sayilar1

olmak tuzere

= O O

F,(n-1)
F,(n-2)

Fp(n'— p) Fp(n—. p+1)

F,(n-p-1)

=
o o

F.(n)
F,(n-1)

F(0-p) |

(2.33)

P(2) =1 olmak iizere

P(n-5) P(n-3) P(n-4)
Q"=|P(n-4) P(n-2) P(n-3)
P(n-1) P(n-2)

P(n-3)

elde edilmistir [56].
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2.9.Padovan p—Dizileri

Tammm 2.9.1: Verilen bir p(p=234,.) iin Padovan p-—dizisi,
Pap(1) = Pap(2)=---=Pap( p) =0, Pap( p+1)=1ve Pap( p+2)=0 olmak iizere

n>1 i¢in Pap(n +p+ 2) = Pap(n + p)+ Pap(n) seklinde tanimlanir [21].

Eger bir dizi belli bir noktadan sonra sadece sabit bir alt dizinin tekrar1 seklinde
meydana geliyorsa bu diziye periyodiktir ve tekrar eden alt dizideki elemanlarin
sayisma dizinin periyodu denir. Ornegin; a,b,c,d,e,c,d,e,c,d,e,... dizisi periyodik

olup baslangi¢ eleman1 a ve periyodu 3 tiir.

Eger bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye k—
periyotlu basit periyodik dizi denir. Ornegin; a,b,c,d,e,a,b,c,d,e,... dizisi periyodu 5

olan basit periyodiktir.
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3.MATERYAL VE YONTEM
3.1.Adjacency Tipli Diziler
Tanmm 3.1.1: G = <x| x"> ve H = <y| ym> olmak iizere G ve H devirli gruplarin direkt
carpimi,
GxH=(xy|x"=y"=¢ xy=yx)
seklinde tanimlanir [19].

[9] calismasinda, verilen bir G grubu i¢in grubun {ireteglerinin ¢arpimsal tablosu,
grubun her bir elemani bir kdseye karsilik gelecek sekilde bir diyagram ile
gosterilmistir. Diyagram, her bir g € G {ireteci g -kenar olarak adlandirilan dogrusal

kenarlarla iligkilendirilerek temsil edilir ve bu dogrusallarin yonleri bir ok yardimiyla

gosterilir.

V ve W sembolleri ile herhangi iki elemana karsilik gelen koseler gosterilirse W=Vvg

oldugunda VvV ve W koseleri arasindaki dogrusal g -kenar1 asagidaki gibi gosterilir:

Sekil 3.1.1

o
\ 4
o
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Ornegin; D,, = <a,b a’=h%*= (ab)2 = e> dihedral grubu icin Cayley diyagrami

asagidaki gibidir:

Sekil 3.1.2

7 N
AT Ay N
“
S S .
- g Ny
2= - . -
(e ~_ Ty
2 ey -7/
o= [l S
X ¢ 2
\ \ / /4 b
A ~—
- 1 v ~ .‘-‘
[ G D
\ v/
LU > \R. i/
he = ~ 4

— ,m-1
n+1 y’ n+2 y e n+m—l y '

I:)n+m = Xy’ Pn+m+l = X yi 2n+m 2 = X y!
Ponima Xy Ponim = x? y oo Prnims = X y ’e
— m-2 —_ v2 m—2 —
an—2n+3 - Xy ’ an—2n+4 =X y an—n+l X y

—_ m-1 —_ v2,,m-1 —_ - —
an—n+2_xy ’an—n+3_x y 1 nm_X y

olarak seg¢ilsin ve
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A, B, C, D ve E kosullar1 asagidaki tabloda gosterildigi gibi olsun:

IA] igin kosullar

j

A 1 2, n+1
2 3, n+m
3 4 n+m+1
n-1 n, 2n+m-3
B n 1 2n+m-2
n+1 n+2, n+m
n+2 n+3, 2n+m-1
n+m-2 n+m-1, nm—-2n+3
C n+m-1 1L, nm-n+2
n+m n+m+1 2n+m-1
n+m+1 n+m+2, 2n+m
2n+m-3 2n+m-2, 3n+m-4
D 2n+m-2 n+1 3n+m-3
nm-2n+3 nm-2n+4, nm—n+2
nm-2n+4 nm-2n+5 nm—-n+3
nm-—n nm-n+1 nm-1
E nm-n+1 n+m-2, nm
nm-n+2 nm-n+3, 2
nm-n+3 nm-n+4, 3
nm-1 nm, n—-1
nm n+m-1 n

45



O halde GxH direkt ¢arpimi i¢in Cayley diyagraminin Adjacency matrisi,

A—[ ] |1 egerAvBvCvDVE
ij nmxnm 0 diger durumlal‘da,

seklindedir.

A matrisi  kullanillarak ~ Adjacency tipli dizi, n,m>2 olmak {izere

nm __ —_ n,m —_ n,m —_ n,m —_ —_ nm __ ~ .
X ==Xt =0, =L X s == X, = 0 baslangig degerleri ve
nm _ nm n,m
Xnm+k - Xnm—n+1+k + Xk ’( k 21) (31)

seklindeki (nm)—inci mertebeden lineer homojen indirgeme bagintisi ile tanimlanir

[19].
Eger n = 2olarak segilir ise, & >2m icin x>™ = F,, (o —2m+1) esitligi elde edilir.
Eger n =3 olarak secilir ise, & >1 igin X" = Pa3m_2(a) esitligi elde edilir.

Bu ¢alismada n>4 ve m > 2 olarak ele alinmistir.

[19] ¢alismasinda (3.1) ifadesi yardimiyla, adjacency tipli dizi i¢in Companion matris

formundaki iirete¢ matris;

(n=1)-inci
N
0 0 0 10 - 00 1]
1 . 0 00 -« 00
M™=[m"] =01 0 00 - 00 O
000 00 010

seklinde belirlenmistir ve bu matris Adjacency tipli matris olarak adlandirilmistr.
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u>0 icin

n,m n,m
Xnm Xomau
n,m n,m
(M n,m )U an.n—l — Xnm.+u—1 (32)
n,m n,m
Xl Xu+l

esitligi kolaylikla goriiliir. u lizerinde tiimevarim uygulanarak u>1 i¢in Adjacency

tipli matrisin u-uncu kuvveti

u—uncu
1
[ ,n,m n,m n,m n,m n,m 7
Xnm—n+u+2 “' nm+u-1 Xnm+u Xu+l Xnm—n+u+l
Xn,m n,m n,m n,m Xn,m
nm-n+u+1 nm+u-—2 nm+u-1 u nm-n+u
u
n,m — n,m n,m n,m n,m n,m
(M ) - Xnm—n+u Xnm+u—3 Xnm+u—2 Xu—l Xnm—n+u—l (33)
n,m n,m n,m n,m n,m
L Xu—n+3 Xu Xu+1 Xu—nm+2 Xu—n+2 B

seklinde elde edilmistir. detM™" =(~1)"" odugundan det(M"")" =(~1)""" oldugu
goriilmektedir [19].

Lemma 3.1.1: Adjacency tipli matrisin karakteristik denklemi z"™ —z"™"* —-1=0 olup
bu denklemin ¢ok kath kokii yoktur [19].

ispat: f(z)=z"-z""""-1 ve « nm, f(z) nin bir ok kath kokii oldugunu
diisiinelim. Bu durumda « =0, a#1 ve a#-1 olmalidir. &, f(z) nin bir gok kath

kokii oldugundan f (a) =0 ve f (a)=0 olmaldir. Dolayisiyla, o™ —a"™ " =1 ve

nm-n+1 — nm
1-n

nma”m‘l—(nm—nJrl)Ot"m_n:O olur ki, bu esitliklerden « ve

n _ nm-n+1
nm

a oldugu goriilmektedir. O takdirde o™ = a"* yazilir. & 20, a =1 ve

a # -1 oldugundan o™ =" esitligi bir ¢eliski belirtmektedir. Bu celiski ile lemma

ispatlanmustir.
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Eger z""—z"""" -1=0 denkleminin kokleri z,, z,, ..., z,, ise, Lemma 3.1.1 ile bu

nm

koklerin birbirinden farkli oldugu basit bir sekilde goriilmektedir.

(nm)x(nm) tipli V,,, Vandermonde matrisinin

5 nm-1 nm-1 nm-1"]
Z, Z, Loy
nm-2 nm-2 nm-2
Zl Z2 an
Vn,m = :
Zl Z2 an
11 1
seklinde ifade edildigini disiinelim.
(nm)x1 tipli W, , (i, j) matrisi;
Zf+nm_1
Zu-¢—nm—1
3 — 2
Wn,m(l’ J)_ :
Zu+nm—1

seklinde gosterilsin ve V, (i, j) matrisi, V,,, matrisinin j—incisiitununun W, , (i, j)

stitun matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin.

Bu durumda, Adjacency tipli sayilarin Binet formiilii i¢in asagidaki teorem verilebilir:

u detV, (i, j
Teorem 3.1.1: u>1 igin (M”'m) :[mi”';“'“] olsun, bu durumda m/;™" :M
" ’ detV, ,
dir [19].
Ispat: z,, z,, ..., 1z, Dbirbirinden farkli oldugu i¢in M™"  matrisi

kosegenlestirilebilirdir ~ (diagonalizable). Z =(z,,2,,...,2,,) olsun, bu durumda

17 nm

M™V, =V, .Z esitligi elde edilir. detV,  #0 oldugu i¢in V, matrisi tersinir bir

matrisinin

n

matristir. O zaman, (Vnym)_l M™V, | =Z esitligi elde edilir ki, bu da M,
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Z ye benzer oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla u>1 igin (M “’m)JVn‘m =V, .(2)

oldugu goriilmektedir. Bu durumda,

n,m,u -nm-1 n,mu - nm-2 nmu — u+nm-1
M, "z +M Foe My =7

n,m,u . nm-1 n,m,u,nm-2 nmu — u+nm-1
Mi "z, My, "2 et My =7,

n,mu - nm-1 n,mu . nm-1 nmu — Su+nm-1
mi,l an + rni,2 an +'”+mi,nm - an

lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Lineer denklem sisteminin ¢éziimiinden de,

her i, j=1,2,...,nm igin

oma _ detVo (i, )
YT detv,

oldugu goriilmektedir.

Sonug 3.1.1: Varsayalim ki X;™, n—inci Adjacency tipli say1 olsun. Bu durumda,

. detV,,.(2,n) detV, . (3,n+1)  _ detV, . (nm-n+2,nm)
Y detv,,  detv,, detV, .
ve
om_ detV. (nm,n—2) detV, (nm-1,n-1)
" detV, . - detV, .
dir [19].

Tamm 3.1.3: Eger bir uxv tipli M =[mi’j} gergel matrisinin K —1nc1 siitunu(veya

satir1) iki tane sifirdan farkli eleman igeriyor ise bu matrise K —1inc1 siituna (veya satira)

gore indirgenebilir (contractible) matris denir.
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X, Xp,.. X, lar M matrisinin satir vektérleri olsun. M matrisi, m;, #0,m;, #0 ve

i#j olacak sekilde k—mci siituna gore indirgenebilir ise (u—1)x(v—1) tipli M,

matrisi, M "nin i-incisatrmmn m, X;+m,; X ile degistirilip j-—inci satirmin

silinmesi sonucu elde edilebilir. k—1inc1 stitun,

bagmtili indirgeme siitunu olarak adlandirilir.

i—inci satir ve j—inci satir ile

Eger M, a mertebeden (a >1) bir gergel matris ve N, M nin bir indirgemesi ise

per(M)= per(N) dir [7].

axa tipli A7 = [afyf“] stiper kosegen matrisi;

(n—1) —inci
g
0 0 - 0 1 0
1 0 - 0 1 0
01 0 0 0 1
0 0 1 0 O
00 0 1 O 0
A,=10 0 O 0O 1 O
00 0 O 0 1
00 0 O 0 0
00 0 O 0 O
0 0 0 O
00 0 O

seklinde tanimlansimn [19].

Teorem 3.1.2: a>nm olmak iizere A matrisinin permanenti X

n,m
a+nm-n+21

X
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(nm) —inci
"

1 0 0]
0 1 O
0 0 1

0 0 1
0 0 0
0 1 0 O
0 1 0

0 0 1
0 0 0
0 1 0 O
0 0 1 0]

n,m
a+nm—

n2 Y€ esittir.

(a +nNm-n+ 2) —inci adjacency tipli sayidir [19].



Ispat: Denklemin o>nm igin saglandigmi kabul edelim. Bu durumda, denklemin

a+1 icin de saglandig1 gosterilmelidir. Eger A’ matrisinin birinci satirma gore

Laplace ac¢ilimi uygulanarak per ( AL ) genisletilir ise,

per (A 2) = per (A2« per (™)

esitligi elde edilir.

a+tl)— n,m a-1)— nm a-nm+l\ — ,n,m
per(Ah,m )_ Xa+nm—n+3’ per(A],m )_ Xa+nm—n+1’ per( m ) - Xa—n+3 ve
X e = Xt it + Xomm,s oldugundan,  per (A )=x0N, ., esitligi elde edilir.

Boylece o tizerinde tiimevarim yontemiyle ispat tamamlanmis olur.

Adjacency tipli sayilar iirete¢ fonksiyonu, 0 < x"*+ x™ <1 olacak sekilde

dir [19].

Teorem 3.1.3: Adjacency tipli dizilerin tstel (exponential) temsili asagidaki gibidir
[19]:

s(0)=e 0

i=1 I

(1+ Xnm—n+l)i .

ispat: Ing(x)=Inf1—x"*—x™ )" = —Inft—x"* - x™)

oldugundan

51



BRVANERY _
=exp| Y. Xi ) (1+ x"m’”*l)I

i=1
dir.

Teorem 3.1.4: k ve t pozitif tamsayilar1 i¢in,

et 3] |

<t<k| 0
nm

dir. Burada i, (n—1t+(nm-n+1ji=k ve i<t sartlarmi saglayan bir tam sayidir

[19].

Ispat: g(x)=x)r ., + X

nm-n+2 nm-n+3

X+ XX e+ X0 X"+ oldugundan g(x) de X

nm-— n+4 nm+2

nm katsayist X dir. Binom a¢ilimi ile asagidaki esitlik elde edilir:

nm—n+k+2

9(x)= - x”‘}+x"m :1+(x“‘l+x"”‘)+---+(x”‘1+x”"‘)k k..

- 1+(Xn_1X1+ Xnm—n+1)+m_|_(xn—1)k (1+ Xnm—n+1>k . .

k} X(nm—n+1)i e

=1+(x”’1)(1+ x”"""*l)+---+(x”’1)k Zk:[

i=o \ |

x“ nin katsayisma ihtiya¢ duyuldugu i¢in yukaridaki denklemin sadece sag tarafindaki

ilk (K+1)-inci terim goz oniine alinacaktir. Ayrica

() = (e = (e 3 e

i=0

oldugundan pozitif k ve t tamsayilar1 igin (Xn_l+X"m)t deki x“ nmn katsaysi,

(n—l)t+(nm—n+1)i =k ve i<t olmak iizere

(0 e

seklinde elde edilir. Boylece sonuca ulasilmis olur.
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Teorem 3.1.5: ki(’“j)(kl,kz,...,kv), K“(kl,kz,...,kv) matrisinin (i, j)—inci elemani1 olmak
iizere, K (k,,K,,...,k, ) asagidaki esitlik ile verilir:

tott et (et
D S e (] TR 0
() LG+ t,...,t

Vv

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar itizerinde t +2t, +---+Vvt, =U—i+ ]

t1+---+tvj= (t,+--+t, )

t t Y cok kath bir katsayidir. Eger
. Log!

kosulunu saglamaktadir ve (

Vv

u=1i-j ise (3.4) denklemindeki katsayilar 1 olarak tanimlanir [10].

Sonug 3.1.2: x;™ , U—uncu Adjacency tipli say1 olsun. O halde [19];
(i)

XM = Z t“+tn+l+'"+tnmX(tl+"'+tnm}
(tl’tZ“"tnm) tl+t2 +...+tnm tl""’tnm

— z L+l ++ty x(tl+"'+tnmj
(ot ) Lrh++l, t, .ot

_ Z ton y L+t
t,....t

(tl’tZ""tnm)tl +t2 ++tnm 1 %m

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar iizerinde t, +2t, +---+nmt, =u+n—-2

kosulunu saglamaktadir.

(i)
MM = Z tn—2 +tn_1+---+tnmX(tl‘f—“‘-l-tnmJ
i (t’l’tZ“'*tnm) t1+t2+“.+tnm t1""’tnm
olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar tizerinde

t, +2t, +---+nmt, =u+n-—nm-2 kosulunu saglamaktadur.

(iii)
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XS,m — Z tn_l+tn+-..+tnmx(t1+...+tnmj
(t'l'tZ""tnm) tl+t2 +“'+tnm tl""’tnm

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar izerinde

t,+2t, +---+nmt  =u-+n-nm kosulunu saglamaktadir.

Ispat: Sonug 3.1.2 de,

(i) n< 6 <nm olacak sekilde v=nm, i=6-n+2 ve i=7,

(i) v=nm, i=nmvej=n-2,

(iii) v=nm, i=nm-1ve j=n-1 secilirse, (3.3) esitliginden sonug agik olarak

goriilmektedir.

Simdi de Adjacency tipli sayilarinin toplamsal temsillerini ele alalim.

u-nm+n-2
S, = D X, olmak iizere (hm+1)x(nm+1) tipli B ve C, matrisleri sirasiyla

u
i=1

asagidaki gibi gosterilsin:

1

B=|0 M
_O -

ve

1 0 0]

Su
C,=| S, (MY
_Su—nm+1 i

O zaman, tiimevarim yontemi kullanilarak, B" =C, esitligi kolaylikla goriilebilir [19].

n,m
nm-n+2

Teorem 3.1.6: S, =X +---+ X" olmak iizere

54



LN

nm-.

S, = > (Xihi)-1

u u+nm-—i
i=0

dir [19].

Ispat: (nm +1)><(nm +1) tipli Z ve D" matrisleri sirasiyla asagidaki gibi verilsin:

1 0 - 0
-1
Z=|-1 Vim
__1 -
ve
1
D*: Zl
an
burada z,, z,, ..., z,, degerleri z"™ —z""-1=0 denkleminin kokleridir. Z

matrisinin birinci satiria gore determinantin Laplace agilimi uygulanarak det(Z) nin

genisletilmesiyle
det(z)=det(v, )
esitligi elde edilir.

1, 2, Z,, ..., Z,, sayilari, Z matrisinin 6zdegerleri olup 1%z, # 2z, #...# z,,, oldugu

icin Z matrisi kosegenlestirilebilirdir. Boylece BZ =ZD" esitligi yazilir. Ayrica Z

matrisi tersinir matris oldugundan Z7BZ = D" esitligine ulasilir. O halde B matrisi,
D" kdsegen matrisi ile benzerdir. Dolayisiyla B'Z = Z(D*)J esitligi yazilir ve boylece,
CZ= Z(D*)u elde edilir. S,, C, matrisinin (2,1)-inci eleman oldugundan matrisler

iizerinde ¢arpma islemi yardimiyla
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esitligi elde edilir.

3.1.1. ¢ Modiiliine Gore Adjacency Tipli Sayilar

{Xf‘m} Adjacency tipli dizi @ modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,

{xf’m(a)}: {xf'm(a), X™(@),..., x"(a),.. }
dizisi elde edilir ve burada X""(r)= x""(mode) dir.
Teorem 3.1.1.1: {x""(a)} dizisi basit periyodik bir dizidir [19].

Ispat: S={(s,s,,...,5,,)|0<s <a-1} olsun. Z, nin elemanlarmm o "™ tane farkh

nm -tiplisi meveut oldugundan, bu nm-tiplilerden en az bir tanesi {xﬁ'm(a)} dizisinde

iki kez ortaya ¢ikar. Bundan dolay1 bu nm—lileri takip eden alt dizi tekrarlanir; boylece
dizi periyodiktir. k >t oldugu kabul edilerek asagidaki esitlik elde edilir:

X (@) = X (@), 5 (@) = X3 (@), X (@) = X (@)

O halde k =t(modnm) dir. (3.1) denkleminden, '™ = x™" —x™" . esitligi yazilr.

nm+k — ‘nm

Boylece asagidaki esitlik elde edilir:

X" (@)= X" (e) ) (@)= X (@) ) Tale) = X (@),

Dolayisiyla dizi basit periyodiktir.

P"" («) notasyonu ile {XE'm(a)} dizisinin periyodu gosterilmis olsun.
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a; ler tam sayilar olmak iizere verilen bir A= [aij] matrisi i¢in, A nin her elemanmin
modes ya gore indirgenmesi A(mode) seklinde ifade edilir.  Yani
A(moda) = (&, (mode)) dir. (A) ={A'(mode)|i>0} olsun. Eger obeb(a,detA)=1
ise 0 zaman (A)  bir devirli grup, obeb(a,detA)=1 ise o zaman da (A) bir yari
gruptur. detM,, = (—1)mn+l icin kolayca goriiliir ki her pozitif tam say1 olan « igin
(M

>a devirli bir gruptur. Devirli grubun mertebesi (A) = olmak iizere ‘(A)a‘ ile

m,n

nm+1

gosterilir. detM™™ =(-1)"" olmak iizere pozitif tam say1 olan a degeri igin <M ”’m>

devirli bir gruptur. Dolayisiyla (3.2) ifadesi ile P™"(a) =K|v|”’m) ‘ esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.1.2: p bir asal say1 ve U, P""(p)= P”’m(p“) esitligini saglayan en
biiyiik pozitif tam say1 olsun. Bu takdirde k>u igin P”*m(p"): p““-P"™(p) esitligi

elde edilir [19].

Pn,m(pt+l)

Ispat: t, (M"‘m)

I(modp”l) olacak sekilde pozitif bir tamsay1 olsun.
nm( t+1
Burada |, (mn)x(mn) tipli bir birim matristir. (M"") ( )zl(modp”l)

oldugundan P""(p**), P""(p') tarafindan bsliinebilirdir.

nm( t
Ote yandan (I\/I n )P (¥ =1 +(mir1':-"’(t) pt) esitligi yazilarak, Binom agilimindan,

I (modp**)

(M ”vm)Pn’m(pt)'p = (1m0 pt))p = Zp:( P](ma",,'rf'(t) ')

elde edilir. Bu esitlik ile P""(p™) , P""(p')-p tarafindan bolinebilir oldugu
gosterilir. Boylece bu da ya P"’m(p”l)= P”‘m(pt) ya da P”’m(p”1)= P”’m(pt)- p
oldugunu gosterir ki buradaki ikinci durum, ancak ve ancak P tarafindan boliinemeyen
bir mif}m’(‘) nin varhg ile mimkindiir. P"™"(p)=P"" ( p* ) , P ( p“)i Pn'm( pM)

olmak tizere U en biiylik pozitif tam sayidir. Yani p tarafindan boliinemeyen bir
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n,m,(u+1)

m"! nin varligi ile miimkiindiir. Bundan dolayr P™" ( p“*l) = PT ( p”*z) esitsizligi

yazilir. U tzerinde tiimevarim yontemi ile her K>u igin P”‘m(pk): p“ - P"™(p)

esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.1.3: u>1 olmak iizere o = H p/ olacak sekilde asal garpanlarma ayrilmis

i=1

olsun. P""(ct) , P"" ( oX ) lerin en kiigiik ortak katina esittir [19].

ispat: {XL"m(p:‘ )} dizisinin periyodu P”'m(pir‘) oldugundan bu dizi z-P”'m(p{i)
(1€N) uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayni zamanda P""(x), {le'm (a)}
dizisinin periyodu oldugundan, her i degeri i¢in {xQ*"‘ (pir‘ )} dizisi P™" () terimde bir

tekrar eder. Boylece, her i degeri i¢in P""(a) periyodu /1~P”"“(piri) formudur.

Dolayisiyla
P""(a) = okek[P”'m ( L ) U =L ( p )]
esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.1.4: Eger nm bir ¢ift tam say1 ise 0 zaman her & pozitif tam sayisi i¢in

P"™ () bir ¢ift sayidir [19].

ispat: detM"" =—1 ise, M bir gift tam say1 ve P"" (ar)=|(M"") | dir

3.1.2.Gruplarda Adjacency Tipli Diziler

G grubu sonlu 2-gerenli bir grup ve X :{(x, y)I{{x y}>:G} olsun. Burada (x,y)

ikilisi G nin geren ¢ifti olarak adlandirilir.

Tamm 3.1.2.1: G grubu sonlu 2-gerenli bir grup ve (x,y) ikilisi [x/=n, |y|]=m

olmak {izere N>4, m>2 igin G nin bir geren ¢ifti olsun. A(G DX, y) Adjacency tipli
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orbit

n,m —_ [

nm _ nm _ — Anm _ n,m — nm _
ai - X’az -t a‘nm—n+1 _e7anm—n+2 - y’anm—n+3 _'“_anm =€

baslangi¢ degerleri igin

a- =aa" k>1

nm-+k nm-n+1+k ?

olarak tanimlanir [19].

Teorem 3.1.2.1: Eger G sonlu bir grup ise A(G:x,y) Adjacency tipli orbit basit
periyodiktir [19].

Ispat: n, G grubunun mertebesi olsun. O halde G grubunun elemanlarinimn farkl siral
nm -lilerin sayis1 "™ oldugundan nm- lilerin en az bir tanesi adjacency tipli orbit olan
A(G DX, y) de iki kez ortaya ¢ikar. Bu tekrardan dolay1 adjacency tipli orbit A(G X, y)
periyodiktir.

Adjacency tipli orbit periyodik oldugu i¢in a7 =a'’,a’; =a’;,....,am =a’
olacak sekilde | ve t dogal sayilar1 vardir. Burada Ist(modnm) dir. Adjacency tipli

. —1 -1 ‘g .

orbit tanimmdan a"" =ap", (a:,'n”lmm) ve a’" = a;‘r;q’it(a;‘rﬂmm) esitlikleri yazilir.

Boylece a"" =a'", a' =a’],....,a" 1, =& " elde edilir.
Burada PA(G DX, y) notasyonu ile A(G X, y) dizisinin periyodu gosterilmektedir.

Tamm 3.1.2.2: [X=n ve |y|=m olmak iizere N>4 ve m>2 icin G grubu sonlu 2-
gerenli bir grup ve (X, y) ikilisi G nin geren ¢ifti olsun. Eger G nin her eleman1 G
nin Adjacency tipli orbit A(G X, y) de ortaya ¢ikiyor ise o zaman G grubuna (X, y)

geren ¢ifti icin Adjacency tipli dizilenebilirdir denir [19].

Quaternion grup Qg asagidaki gibi tanimlanir:

<x, yIx*=ex*=y? yixy = x‘1>.

59



Teorem 3.1.2.2: Quaternion grup Q in Adjacency tipli orbiti olan A(Q8 :X, y) nin

periyodu 434 tiir [19].

Ispat: &' =x,a}" =-..=al* =e,a)* = y,a’ =a;* =e baslangig sartlar1 ile k >1icin

Quaternion grup Qg in Adjacency tipli orbit A(Q8 ' X, y) asagidaki gibi gosterilir:

4,444

agy = a.'al)
Dolayisiyla asagidaki diziler elde edilir:
at=xa'=eaj=eal=ea’=ea’=ya=ea=¢,
gt =xy. a0 =ea =eay = x5 =eay =yas =Xy, a5 =6,
Qg0 = X Blagy = €, 8gp = X', 8y = X', g = Y, gy = Y g = €,
857 = YX, agg = XY, Qago = € 8310 = XY, Bais = VX, &gip = ¥V, Bgia = X

44 _ 44 _ 44 _ -1 44 _ 44 _ 44 _ 44 _ -1
314 = VX, 315 = X, 8316 = Y 4. Byp7 = YK, 855 = 6,859 = 6,830 = X 7,

44 _ 44 _ 44 _ 44 _ 44 _ o _ b4 44 _ 44 _ 44 _ 44 _
31 =6 Q3= Y, 8337 6,83, = 6,85, = X=a," 83— 3, —€,8,3;,=38; =6,

44 _ 44 _ 44 _ 44 _ 44 _ 44 _ 44 _ 44 _ 44 _ 44 _
Qg =23, =€ q3=a =63,,=3 =Y, q,=a;, =639,,=38 =€

Boylece PA(Q;:X,Y) =434 esitligi elde edilir.

3.2.Adjacency-Pell Dizileri

Tammm 3.2.1: Adjacency-Pell dizisi, m>2 ve n>4 olmak

a,,(1)=--=a,,(mn-1)=0 ve a,,(mn)=1 baslangi¢ degerleri ve
a,,(mn+k)=2a,, (mn-n+k+1)+a,,(k), (k=1)

seklindeki indirgeme bagintisi ile tanimlanir [18].

Tamm 3.2.2 : Adjacency-Pell dizisinin karakteristik polinomu
f (X) - an _2an—n+1 _1

seklinde tanimlanmustir [12].
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[18] c¢alismasinda (3.5) ifadesi yardimiyla , Adjacency-Pell dizisi i¢in Companion

matris formundaki lirete¢ matrisi;

(n=1)-inci
B J _
0 02 0 0 1
01 00 0 0 0
00 1 0 0 0
M, =[m =
m,n |: 'J:I(mn)x(mn) 0 0 0 1 0 O 0

seklinde belirlenmistir ve bu matris Adjacency-Pell matrisi olarak adlandirilmaktadir.
a >0 igin

a,,(mn) a,, (a+mn)

(M) amvn(”:”n_l) _ am,n(afmn—l)

m,n

am‘n. (1) a,, (a +1)

esitligi kolaylikla goriiliir. u lizerinde tiimevarim uygulanarak u>1 igin Adjacency-Pell

matrisinin « —1inci1 kuvveti

Qe Bmiaa U Bmineez  Bmima Bgime Ut Bgineg
Qi Bmee 7 Bmmnat Baim o Bgima o @gim
Anla Amiaa - 5 3 i, i3
) : : .oamn am! : S
(M) =| 205 . At al oA, (3.6)
wimia @iz 3 3 ;" 3
U '
", ot aghe i & e Coooag
I - e AL U

seklinde elde edilmistir. detM,, =(-1)"" oldugundan det(M, )" =(-1)"""

oldugu gdriilmektedir. Burada a;" notasyonu ile a, ,(c) gdsterilmektedir [18].

[24
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Lemma 3.2.1: Adjacency-Pell dizisinin Kkarakteristik denklemi x™ —2x™ " -1=0
olup bu denklemin ¢ok katli kokii yoktur [18].

Ispat: P(x)=x™-2x"""-1 ve u nun, P(x) in bir ¢ok kath kékii oldugunu

diisiinelim. Bu durumda P(u)=u™-2u™"-1=0 ve

P (u)=(mn)u™*-2(mn—-n+1)u™" =0 olmalidir. Dolayisiyla u"* = w
mn _ MN—N +1
-n+1

ve u olur ki, bu esitliklerden U™ <0 oldugu goriilmektedir. U™ <0

olmas1 ancak mve N nin birer tek say1 olmas1 durumunda gergeklenmektedir. mve n
nin birer tek say1 oldugu durumda ise -1 in P(x) polinomunun bir kokii olacagindan

—mn =-2n+2 esitligi elde edilir ki, bu da mn nin ¢ift say1 oldugunu gostermektedir.

Bu ¢eligki ile lemma ispatlanmastir.

Eger U™ —2u™ "™ -1=0 denkleminin kokleri u,, U,, ...,u, ise, Lemma3.2.1 ile bu

mn

koklerin birbirinden farkli oldugu basit bir sekilde goriilmektedir.

(mn)x(mn) tipli V,,, Vandermonde matrisinin

@) @)™ (o)™
(ul )'mn—Z (u2 ).mn—Z . (Umn .)mn—Z

ul u2 umn
1 1

seklinde ifade edildigini diisiinelim.
(mn)x1 tipli W, , (i, j) matrisi;

a+mn-1
a+mn-1

W, )= "

a+mn-1
mn
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seklinde gosterilsin ve V, (i, j) matrisi, V, = matrisinin j—incisiitununun W, (i, j)

stitun matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin.

detV_ (i, j
Teorem 3.2.1: >1 i¢in (M,,,)" =[gi},, | olsun, bu durumda gy, , = mo (i21)
detV,
dir [18].
Ispat: u, u,, ...u, birbirinden farkli oldugu i¢in M, ,  matrisi

kosegenlestirilebilirdir. U, =(u,,u,,...,u,,) olsun, bu durumda MV, =V U_

esitligi elde edilir. V, =~ matrisi tersinir matris oldugu icin (Vm'n) M, V,,=U

m,n - m,n m,n

esitligi saglanir ki, bu da M matrisinin U~ ye benzer oldugunu gostermektedir.

m,n

Dolaystyla o 21 i¢in (Mm‘n)“v =V, (Um,n)a oldugu goriilmektedir. Bu durumda,

m,n

il mn-1 mn-2 i,mn _ ,,a+mn-1
gmna +gmna +- +gmna U

mn—l i,mn a+mn-1
gm n, a

mn-2
+gm,n,a +- +gmna_u

mn-1 mn—2 i,mn a+mn-1

gmnaumn +gmna mn +- +gmna_u

lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Lineer denklem sisteminin ¢dziimiinden de,

her i, j=1,2,...,mn i¢in

_detv, . (i, ])

o=

I detV,, .

oldugu goriilmektedir.

Adjacency-Pell sayilari i¢in Binet formiilii sonug olarak asagidaki gibi elde edilir:

Sonug 3.2.1: Varsayalmki a,,, (), @ —mc1 Adjacency-Pell sayisi olsun. Bu durumda

detV_ . (mn,mn
nn (@)= dét(v !

dir [18].
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kxk tipli H (k,(m, n)) = [hif”j'"’k] siiper kdsegen matrisi;

2 eger i=uU ve j=u+n-2 i¢in 1Su<k-n+2,
eger i=u+1 j=u i¢in 1Su<k-1

hmo=41 ve

i=u ve j=u+mn-1icin 1<u<k-mn+1,

0 diger durumlarda.
olmak tizere
(n—1)-inci (mn)-inci
\A N
0 0 2 0 0 1 0 0 O
1 0 2 - 0 0
0 1 O 0 0 1 0
0 0 1 0 2 0 1
H(k,(mn))=|0 0 01 0 20 0
0 0 O 0 2 0
0 0 0 0 O 0 1 0 2
0O 0 0 0 0 O 1
0O 0 0 00 0 O 1 0
0 0 0 00 0 0 0O 0 1

seklinde tanimlansin [18].

Teorem 3.2.2: k=mn olmak lizere

perH (k,(m, n)) =a,,(mn+k)

esitligi elde edilir [18].
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Ispat: Denklemin k >mn igin perH (k,(m, n)) =a,,(mn+k) esitliginin saglandigin
kabul edelim. Bu durumda, denklemin k+1 icin de saglandig1 gosterilmelidir. Eger

H(k,(m,n)) matrisinin birinci satrma gdre Laplace agilimi uygulanarak
perH (k,(m,n)) genisletilir ise,
perH (k +1,(m,n)) = 2perH (k—n+2,(m, n))+ perH (k —mn+1,(m, n))
esitligi elde edilir.
perH (k—n+2,(m,n)) =a,,(k+mn-n+2)
ve

perH (k —mn+1,(m, n)) =a,,(k+1)

oldugundan, perH (k+1,(m,n))=a, (mn+k+1) esitligi elde edilir. Boylece k

iizerinde tiimevarim yontemiyle ispat tamamlanmis olur.

k>mn igin kxk tipli Y (k,(m,n))= [y | matrisi;

2 eger i=uU ve j=u+n-2 i¢in I<u<k-mn+l1,
eger i=u+1 ve j=u i¢in I1<u<k-1

yirt‘j'”’k: 1 ve

i=u ve j=u+mn-1icin 1<u<k-mn+1,

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir [18].
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koxk tipli A(k,(m,n))=[ /" | matrisi;

(u—m?)-inci
1 ... 1 0 o 0]
A(k,(m,n)): 0 Y (k—-1,(m,n))
o _

seklinde tanimlanir [18].

Teorem 3.2.3: (i) k >mn igin perY (k,(m,n))=a, (k) dr.

(i) k>mn+1 igin perA(k,(m,n))= kiam,n (u) dr.

u=1
Ispat: (i) Denklemin k >mn icin saglandigmi kabul edelim. Bu durumda, denklemin

k+1 icin de saglandig1 gosterilmelidir. Eger Y (k, (m, n)) matrisinin birinci satirina
gore Laplace agilimi1 uygulanarak perY (k, (m, n)) genigletilir ise,

perY (k,(m,n))=a, (k)

esitligi elde edilir.

(i) Eger Y(k,(m,n)) matrisinin birinci satirma goére Laplace agilimi uygulanarak
perY (k,(m,n)) genisletilir ise,

perA(k,(m,n)) = perA(k —1,(m,n)) + perY (k —1, (m,n))

esitligi elde edilir.
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k >mn i¢in kxKk tipli R matrisi;

11
-1 1
Roll 11
1 -1 11
1 1 -1 1]

olarak tanimlanir.
Dolayistyla k >mn igin perH (k,(m,n))= det(H (k,(m,n))e R) :

perY (k,(m, n))zdet(Y(k,(m, n))e R) ve perA(k,(m,n))=det(A(k,(m,n))oR)

esitlikleri elde edilir [18].
Sonug¢ 3.2.2.: k >mn olmak lizere

det(H (k,(m,n))o R) =a,,(mn+k),

det(Y (k,(m,n))e R) = ay,, (k)

det(A(k,(m,n))oR)= zam 2 (u)
dir [18].

Sonu¢ 3.2.3: a,,(u), u—uncu Adjacency-Pell sayisi olsun. O halde

SHOERDY “t(ﬁtjz
: () t o+t +o 4t G0t

mn

- Z tn+1+tn+2+'”+tmn X(tl+"'+tmnj2tnl

(tl'tZ""tmn) t:1—|—t2+“.+tmn tl""rt
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t t1+'“+tmn th 4
= Z —m 2
t,,...t

(tl,tz...,tmn)t1+t2 +ot <1 4mn
olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar iizerinde t, +2t,+---+(mn)t,, =u
kosulunu saglamaktadir [18].

Ispat: Sonuc 3.2.3 de n<i, j< mn olmak iizere V=mn ve i=j olarak secilir ise,

ispat agik olarak goriilmektedir.

Adjacency-Pell dizisinin iirete¢ fonksiyonu, 0<2x" " +x™ <1 olacak sekilde

mn-1

X
900 = e

dir [18].

Teorem 3.2.4: Adjacency-Pell dizilerinin iistel temsili asagidaki gibidir [18]:

g(x) Texp i( | (2+x”‘”’"*1)i

i=1

ispat: Ing(x): %: In Xm”’1_|n(l_2anl_an)
ve
—In (1_2anl _ an) — _[_(Xn—l)(z n ann+1)_%(xn1)2 (2+ an—n+1)2 B
_%(an)k (2 n an—n+l)k —]
oldugundan

In gnfn)fl) = i(xn. ) (2+xm )

X el
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dir [18].
Teorem 3.2.5: k ve p pozitif tamsayilar igin,

a,,(mn+k)= Z Z( jzp‘j

<p<k i=0

dir. Burada j, (n—-1)p+(mn—n+1)j=k ve j<p sartlarin saglayan bir tam sayidir
[18].

Ispat: g(x)=a,,(mn)+a,,(mn+1)x+a,, (Mn+2)x*+---+a,, (mMn+k)x“+
oldugundan g(x) de X nmn katsayist a,,(mn+k) dir. Binom agilimi ile asagidaki

esitlik elde edilir:

1
Xn—l r an)

=(x™ 1)(1+(2 +xm")+---+(2x”’1+xm”)k +)

g(X) = (anl)l_(z
E an—l_'_(anJrn—Z)(z_'_an—n+1)_'_____'_(anJrnk—kJrl)(Z_'_an—nJrl)k T

— an—l +(an+n—2)(2+ ann+1)+._.+(xmn+nkk+1)i(|;j2kj X(mn—n+1)j I

j=0

x“ nin katsayisma ihtiya¢ duyuldugu i¢in yukaridaki denklemin sadece sag tarafindaki

ilk (K+1)-inci terim goz 6niine alinacaktir. Ayrica,

(2Xn—l_’_xmn)p =(Xn—1)p(2+xmn n+l) ( )p i( jzpjx(mn—m—l)j

=0

oldugundan Kk ve p tamsayilar1 igin (2X“’1+Xm“)p deki x* nm katsaysi,

(n=1) p+(mn—n+1) j= k ve j<p olmak iizere

Zp)[ PJZ"",L@Q

= mn

seklinde elde edilir. Boylece sonuca ulasilmis olur.
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Simdi de Adjacency-Pell dizilerinin toplamsal temsillerini ele alalim.

t

t
k=1

gosterilsin:

mn+l ~

O zaman, tiimevarim yontemi kullanilarak,

(Gmn+l )t =

oldugu kolaylikla goriilebilir [18].

3.2.1. M, Matrisi Yardimyla Devirli Gruplarin Elde Edilmesi

S;=>a,,(k) olmak iizere (mn+1)x(mn+1) tipli G

mn+1

matrisi

asagidaki

d; ler tam sayilar olmak iizere verilen bir D = [dij] matrisi i¢in, D nin her elemaninin

mode ya gore indirgenmesi D(moda) seklinde ifade edilir. Yani D(moda)=

(dij(moda)) dir. <D>a:{Di(moda)‘i20} olsun. Eger obeb(c,detD)=1 ise o

zaman (D) bir devirli gruptur. detM,,, =(-1)™"

tam say1 olan « i¢in <Mm]n>a devirli bir gruptur.
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Teorem 3.2.1.1.: r bir asal say1 ve <Mm,n>ra devirli bir grup olsun. Eger U,

(Mo ), [= (M)

esitligini saglayan en biiyiik pozitif tam say1 ise bu takdirde v>u

>r‘ esitligi yazilir [18].

o+l
Ispat: b, (Mm, )L( )EI (mod rb+1) olacak sekilde pozitif bir tamsay1 olsun ve

n

L(r*) notasyonu ile ‘(Mm'n>ra

gosterilsin. Burada |, (mn)x(mn) tipli bir birim

matristir. (Mm’n)L(rbﬂ) =1 (mod rb”) oldugundan L(rb+l), L(rb) tarafindan

boliinebilirdir. xx

. P T 4 .
Ote yandan (Mm,n)L( y +(mi(jb) : rb) esitligi yazilarak, Binom teoreminden,

elde edilir. Bu esitlik ile L(r*), L(r°).r tarafindan bolinebilir oldugu gosterilir.

Béylece bu da ya L(r"*)= L(r’) ya da L(r"*)=L(r")-r oldugunu gésterir ki

buradaki ikinci durum, ancak ve ancak r tarafindan boliinemeyen bir mi(jb) nin varhgi
ile miimkiindiir. L(r)=L(r"), L(r*)=L(r"") olmak iizere U en biiyik pozitif tam
(u+1)

sayidir. Yani I tarafindan bolinemeyen bir m; ' nin varlig: ile miimkiindiir. Bundan

dolay1 L(r”+1)¢ L(r“+2) esitsizligi yazilir. U iizerinde tiimevarim yontemi ile her

v-u

V>U icin ‘<Mm'n>

=17 [(M,,,.),| esitligi elde edilir.

Teorem 3.2.1.2: a pozitif degerleri icin {a;n (k)} dizisi basit periyodik bir dizidir.

Ispat: Q= {(ql,qz,...,qmn)|0 <qg < a—l} olsun. Z, nin elemanlarinn ™ tane farkl

mn -tiplisi mevcut oldugundan, bu mn -tiplilerden en az bir tanesi {a“ (k)} dizisinde

iki kez ortaya ¢ikar. Bundan dolayr bu mn—lileri takip eden alt dizi tekrarlanir; boylece
dizi periyodiktir. X >y oldugu kabul edilerek asagidaki esitlik elde edilir:
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ar (x+1)=a;, (y+1),a;,(x+2)=a;,(y+2),....a;, (x+mn)=a;  (y+mn).

O halde x= y(modmn) dir. Adjacency-Pell dizisi tanimindan asagidaki esitlik elde
edilir:

ar (x)=a;,(y) ar, (x-1)=a7,(y-1),....a;, (x—y+1)=a;  (1).

Dolayisiyla dizi basit periyodiktir.

m,n

{a“ (k)} dizisinin periyodu Lay  dur.

Teorem 3.2.1.3: u>1 olmak tizere a=]](p )" olacak sekilde asal garpanlarma
i=1

ayrilmis olsun. LaZ Lagfi])l lerin en kiigiik ortak katina esittir [18].

m,n !

r.

Ispat: {api' (k)} dizisinin periyodu La,(nf’i])i oldugundan bu dizi ,[3-La,(ﬂ1)i , (BeN)

m,n

uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Aymi zamanda La“ {a“ (k)} dizisinin

m,n ! m,n

periyodu oldugundan, her i degeri igin {arj‘j‘n(pﬁ )} dizisi Lay , terimde bir tekrar eder.

Boylece her i degeriigin La,, , periyodu [3’-La(pi)I formudur. Dolayisiyla

m,n

Lag = okek{Lafn‘,’ln)1 Laf,fﬁ)r”}

esitligi elde edilir.

(3.6) dan her a pozitif tamsayilar igin La?, = K'V'm,n>a\ elde edilir.

3.3.Dihedral tipli Adjacency Dizileri

Tanmim 3.3.1: Eger P, koseleri,
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P=e¢P=aPR=2a...,P=a",

n

P.=bP_=abP _=a%,...,P, =a""

n+l v g2 n+3

olarak segilir ise, 0 halde D,, dihedral grubu i¢in Cayley diyagrammin Adjacency

matrisi;

¥
0 1 010 0 0]
00 0 0 1 0 - 0
. . 00 0 1 0 0 10
Mz = L =1 0 0 0 0 0 11 «(n)-inci
100 0 1)« (n+1)-inci
010 010 0 0
001 0 0 0 0
00 0 1 0 0 1 0]

(3.7)

seklinde belirlenmistir [28].

Ornek olarak M2 ve M. matrisleri;
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01001000
[0 1. 0 1 0 O] 001 0010060
001010 00010010
. (100001 |1 000O0O0O01
Mg = Mg =
6 ! 8
1 00001 1 00000O0O0T1
010100 01001000
10 01 01 0] 00100100
0001001 0]
verilsin [28].
Dihedral tipli Adjacency dizi, M, matrisi yardimiyla X, =X, =+--=X,, , =0 ve x,, =1
baslangic degerleri icin,
X0+ Xoronet eger m=1(mod2n),
X o+ Xy one eger m=2(mod2n),
X +X o eger m=n-1(mod2n),
X=X X o eger m=n(mod2n),
X g + Xoran egerm=n+1(mod2n),
X on1 F X _an eger m=n+2(mod2n),
X ong + Xo_an eger m=0(mod2n),
seklinde tanimlanmustir [28].
m=>1 icin
(AL B, ..,
ey -
[B.].., (AL

esitligi kolaylikla goriiliir. Burada m iizerinde tlimevarim yontemi uygulanmistir.

[An ]nxn ve [Bm ]nxn matrisleri sirasiyla
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Anmi1 Anman o Bnms Dnmaz
a‘2r1m+2 a2nm+1 a‘an+n a2nm+3
[Am ]nxn = : a2nm+2 a2nm+1
a‘an+(n—1) : ) A nmen
L Lnmen a2nm+(n—1) T QBnmez Qonmat i
ve
a2nm+(n+1) a2nm+2n o a2nm+(n+3) a2nm-¢—(n+2)
a2nm+(n+2) a2nm+(n+l) a2nm+2n a2nm+(n+3)
[ Bm ]nxn = : a2nm+(n+2) a2nm+(n+l)
a2nm+(2n—1) a‘2nm+2n
L a'2nm+2n a‘2nm-¢—(2n—l) a2nm+(n+2) a2nm+(n+l) |

olarak elde edilmistir [28].

331 M an Matrisi Yardimiyla Yar1 Gruplarin Elde Edilmesi

C; ler tam sayilar olmak iizere verilen bir C = [Cij] matrisi i¢in, C nin her elemaninin
modq ya gore indirgenmesi C(modq) seklinde ifade edilir. Yani C(q)=(c; (mod g))
dir. <C>q :{ m (modqjmzo} olsun. Eger obeb(q,detC)#1 ise o zaman <C>q bir yar1
gruptur. dethDn =0 i¢in kolayca goriiliir ki her pozitif tam say1 olan ¢ i¢in <M§]>q

yar1 gruptur ve burada yar1 grubun mertebesi <M 2Dn> olmak iizere
q

<|v|2Dn>q‘ ile belirtilir.

Teorem 3.3.1.1: AN olmak iizere q=2" esitligi yazilsm. 3<n<15 olacak sekilde

bir n asal sayis1 var ise asagidaki esitlik elde edilir [28]:

n-3

—1+272 _prt

‘<I\/IZD“>2’l

Ispat: 21eN olmak iizere q=2" esitliginin saglandigim1 ve 3<n<15 olacak sekilde

bir n asal sayisinin var oldugunu varsayalim. O halde (3.7) ifadesinden
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A+E B
2 )4 1+l(m0d21)E(M;)iﬂ(mOdzi)

(MZE:])M—Z

n-3

esitligi yazilr ve buradan [(M2) [ = 2+2"" 7 —2** elde edilmistir

Teorem 3.3.1.2: 3<p<13 olacak sckilde p bir asal sayr olsun. Eger u,

<M§]>p = ‘<M2E;>pu olmak tizere en biiyiik pozitif tam say1 ise o halde her w>uigin
(M2) ,|= pw—u_<|v|;>n>p‘ esitligi yazilir. Eger her w22 icin ‘(Mzﬂ’n)p‘;t‘(m;)pz ise
(M3) |= pW_1.<M2'.3n>p‘ elde edilir [28].

Ispat: Varsayalim ki <Ml%>54 yar1 grup ve b pozitif bir tamsay1 olsun. ‘<M1%>5/1‘ yari

grubu  k(5*) notasyonu ile ifade edilsin. Eger (Ml?,)k[g’bﬂjﬂEMl%(modSb*l) ise, 0
zaman (Ml%)k(5b+l)+l = Ml'%(modSb) denkligi yazilir. Boylece k(5b), k(5b+1) tarafindan

b
boliinebilirdir. Diger yandan binom teoremi ile (Ml'%)k(sj EM1%+(mi(jb).5b) esitligi

yazilir. Dolayisiyla asagidaki esitlik elde edilir:
(MEJE = (MY (M2 + (m5°))= M (mods™)

Bu esitlik ile k(5"*) devirli grubu Kk(5°)5 tarafindan boliinebilir oldugu gdsterilir.
Boylece bu da ya k(5b+1)= k(Sb) ya da k(5b+l): k(5b)5 oldugunu gosterir ki buradaki
ikinci durum, ancak ve ancak 5 tarafindan boliinemeyen bir mi(jb) nin varligi ile
miimkiindiir.  k(5)= k(5 ), k(Sb);tk(Sb”) olmak tizere b en biyik pozitif tam

(b+1)

sayidir. Yani 5 tarafindan bolinemeyen bir m; " in varligi ile miimkiindiir. Bundan

dolay1 k(5b+1)¢k(5b+2) esitsizligi yazilir. b {izerinde tiimevarim yontemi ile her

W22 igin ‘<M§1>p‘ =p"

<M2Dn>p‘ elde edilir.
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3.3.2.Gruplarda Dihedral Tipli Adjacency Dizileri

— AN-2 — AN-1

Tamm 3.3.2.1: X, =€, X,=a, X =a°,..,%X,=a"x,=a"", x,=b, x,,=ab,
X.,=ab,..., %X, =a"h, X,,=a"'b baslangic sartlar1 ile G grubu 2-gerenli bir

grup ve (a,b) ikilisi G nin geren ¢ifti olsun.

O halde Dihedral tipli orbit DH g, asagidaki gibi tanimlanir [28]:

(X201 ) (Xn ) eger m=1(mod2n),
(Xn_zns1 ) (X ) eger m=2(mod2n),

(X,.)  egerm=n-1(mod2n),
Xn-3n-1) (Xn-n ) eger m=n(mod2n),

(Xpn1)  €germ=n+1(mod2n),

(Xyone)  Eerm=n-+2(mod2n).

(Xn_zn ) (X_zns ) eger m=0(mod2n),
Teorem 3.3.2.1: G sonlu bir grup ise, dihedral tipli orbit DH ., ,y periyodiktir [28].

Ispat: G sonlu grubunun mertebesi S olsun. O halde G grubunun elemanlarmm farkl
sirali 2n—lilerin sayis1 s*" oldugundan 2n-lilerin en az bir tanesi dihedral tipli orbit

olan DH g,y de iki kez ortaya ¢ikar. Bu tekrardan dolay1 dihedral tipli orbit DHg,, 1)

periyodiktir.

Teorem 3.3.2.2: 3<n<15 i¢in D,, dihedral grubunun dihedral tipli orbitinin periyot
uzunlugu asagidaki gibidir [28]:
(i) Eger 2n=2"3" ise 0 zaman LDH =4n.3"" dir.

(Pgpiab)
Kk
(if) P ler asal carpanlar olmak iizere 2n = HPie‘ (k>1), 2n=2*, 2n=2%3" ve

i=1

2n olsun. O halde LDH )= 2n.(Pkek —1) dir.

D2n:a,b

(iif) Eger 2n=14 ve 2n =28 ise, o takdirde LDH(DZn:a,b) =6n dir.
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Ispat: DH(DZn:a,b) orbiti asagidaki gibidir:

X =6X,=aX%=a’,...,X%X,=a"",X

n

— — — a2 — AN
. =bx,,,=ab,x ;=2aDb,....x, =a"b,

N+

X2n+1’ X2n+2’ X2n+3’ ce X4n1
— A4 — A4 — A4 _ 4
X4ﬂ+l_a ,X4n+2—a. ,X4n+3—a ""’XGn_a‘ y

— A8 — A8 — —
X(in+1_a 'X6n+2_a ’)(6n+3_a ""’X8n =a,

— Al6 — Al6 — A16 — A16
X8n+l_a‘ ’X8n+2_a 1X8n+3_a ""’)(10n_a :

Eger N bir tek sayi ise, o halde

—_ — A3 — 5
X2n+l - ab’ X2n+2 =a b; X2n+3 =a b, .

— N2 — — 12 — an-1
Xsng =870, X5, = b, Xgp 3 =00, .., X%, = @D,

2 2 2

— AN — —iN3 —_ Ad
Xana = a b' Xanio = ab’ X3niz = a b' Xania = a b" i

— /n-2 — — 12 — AN-1
i1 =@ D Xg05 =B X5 = @0, X, =@TD.

2 2 2

X

Eger n bir ¢ift tam say1 ise, 0 zaman

o — 3
X2n+1 - ab’ X2n+2 - aby X2n+3 =a b, vy

Xsn =270, Xgp,, = 8D, Xg,.4 =@, X5, =@,

2 2 2

— AN-1 _ _ .3
X3n+1 =a b! X3n+2 - ab; ’ X3n+3 =a b .oy

— Aan-1 —_ — a3 — N3
Xonp =& 0, X5, = a0, X;,6 =a°D,..., X, =" .

elde edilir.
(i) Varsayalim ki X, y pozitif tam sayilar1 igin 2n=2"3" esitligi verilsin ve i en

kiigiik tam say1 olarak alinsin. Mesela i=2.3"%+2 olarak almirsa, 0 halde

4 — A4

X4n(3y_l+l)+l —a T X4n+l, X4n(3y_l+1)+2 —a = X4n+21 X

yazilir. Boylece LDH(p ;)= 4n.3"* esitligi elde edilir.

— a4 = — a4 =
=a' = X500 X =a = x,

4n(.3y_1+1)+3 4n(.3y_1+1)+2n
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k
(it) P, ler asal g¢arpanlar olmak iizere 2n=2* ve 2n=2"3" i¢in 2n= HPie‘ ,
i=1

(k>1) olsun.  Eger i=P*+1  olarak  segilirse, 0  zaman

4 4 4 _

— — Y — — _
e =a =X X e =a = X X e =a = Xgpygreea X e =a =X,
2n.[Pkk+1]+1 2n.(Pkk +1]+2 2n.[Pkk +1j+3 2n.[Pkk +1]+2n

X

yazilir. Boylece LDH(, ) = 2n.(R% ~1) esitligi elde cdilir.

D2n:a,b)
(iii) n=7 olarak secilir ise, 0 zaman
=42 esitligi

ey — vy —a% _nh_y — v — _ ici
XnTXp =T Xy T@ T8 T Xy T Xp Tor T X, 1CIN LDH(D14:a’b)

elde edilir.
Eger n =14 olarak secilir ise, 0 zaman

Xy = Xpp == Xy =87 =A% = X, = Xgg =4+ = Xy, icin LDH(D o) 54 esitligi elde
148

edilir.

4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1.Adjacency-Pell-Circulant Dizileri

f (x) karakteristik polinomu igin Circulant matrisi;

79



-1 egeri=kvej=kiginl<k<mn+1,
egeri=k vej=k+1i¢in 1<k <mn

1 ve
ggeri=mn+lvej=1,
e =[] - . e rvel
(mn-1)x(mn-+1) egeri=k vej=k+nigin1<k<mn-n+l

-2 ve
egeri=k+mn—-n+lvej=kicin1<k<n

0 diger durumlarda.
seklinde tanimlanmustir [27].

Ornek olarak C*? matrisi;

-1 1 -2 0 0 0 O
-1 1 -2 0 0 0O
O -1 1 -2 0 O
c*¥=l0o 0 0 -1 1 -2 0
o 0 0 0o -1 1 -2
-2 0 0 0 0 -1 1
1 -2 0 0 0 0 -1
verilsin [27].
Bu ¢alismada m>2 ve n =>4 olarak ele alinmistir.
Genellestirilmis Adjacency-Pell-Circulant dizisi, h>1 olmak lizere
a"=a," =---=ay" =0 ve a;, =1 baslangi¢ degerleri ve
-2a™ +a’ —a™ h=1,2,...,mn—n+1(modmn+1)
ar" =1 anm —anma— 280 omenzs  N=MN—n+2,mn—n+3,...,mn(modmn+1)
_aIT—YrTwn—l - 2aiT—2mn+n—2 + atrln—’gmn—l’ h= O(mOdmn +1)

seklindeki indirgeme bagintis1 ile tanimlanir [27].

k>0 i¢in k tizerinde tiimevarim uygulanarak (Cm‘”)k matrisi;
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(e =

[ ~mn

a

k(mn+1)+mn+1

a

m,n
k(mn+1)+1

m,n

a‘k(mn+1)+2

m,n

a|<(mn+1)+mn—1
m,n
k(mn+1)+mn

m,n
k(mn+1)+mn

a

m,n
k(mn+1)+mn+1

a

a

m,n
k(mn+1)+1

m,n
ak(mn4-1)+mn—2
m,n

k(mn-+1)+mn-1

seklinde tanimlanmistir [27].

[27] deki

mn . ,mn _
XTEXT =

calismada,

.= O

X

mn
mn+1

m,n

X

=—X

a+mn+2

m,n
k(mn+1)+mn-1

a

a

m,n
k(mn+1)+mn

m,n
k(mn+1)+mn+1

a

m,n
ak(mn+1)+mn—3
m,n

k(mn+1)+mn-2

a

Adjacency-Pell-Circulant

=1 baslangi¢ degerleri ve

m,n
a+mn+1

+

seklindeki indirgeme bagntisi ile tanimlanir.

a

dizisi,

m,n
k(mn+1)+2
m,n

k(mn+1)+3

a

a

m,n
k(mn+1)+mn+1

a

m,n
k(mn-+1)+1

o>

2Xm n

a+l

0

m,n
k(mn+1)+1
m,n

k(mn+1)+2

m,n
ak(mn+l)+3

a

a

m,n
k(mn+1)+mn

m,n

a

k(mn-+1)+mn+1

olmak tzere

(4.1) ifadesi yardimiyla, Adjacency-Pell-Circulant dizileri igin A™" matrisi;

seklinde belirlenmistir ve bu matris

A =8

adlandirilmaktadir [27].

(Am'" )k matrisi;

] mn+l mn+1

(am)']

X

-1 0 -
1 0 O
0 1 0
0 0 1
0 O

m,n
mn+1
m,n

m,n
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Xk+mn+l

Xk+mn

m,n
Xk+l

1 -2
0 O
0 O

0
1 O

k>0 i¢in

Adjacency-Pell-Circulant

matrisi

(4.1)

olarak

esitligi kolaylikla goriiliir. k

uzerinde

uygulanarak

timevarim

k>1

icin



[, mn m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n
X imns1 _2Xk+l + X2 _2Xk+2 + Xz o —2X + Xicsmn —2X

k+mn-1 k+mn
m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n
Xicsmn Xitmn + Xicimna _2Xk+1 +X oo _2Xk+mn—2 + X Lmna _2Xk+mn—l
m,n m,n m,n m,n m,n . : :
(Am,n )k _ X imn-1 Xermn-1 T Xiimn Xismn T Xicimnaa
m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n
Xigmn-2  Ximn—2 T Ximn-1 Xeimnoa T Xicimn _2Xk+l + X2 _2Xk+2
: : : m,n m,n m,n
Xk+mn + Xk+mn+1 2Xk+l
m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n
L X X T X Xera T X3 Xivmn— 1 Xiimn _2Xk a

seklinde elde edilmistir. det A™" =(-2) oldugundan det(Am'”)k = (—2)k oldugu
goriilmektedir [27].

Lemma 4.1.1: Adjacency-Pell-Circulant  dizisinin  karakteristik  denklemi

X" 4+ x™ —x+2=0 olup bu denklemin ¢ok katli kokii yoktur [27].

Ispat: f(x)= X" x™—x+2 ve a nm, f(x) in bir ¢ok kath kokii oldugunu
diisiinelim. Bu durumda o, f(x) in bir g¢ok kath kokii oldugundan
f(a)=a™+a™-a+2=0 ve f (a)=(mn+1l)a™ —-(mn)a™*-1=0 olmahdr.

Dolayisiyla, (mn)a? —(mn+3)a—2mn =0 olur ki, bu esitlikten

(mn+3)+\/y9(mn)2 +6mn+9 " _ (mn+3)—\jg(mn)2 +6mn+9
2mn %2 = 2mn

oldugu

o

goriilmektedir. O takdirde m>2 ve n>4 i¢in f(e;)#0 ve f(a,)#0 oldugundan

f(x) =0 esitligi bir ¢eliski belirtmektedir. Bu celiski ile lemma ispatlanmustr.

mn+1

Eger X™" +X™ —x+2=0 denkleminin kokleri «, a,, ..., @,,,, ise, Lemma4.1.1.

ile bu koklerin birbirinden farkli oldugu basit bir sekilde goriilmektedir.

(mn+1)x(mn+1) tipli V.., Vandermonde matrisinin

mn+1

(@)™ (@) ()" |
(al)mn—l (a, )mn—l (amn+l)mn_l
Vina = : : :
o a, Xrnia
i 1 1 cee 1 |
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seklinde ifade edildigini diistinelim.

(mn)x1 tipli W, , (i, j) matrisi;

k+mn
mn+1

%
seklinde gosterilsin ve V, (i, j) matrisi, V,, matrisinin j—incisitununun W, (i, j)

slitun matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin.

Teorem 4.1.1: k>1 i¢in (I\/Im,n)k :[m;’in’k] olsun, bu durumda m!}, = detV,,, (i, i)

detV, ,
dir [27].
Ispat: o, a,, ...,a,,, birbirinden farkli oldugu i¢in M, matrisi
kosegenlestirilebilirdir. R=(y,a,,...,,,,) olsun, bu durumda M, V, =V R
esitligi elde edilir. Burada V, , matrisi tersinir matris oldugu i¢in (Vm’n)f1 M, V., =R

esitligi saglanir ki, bu da M matrisinin U~ ye benzer oldugunu gostermektedir.

Dolayistyla k >1 igin (M, | )kV =V, (R)" oldugu goriilmektedir. Bu durumda,

m,n

il mn i,2 mn-1 i,mn+l _ k+mn
rnmeka& 4_n1mmnka& _+"“+rnnmna -

il mn i,2 mn-1 i,mn+l — _ k+mn
mm,n,kaz + nqm,kalz teeet nqm,ma =,

il mn i,2 mn-1 i,mn+l _ k+mn
mm,n,kamn+l +mm,n,kamn+l +”'+mm,n,a - “mn

lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Lineer denklem sisteminin ¢éziimiinden de,

her i, j=1,2,...,mn+1 icin

i = detV, . (i, j)
mnk detV,,,

oldugu goriilmektedir.
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Sonug 4.1.1: Varsayalm ki X , (k), k —mnc1 Adjacency-Pell-Circulant sayis1 olsun. Bu

durumda,

% (k)= detV, ,(mn+1,mn+1)
‘ detV,, ,

dir [27].

uxu tipli P(u,(m, n)) = [p.m!”’“} siiper kdsegen matrisi;

1)

-1 egeri=k vej=k ve 1<k <u,
egeri=k+1vej=kigin1<k<u-1
1 ve

P = egeri=kKvej=k+mn-ligin 1<k <u-mn+1,

-2 egeri=K vej=k+mnigin <k <u-mn,

0 diger durumlarda.

seklinde tanimlanmustir. Yani,

(mn+1)-inci
!

(-1 0 - 0 1 -2 0 - 0 0 O]
1 -1 0 - 0 1 -2 0 - 0 O
0 1 -1 0 1 -2 0 0

P(u,(m,n)) -0 0O 1 -1 0 0O 1 -2 0
0 O 0O 1 -1 0 1 -2
0O 0 O 0O 1 -1 0 1
0O 0 0 O 0O 1 -1 0
0O 0 O 0 o 0O 0 1 -1 0O
0 0 0 0 0 0 0 1 1]

olarak belirlenmistir [27].

Teorem 4.1.2: u>1 igin asagidaki esitlik elde edilir [27]:
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perP(u,(m,n))=x, (mn+u-+1).

Ispat: Teoremi ispatlamak igin tiimevarim ydntemini uygulayalim. Varsayalim ki

u <mn+1 olsun. O halde

P(u,(m, n)) matrisi:

-1 0 - 0 0 O
1 -1 0 -~ 0 O
o 1 -1 0 -~ O
P(u(mn))=| . = .7 . . . |icinl<u<mn-1
0 0 1 -1 0
0 0 0 1 -1

olarak tanimlanmistir ve P (mn, (m, n)) matrisi;

1 0 - 0 0 1]

1 -1 0 - 0

0 1 -1 0 - 0
P(mn,(mn))= . =~ .° . . |iginu=mn

0 0 1 -1 0

0 0 0 1 -1

seklinde belirlenmistir. Buradan kolayca goriiliir ki 1<u<mn-1 ve u=mn igin
P(u,(m,n)) =(-1)" ve perP(mn,(m,n))=2 esitlikleri elde edilir. Adjacency-Pell-

Circulant dizi tammindan 1<u<mn-1 ve x,,(mn)=2 i¢in Xx,,(mMn+u)=(-1)

esitligi elde edilir. O halde u<mn+1 igin sonug elde edilmistir. Simdi de u=>mn+1
icin denklemin saglandigmi kabul edelim. Bu durumda, denklemin u+1 igin de

saglandig1 gosterilmelidir. Eger P(u,(m,n)) matrisinin birinci satirma gore Laplace

acilimi uygulanarak perP(u, (m, n)) genisletilir ise,
perP(u+1,(m,n))=—perP(u,(m,n))+ perM (u—mn+1,(m,n))—2perM (u—mn,(m,n))

esitligi elde edilir.
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perP(u,(m,n))=x (Mn+u+1), perM (u—mn+1,(m,n))=x, (u+2) ve
perM (u—mn,(m,n))=x_ (u+1) oldugundan, perP(u+1,(m,n))=x, (mn+u+1)

esitligi elde edilir. Boylece u iizerinde tiimevarim yontemiyle ispat tamamlanmis olur.

u>mn+ligin uxu tipli Z(u,(m,n)):[z{‘j"’“] matrisi;

-1 egeri=k vej=k icin 1<k <u,
egeri=k+l1vej=kiginl1<k<u-mn-1

1 ve

T egeri=k vej=k+mn-1ligin 1<k <u-mn,

-2 egeri=kvej=k+mnicin1<k <u-—mn,

0 diger durumlarda.
seklinde tanimlanmustir [27].

uxu tipli M (u,(m,n)):[m{f‘;"'“] matrisi ise,

(u—m?)-inci
(1 -~ 1 0 o 0]
1
M (u,(m,n))= 0 Z(u-1,(mn))
o _

seklinde belirlenmistir [27].
Teorem 4.1.3: (i) u>mn+1 igin perZ (u,(m,n))=x, (u+1) esitligi yazlr.

(ii) u>mn+2 igin perM (u,(m,n))= zu:xm,n (k) esitligi yazilir [27].

k=1

Ispat: (i) Denklemin u>mn+1 icin saglandigini kabul edelim. Bu durumda,

denklemin u+1 i¢in de saglandigi gosterilmelidir. Eger Z (u,(m, n)) matrisinin birinci

satirma gore Laplace agilimi uygulanarak perZ (u,(m, n)) genisletilir ise,
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perZ (u,(m,n))=—perZ (u—1,(m,n))+ perZ (u—mn,(m,n))—2perZ (u—mn-1,(m,n))

= X (U)+ X (U=mN+1)—2x  (u—mn)

esitligi elde edilir.

(if) Eger Z(u,(m,n)) matrisinin birinci satirma gore Laplace ac¢ilimi uygulanarak

perZ (u, (m, n)) genisletilir ise,
perM (u,(m, n)) = perM (u ~1,(m, n))+ perZ (u -1,(m, n))
esitligi elde edilir.

u>mn+1 i¢cin UxU tipli T matrisi;

101 1
11 1

1 -1 11
I 1 1 -11

seklinde  tanimlanmustir.  Dolayisiyla  u>mn+1  icin perP (u, (m, n))

det(P(u,(m,n))oT), perZ(u,(mn)) = det(Z(u,(mn))oT) ve perM (u,(m,n))

det(M (u,(m, n)) oT) esitlikleri elde edilir [27].
Sonuc¢ 4.1.2: u>mn+ligin

det(P(u,(m, n))oT )= Xy, (Mn+u+1),
det(Z(u,(m,n))oT) =X, (U+1)

ve
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det(M (u,(m,n))eT) =%, (k)
esitlikleri elde edilir [27].

Sonug 4.1.3: x,, . (u), u-—uncu Adjacency-Pell-Circulant dizisi olsun. O halde

et t .
Xon (W)= D s XKHJF t mml](—Z) 1
mn+1

(ti,tz...,tm+n)tl+t2+“'+t t1""’ mn+1

olup burada toplam, negatif olmayan tamsaylar iizerinde t, +2t, +---+(mn+1)t, ., = u

mn+1

kosulunu saglamaktadir [27].

Ispat: Adjacency-Pell-Circulant dizilerinin iirete¢ fonksiyonu, v=mn+1 ve

i = j=mn+1 olacak sekilde

mn

g(x)=

mn+1

1+ x—x™ +2x
dir [27].

Teorem 4.1.4: Adjacency-Pell-Circulant dizilerinin tstel temsili asagidaki gibidir [27]:
g(x)=x" exp(Z—)( —1+x™ 2xm”)i].

. an
ispat: Ing(x)=1In T InX™ —In(1+x—x™ +2x™*)

ve
—In(1+x X" +2an+1) —[—x(—1+xm”1—2xm”)—%x2(—1+xm”l—2xm”)2—

k

—%xk (—1+ X —2xm“) —]

oldugundan
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dir [27].

Simdi de Adjacency-Pell-Circulant dizilerinin toplamsal temsillerini ele alalim.

S, :Zk:xmyn(a) olmak iizere (mn+2)x(mn+2) tipli D,

a=1

k . .
., ve D, , matrisleri sirastyla

asagidaki gibi gosterilsin:

O B -

Am,n 1

ve

DrlT(Ln = Sk-*-mn—l (Am,” )k

O zaman tiimevarim yontemi kullanilarak (Dm’n)k = Dr‘;’ esitligi kolaylikla goriilebilir

n

[27].

4.2.Adjacency-Jacobsthal Sayilar

Tammm 4.2.2: Adjacency-Jacobsthal dizisii m>2 ve n>4 olmak iizere

Jm'n(l) =...= Jm’n(mn—l) =0 ve Jm’n(mn) =1 baslangi¢ degerleri ve

Jon(mMn+k)=3, (mn-n+k+1)+2J, (k) , (k>1) (4.2)
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seklindeki indirgeme bagintisi ile tanimlanir [26].
Adjacency-Jacobsthal dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

mn-1

X
9=

dir [26].

Adjacency-Jacobsthal dizilerinin iistel temsili asagidaki gibidir [26]:

g(x)=x""exp i( _) (1+2x”‘”’”*1)k

dir. Burada j, (n—1v+(mn-n+1k=u ve k<v sartlarm saglayan bir tam sayidir
[26].

ispat: g(x)=J,,(mn)+J, (Mn+1)x+J,, (Mn+2)x*+---+J (Mn+u)x’ +
oldugundan g(x) de x" nun katsayisi Jm,n(mn+u) dir. Binom ag¢ilimu ile asagidaki

esitlik elde edilir:

9(x)= (x'“"‘l)l_ (x“‘11+ 27 = (x'""‘1X1+ (x4 2X™ ) (x4 2x™ ) )

— an—l + (an+n—2 )(1+ 2an—n+l) et (an+nu—u+l) i{t) 2k X(mn—n+1)k e

k=0

x" nun katsayisina ihtiya¢ duyuldugu i¢in yukaridaki denklemin sadece sag tarafindaki

ilk (U+1)-inci terim goz éniine alinacaktir. Ayrica
(Xn—l 4+ oxmn )V - (Xn—l)" (1+ 2an—n+1)V - (Xn—l)v i(\k/j 2k X(mn—n+l)k
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oldugundan pozitif U ve V tamsayilar1 i¢in (Xn—l+2an )V deki x" nun katsayzsi,

(n—1v+(mn-n+1k =u ve kv olmak iizere
Z(Vj 2, —— <v<u
=\ k mn

seklinde elde edilir. Boylece sonuca ulasilmis olur.

(4.2) ifadesi yardimiyla

0 -0 1 0 0 2
1 00--00 00
jnn(mn+1)] 0 1 0 0 0 0 Of jn,(mn)
jma(mn) | [0 0 1 0 O 0 0| jno(mn-1)
: 10001 0 O 0 :

G P

elde edilir.

[26] calismasinda, Adjacency-Jacobsthal dizisi i¢in Companion matris formundaki

ilirete¢ matrisi;
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0 01 0 0 2]
01 0 O 0 0 O
0 0 1 0 0 0
C =|C . =
mn ["J](mn)X(mn) 0 00 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0]

seklinde belirlenmistir ve bu matris Adjacency-Jacobsthal —matris olarak

adlandirilmaktadir.

a lzerinde tiimevarim yontemi uygulanarak « >1 i¢in Adjacency-Jacobsthal

matrisinin o —inc1 kuvveti

B mn+a mn+a+1 mn+a+n-2 a+n-1 a+n a+mn-1
‘]m,n ‘]m,n ‘]m,n 2‘Jm,n 2‘]m,n 2‘]m,n —‘
mn+1 mn+a mn+a+n-3 a+n-2 a+n-1 a+mn-2
‘]m,n ‘]m,n ‘]m,n 2‘Jm,n 2‘Jm,n 2‘]m,n
r_ mn+a—2 mn+a-1 mn+a+n-4 a+n-3 a+n-2 a+mn-3
(Cm,n) - ‘Jm,n ‘]m,n ‘]m,n 2‘]m,n ‘]m,n 2‘]m,n
a+l a+2 a+n-1 a+n—mn a+n-mn+1 a
L ‘]m,n ‘]m,n ‘]m,n 2‘]m,n 2‘]m,n 2‘]m,n J

seklinde elde edilmistir. detC,, =(-1)""(2) oldugundan det(C,,) = (-1)™“(2)"

oldugu goriilmektedir. Burada J% , notasyonu ile J,, ,(u) gosterilmektedir [26].

t 4+t
t,....t

Sonu¢ 4.2.1: Jm,n(U)= Z t”+tn+1+"-+tmnx(

" [2'm™  olup burada
<tl,t2...,tmn) tl +t2 + .. +tmn

toplam, negatif olmayan tamsayilar iizerinde t +2t,+---+(mnk, =u kosulunu

saglamaktadir [26].

Simdi de Adjacency-Jacobsthal dizisinin toplamsal temsillerini ele alalim.

S, ZZI:JmYn(k) olmak iizere (mn+1)x(mn+1) tipli M

k=1

t . .
ve (M,,,) matrisleri

mn+1

sirastyla asagidaki gibi gosterilmistir [26]:
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mn+l T

ve

( M mn+1 )t = St+mn—2 (Cm,n )t

kxk tipli A(m,n,k)= [ai'?j’”’k] siiper kosegen matrisi;

egeri=uvej=u+n-2icinl<u<k-n+2
1 ve
i=u+lvej=uvel<u<k-1
an™ =42 egeri=uvej=u+mn—-licinl<u<k-mn+1,

0 diger durumlarda.

seklinde tanimlansin [26].

Teorem 4.2.2: K>mn i¢in

perA(m,n,k)=J, . (mn+k)

esitligi elde edilir [26].

Ispat: Teoremi ispatlamak igin K iizerinde tiimevarmm yontemini kullanalim. k >mn

icin denklemin saglandigi kabul edilip, k+1 igin saglandig1 gosterilmelidir. Eger
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A(m,n,k) matrisinin birinci satirma gore Laplace agilimi uygulanarak perA(m,n,k)

genisletilir ise,

perA(m,n, (k +1))= perA(m,n, (k —n+2))+2perA(m,n, (k —mn-+1)).

esitligi elde edilir.
Buradan perA(m,n,(k—n+2))=J, (k+mn-n+2) ve
perA( m,n,(k—mn +1)) =J,a(k+1) permanent esitlikleri yardimiyla

perA(m,n, (k +1))=J,, ,(mn+(k +1)) esitligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
k >mn igin B(m,n,k)= [bi’f‘j'”’k]kxk matrisi;

egeri=uvej=u+n-2i¢in ISU<k-mn+1
2 ve
i=u+lvej=uicinl<u<k-1
b"™ =41 egeri=uvej=u+mn-liginl<u<k-mn+1,.

0 diger durumlarda.

seklinde tanimlanmstir [26].
Teorem 4.2.3: K > mn i¢in

perB(m,n,k)=2J, (k)
esitligi elde edilir [26].

Ispat: Teoremi ispatlamak igin Kk iizerinde tiimevarim ydntemini uygulayalim.

Denklemin k >mn igin saglandigmni kabul edelim. Bu durumda, denklemin k+1 i¢in
de saglandigi gosterilmelidir. Eger Y (k, (m, n)) matrisinin birinci satirina gore Laplace

agilimi uygulanarak perY(k,(m, n)) genisletilir ise,

perB(m,n,k) = 2( perB(m, n,(k —n+1))+2perB(m, n,(k—mn))) = Z(Jm’n (k-n+1)+2J,, (k—mn)) =23, (k)

esitligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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kxk tipli D(m,n,k)= d’“"kl matrisi;

(u—mn)-inci

1
D(m,n,k)=|0 B(m,n,(k-1))

seklinde tanimlanmistir [26].

Teorem 4.2.4: k >mn+1 i¢in
perD(m,n,k) ZZJmn

esitlizi elde edilir [26].

Ispat: Eger perY (k, (m, n)) birinci satira uygun olarak genisletilir ise,
perD(m,n, k)= 2(perD(m,n, (k 1))+ B(m,n, (k —1))).
esitligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

k >mn icin kxk tipli R matrisi asagidaki gibi tanimlanmstir [26]:

101 1
-1 1 1
Ro| 1 11
1 -1 11
I 1 1 -1 1]

Teorem 4.2.5: kK > mn i¢in
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det(A(m,n,k)oR)=J,,,(mn+k),
det(B(m,n,k)oR)=2J, (k)

det(D(m,n,k)oR)=2a, (i)

esitlikleri elde edilir [26].

ispat: k>mn igin perAmn,k) = det(A(m,n,)oR) , perB(mnk) =
det(B(m,n,k)oR)  ve  perD(mnk) =  det(D(mn,k)oR)  oldugundan

perA(m,n, (k +2))= J,, ,(mn+(k +1)) esitligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Adjacency-Jacobsthal sayilari igin Binet formiili Lemma 4.2.1 ile asagidaki gibi elde
edilir:

Lemma 4.2.1: Adjacency-Jacobsthal dizilerinin karakteristik denklemi x™ —x™"* -2

olup bu denklemin ¢ok katli kokii yoktur [26].

mn-n+1

ispat: f(x)=x™-x —2 ve U nun, f(x) in bir ¢ok kath kokii oldugunu

diigiinelim. Bu durumda f(u)=0 ve f'(u)=0 olmahdir. Dolayisiyla u™ <0 ve

mn—n+1 m _ 2(mn—n+1)
——wveum="——

u™ >0 icin u"* =
mn -n+1

olur ki, bu esitliklerden u™ <0

ve u"™* >0 oldugu goriilmektedir. u™ <0 ve u"" >0 olmasi ancak M ve N nin birer

¢ift say1 olmas1 durumunda gerg¢eklenmektedir. Bu sebeple m ve n sayilari tek sayilar

olarak kabul edilmelidir. Boylece u<0 pozitif tamsayilar1 icin x™ —x™ """ -2=0

denklemini saglayan bir ¢ok katl kokii yoktur. Bu geligki ile lemma ispatlanmistur.

(mn)x(mn) tipli V,,, Vandermonde matrisinin
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()™ ()™ ()™

seklinde ifade edildigini diistinelim.

(mn)x1 tipli W, , (i, j) matrisi;

seklinde gosterilsin ve V,, (i, j) matrisi, V,,, matrisinin j—incisiitununun W, (i, j)

stitun matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin.

Teorem 4.2.6: a>1 igin (Cm]n)” = [C{y”j"'“] olsun, bu durumda ¢","“ :—de:j\;:\’;(l’ j) dir

[26].

Ispat: X, X,, ...,X

mn

birbirinden  farkli  oldugu i¢in C_,  matrisi

kosegenlestirilebilirdir. X, =(X,%,,..., X, ) olsun, bu durumda C,, V,. =Vo.Xos

m,n " m,n

esitligi elde edilir. V,, matrisi tersinir matris oldugu igin (vm,n)’lc V.o =X

m,n " m,n m,n

esitligi yazilir. Boylece C, , matrisi, X, kosegen matrisi ile benzerdir. Dolayisiyla

m,n

a 21 icin (Cm'n )an’n = Vm'n(Xm’n)& oldugu goriilmektedir. Bu durumda,

m,n,a \,mn-1 m,n,a \,mN—-2 mn,a — a+mn-1
Gi X% +C3 X oot G TX

m,n,a \,mn-1 m,n,a \,mn-2 mn,a — ,a+mn-1
Ciy1 X, +Ci,l X, +~--+Ci’1 =X,

m,n,a \,mn-1 m,n,a \,mn-2 mna — a+mn-1
Ci,1 an + Ci,1 an teeet Ci 1 ~ Mmn
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lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Lineer denklem sisteminin ¢éziimiinden de,

her i, j=1,2,...,mn igin

mne  detVo (i, )
YT detV,,

oldugu goriilmektedir.
Sonuc¢ 4.2.2: o >1 igin

detV_  (mn,mn
(@)= 2de(tv !

esitligi elde edilir [26].
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5. TARTISMA VE SONUC

[16, 17, 28, 44, 47, 49, 63, 64, 68,70] deki calismalarinda, indirgemeli dizilerin gesitli
ozellikleri ve bu dizilerin cebirsel yapilardaki karsiliklarinin periyotlari elde edilirken bu

dizilerin bagintilar1 yardimiyla elde edilen lirete¢ matrisler kullanilmistir.

Matrisler kullanilarak indirgemeli dizilerin tanimlanmas ise, ilk olarak [13, 14, 16, 17,

23, 38] calismalarinda ortaya atilmis ¢ok yeni bir yontemdir.

Tez galismasinda bu yeni yontem daha da genisletilerek farkli yollardan elde edilen
Adjacency ve Circulant matrisleri kullanilarak Adjacency-Jacobsthal dizisi ve

Adjacency-Pell-Circulant dizileri tanimlanmustir.

Adjacency-Jacobsthal ve Adjacency-Pell-Circulant dizilerinin {irete¢ matrisleri
Companion matrisler formatinda belirlenerek gerek iirete¢ matrislerin gerekse dizilerin
yapisal 6zellikleri yardimiyla bu dizilerin, Binet formiilleri, permanental, listel ve
toplamsal temsilleri, tireteg fonksiyonlar1 ve sonlu toplamlar1 gibi ¢esitli 6zellikleri

belirlenmistir.

Yapilan bu caligmalarda, kullanilan yontemler ile {izerinde calisilan matematiksel
yapilarin konsept kapsaminda ilk defa birlikte ele alinmig olmalarindan dolay1 elde

edilen sonuglar son derece 6zgiin degere sahiptir.
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