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ÖZET 

 

Bu çalışmada, Jacobsthal dizisinin yapısal özellikleri ve 4n   ve 2m   olmak üzere 

nC  ve mC  devirli gruplarının n mC C  direkt çarpımları için oluşturulan Cayley 

diyagramının Adjacency matrisi kullanılarak Adjacency-Jacobsthal dizisi tanımlandı. 

Ayrıca, Adjacency-Pell dizisinin karakteristik polinomu yardımıyla belirlenen Circulant 

matrisi kullanılarak genelleştirilmiş Adjacency-Pell-Circulant dizisi tanımlandı. Buna 

ek olarak, genelleştirilmiş Adjacency-Pell-Circulant dizisi yardımıyla da Adjacency-

Pell-Circulant dizisi türetildi. Tanımlanan dizilerin üreteç matrisleri Companion 

matrisler formatında belirlenerek gerek üreteç matrislerin gerekse dizilerin yapısal 

özellikleri yardımıyla bu dizilerin,  Binet formülleri,  permanental, üstel ve toplamsal 

temsilleri, üreteç fonksiyonları ve sonlu toplamları gibi çeşitli özellikleri belirlendi.  

 

2017, 106 Sayfa 

Anahtar Kelimeler: Adjacency-Jacobsthal Dizileri, Matris, Grup, Periyot, Adjacency 

Matrisi, Circulant Matrisi, Pell Dizileri.   
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ABSTRACT 

 

In this work, the Adjacency-Jacobsthal sequence is defined by using the structural 

properties of the Jacobsthal sequence and the Adjacency matrix of the Cayley diagram 

for direct product of two cyclic groups of order n  ve m . Also, the generalized 

Adjacency-Pell-Circulant sequences are defined by using the Circulant matrix which is 

obtained from characteristic polynomials of the Adjacency-Pell sequences. Furthermore, 

the Adjacency-Pell-Circulant sequences are derived by the aid of the generalized 

Adjacency-Pell-Circulant sequences. The generating matrices of the sequences defined 

are decided in the Companion matrix forms and then the miscellanous properties of the 

sequences defined are obtained such as Binet formula, permanental, the exponential 

representation and the sums, generating functions and finite sums. 

 

2017, 106 Page 

Keywords: The Adjacency-Jacobsthal Sequence, Matrix, Group, Period, The 

Adjacency Matrix, The Circulant Matrix, Pell Sequence.  
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  e       Grubun birim elemanı 

              Reel sayılar kümesi  

               Tamsayılar kümesi 

        Kompleks sayılar kümesi 

           Doğal sayılar kümesi 

   G       Grup 

  G        Grubun mertebesi 

G A     A  dan üretilen grup 

/G H     G  nin  H  ye göre bölüm grubu      

H G      H ,  G  nin alt grubu 

H G      H ,  G  nin normal alt grubu        

, , .H      Halka 

 ij m n
A a


     m n    boyutlu matris 

 ij n n
A a


   n n   boyutlu kare matris 

A      A   matrisinin transpozu    

nI           n n    mertebeden birim matris 

E                Elemanter matris 

detA       A  matrisinin determinantı 
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 per A   A  matrisinin permanenti 

M K     M  ve K  matrislerinin Hadamard çarpımı 

 nP         Pell dizisi 

 k

nP       Genelleştirilmiş k  Pell sayıları  

 nJ       Jacobsthal dizisi 

 inJ      Genelleştirilmiş k  Jacobsthal sayıları 

 nF     Fibonacci dizisi 

  k

nF      k  basamak Fibonacci dizisi 

 ( )pF n        Fibonacci p   dizisi 

pQ           Fibonacci  p matrisi 

  P n   Padovan dizisi 

 Pap n  Padovan p   dizisi 

,m nV              Vandermonde matrisi 

  ,n m

kx       modülüne göre Adjacency tipli diziler 

 yxGA ,:     Adjacency tipli orbit 

 ,m na k       Adjacency-Pell dizisi 

2n

mx         Dihedral tipli Adjacency dizisi 

 baGDH ,:   Dihedral tipli orbit 
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1.GİRİŞ 

 

Bilindiği gibi disiplinler arası ilişki noktasında indirgemeli dizilere sıkça 

rastlanmaktadır. Bu tür çalışmalara örnek olarak [1, 5, 32, 48, 56] daki bilimsel çıktıları 

verebiliriz.  

Cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin üreteç matrisi, üreteç fonksiyonu, Binet formülü, 

üstel, permanental ve toplamsal temsilleri vb. gibi çeşitli özellikleri birçok bilim insanı 

tarafından çalışılmış ve çalışılmaya devam edilmektedir. Bu çalışmalardan güncel 

olanlara örnek olarak [6, 14, 16, 17, 32, 33, 36, 38, 40, 44, 49, 68, 70] deki çalışmalarını 

verebiliriz. Bu çalışmaların birçoğunda çeşitli sonuçlar elde edebilmek için indirgemeli 

dizilere karşılık gelen matrisler kullanılmıştır. 

Bu durumun tam tersine matrisler kullanılarak indirgemeli dizilerin tanımlanması ise, 

ilk olarak [16, 17, 21, 38] deki çalışmalarında ortaya atılmış çok yeni bir yöntemdir. 

Deveci, Aküzüm ve Artun, [27] deki çalışmalarında üreteç matrislerinin karakteristik 

polinomlarına karşılık gelen Circulant matrisleri yardımıyla Adjacency-Pell-Circulant 

dizisini tanımlamışlardır. Tanımlanan bu dizinin üreteç fonksiyonlarını, üstel 

temsillerini ve yapısal özelliklerini kullanarak Binet formüllerini belirlemişlerdir. 

Deveci ve Artun, [26] daki çalışmalarında uygun başlangıç değerleri ve indirgeme 

bağıntıları belirlenmek suretiyle Adjacency-Jacobsthal tipli indirgemeli dizileri 

tanımlamışlardır. Tanımlanan bu dizinin determinant ve permanent değerlerini, üreteç 

fonksiyonlarını, üreteç matrislerinin kuvvetlerini ve yapısal özelliklerini kullanarak 

Binet formüllerini, permanental, üstel ve toplamsal temsillerini ve sonlu toplamları gibi 

çeşitli özelliklerini belirlemişlerdir. 

 

 

 

1 
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2.KURAMSAL TEMELLER 

2.1.Grup Takdimleri 

Tanım 2.1.1: K  bir küme olsun. K K  dan K  ya tanımlı 

 *  ,                    , *K K K x y x y  ∶  

fonksiyonuna K  içinde bir ikili işlem denir. Bu takdirde  ,*K  ikili işlemine cebirsel 

yapı denir [45]. 

Örnek 2.1.1: Reel elemanlı 2 2  matrislerinden oluşan 2 2  kümesi içinde matris 

toplamı ve matris çarpımı ikili işlem oluşturur [45]. 

Tanım 2.1.2: G  boş olmayan bir küme ve bu küme üzerinde bir ikili işlem   olsun. 

Buna göre eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa  ,G   cebirsel yapısına (ya da G  kümesine 

  işlemine göre) bir grup denir. 

                     1)G   ,a b G   için a b G   (Kapalılık şartı) 

                     2 )G  , ,a b c G   için    a b c a b c      (Birleşme özelliği) 

                     3)G  a G   için a e e a a     olacak şekilde bir e G  vardır. (Birim 

elemanın varlığı) 

                     4 )G  G  kümesindeki her bir a  için e , G  nin birim elemanı olmak üzere 

a a a a e      

olacak şekilde a G   vardır (Ters elemanın varlığı) [66]. 

Örnek 2.1.2:  2M  elemanları reel sayı olan bütün 2 2  matrislerin kümesi, yani 

 2  :   ,  , ,  
a b

M a b c d
c d

  
   

  
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ise o zaman bu küme matrislerin toplama işlemine göre bir gruptur  [66]. 

Tanım 2.1.3:  ,*G  bir grup olmak üzere   ,a b G   için 

* *a b b a  

oluyorsa bu gruba değişmeli (komütatif ya da abelyan) grup denir [66].  

Tanım 2.1.4: Eğer Tanım 2.1.2 deki sadece 1G  ve 2G  şartları sağlanırsa o zaman  ,*G  

cebirsel yapısına bir yarı grup denir.  

Örnek 2.1.3:  reel sayılar kümesi üzerinde *  ikili işlemi  *  0  olmak üzere  

,a b  için 

 * ,a b max a b  

şeklinde tanımlanırsa, bu durumda  * ,*  bir yarı gruptur [66]. 

Teorem 2.1.1:  ,*G  bir grup olsun. Buna göre 

(i) G  nin birimi tektir. 

(ii) G  nin her elemanının tersi tektir. 

(iii)  a G  için *a a a  ise a e  dir. 

(iv) G  grubunda soldan ve sağdan kısaltma kuralları geçerlidir. Yani , ,a b c G  için 

* *a b a c  ise b c    (soldan kısaltma kuralı) 

* *b a c a  ise b c   (sağdan kısaltma kuralı) 

(v) ,a b G  için *a x b  ve *y a b  denklemlerinin  G  deki işlemleri tektir. 

(vi) a G   için  
1

1a a


 
 
dır [66]. 
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Tanım 2.1.5: G  bir grup ve H G   bir alt küme olsun. ,  H G  de tanımlanan ikili 

işleme göre bir grup ise H  ye, G  nin bir alt grubu denir ve H G  ile gösterilir. 

Tanım 2.1.6:
 

 H e  ve H G  alt kümeleri daima G  grubunun alt gruplarıdır. 

 H e
 
alt grubuna aşikar alt grup ve G  den farklı her H  alt grubuna da öz alt grup 

denir. Eğer H , G  nin bir öz alt grubu ise H G  ile gösterilir. 

Tanım 2.1.7: G  bir grup ve A G   olsun. G  grubunun A  yı içeren bütün alt 

gruplarının ailesinin ara kesitini A   ile gösterelim. Bu takdirde A  , G  nin bir alt 

grubudur. Bu alt grup A  yı içeren en küçük alt gruptur ve A  tarafından üretilen alt grup 

olarak adlandırılır. 

Tanım 2.1.8: G  bir grup ve H G  olsun. Eğer her g G  için 1gHg H   oluyorsa      

H  ye, G  nin bir normal alt grubu denir ve H G  ile gösterilir. 

Tanım 2.1.9: ,  N G  nin bir normal alt grubu olsun. /G N  kümesi üzerinde 

    Ng Nh N gh  ile bir çarpım tanımlansın. Bu takdirde /G N  bu çarpıma göre 

mertebesi  :G N  olan bir gruptur. Bu gruba N  ile G  nin bölüm (faktör) grubu denir. 

Tanım 2.1.10: G  bir grup ve H , G  nin bir alt grubu olsun. H G  ve H K G   den 

K G  elde edilirse H  alt grubuna,  G  nin bir maksimal alt grubu denir. 

 E e  olmak üzere E H  ve E K H   dan K E  elde edilirse H  alt grubuna, 

minimal alt grup denir. 

Tanım 2.1.11:  G  bir grup olmak üzere    :    nH a n   alt grubuna   G  nin  a  

elemanı tarafından üretilen devirli alt grubu denir ve a  ile gösterilir. 

Yani,  

    :na a n H    dir. 
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Buradan hareketle devirli grup şu şekilde de tanımlanabilir: 

 G  bir grup olmak üzere   G  de    :nG a n    olacak şekilde bir a  elamanı varsa o 

zaman   G  grubuna devirli grup denir. Böylece bir  a  elamanına  nin üreteci denir ve  

G a  şeklinde gösterilir [66]. 

Tanım 2.1.12: G  bir grup ve a G  olsun. a  nın ürettiği  a  devirli grubunun 

mertebesine  a  elemanının mertebesi denir ve  o a  ile gösterilir [11]. 

Teorem 2.1.2: Her devirli grup değişmelidir [66].  

Teorem 2.1.3: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir [66]. 

Teorem 2.1.4: G  bir grup, a G  ve a  nın mertebesi n  yani  o a n  olsun. Buna 

göre [66]; 

(i) Eğer a  nın mertebesi sonsuz ise o takdirde a  nın bütün farklı kuvvetleri grubun 

farklı elemanlarıdır. 

(ii) Eğer a  nın mertebesi sonlu ise yani 
na e  şartını sağlayan en küçük pozitif 

tamsayı n  ise o takdirde  a  nın ürettiği devirli grubun yani a  nın mertebesi de n  dir. 

Diğer bir deyimle,  

 2 1,  , , ,  na e a a a    

dir. 

(iii) a  nın mertebesi sonlu ve n  olmak üzere 
k la a  olması için gerek ve yeter şart 

  k l mod n  olmasıdır. 

(iv)  o a n  sonlu olmak üzere 
ka e  olması için gerek ve yeter şart n k  olmasıdır. 

 G
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Sonuç 2.1.1: G a  sonlu bir devir grubu ve  o G k  olsun.  H e
 
ve 

na H  

olacak şekilde 0n   pozitif tamsayılarının en küçüğü m  olmak üzere 
mH a  olduğu 

kabul edilsin. O halde,   

  |m k  ve  
k

o H
m

  

dir [66]. 

Uyarı 2.1.1: G a  sonsuz mertebeli bir devir grubu ise o takdirde 
ma  nin bütün 

kuvvetleri farklı olacağından mH a  devir grubu da sonsuz olur [66]. 

Teorem 2.1.5: G a  ve  o G n  olan bir devirli grup olsun. O takdirde G  nin 
ka   

tarafından üretilmesi için yani kG a  olması için gerek ve yeter şart k  ile n  nin 

aralarında relatif asal yani  , 1k n   olmasıdır [66]. 

İspat:   Olmayana ergi yöntemi ile ispatı yapalım. Bir an için  , 1k n d   olduğunu 

varsayalım. O zaman buradan d k  ve d n  ya da sırası ile k dt  ve n dr  yazılır. Bu 

durumda,  

       
r r t t

k dt dr na a a a e     

öyle ki  

 ko a r n   

dir. Bu ise 
ka  nın G  nin bir üreteci olmadığını gösterir. Çünkü  

kG a  

olsaydı o zaman G a  olduğundan  o a n  dolayısı ile  ko a n  olmalıydı. Bu bir 

çelişkidir. Dolayısı ile eğer kG a  ise o zaman  , 1k n   olmalıdır. 



7 
 

 , 1k n   olsun. Buna göre  kG a
 
olduğu gösterilmelidir. 

kG a  

olduğu açıktır. Çünkü 
ka G  ve G  bir grup olduğundan kapalılık özelliğinden dolayı 

ka  nın kuvvetleri G  ye aittir. Şimdi ters kapsama gösterilir ise, 

 , 1 1k n ku nv     

olacak şekilde ,u v  tamsayıları vardır. O halde  

ku nv ku nva a a a   

yazılır. Diğer taraftan kG a  ve  o G n  olduğundan   o a n  dir. Böylece  

 
v

nv n va a e e    

olup buradan 
kua a eşitliği elde edilir. Buna göre 

ma G  ise o takdirde 

   
m um

m ku k ka a a a    

yazılır. Bu da, 

kG a  

olmasını gerektirir. Böylece  kG a   eşitliği elde edilir. Böylece teorem ispatlanır. 

Sonuç 2.1.2: Bir k  tamsayısının  ,n   grubunun bir üretici olması için gerek ve yeter 

şart  , 1k n   olmasıdır [66]. 

Bir H  kümesi ile bu küme üzerinde toplama ( )  ve çarpma (.)  ikili işlemlerinden 

oluşan cebirsel yapı     ,  , .H    ile gösterilir. 

Tanım 2.1.13: Bir cebirsel yapı,    ,  , .H   verilmiş olsun. Eğer H  kümesindeki her  

, ,x y z  elemanları için  
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     x y z xy xz    

ise,    ,  , .H   da sol dağılma özelliği vardır denir. Her , ,x y z H  için 

     x y z xz yz    

ise,    ,  , .H   da sağ dağılma özelliği vardır denir [45]. 

Tanım 2.1.14: G bir grup ve S  de G  nin bir alt kümesi olsun. Eğer G  nin herhangi 

bir elemanı S  nin sonlu sayıdaki elemanlarının ve bu elemanların terslerinin bir çarpımı 

olarak tek türlü yazılabiliyorsa G  grubuna S  kümesi üzerinde serbesttir denir [42]. 

 

Tanım 2.1.15: X  bir küme;  F X , X  üzerinde serbest grup ve  R F X  olsun. 

:G X R    ye G  grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X  kümesine 

tanımlayıcı gerenler kümesi ve r R  için r e  olacak şekildeki denklemlerin 

kümesine ise tanımlayıcı bağıntılar kümesi denir, r  elemanlarına da bağıntılar denir. 

Hem X  hem de R  sonlu kümeler olmak üzere bir G  grubu :X R   şeklinde takdim 

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmiş grup denir [42]. 

 

Tanım 2.1.16: :G X R  ve :H Y S  olmak üzere G H  direkt çarpımı, 

    , , : ,X Y x y x X y Y     

 , : , , ,G H X Y R S R S   

şeklinde tanımlanır [42]. 

 

Tanım 2.1.17: G , j  gerenli bir grup ve 

   
















 GxxxGGGxxxX j

j

j =,,,|,,,= 2121      eşitliği verilsin. O halde 

 jxxx ,,, 21   ye G  nin bir geren j  lisi denir. 

 

Tanım 2.1.18: 3n   için 
2nQ

 
Quaternion grubu,   
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1 22 2 2 1 1

2
, , : , ,

n n

nQ x y z x e y x y xy x
        

şeklinde takdim edilir. 

 

Tanım 2.1.19: 2n  mertebeli  2nD   Dihedral grubu, 

 
22

2 ,     , 3n

nD a b a b ab e n      için 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.1.20: Boştan farklı bir R  kümesi üzerinde toplama ( )  ve çarpma (.)  denilen 

iki ikili işlem tanımlanmış olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa o zaman  , ,.R   

cebirsel yapısına bir halka denir. 

1)R   ,R 
 
değişmeli bir gruptur. 

2 )R  R  kümesi çarpma işlemine göre kapalıdır. Yani ,a b R  için ab R  dir. 

3)R  R  kümesi çarpma işlemine göre birleşme özelliğine sahiptir. Yani , ,a b c R   için 

( ) ( )a bc ab c  dir. 

4 )R  Çarpma işleminin toplama işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özelliği vardır. 

Yani  , ,a b c R   için  

( )a b c ab ac    

ve 

( )b c a ba ca     

dır [66]. 

Örnek 2.1.4: F kümesi  den  ye bütün fonksiyonların kümesi olsun. Yani  

 : :F f f   

olsun. Fonksiyonların bilinen toplamına göre yani x   ve ,f g F  için 
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( )( ) ( ) ( )f g x f x g x    

işlemine göre ( , )F   değişmeli bir gruptur. Eğer çarpma işlemi de 

( )( ) ( ) ( )fg x f x g x  

şeklinde tanımlanırsa o takdirde ( , ,.)F   cebirsel yapısının bir halka olduğu kolayca 

görülebilir [66]. 

Tanım 2.1.21: Birimli bir H  halkasında 1 0H H  ise ve H ’ nin sıfırdan farklı her 

elemanı tersinir ise, H  ye bir aykırı cisim denir [45]. 

Tanım 2.1.22: Eğer H  değişmeli aykırı cisim ise,  H  ye bir cisim denir [45]. 

Örnek 2.1.5:      , ,. , , ,. , ,.         cebirsel yapıları bir cisim olmasına karşılık  

 , , .  tamsayılar halkası bir cisim değildir. Gerçekten sözgelimi 2  nin çarpmaya 

göre tersi 
1

2
  olup  

1

2
  olduğundan  , , .  bir cisim olamaz [66]. 

 

2.2.Matris Cebiri 

Tanım 2.2.1: F  bir cisim ve     1 ,  1 ija F i m j n       olmak üzere 

                                                                 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

 

şeklindeki bir dikdörtgen tabloya matris denir. 1, 2,  , i m   için  1  2,  ,  , i i i inr a a a   

ifadesine matrisin satırları ve 1, 2,  , j n    için 

1 j

j

mj

a

c

a

 
 

  
 
 
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ifadesine de matrisin sütunları denir. m  satırlı n  sütunlu bir matrise m n  boyutlu 

(mertebeli) ya da kısaca bir m n  matrisi denir. i  inci satır ve j  inci sütunun 

kesişiminde bulunan cismin elemanına matrisin  ,i j  inci elemanı denir. Matris kısaca 

 ij m n
A a


  notasyonu ile gösterilir [65]. 

Teorem 2.2.1: ,A B  ve C  aynı mertebeden matrisler ve 1 2,    birer skaler olmak üzere, 

(i) A B B A    (değişme özelliği)  

(ii)    A B C A B C      (birleşme özelliği) 

(iii) 0A A   (etkisiz eleman) 

(iv) 0A A   

(v)   1 1 1   A B A B      

(vi)  1 2 1 2  A A A       

(vii)    1 2 1 2A A     

(viii) 1.A A  

özellikleri vardır [3]. 

Tanım 2.2.2: Bir satır matris ile bir sütun matrisinin çarpılabilmesi için onların her 

birinin aynı elemana sahip olması gerekir. Eğer  1, , mu u u   ve 

1

m

v

v

v

 
 


 
  

 ise, o 

zaman uv  aşağıdaki gibi tanımlanan  1 1  bir matristir [65]:  

 1 1 2 2

1

m

m m i j

j

uv u v u v u v u v


 
     

 
  

Tanım 2.2.3: ijA a     bir m r matris ve    ijB b    bir r n matris ise bunların 

çarpımı 1, 2, , i m  ; 1, 2, , j n   için  
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1 1 2 2

1

r

ij i j i j ir rj ik kj

k

c a b a b a b a b


     

olmak üzere ,ijAB c     m n matristir [3]. 

Teorem 2.2.2: Eğer ( )ij m nA a  , ( )ij n tB b   ve ( )ij t qC c   ise, o zaman matrislerin 

çarpma işlemine göre birleşme (assosyatif) kuralı denilen aşağıdaki kural geçerlidir: 

                                                                ( ) ( )A BC AB C                                           (2.1) 

İspat: İspat için matrislerin eşitliği tanımı kullanılacaktır. Buna göre eğer  2.1  

eşitliğinin her iki tarafındaki matris çarpımlarından elde edilen matrislerin 

mertebelerinin ve karşılıklı elemanlarının eşit olduğunu göstermek ispat için yeterlidir. 

Önce  2.1  eşitliğinin sol tarafını göz önüne alalım. BC D  ve D  nin genel elemanını 

ijd  ile gösterilirse, o zaman 

                                          ij ij ijn t t q n q
BC b c d D

  
    

ve 

                                                                   
1

t

ij ij jk

k

d b c


                                             (2.2) 

yazılır. Şimdi ise     det AB detA detB   A BC AD E   ve E  nin genel elemanı 

ije  olarak alınırsa, bu takdirde  

                                              ( ) ( ) ( )ij m n ij n q ij m qAD a d e E                                     (2.3) 

ve 

                                                                     
1

n

ij is sj

s

e a d


                                            (2.4) 

yazılır. (2.2) ifadesinden  
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1

t

sj sk kj

k

d b c


                                            (2.5) 

eşitliğini yazmak mümkündür.  2.5  ifadesi  2.4  de yerine yazılırsa 

1 1

   
n t

ij is sk kj

s k

e a b c
 

 
  

 
   

 
1 1

 
t n

is sk kj

k s

a b c
 

                                                                       

                                                          
1 1

t n

is sk kj

k s

a b c
 

                                                (2.6) 

elde edilir. Şimdi de eşitliğin sağ tarafını göz önüne alalım.   AB F  ve   F  nin genel 

elemanına ijf  denilirse, o zaman 

     ij ij ijm n n t m t
AB a b f F

  
    

ve  

                                                                          
1

n

ij is sj

s

f a b


                                            (2.7) 

yazılır. Bu defa da     AB C FC G   ve G  nin genel elemanına    ijg denirse, o zaman 

da 

                                           ( ) ( ) ( ) ( )ij m t ij t q ij m qAB C FC f c g G                            (2.8)  

ve 

                                                                            
1

t

ij ik kj

k

g f c


                                     (2.9) 

yazılır.  2.7  ifadesinden  

                                                                             
1

n

ik is sk

s

f a b


                                  (2.10) 
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yazmak mümkündür.  2.10  ifadesi  2.9  
 
da yerine yazılırsa 

1 1

         
t n

ij is sk kj

k s

g a b c
 

 
  

 
   

   
   

1 1

                                                                                                  2.11
t n

is sk kj

k s

a b c
 

  

 

elde edilir. Böylece  2.3  ve  2.8  ifadelerinden    E ve G  matrislerinin mertebelerinin 

eşit olduğu,  2.6  ve  2.11   den   E ve G  nin karşılıklı elemanlarının eşit olduğu 

sonucu ortaya çıkar. Yani E G  olur. Bu ise  2.1   eşitliğinin doğru olduğunu gösterir 

[65]. 

Teorem 2.2.3: (i)  ij m n
A a


 ,     ij n t

B b


 ve  ij n t
C c


 olmak üzere, sol dağılma 

kuralı denilen 

                                                                 ( )A B C AB AC                                   (2.12) 

kuralı geçerlidir. 

                          (ii)  ij m n
A a


 ,   ij t m

B b


 ve    ij t m
C c


  olmak üzere, sağ dağılma 

kuralı denilen 

                                                                  ( )B C A BA CA                                   (2.13) 

kuralı geçerlidir [65]. 

İspat: (i) Önce (2.12) nin sol tarafını göz önüne alalım. B C D   ve D  nin genel 

elemanı ijd  olsun. Bu durumda  

                                          ij ij ijn t n t n t
B C b c d D

  
      

ve 
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                                                     ij ij ijd b c                                                             (2.14) 

yazılır. Şimdi de  A B C AD E    ve E  nin genel elemanın  ije   olduğunu 

farzedelim. Buna göre 

                                                   ( ) ( ) ( )ij m n ij n t ij m tAD a d e E                               (2.15) 

ve 

                                                                       
1

n

ij ik kj

k

e a d


                                        (2.16)  

yazılır ve (2.14) den 

                                                                        kj kj kjd b c                                         (2.17) 

yazılabileceği kolaylıkla görülür. Böylece (2.17) ifadesi (2.16) da yerine yazılırsa 

   
1 1

n n

ij ik kj kj ik kj ik kj

k k

e a b c a b a c
 

    
 

                                                                       
1 1

n n

ik kj ik kj

k k

a b a c
 

                 (2.18) 

elde edilir. Şimdi de (2.12) ifadesinin sağ tarafı göz önüne alalım. Burada da AB Y ; 

Y  nin genel elemanı ijy , AC Z  ve Z  nin genel elemanın ijz  olduğu kabul edilsin. 

Buna göre 

                                                  ( ) ( ) ( )ij m n ij n t ij m tAB a b y Y                                 (2.19) 

ve 

                                                                         
1

n

ij ik kj

k

y a b


                                      (2.20) 

yazılır. Yine aynı şekilde 

                                                  ( ) ( ) ( )ij m n ij n t ij m tAC a c z Z                                 (2.21) 
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ve 

                                                                    
1

n

ij ik kj

k

z a c


                                           (2.22) 

ifadeleri yazılır. Son olarak AB AC T   ve T  nin genel elemanı ijt  ile gösterilirse o 

zaman 

      ij ijm t m t
AB AC Y Z y z

 
      

                                                          ( ) ( )ij ij m t ij m ty z t T                                      (2.23) 

                                                           
1 1

n n

ij ik kj ik kj

k k

t a b a c
 

                                       (2.24) 

ifadeleri elde edilir. Bu durumda (2.15) ve (2.23) den E ve T matrislerinin mertebeleri 

eşit olduğu, yine (2.18) ve (2.24) den E ve T matrislerinin elemanlarının eşit olduğu 

sonucu elde edilir. Bu da matrislerin eşitliği tanımına göre  E T  olmasını gerektirir. 

Bu eşitlik ise (2.12) ifadesinin doğru olduğunu gösterir. 

(ii) için ispat benzerdir. 

Tanım 2.2.4: Her elemanı sıfır olan matrise sıfır matris denir. Sıfır matris 0 ile gösterilir 

[3]. 

Tanım 2.2.5: Satır sayısı sütun sayısına eşit olan bir matrise kare matris denir.  

 

1 0

2 5

i
E

i

 
  

 
 

matrisi 2 2  mertebeden bir kare matristir [3]. 

Tanım 2.2.6: ijA a    , n n  mertebesinden bir kare matris ise 11 22 33, , , , nna a a a  

elemanlarına A  nın asal köşegen elemanları denir. Bir kare matriste asal köşegen 

dışındaki elemanlar sıfırsa matrise köşegen matris denir. Köşegen matrise örnek olarak  



17 
 

2    0 0

0 3 0

0    0 5

 
 


 
  

 

matrisi verilebilir [3]. 

Tanım 2.2.7: Bir köşegen matriste asal köşegen elemanları birbirine eşitse yani 

11 22 33 nna a a a k     ise matrise skaler matris denir. Örneğin; 

2 0 0

0 2 0

0 0 2

 
 
 
  

 

matrisi bir skaler matristir [3]. 

Tanım 2.2.8: Bir skaler matriste asal köşegen üzerindeki bütün elemanları 1 ise o 

matrise birim matris denir. n n  mertebeden birim matris nI  ile gösterilir [3]. 

Örneğin; 

 1 1 2

1 0 0
1 0

1 ,   ,   0 1 0
0 1

0 0 1

I I I

 
   

     
    

 

matrisleri birer birim matristir. 

Tanım 2.2.9: Bir n -kare ijA a   matrisi; j i  olan her  , 1,2, ,i j n 
 

için 

0 ija   iken alt üçgen matris ve j i  olan her  , 1,2, ,i j n 
 

için 

0 ija   iken üst üçgen matris diye adlandırılır. 

 Buna göre; n -kare ijA a     alt ve ijB b     üst üçgen matrisler; 
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11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0

0 0

0 

n n n nn

a

a a

a a a

a a a a

A

 
 
 
 
 
 
  



         

ve

   

 

 

11 12 13 1

22 23 2

33 3

0

0 0

0 0 0

n

n

n

nn

b b b b

b b b

B b b

b

 
 
 
 
 
 
    

şeklindedir [4]. 

Tanım 2.2.10: Bir n -kare A  matrisi;  TA A   olması halinde simetrik matris ve  

TA A   olması halinde de ters simetrik matris diye adlandırılır. 

0 4 3

4 0 2

3 2 0

A

 
 

 
 
   

  ters simetrik matris  ve   

2 5 3 6

5 0 1 3

3 1 4 0

6 3 0 7

B

 
 
 
 
 
 

 simetrik bir matristir. 

Tanım 2.2.11: Eğer  ij n n
A a


 kare matrisi için , 1 11,   1i j na a    ve diğer bütün 

elemanlar sıfır oluyorsa o zaman A  matrisine permütasyon matris denir [65]. 

Tanım 2.2.12: Eğer A , n n  bir kare matris ve  I ,  n n  birim matris olmak üzere, 

AB BA I   

olacak şekilde bir n n  tipli bir B  matrisi varsa, o zaman B  matrisine A  matrisinin 

tersi denir ve 
1B A  ile gösterilir. Tersi olan matrislere de ters çevrilebilir (düzgün, 

tekil olmayan) matrisler denir [65]. 

Teorem 2.2.4: Bir kare matrisin tersi varsa o zaman bu ters tektir [65]. 

İspat: Bir A  kare matrisin B  ve C  gibi iki tane tersinin olduğunu varsayalım. Bu 

durumda ters matrisin tanımından dolayı  matrisinin tersi B  ise, 

                                                                    AB BA I                                            (2.25) 

ve eğer A  matrisinin tersi C  ise, 

                                                                   AC CA I                                             (2.26) 

A
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yazılır. Eğer B C  olduğu gösterilirse ispat tamamlanmış olur. Bunu için (2.25) ve 

(2.26) ifadelerini ve matrislerin çarpma işlemine göre birleşme özelliğini göz önüne 

alarak  

        B I B CA B C AB C I C      

eşitliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Tanım 2.2.13: Bir terse sahip olan bir A  kare matrisine tekil olmayan veya ters 

çevrilebilir bir matris denir. Eğer A  matrisi bir terse sahip değilse, o takdirde A

matrisine tekil veya ters çevrilemez matris denir [65]. 

Teorem 2.2.5: Eğer A  ve B  ters çevrilebilir iki n n  tipli matris ise, o zaman AB

çarpımı da ters çevrilebilirdir ve 

 
1 1 1AB B A
    

dir [65]. 

İspat: Eğer A  ve B  matrisleri ters çevrilebilir matrisler ise, o takdirde ters matris 

tanımından  

1 1AA A A I     ve  
1 1BB B B I    

yazılır. Diğer taraftan matris çarpımının birleşme özelliğini kullanarak  

  1 1AB B A I     ve    1 1B A AB I    

yazılır. Böylece bunları birleştirerek 

     1 1 1 1AB B A B A AB I      

yazmak mümkündür. Bu son ifade ise ters matris tanımı gereğince AB  matrisinin 

tersinin  
1 1B A 

 olduğunu ifade eder. Böylece AB  ters çevrilebilirdir ve bu ters(invers) 

tek olduğundan  

 
1 1 1AB B A
    
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yazılır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Tanım 2.2.14: A  sıfır olmayan bir n  kare matris olmak üzere  

0AB   

olacak şekilde sıfırdan farklı bir B , n  kare matris varsa, o zaman A  matrisine sol sıfır 

bölen matrisi denir. Yine A  sıfırdan farklı bir n  kare matris olmak üzere 

0CA   

olacak şekilde sıfırdan farklı bir C , n -kare matris varsa, o zaman da A  matrisine sağ 

sıfır bölen matrisi denir. Eğer A  matrisi hem sol sıfır bölen matrisi hem de sağ sıfır 

bölen matrisi ise, o takdirde A  matrisine sadece sıfır bölen matris denir [65]. 

Teorem 2.2.6: A  sıfır olmayan bir kare matris olmak üzere eğer tersi mevcut ise, o 

takdirde A  matrisi bir sıfır bölen matrisi değildir [65]. 

İspat: Eğer 0AB   ya da 0CA   ve A  matrisinin tersi 
1A
  ise, o takdirde 

   1 1 0A AB A A B IB B      

 veya 

   1 1 0CA A C AA CI C      

yazılır. Bu ise A  matrisinin bir sıfır bölen matrisi olmadığını gösterir. 

 

Tanım 2.2.15: Bir matris aşağıdaki şekilde ise satırca indirgenmiş formdadır denir [3]: 

(i) İlk k  tane satır sıfırdan farklı ve  1k  -inci satır ile bundan sonraki satırların tüm 

elemanları sıfırdır. 

(ii) Her bir satırdaki sıfırdan farklı ilk eleman 1 dir ve bu 1 ler 1 2 ks s s    olacak 

şekilde js -inci sütunda bulunurlar. 
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(iii) Bir satırdaki sıfırdan farklı ilk eleman 1ija   ise j -inci sütundaki ija  nin altında 

bulunan tüm elemanlar sıfırdır. 

Yukarıdaki (iii) koşulu “ ija
 

nin bulunduğu sütundaki diğer tüm elemanlar sıfırdır” 

şeklinde alınırsa, (i)-(ii) koşullarını sağlayan matrise satırca indirgenmiş eşolon 

formdadır denir. Satır yerine sütunlar alınarak sütunca indirgenmiş form ve sütunca 

indirgenmiş eşolon form elde edilir [3]. 

Tanım 2.2.16: I , n n  birim matris olmak üzere I  dan sadece bir elemanter satır 

işlemi ile elde edilen bir  n n  matrise bir elemanter matris denir ve E  ile gösterilir 

[65].  

Teorem 2.2.7: (i) Eğer B , m n  matrisi; bir elemanter satır işleminin uygulanması ile 

A , m n  matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde B  matrisi A  matrisi ile bu 

elemanter satır işlemlerine karşılık gelen m m  elemanter matrisin çarpımına eşittir. 

Yani eğer   ile elemanter satır işlemi gösterilirse, o zaman 

   mB A I A    

dır. 

 (ii) Her elemanter matris ters çevrilebilirdir. Üstelik her elemanter matrisin tersi de yine 

bir elemanter matristir [65]. 

İspat: (i) ijE  ile i jr r  elemanter satır işlemine karşılık gelen elemanter matris, 0 

olmak üzere  iE   ile i ir r   satır işlemine karşılık gelen elemanter matris ve 

 ijE   ile i i jr r r   satır işlemine karşılık gelen elemanter matris gösterilsin. Buna 

göre  ij m n
A a


  matris olmak üzere,  
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11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

j j jn

ij

i i in

m m mn

a a a

a a a

E A

a a a

a a a

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

şeklinde bir matris olur. Bu da ijE A  matrisinin i -inci satırı ile j -inci satırın yer 

değiştirilmesi ile elde edilen bir matris olduğunu gösterir. Gerçekten I , m m  birim 

matris olmak üzere bu birim matrisin i -inci satırı ile j -inci satırın yer değiştirilmesi ile 

elde edilen matrise  mI  denilir ise ve bu matris ile A  matrisi soldan çarpılırsa yine 

ijE A  matrisi elde edilir. Bu da ijE  elemanter matrisi için  

   ij mB E A A I A     

olduğunu gösterir. Benzer şekilde,  

     i mB E A A I A      

ve 

     ij mB E A A I A      

olduğu gösterilebilir. 

(ii) Basit bir hesap ile 

 
1

ij ijE E


  

  
1 1

i iE E


  
  

 
 

    
1

ij ijE E 


   
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olduğu görülebilir. Buradan gerçekten elemanter matrislerin ters çevrilebilir olduğu ve 

aynı zamanda elemanter matrisin tersinin de bir elemanter matris olduğu sonucu çıkar.  

Tanım 2.2.17: 11 12 21 22, , ,a a a a   reel sayılar olmak üzere 2 2  tipinde bir 

11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

 

matrisinin determinantı 

11 22 12 21detA a a a a   

formülü ile tanımlanan bir reel sayıdır [65]. 

Not 2.2.1: Determinant her bir 2 2  matrisine bir reel sayı karşılık getiren bir 

fonksiyondur. Bu fonksiyon ilk üçü bir 2 2  matrisin üzerinde satır işlemlerinin etkin 

olduğu, aşağıdaki dört önemli özelliğe sahiptir [65]: 

(i) Eğer B  matrisi; bir k  reel sayısı ile A  matrisinin bir satırının çarpılması ile A   

matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde  

.detB k detA  

dır. 

(ii) Eğer B  matrisi; A  matrisinin satırlarının yer değiştirilmesi ile A  dan elde edilen bir 

matris ise, o zaman 

detB detA   

dır. 

(iii) Eğer B  matrisi; A  nın bir satırının bir skaler katının A  nın diğer satırına ilave 

edilmesi ile A  matrisinden elde edilen bir matris ise, o zaman  

detB detA  

dır. 
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(iv) 
1 0

1
0 1

det
 

 
 

  dir. 

Teorem 2.2.8: Her n n  matrise bir reel sayıyı karşılık getiren ve aşağıdaki özelliklere 

sahip olan bir ve yalnızca bir fonksiyon, det  vardır [65]: 

(i) B  matrisi; verilen bir n n  tipli A  matrisinin bir satırının bir 0   reel sayısı ile 

çarpılması sonucu A  matrisinden elde edildiği her zaman  

detB detA  

(ii) B  matrisi; verilen bir n n  tipli A  matrisinin herhangi iki satırının yer 

değiştirilmesi ile A  dan elde edildiği her zaman 

detB detA   

(iii) B , n n  tipli A  matrisinin bir satırının bir skaler katının diğer bir satıra ilave 

edilmesi ile A  dan elde edildiği matris olduğunda 

detB detA  

(iv) I , n n  birim matris olmak üzere 

det 1I   

dir. 

Teorem 2.2.9: A  bir n n  kare matris olsun. Buna göre [65]; 

(i) Eğer A  matrisinin iki satırı eşit ise , o zaman 0detA   dır. 

(ii) Eğer A  matrisi bir sıfır satırına sahipse, o zaman 0detA   dır. 

İspat: (i) A  matrisinin iki satırının eşit olduğunu farzedelim. B  matrisi eşit satırların 

yer değiştirilmesi ile A  dan elde edilen bir matris olsun. Bu durumda  

detB detA   yazılabilir. Halbuki yer değiştirilen satırlar eşit olduğundan B A  dır. 

Sonuç olarak buradan detA detB  olduğu görülür. Böylece  

detA detB detA    
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ifadesinden  0detA   bulunur. 

(ii) A  matrisinin bir satırının sıfır olduğunu varsayalım. A  nın herhangi bir başka 

satırını seçelim ve onu bir B  matrisi elde etmek için sıfır satırına ilave edilsin. Bu 

durumda  detA detB   yazılabilir. Halbuki B  matrisi iki eşit satıra sahip olduğundan 

0detB   yazmak mümkündür. Bundan dolayı 0detA   olur. 

Teorem 2.2.10: Bir köşegen matrisin determinantı matrisin köşegen elemanlarının 

çarpımına eşittir [65]. 

İspat: 

11

22

0 0

0 0

0 0 nn

a

a
A

a

 
 
 
 
 
 

   olsun. detB detA  özelliği kullanılarak; 

11

22 22

11

0 0 1 0 0

0 0 0 0
a

0 0 0 0nn nn

a

a a

a

det

a

A det det

   
   
   
   
   
   

  

11 22 11 22 nn

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0
... ...

0 0 0 0 1

a a a a a

nna

det det

   
   
    
   
   

  

 

11 22 nna a a .det I   

11 22 nna a a   

elde edilir. 

Teorem 2.2.11: Bir üst üçgen (ya da alt üçgen) matrisin determinantı, matrisin köşegen 

elemanlarının çarpımına eşittir [65]. 

İspat: İspat üst üçgen matris için yapılır. Benzer düşünce ile alt üçgen matrisler için 

ispat yapılabilir. 
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11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a
A

a

 
 
 
 
 
 

 

  olsun. detB detA  ve detB detA  özelliklerini kullanarak;  

11 12 1 11 12 1

22 2 22 2

nn

0 0
a

0 0 0 0 1

n n

n n

nn

a a a a a a

a a a a

a

detA det det

   
   
   
   
   

  

  

11

22 33 nn

0 0

0 1 0
...=a a ...a

0 0 1

d

a

et

 
 
 
 
 
 

 

11 22 nn

1 0 0

0 1 0
=a a ...a

0 0 1

det

 
 
 
 
 
 

 

11 22 nna a a  det I   

11 22 nna a a   

yazılır. 

Teorem 2.2.12: Bir A  kare matrisinin determinantı ile A  nın transpozunun 

determinant değeri aynıdır. Yani  

TdetA detA  

dır [65]. 
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Tanım 2.2.18:  ijA a  bir n n  kare matris olsun. A  matrisinin –i inci satır ve –j inci 

sütununun silinmesiyle elde edilen matrise A  matrisinin alt matrisi denir ve ijA  ile 

gösterilir [65]. 

Teorem 2.2.13: Eğer E , bir elemanter matris ise, o zaman [65]; 

(i) 0detE  , 

(ii) ,TdetE detE  

(iii) 
1E
 bir elemanter matristir. 

İspat: 0   olmak üzere  iP   ile i ir r  elemanter satır işlemine karşılık gelen 

elemanter matris, ijP  ile i jr r  elemanter satır işlemlerine karşılık gelen elemanter 

matris ve   ijP   ile i i jr r r    satır işlemine karşılık gelen elemanter matris 

gösterilsin. Buna göre bu üç farklı tipten elemanter matrislerin determinantları alınır ise, 

o takdirde 

                                                     1,2, ,
T

i idetP detP i n       

                                1                        , 1,2, ,T

ij ijdetP detP i j n      

     1                  , 1,2, ,
T

ij ijdetP detP i j n      

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) yi ispatlar. (iii) ü ispatlamak için sırasıyla  

   
1 1

i iP P 
   

1

ij ijP P   

   
1

ij ijP P 

   

olduğunu göz önüne almak yeterlidir. 
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Teorem 2.2.14: Eğer E ,  n n  tipli bir elemanter matris ise, o zaman her  n n  tipli A  

matrisi için 

    det EA detE detA  

dır [65]. 

Teorem 2.2.15: Bir A  kare matrisinin ters çevrilebilir olması için gerek ve yeter şart

0detA   olmasıdır [65]. 

İspat: Eğer A  ters çevrilebilir bir matris ise, o zaman  

1 2 kE E E A I   

olacak şekilde 1 2, , , kE E E  elemanter matrisleri vardır. Böylece  

       1 2 det 1kdet E det E det E det A I    

yazılır. Bundan dolayı 0detA   sonucu elde edilir.  

Tersine; eğer A  ters çevrilebilir bir matris değilse, o zaman 

1 2 kE E E A R   

olacak şekilde 1 2, , , kE E E  elemanter matrisleri vardır. Burada R , bir sıfır satırını 

kapsayan n n   bir eşolon matristir.   

Böylece 0detR   olur ve   0   1,2, ,idetE i k    olduğundan 0detA   olduğu 

görülür. 

Teorem 2.2.16: A  ve B , n n   iki matris olsun. O takdirde 

    det AB detA detB  

dir [65]. 
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İspat: Eğer A  bir elemanter matris ise, o zaman iddianın doğru olduğu söylenebilir. A

matrisi elemanter matrislerin bir çarpımı olduğundan eşitlik yine doğrudur. Gerçekten  

1E  ve 2E  elemanter matrisler olmak üzere  

1 2A E E  

ise, o zaman elemanter matris için determinant özelliği iki kez art arda uygulanması ile 

       1 2 1 2det AB det E E B det E det E B   

     1 2det E det E det B  

                                                     1 2det E E det B  

                                                     det A det B  

yazılır. 2k   olmak üzere  

1 2 kA E E E   

olduğu zaman da ispat benzer olarak yapılabilir. Diğer taraftan her ters çevrilebilir 

matris elemanter matrislerin bir çarpımı olarak yazılabildiğinden A  matrisinin ters 

çevrilebilir olduğu her zaman 

     det AB det A det B  

eşitliği geçerlidir. Eğer A  matrisi ters çevrilebilir değilse, o takdirde  0detA   ve 

  0det AB   dır. Böylece bu durumda da      det AB detA detB  ifadesi geçerlidir. 

 

Tanım 2.2.19: kPPP ,,, 21    diyagramın köşeleri olmak üzere bu diyagramın k k  tipli 

matrisi = ij k k
M m


    Adjacency matrisi aşağıdaki gibi tanımlanır: 

1 eğer ,
= .

0 diğer durumlarda

i j

ij

P P
m




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Tanım 2.2.20: 0 1 1, , , nc c c   sayılarının n n  tipli Circulant matrisi; 

10 2 1

01 3 2

2 13 0

1 02 1

n

n

n nn

n n

cc c c

cc c c

C

c cc c

c cc c



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

şeklinde olup  1n -inci dereceden   1

0 1 1

n

nP x c c x c x 

     polinomu da nC  

matrisinin yardımcı polinomu olarak adlandırılır. 

 

Tanım 2.2.21:  1 2, , , vK k k k  matrisi v v  tipli bir Companion matris olsun. O halde 

aşağıdaki şekilde gösterilir: 

 

1 2

1 2

1 0 0
, , , = .

0 1 0

v

v

k k k

K k k k

 
 
 
 
 
 

 

 

Tanım 2.2.22: 1 2, , , nx x x  n n  tipli Vandermonde matrisi; 

2 1
1 1 1

2 1
2 2 2

2 1

1

1

1

n

n

n

n
n n n

x x x

x x x
V

x x x







 
 
 
 
 
  

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.2.23: Bir  nA M F  matrisinin permanenti  p A  veya  per A  ile gösterilir 

ve 

   
1n

n

i i
S i

per A a


 

   

şeklinde tanımlanır. Burada nS  simetrik grubu ve   permütasyonu gösterir. 
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Tanım 2.2.24: Bir M matrisi için  = detperM M K  olacak şekilde bir n n   tipli   

(1, -1)  K  matrisi var ise, o takdirde  M K  notasyonu ile Hadamard çarpımı  gösterilir  

ve M matrisi değiştirilebilir(convertible)  matris olarak adlandırılır. 

 

2.3.Lineer İndirgemeli Diziler 

Tanım 2.3.1: R birimli ve değişmeli bir halka olmak üzere, R  nin elemanlarının 

1 2, ,..., ka a a  başlangıç elemanlarıyla 1n   için, 

                                               1 1 2 2 ...n k n k n k k na c a c a c a                                     (2.27) 

şeklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli bağıntıyı sağlayan diziye homojen 

lineer indirgemeli dizi denir. Burada 1 2, ,..., kc c c R olacak şekilde sabit katsayılar olup 

,  kc R  halkasının sıfır böleni olamaz [32]. 

Tanım 2.3.2:                          
1

1 1( ) ...k k

k kf x x c x c x c

      

şeklindeki .k dereceden polinoma, (2.27) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli 

bağıntı için karakteristik polinom denir. 

Sırayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer indirgemeli 

diziler diye adlandırılır. Ayrıca ,  ,  ,   üzerinde tanımlanan lineer indirgemeli 

diziler sırayla tamsayı, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler olarak 

adlandırılır. 

,  kc R  nin terslenebilir bir elemanı ise (2.27) de tanımlanan dizi 0 1 2, , ,...,a a a   şeklinde 

devam eder [32]. 

Eğer R sıfır bölene sahip değilse bu durumda  na dizisi minimal uzunluktaki bir 

dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine  na dizisinin mertebesi 

denir. 
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Tanım 2.3.3: R  değişmeli ve birimli bir halka olmak üzere, R  nin elemanlarının 

1 2, ,..., ka a a  başlangıç elemanlarıyla 1n   için, 

1 1 2 2 1...n k n k n k k n ka c a c a c a c           

şeklindeki bağıntı yardımıyla tanımlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli 

dizi denir. 

Bu bağıntı kullanılarak  

                                         
1

1 1 1

1

1
k

n k n k i i n k i k n

i

a c a c c a c a


     



                          (2.28) 

şeklindeki 1n  mertebeli homojen olmayan indirgemeli bağıntı elde edilebilir. 

(2.28) bağıntısı için 

    1

1 1,..., 1k k

k kF x x c x c x c x

     

şeklindeki karakteristik polinom elde edilir [32]. 

Tanım 2.3.4:  0 1 1, ,..., ka a a   başlangıç değerleri ve 0 1 1, ,..., kc c c   ler sabitler olmak üzere, 

0 1 1 1 1...n k n n k n ka c a c a c a         

şeklindeki k  basamak lineer indirgeme bağıntısıyla tanımlanan dizi için, dizinin 

elemanları; 

0 1 2 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

k k

A

c c c c c 

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

olmak üzere, 
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0

1 1

1 1

n

n

n

k n k

a a

a a

A

a a



  

   
   
   
    
   
   
      

 

şeklindeki denklem yardımıyla elde edilmiştir [44]. 

 

2.4.Pell Dizileri 

Tanım 2.4.1:   nP  Pell dizisi, 0 10 ve 0,  1n P P    başlangıç değerleri olmak üzere, 

2 12n n nP P P    

şeklinde tanımlanır. O halde Pell dizisi 

0,1,2,5,12,29,70,169,...  

şeklindedir [39]. 

Pell sayıları aşağıdaki matris tarafından üretilmiştir [6]; 

2 1

1 0
M

 
  
 

 

n  için,  

1

1

n nn

n n

P P
M

P P





 
  
 

 

 

Genelleştirilmiş k mertebeden  Pell sayılarının bir k  dizisi, 

1  1  ise

1  1  ise

i

n

n i
P

n i

 
 

 
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başlangıç değerleriyle, 0 ve 1 0 için;n k n     

1 22 ...i i i i

n n n n kP P P P       

şeklinde tanımlanmıştır [49]. 

Burada ,  incii

nP i   dizinin incin  terimidir. i k  alınırsa  ,k

nP  genelleştirilmiş k 

Pell sayıları elde edilir. Özel olarak 2k   alınırsa  k

nP  genelleştirilmiş k mertebeden 

Pell dizisi,  nP  standart Pell dizisine indirgenir ve i k  için, 
k

nP  ya genelleştirilmiş 

k  Pell sayıları denir. 

Genelleştirilmiş k mertebeden Pell matrisi; 

                                           

2 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

ij k k
R r



 
 
 

     
 
 
  

                                   (2.29) 

şeklinde tanımlanmıştır. 

Aynı zamanda 

                                           

1 2

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1

k

n n n

k

n n n

n ij k k

k

n k n k n k

P P P

P P P
E e

P P P

  



     

 
 
      
 
  

                   (2.30) 

olmak üzere, 

1 .n nE R E   

şeklinde eşitlik elde edilmiştir. Burada ,R  k k  tipindeki matris, genelleştirilmiş k 

mertebeden Pell matrisi olarak adlandırılmıştır [49]. 

Lemma 2.4.1: R ve nE  sırasıyla (2.29) ve (2.30) daki gibi olsunlar. Bu durumda tüm 

0n  tamsayıları için, 
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1

1

n

nE R 

   

eşitliği yazılabilir [49]. 

Genelleştirilmiş Pell dizilerini matematiksel tümevarımla da ispatlanabilen, 0  sabit 

katsayıları için, 

  
   

   

( )
1

1

( 1)
( 1)

1 2
,     2

( 1)
1 0

2

n nn

n n

P P

M M

P P



 



 

 
 



 





 
       

   
    

 

olacak şekilde bir 
 

M


 matrisiyle de oluşturulabileceği gösterilmiştir [20]. 

 
,  

k

nP k


 basamak genelleştirilmiş Pell dizisi,  

0   sabit katsayılar, 0n  ve 1 1j k    için 
1

j

j

j




 
  

 
 olacak şekilde 

     . . .

0 2 10,..., 0, 1
k k k

k kP P P
  

     

başlangıç elemanları ile 

         . . . .

1 1 1 11 ...
k k k k

n k n k n k k nP P P P
   

             

şeklinde tanımlanmıştır [20]. 

Ayrıca burada      .2

n nP P
 

 eşitliğine dikkat edilmelidir. 

k  basamak genelleştirilmiş Pell dizisi için, 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

. .

1
1 2 1

. .

1 2

. .

2 3

. .

1

1

1 0 0 0

0 1 0 0

      

0 0 1 0

k k

n k n k
k k

k k

n k n k

k k

n k n k

k k

n n

P P

P P

P P

P P

 

 

 

 

     
 

   

   



   
     
    
    
    
    
    
     

   
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eşitliğini elde etmişlerdir. Burada 

  1 2 11

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

k k

ij k k
U u

    



  
 
 
    
 
 
 
 

 

şeklinde ifade edilen U matrisine, k  basamak genelleştirilmiş Pell matrisi denir [20]. 

 

2.5.Jacobsthal Dizileri 

Tanım 2.5.1:  nJ  Jacobsthal dizisi,  0n   ve 0 10,  1J J   başlangıç değerleri olmak 

üzere, 

2 1 2n n nJ J J    

şeklinde tanımlanır. Yani Jacobsthal dizisi 

0,1,1,3,5,11,21,43,... 

şeklindedir. 

Jacobsthal sayıları 

1

1

21 2
,  

21 0

n nn

n n

J J
F F

J J





  
    
   

 

olacak şekilde bir matris tarafından üretilebileceği gösterilmiştir [52]. 

Genelleştirilmiş k mertebeden Jacobsthal sayılarının k  dizileri, 

1     1 ise,            1 0,

0    diğer durumlarda,

i

n

i n k n
J

    
 


 

başlangıç koşullarıyla 0n   ve 1 i k  için 
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1 2 32 ... ,i i i i i

n n n n n kJ J J J J         

şeklinde tanımlanmıştır. Burada ,i

nJ  dizinin incin  terimidir. 2 ve 1k i   için 

genelleştirilmiş k mertebeden Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir [70]. 

Genelleştirilmiş Jacobsthal sayıları için aşağıdaki gibi bir denklem elde edilmiştir; 

1

1

1 2

2 1

   

  

 

      

i i

n n

i i

n n

i i

n n

i i

n k n k

J J

J J

J C J

J J





 

   

   
   
   
   


   
   
   
      

 

burada ,C  k k  tipindeki matris; 

1 2 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

C

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

şeklinde olup, genelleştirilmiş k mertebeden Jacobsthal matrisi olarak adlandırılmıştır 

[52]. 

Genelleştirilmiş k mertebeden Jacobsthal sayılarının k dizileri için, 

1 2

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1

k

n n n

k

n n n

n

k

n k n k n k

J J J

J J J
B

J J J

  

     

 
 
 
 
 
  

 

olmak üzere, 

n

nB C  

şeklinde denklem elde edilmiştir [52]. 
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2.6.Fibonacci Dizileri 

Tanım 2.6.1:  nF  Fibonacci dizisi, 0n  ve 0 10, 1F F   başlangıç değerleri olmak 

üzere, 

2 1n n nF F F    

şeklinde tanımlanır. Yani Fibonacci dizisi, 

0,1,1,2,3,5,8,13,21,...  

şeklindedir. 

Fibonacci dizileri 

1

0 1 0

1 1 1

n

n

n

F

F 

    
     

     
 

olacak şekilde bir matris tarafından üretilebileceği gösterilmiştir [62]. 

Fibonacci sayılarının 

2 1 1

1 0 1

1 1
,      

1 0

n nn

n n

F F F F
Q Q

F F F F





    
      

    
 

olacak şekilde bir Q matrisi tarafından üretebileceğini göstermiştir. Buradaki Q

matrisine  Fibonacci Q matrisi denir [40]. 

Şimdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazı özelliklerini verelim. 

i.  2

1 2 1 .
n

n n nf f f     

Bu eşitliğin doğruluğu Fibonacci dizisinin tanımında verilen bağıntılar yardımıyla 

tümevarım metodu kullanılarak gösterilebilir. 
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ii. 
1 5

2



 ,

1 5

2



   olmak üzere  

n n

nf
 

 





  eşitliğine “Binet formülü” denir. 

Bu formül n  nin negatif değerleri için Fibonacci dizisinin doğal genişlemesini verir. 

 1
nn n     bağıntısı kullanılarak, 

 
1

1
n

n nf f


    

 olduğu gösterilebilir.  

Tanım 2.6.2:   k

nF   k  basamak Fibonacci dizisi, 0n   ve 

0 1 2 1... 0,  1k kF F F F       olmak üzere; 

                                                     
       

1 2 ...
k k k k

n k n k n k nF F F F                                     (2.31) 

şeklindedir. 

k  basamak Fibonacci dizisi bir lineer kombinasyon olarak tanımlanan 

                                                0 1 1 1 1...n k n n k n ka c a c a c a                                       (2.32) 

dizisinin özel bir halidir. Burada 0 1 1, ,..., kc c c   reel sabitlerdir.  

0 1 2 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0
[ ]

0 0 0 0 1

k ij k k

k k

A a

c c c c c



 

 
 
 
 

   
 
 
 
  

 

matrisi yardımıyla (2.32) deki lineer indirgemeli diziler için 

0

1 1

1 1

n

n

n

k

k n k

a a

a a

A

a a



  

   
   
   
   
   
   
      
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eşitliğini elde etmiştir. Buradan 

 

 

 

 

 

1

2

2

0 1 2 2 1
1

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

1

kn
n

k

n

k

n

k
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F
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F





 

 
 

 
     
     
     
          
     
     
            

 

eşitliği kolayca görülebilir [44]. 

 

2.7.Fibonacci p Dizileri 

Tanım 2.7.1: Verilen bir     ( 1,2,3,...)p p   için  ( )pF n    Fibonacci p dizisi 

(0) 0, (1) ... ( ) 1p p pF F F p     olmak üzere n p için 

( ) ( 1) ( 1)p p pF n F n F n p      

şeklinde tanımlanır [63,64]. 

[63] de pQ  Fibonacci p matrisi; 

( 1) ( 1)

1 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 1 0

0 1 0 0 0

p ij p p
Q a

  

 
 
 
 

     
 
 
 
 

 

şeklinde tanımlanmış olup pQ  Fibonacci  p matrisi ile Fibonacci p dizisinin 

terimleri arasında 
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( 1) ( 1) ( 1) ( )

( ) ( ) ( 2) ( 1)

( 2) ( 2 2) ( ) ( 1)

( 1) ( 2 1) ( 1) ( )

p p p p

p p p p

n

p

p p p p

p p p p

F n F n p F n F n

F n F n p F n F n

Q

F n p F n p F n p F n p

F n p F n p F n p F n p

    
 

  
 
 
 

       
        

          (2.33) 

şeklinde bağıntı elde edilmiştir. 

 

2.8.Padovan Dizileri 

Tanım 2.8.1:   P n  Padovan dizisi 3n  ve      0 1 2 1P P P    olmak üzere 

     2 3P n P n P n     

şeklindedir. Yani Padovan dizisi 

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,...  

şeklindedir. 

Padovan sayıları 

0 1 0

0 0 1

1 1 0

Q

 
 


 
  

 

olmak üzere 

( 5) ( 3) ( 4)

( 4) ( 2) ( 3)

( 3) ( 1) ( 2)

n

P n P n P n

Q P n P n P n

P n P n P n

   
 

   
 
    

 

elde edilmiştir [56]. 
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2.9.Padovan p Dizileri 

Tanım 2.9.1: Verilen bir  ( 2,3,4,...)p p   için Padovan p dizisi, 

         1 2 0, 1 =1 ve 2 =0Pap Pap Pap p Pap p Pap p       olmak üzere 

1n   için      2Pap n p Pap n p Pap n      şeklinde tanımlanır [21]. 

 

Eğer bir dizi belli bir noktadan sonra sadece sabit bir alt dizinin tekrarı şeklinde 

meydana geliyorsa bu diziye periyodiktir ve tekrar eden alt dizideki elemanların 

sayısına dizinin periyodu denir. Örneğin; , , , , , , , , , , ,...a b c d e c d e c d e  dizisi periyodik 

olup başlangıç elemanı a  ve periyodu 3 tür. 

Eğer bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi şeklinde ise bu diziye k 

periyotlu basit periyodik dizi denir. Örneğin; , , , , , , , , , ,...a b c d e a b c d e  dizisi  periyodu 5 

olan basit periyodiktir. 
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3.MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1.Adjacency Tipli Diziler 

Tanım 3.1.1: nxxG |=  ve myyH |=  olmak üzere G ve H devirli grupların direkt 

çarpımı, 

= , | = = , =n mG H x y x y e xy yx  

şeklinde tanımlanır [19]. 

[9] çalışmasında, verilen bir G  grubu için grubun üreteçlerinin çarpımsal tablosu, 

grubun her bir elemanı bir köşeye karşılık gelecek şekilde bir diyagram ile 

gösterilmiştir. Diyagram, her bir g G  üreteci g -kenar olarak adlandırılan doğrusal 

kenarlarla ilişkilendirilerek temsil edilir ve bu doğrusalların yönleri bir ok yardımıyla 

gösterilir.  

 

v  ve  w  sembolleri ile herhangi iki elemana karşılık gelen köşeler gösterilirse w vg  

olduğunda  v  ve  w  köşeleri arasındaki doğrusal g -kenarı aşağıdaki gibi gösterilir: 

 

 

Şekil 3.1.1 
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Örneğin;  
25 2

10 , :D a b a b ab e     dihedral grubu için Cayley diyagramı 

aşağıdaki gibidir: 

 

Şekil 3.1.2    

 

 

 

Tanım 2.2.19 da verilen Adjacency matrisi tanımındaki kP  köşeleri, 

 

                         ,=,,=,=,= 12

321

n

n xPxPxPeP   

                         ,=,,=,= 1

1

2

21





m

mnnn yPyPyP   

                         ,=,,=,= 1

22

2

1 yxPyxPxyP n

mnmnmn



   

                                     ,,=,,=,= 21

33

22

2

2

12  yxPyxPxyP n

mnmnmn



  

                         ,=,,=,= 21

1

22

42

2

32













mn

nnm

m

nnm

m

nnm yxPyxPxyP   

            
1 2 1 1 1

2 3= , = , , =m m n m

nm n nm n nmP xy P x y P x y   

     

 

olarak seçilsin ve  
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A, B, C, D ve E koşulları aşağıdaki tabloda gösterildiği gibi olsun: 

i j  için koşullar i  j  

A 1 2,  1n  

2 3,  n m  

3 4,  1n m   

… … 

1n  ,  2 3n n m   

B n  1,  2 2n m   

1n  2,  n n m   

2n  3,  2 1n n m    

… … 

2n m   1,  2 3n m nm n     

C 1n m   1,  2nm n   

n m  1,  2 1n m n m     

1n m   2,  2n m n m    

… … 

2 3n m   2 2,  3 4n m n m     

D 2 2n m   1,  3 3n n m    

… … 

2 3nm n   2 4,  2nm n nm n     

2 4nm n   2 5,  3nm n nm n     

… … 

nm n  1,  1nm n nm    

E 1nm n   2,  n m nm   

2nm n   3,  2nm n   

3nm n   4,  3nm n   

… … 

1nm  ,  1nm n  

nm  1,  n m n   
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O halde G H  direkt çarpımı için Cayley diyagramının Adjacency matrisi, 

 

1 eğer A B C D E
= =

0 diğer durumlarda,
ij nm nm

A a


   
   


 

şeklindedir.  

A  matrisi kullanılarak Adjacency tipli dizi, , 2n m   olmak üzere 

0===1,=0,=== ,,

3

,

2

,

1

,

1

mn

nm

mn

nnm

mn

nnm

mn

nnm

mn xxxxx    başlangıç değerleri ve  

                                                     
mn

k

mn

knnm

mn

knm xxx ,,

1

, =  ,( 1k  )                           (3.1) 

şeklindeki  nm  inci mertebeden  lineer homojen indirgeme bağıntısı ile tanımlanır 

[19]. 

Eğer = 2n olarak seçilir ise, 2m   için  12= 12

2,  mFx m

m   eşitliği elde edilir.  

Eğer = 3n  olarak seçilir ise, 1   için   23

3, = ma

m Px  eşitliği elde edilir. 

Bu çalışmada 4n   ve 2m   olarak ele alınmıştır. 

[19] çalışmasında (3.1) ifadesi yardımıyla, adjacency tipli dizi için Companion matris 

formundaki üreteç matris; 

                 ( 1)-incin


  

  .

01000000

00000010

00000001

10001000

== ,,



































nmnm

mn

ij

mn mM  

şeklinde belirlenmiştir ve bu matris Adjacency tipli matris olarak adlandırılmıştır. 

 



47 
 

0u   için 

                                                    

















































mn

u

mn

unm

mn

unm

mn

mn

nm

mn

nm

umn

x

x

x

x

x

x

M

,

1

,

1

,

,

1

,

1

,

, =


                                        (3.2) 

eşitliği kolaylıkla görülür. u üzerinde tümevarım uygulanarak  1u   için Adjacency 

tipli matrisin -u uncu kuvveti 

                           uncuu


   

  































mn

nu

mn

nmu

mn

u

mn

u

mn

nu

mn

unnm

mn

u

mn

unm

mn

unm

mn

unnm

mn

unnm

mn

u

mn

unm

mn

unm

mn

unnm

mn

unnm

mn

u

mn

unm

mn

unm

mn

unnm

umn

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

M

,

2

,

2

,

1

,,

3

,

1

,

1

,

2

,

3

,

,,,

1

,

2

,

1

,

1

,

1

,,

1

,

2

, =











             (3.3) 

şeklinde elde edilmiştir.  
1,det = 1

nmn mM


  oduğundan    ,det = 1
u unm un mM


  olduğu 

görülmektedir [19]. 

Lemma 3.1.1: Adjacency tipli matrisin  karakteristik denklemi 0=11  nnmnm zz  olup 

bu denklemin çok katlı kökü yoktur [19].  

İspat:   1= 1  nnmnm zzzf  ve    nın,  f z  nin bir çok katlı kökü olduğunu 

düşünelim. Bu durumda 0,  1  ve 1  olmalıdır.  ,   f z  nin bir çok katlı 

kökü olduğundan   0=f  ve   = 0'f   olmalıdır. Dolayısıyla, 1=1 nnmnm   ve 

 1 1 = 0nm nm nnm nm n      olur ki, bu eşitliklerden 
n

nmnnm





1
=1  ve 

1 1
=n nm n

nm
   

  olduğu görülmektedir. O takdirde 1=nm n    yazılır. 0,  1  ve 

1    olduğundan 1=nm n    eşitliği bir çelişki belirtmektedir. Bu çelişki ile lemma 

ispatlanmıştır. 
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Eğer  0=11  nnmnm zz  denkleminin kökleri  1z , 2z , , nmz   ise,  Lemma 3.1.1 ile bu 

köklerin birbirinden farklı olduğu basit bir şekilde görülmektedir. 

   nmnm   tipli  ,m nV  Vandermonde matrisinin 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

,

1 2

=

1 1 1

nm nm nm

nm

nm nm nm

nm

n m

nm

z z z

z z z

V

z z z

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde ifade edildiğini düşünelim. 

  1nm   tipli  , ,n mW i j  matrisi; 

 



























1

1

2

1

1

, =,

nmu

nm

nmu

nmu

mn

z

z

z

jiW


 

şeklinde gösterilsin ve  jiV mn ,,  matrisi, ,n mV  matrisinin incij  sütununun  , ,n mW i j  

sütun matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin.  

Bu durumda, Adjacency tipli sayıların Binet formülü için aşağıdaki teorem verilebilir: 

Teorem 3.1.1: 1u   için  , , ,

,,=
u

n m n m u

i jM m    olsun, bu durumda 
 

mn

mnumn

ji
V

jiV
m

,

,,,

,
det

,det
=   

dır [19]. 

İspat: 1z , 2z , , nmz  birbirinden farklı olduğu için 
mnM ,

 matrisi 

köşegenleştirilebilirdir (diagonalizable).  nmzzzZ ,,,= 21   olsun, bu durumda  

,

, ,

n m

n m n mM V V Z  eşitliği elde edilir. ,det 0n mV   olduğu için mnV ,  matrisi tersinir bir 

matristir. O zaman,  
1 ,

, ,

n m

n m n mV M V Z


  eşitliği elde edilir ki, bu da ,m nM  matrisinin  
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Z  ye benzer olduğunu göstermektedir. Dolayısıyla 1u   için    umnmn

umn ZVVM ,,

, =  

olduğu görülmektedir. Bu durumda, 

, , 1 , , 2 , , 1

,1 1 ,2 1 , 1

, , 1 , , 2 , , 1

,1 2 ,2 2 , 2

, , 1 , , 1 , , 1

,1 ,2 ,

=

=

=

n m u nm n m u nm n m u u nm

i i i nm

n m u nm n m u nm n m u u nm

i i i nm

n m u nm n m u nm n m u u nm

i nm i nm i nm nm

m z m z m z

m z m z m z

m z m z m z

   

   

   

   


  


   

 

lineer denklem sistemi yazılabilmektedir. Lineer denklem sisteminin çözümünden de, 

her , =1,2, ,i j nm  için 

 ,, ,

,

,

det ,
=

det

n mn m u

i j

n m

V i j
m

V
 

olduğu görülmektedir. 

Sonuç 3.1.1: Varsayalım ki 
mn

ux ,
, n inci Adjacency tipli sayı olsun. Bu durumda,  

 

     

mn

mn

mn

mn

mn

mnmn

u
V

nmnnmV

V

nV

V

nV
x

,

,

,

,

,

,,

det

2,det
==

det

13,det
=

det

2,det
=


  

ve 

   , ,,

, ,

det , 2 det 1, 1
= =

det det

n m n mn m

u

n m n m

V nm n V nm n
x

V V

  
 

dır [19]. 

Tanım 3.1.3: Eğer bir u v  tipli ,= i jM m    gerçel matrisinin ıncık   sütunu(veya 

satırı) iki tane sıfırdan farklı eleman içeriyor ise bu matrise ıncık   sütuna (veya satıra) 

göre indirgenebilir (contractible) matris denir. 
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uxxx ,,, 21   lar M  matrisinin satır vektörleri olsun. M  matrisi, 00, ,,  kjki mm  ve 

i j  olacak şekilde ıncık   sütuna göre indirgenebilir ise    11  vu  tipli kijM :  

matrisi, M ’nin incii  satırının ikjjki xmxm ,,   ile değiştirilip incij   satırının 

silinmesi sonucu elde edilebilir. ıncık   sütun,  incii   satır ve incij   satır ile 

bağıntılı indirgeme sütunu olarak adlandırılır. 

 

Eğer M ,   mertebeden ( >1 ) bir gerçel matris ve N , M  nin bir indirgemesi ise 

   NperMper =  dir [7]. 

 

  tipli  mn

jimn aA ,

,, =
 süper köşegen matrisi;  

                                        ( 1) inci                   ( ) incin nm
 

    


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
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
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
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00010000000

10001000000

01000100000

00100010000

00010001000

10001000100

01000100010

0100010001

0010001000

=,




























mnA  

şeklinde tanımlansın [19]. 

Teorem 3.1.2: nm  olmak üzere 


mnA ,  matrisinin permanenti 
mn

nnmx ,

2  ye eşittir. 

mn

nnmx ,

2 ,  2nm n     inci adjacency tipli sayıdır [19]. 



51 
 

İspat:  Denklemin nm  için sağlandığını kabul edelim. Bu durumda, denklemin 

1   için de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer ,n mA
  matrisinin birinci satırına göre 

Laplace açılımı uygulanarak  ,n mper A  genişletilir ise, 

     1 1 1

, , ,= nm

n m n m n mper A per A per A       

eşitliği elde edilir.              

  ,= ,

3

1

,

mn

nnmmn xAper 






     mn

nnmmn xAper ,

1

1

, = 






,   1 ,

, 3=nm n m

n m nper A x



 

   ve 

, , ,

3 1 3=n m n m n m

nm n nm n nx x x           olduğundan,   1 ,

, 3

n m

n m nm nper A x





    eşitliği elde edilir.  

Böylece   üzerinde tümevarım yöntemiyle ispat tamamlanmış olur. 

Adjacency tipli sayıların üreteç fonksiyonu, 10 1n nmx x    olacak şekilde  

 
nmn xx

xg
 11

1
=  

dır [19]. 

Teorem 3.1.3: Adjacency tipli dizilerin üstel (exponential) temsili aşağıdaki gibidir 

[19]: 

 
 

 
1

1

=1

= exp 1 .

i
n

i
nm n

i

x
g x x

i




 

 
 
 
 

  

İspat:      nmnnmn xxxxxg   111 1ln=1ln=ln  

                







  

knmnnmnnmn xx
k

xxxx 1211 1

2

1
=  

          
 

 
1

1

=1

= 1

i
n

i
nm n

i

x
x

i




   

olduğundan 
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 
 

 
1

1

=1

= exp 1

i
n

i
nm n

i

x
g x x

i




 

 
 
 
 

  

dır. 

Teorem 3.1.4: k  ve t  pozitif  tamsayıları için, 

,

2

=0

=
t

n m

nm n k
k i

t k
nm

t
x

i
  

 

 
 
 

   

dır. Burada i ,      kinnmtn =11   ve i t  şartlarını  sağlayan bir tam sayıdır 

[19]. 

İspat:   , , , 2 ,

2 3 4 2= n m n m n m n m n

nm n nm n nm n nmg x x x x x x x x            olduğundan  g x  de 
kx  

nın katsayısı 
mn

knnmx ,

2  dır. Binom açılımı ile aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 
 

     






knmnnmn

nmn
xxxx

xx
xg 11

1
1=

1

1
=  

                  knnmknnnmn xxxx 1111 111=  

                           11 1 1

=0

=1 1 .
k

k nm n in nm n n

i

k
x x x x

i

      
     

 
  

kx  nın katsayısına ihtiyaç duyulduğu için yukarıdaki denklemin sadece sağ tarafındaki 

ilk ( 1)-k  inci terim göz önüne alınacaktır. Ayrıca 

         11 1 1 1

=0

= 1 =
t

t t t t nm n in nm n nm n n

i

t
x x x x x x

i

       
   

 
  

olduğundan pozitif k  ve t  tamsayıları için  tnmn xx 1
 deki 

kx  nın katsayısı, 

    kinnmtn =11    ve  i t  olmak üzere 

=0

,  
t

i

t k
t k

i nm

 
  

 
  

şeklinde elde edilir. Böylece sonuca ulaşılmış olur. 
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Teorem 3.1.5: 
  v

u

ji kkkk ,,, 21,  ,  v

u kkkK ,,, 21   matrisinin  , incii j  elemanı olmak 

üzere, 
  v

u

ji kkkk ,,, 21,   aşağıdaki eşitlik ile verilir: 

         
 

v
t

v

t

v

v

v

vjj

v
ttt

v

u

ji kk
tt

tt

ttt

ttt
kkkk 












1
1

1

1

21

1

,,
2

,
1

21,
,,

=,,, 






 




 

             (3.4) 

 

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayılar üzerinde 1 22 =vt t vt u i j      

koşulunu sağlamaktadır ve 
 

!!

!
=

,,
1

1

1

1

v

v

v

v

tt

tt

tt

tt







 







 
 çok katlı bir katsayıdır. Eğer 

=u i j  ise (3.4) denklemindeki katsayılar 1 olarak tanımlanır [10].  

 

Sonuç 3.1.2: 
mn

ux ,
 , uncuu  Adjacency tipli sayı olsun. O halde [19]; 

(i) 

 







 




 
nm

nm

nm

nmnn

nm
ttt

mn

u
tt

tt

ttt

ttt
x

,,
=

1

1

21

1

,
2

,
1

,











 

 







 




 
nm

nm

nm

nmnn

nm
ttt tt

tt

ttt

ttt

,,
=

1

1

21

21

,
2

,
1











 

                     =  

 







 





nm

nm

nm

nm

nm
ttt tt

tt

ttt

t

,,
=

1

1

21,
2

,
1







 

 

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayılar üzerinde 1 22 = 2nmt t nmt u n      

koşulunu sağlamaktadır.  

(ii) 

 







 




 
nm

nm

nm

nmnn

nm
ttt

mn

u
tt

tt

ttt

ttt
x

,,
=

1

1

21

12

,
2

,
1

,











 

 

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayılar üzerinde 

1 22 = 2nmt t nmt u n nm       koşulunu sağlamaktadır. 

 

(iii)  
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 








 





nm

nm

nm

nmnn

nm
ttt

mn

u
tt

tt

ttt

ttt
x

,,
=

1

1

21

1

,
2

,
1

,











 

 

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayılar üzerinde 

1 22 =nmt t nmt u n nm      koşulunu sağlamaktadır. 

 

İspat: Sonuç 3.1.2 de, 

(i) n nm   olacak şekilde v nm , 2i n    ve i  , 

(ii) ,   ve 2v nm i nm j n    , 

(iii) ,  1 ve  1v nm i nm j n      seçilirse, (3.3) eşitliğinden sonuç açık olarak 

görülmektedir. 

 

Şimdi de Adjacency tipli sayılarının toplamsal temsillerini ele alalım. 

mn

innm

nnmu

i

u xS ,

2

2

1=

= 



  olmak üzere    11  nmnm  tipli B  ve  uC   matrisleri sırasıyla 

aşağıdaki gibi gösterilsin: 























0

0

1

001

= ,





mnMB  

ve 

  .

001

=

1

,

1



























nmu

umn

u

u

u

S

MS

S

C





 

O zaman, tümevarım yöntemi kullanılarak,  =u

uB C  eşitliği kolaylıkla görülebilir [19]. 

Teorem 3.1.6: 
, ,

2

n m n m

u nm n uS x x     olmak üzere 
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 
1

,

=0

= 1
nm

n m

u u nm i

i

S x


    

dır [19]. 

İspat:    11  nmnm  tipli Z  ve  D   matrisleri sırasıyla aşağıdaki gibi verilsin: 





























1

1

1

001

= ,





mnVZ  

ve 

1

1

= ,

nm

z
D

z



 
 
 
 
 
 

 

burada 1z , 2z , , nmz  değerleri 1 1= 0nm nm nz z     denkleminin kökleridir. Z   

matrisinin birinci satırına göre determinantın Laplace açılımı uygulanarak  Zdet  nin 

genişletilmesiyle 

   .det=det ,mnVZ  

eşitliği elde edilir. 

1, 1z , 2z , , nmz  sayıları, Z  matrisinin özdeğerleri olup 11 z nmzz  2  olduğu 

için Z matrisi köşegenleştirilebilirdir. Böylece =BZ ZD  eşitliği yazılır. Ayrıca Z

matrisi tersinir matris olduğundan 1 =Z BZ D   eşitliğine ulaşılır. O halde B  matrisi, 

D  köşegen matrisi ile benzerdir. Dolayısıyla  uu DZZB =  eşitliği yazılır ve böylece, 

 =
u

uC Z Z D  elde edilir. uS , uC  matrisinin  2,1 -inci elemanı olduğundan matrisler 

üzerinde çarpma işlemi yardımıyla 
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 
1

,

=0

= 1
nm

n m

u u nm i

i

S x


    

eşitliği elde edilir. 

 

3.1.1.  Modülüne Göre Adjacency Tipli Sayılar 

 ,n m

kx  Adjacency tipli dizi   modülüne göre indirgenirse, tekrar eden, 

          ,,,,= ,,

2

,

1

,  mn

i

mnmnmn

k xxxx  

dizisi elde edilir ve burada  =, mn

ix   ,n m

ix mod   dir. 

Teorem 3.1.1.1:   mn

kx ,
  dizisi basit periyodik bir dizidir [19]. 

İspat:   1 2= , , , | 0 1nm iS s s s s     olsun. Z  nın elemanlarının nm tane farklı 

nm -tiplisi mevcut olduğundan, bu nm -tiplilerden en az bir tanesi   mn

kx ,
 dizisinde 

iki kez ortaya çıkar. Bundan dolayı bu nm lileri takip eden alt dizi tekrarlanır; böylece 

dizi periyodiktir. tk >  olduğu kabul edilerek aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

            , , , , , ,

1 1 2 2= , = , , =n m n m n m n m n m n m

k t k t k nm t nmx x x x x x            

 

O halde  modnmtk   dir. (3.1) denkleminden, 
, , ,

1=n m n m n m

k nm k nm n kx x x     eşitliği yazılır. 

Böylece aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 

            .=,,=,= ,

1

,

1

,

1

,

1

,,  mnmn

tk

mn

t

mn

k

mn

t

mn

k xxxxxx    

 

Dolayısıyla dizi basit periyodiktir.  

 ,n mP   notasyonu ile   mn

kx ,
   dizisinin periyodu  gösterilmiş olsun. 
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ija  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijA a    matrisi için,  A  nın her elemanının 

mod  ya göre indirgenmesi  A mod  şeklinde ifade edilir. Yani 

     modamodA ij=  dir.   0|= imodAA i 


 olsun. Eğer  obeb ,det =1A  

ise o zaman 


A  bir devirli grup,  obeb ,det 1A   ise o zaman da 


A  bir yarı 

gruptur.  
1

,det = 1
mn

m nM


  için kolayca görülür ki her pozitif tam sayı olan   için  

,m nM


 devirli bir gruptur. Devirli grubun mertebesi 


A  olmak üzere 


A  ile 

gösterilir.  
1,det = 1

nmn mM


  olmak üzere pozitif tam sayı olan   değeri için  


mnM ,  

devirli bir gruptur. Dolayısıyla (3.2) ifadesi ile  , ,=n m n mP M


  eşitliği elde edilir. 

Teorem 3.1.1.2: p  bir asal sayı ve u ,    , ,=n m n m uP p P p  eşitliğini sağlayan en 

büyük pozitif tam sayı olsun. Bu takdirde k u  için    pPppP mnukkmn ,, =   eşitliği 

elde edilir [19]. 

İspat: t ,      
, 1

, 1
n m tP p

n m tM I modp


   olacak şekilde  pozitif  bir tamsayı olsun. 

Burada I ,    mn mn  tipli bir birim matristir.      
, 1

, 1
n m tP p

n m tM I modp




olduğundan  1, tmn pP ,  ,n m tP p  tarafından bölünebilirdir. 

Öte yandan       
,

, ,,

,,=
n m tP p n m tn m t

i jM I m p  eşitliği yazılarak, Binom açılımından, 

            
,

, , , ,, 1

,, ,,

=0

= =
pn m t p iP p p n m t n m tn m t t t

i j i j

i

p
M I m p m p I modp

i


 

  
 

  

elde edilir. Bu eşitlik ile  1, tmn pP  ,  ,n m tP p p  tarafından bölünebilir olduğu 

gösterilir. Böylece bu da ya    tmntmn pPpP ,1, =
 ya da    , 1 ,=n m t n m tP p P p p 

olduğunu gösterir ki buradaki ikinci durum, ancak ve ancak p  tarafından bölünemeyen  

bir 
 , ,

,

n m t

i jm  nin varlığı ile mümkündür.     , ,=n m n m uP p P p ,    , , 1n m u n m uP p P p   

olmak üzere u  en büyük pozitif tam sayıdır. Yani p  tarafından bölünemeyen  bir 



58 
 

 1,,

,,

umn

jim  nin varlığı ile mümkündür. Bundan dolayı    , 1 , 2n m u n m uP p P p   eşitsizliği 

yazılır. u  üzerinde tümevarım yöntemi ile her k u  için    pPppP mnukkmn ,, =   

eşitliği elde edilir.  

Teorem 3.1.1.3: 1u   olmak üzere 
=1

=
u

r
i

i

i

p   olacak şekilde asal çarpanlarına ayrılmış 

olsun.  mnP ,  ,  , rn m i
iP p  lerin en küçük ortak katına eşittir [19]. 

İspat:   i
r

i

mn

k px ,
 dizisinin periyodu  , rn m i

iP p  olduğundan bu dizi  ,, i
r

i

mn pP  

 N  uzunluğundaki bloklarda tekrar eder. Aynı zamanda  mnP , ,   ,n m

kx   

dizisinin periyodu olduğundan,  her i  değeri için   i
r

i

mn

k px ,
 dizisi  mnP ,

 terimde bir 

tekrar eder. Böylece, her i  değeri için  mnP ,
 periyodu  i

r

i

mn pP ,  formudur. 

Dolayısıyla 

      , , ,1
1= okek , ,

rrn m n m n m u
uP P p P p  

 
 

eşitliği elde edilir. 

Teorem 3.1.1.4: Eğer nm  bir çift tam sayı ise o zaman her   pozitif  tam sayısı için 

 mnP ,
 bir çift sayıdır [19]. 

İspat: 
,det 1n mM    ise, nm  bir çift tam sayı ve  , ,n m n mP M


   dir.  

 

3.1.2.Gruplarda Adjacency Tipli Diziler 

G  grubu sonlu 2 -gerenli bir grup ve     = , | , =X x y x y G  olsun. Burada  yx,  

ikilisi  G  nin geren çifti olarak adlandırılır.  

Tanım 3.1.2.1: G  grubu sonlu 2 -gerenli bir grup ve  yx,  ikilisi  nx = , my =  

olmak üzere 4n  , 2m   için G  nin bir geren çifti olsun.  yxGA ,:  Adjacency tipli 
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orbit 

, , , , , ,

1 2 1 2 3= , = = = , = , = = =n m n m n m n m n m n m

nm n nm n nm n nma x a a e a y a a e       

başlangıç değerleri için  

, , ,

1=  , 1n m n m n m

nm k k nm n ka a a k      

olarak tanımlanır [19].  

  

Teorem 3.1.2.1: Eğer G sonlu bir grup ise  yxGA ,:  Adjacency tipli orbit  basit 

periyodiktir [19]. 

İspat:  , G grubunun mertebesi olsun. O halde G grubunun elemanlarının farklı sıralı 

nm -lilerin sayısı 
nm  olduğundan lilerinnm en az bir tanesi adjacency tipli orbit olan

 : ,A G x y  de iki kez ortaya çıkar. Bu tekrardan dolayı adjacency tipli orbit   yxGA ,:  

periyodiktir. 

Adjacency tipli orbit periyodik olduğu için 
, , , , , ,

1 1 2 2= , = , , =n m n m n m n m n m n m

l t l t l nm t nma a a a a a       

olacak şekilde l  ve t  doğal sayıları vardır. Burada  l t modnm  dır. Adjacency tipli 

orbit tanımından   1,

1

,, =




mn

lnnm

mn

lnm

mn

l aaa  ve  
1

, , ,

1=n m n m n m

t nm t nm n ta a a


   
 eşitlikleri yazılır. 

Böylece 
, , , , , ,

1 1 1= , = , , =n m n m n m n m n m n m

l t l t l t ta a a a a a     elde edilir.  

Burada  : ,PA G x y  notasyonu ile  yxGA ,:    dizisinin periyodu  gösterilmektedir. 

Tanım 3.1.2.2: nx =  ve my =  olmak üzere 4n   ve 2m   için G  grubu sonlu 2 -

gerenli bir grup ve  yx,  ikilisi  G  nin geren çifti olsun. Eğer G  nin her elemanı G  

nin Adjacency tipli orbit  : ,A G x y  de ortaya çıkıyor ise o zaman G  grubuna  yx,   

geren çifti için Adjacency tipli dizilenebilirdir denir [19]. 

Quaternion grup 8Q  aşağıdaki gibi tanımlanır: 

.=,=,=|, 11224  xxyyyxexyx  
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Teorem 3.1.2.2: Quaternion grup 8Q   in Adjacency tipli orbiti olan  yxQA ,:8  nin 

periyodu 434  tür [19]. 

İspat: 
4,4 4,4 4,4 4,4 4,4 4,4

1 2 5 6 7 8= , = = = , = , = =a x a a e a y a a e   başlangıç şartları ile 1k  için 

Quaternion grup 8Q  in Adjacency tipli orbit  yxQA ,:8  aşağıdaki gibi gösterilir: 

4,4

5

4,44,4

8 = kkk aaa   

Dolayısıyla aşağıdaki diziler elde edilir:

,=,=,=,=,=,=,=,= 4,4

8

4,4

7

4,4

6

4,4

5

4,4

4

4,4

3

4,4

2

4,4

1 eaeayaeaeaeaeaxa

,,=,=,=,=,=,=,=,= 4,4

16

4,4

15

4,4

14

4,4

13

4,4

12

4,4

11

4,4

10

4,4

9 eaxyayaeaxyaeaeaxya

,=,=,=,=,=,=,= 4,4

306

14,4

305

4,4

304

24,4

303

24,4

302

4,4

301

14,4

300 eayayaxaxaeaxa 

,=,=,=,=,=,=,= 14,4

313

4,4

312

4,4

311

4,4

310

4,4

309

4,4

308

4,4

307

xayayxaxyaeaxyayxa

,=,=,=,=,,=,=,= 14,4

430

4,4

429

4,4

428

4,4

427

14,4

316

4,4

315

4,4

314

 xaeaeayxayaxayxa 

,==,==,==,=,=,=,= 4,4

3

4,4

437

4,4

2

4,4

436

4,4

1

4,4

435

4,4

434

4,4

433

4,4

432

4,4

431 eaaeaaaxaeaeayaea

.==,==,==,==,== 4,4

8

4,4

442

4,4

7

4,4

441

4,4

6

4,4

440

4,4

5

4,4

439

4,4

4

4,4

438 eaaeaayaaeaaeaa  

Böylece  8 : , = 434PA Q x y  eşitliği elde edilir. 

 

3.2.Adjacency-Pell Dizileri 

Tanım 3.2.1: Adjacency-Pell dizisi, 2m   ve 4n   olmak üzere 

   , ,1 = = 1 = 0m n m na a mn  ve   , =1m na mn  başlangıç değerleri ve 

                                   , , ,= 2 1m n m n m na mn k a mn n k a k     ,   ( 1k  )             (3.5) 

şeklindeki indirgeme bağıntısı ile tanımlanır [18].  

Tanım 3.2.2 : Adjacency-Pell dizisinin karakteristik polinomu 

  1= 2 1mn mn nf x x x     

şeklinde tanımlanmıştır [12]. 
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[18]  çalışmasında (3.5)  ifadesi yardımıyla , Adjacency-Pell dizisi için Companion 

matris formundaki üreteç matrisi; 

   

 1 -inci
                    

,

0 0 2 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
= =

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

n

m n ij mn mn
M m







 
 
 
 
 
     
 
 
 
 
  

 

şeklinde belirlenmiştir ve bu matris Adjacency-Pell matrisi olarak adlandırılmaktadır. 

0   için 

 

 

 

 

 

 

 

, ,

, ,

,

, ,

1 1
=

1 1

m n m n

m n m n

m n

m n m n

a mn a mn

a mn a mn
M

a a









   
   

     
   
   

      

 

eşitliği kolaylıkla görülür. u üzerinde tümevarım uygulanarak 1u   için Adjacency-Pell 

matrisinin   ıncı kuvveti 

 

, , , , , ,

1 2 1 2 1

, , , , , ,

1 1 1 2

, , , ,

2 1 3

, ,

1

,
, 2

=

m n m n m n m n m n m n

mn mn mn n m m mn

m n m n m n m n m n m n

mn mn mn n m m mn

m n m n m n m n

mn mn m mn

m n m n

mn

m n
m n m

a a a a a a

a a a a a a

a a a a

a a

M a a

     

     

   

 




           

          

      

 

 

, , , ,

1 1 1

, , , ,

1 2

,

1

, , , , ,

2 2 1 2 1

, , , , , ,

1 2 1 1

m n m n m n m n

mn m

m n m n m n m n

m m m

m n

m

m n m n m n m n m n

m mn n mn n

m n m n m n m n m n m n

m mn n mn n

a a a

a a a a

a

a a a a a

a a a a a a

   

   



    

     

    

    

 

         

        

 












 














                  (3.6) 

şeklinde elde edilmiştir.  
1

,det = 1
mn

m nM


  olduğundan    ,det = 1
mn

m nM
  

  

olduğu görülmektedir. Burada 
,m na  notasyonu ile  ,m na   gösterilmektedir [18]. 
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Lemma 3.2.1: Adjacency-Pell dizisinin karakteristik denklemi 
12 1= 0mn mn nx x   

olup bu denklemin çok katlı kökü yoktur [18]. 

İspat:   1= 2 1mn mn nP x x x     ve u  nun,  P x  in  bir çok katlı kökü olduğunu 

düşünelim. Bu durumda   1= 2 1= 0mn mn nP u u u     ve 

    1= 2( 1) = 0' mn mn nP u mn u mn n u      olmalıdır.  Dolayısıyla 
 1

2 1
=n

mn n
u

mn


 

 

ve 
1

=
1

mn mn n
u

n

 

 
 olur ki, bu eşitliklerden < 0mnu  olduğu görülmektedir. < 0mnu  

olması ancak m ve n  nin birer tek sayı olması durumunda gerçeklenmektedir. m ve n  

nin birer tek sayı olduğu durumda ise -1 in  P x  polinomunun bir kökü olacağından 

= 2 2mn n    eşitliği elde edilir ki,  bu da mn  nin çift sayı olduğunu göstermektedir.  

Bu çelişki ile lemma ispatlanmıştır. 

Eğer  
12 1= 0mn mn nu u     denkleminin kökleri  1u , 2u , , mnu  ise, Lemma 3.2.1 ile bu 

köklerin birbirinden farklı olduğu basit bir şekilde görülmektedir. 

   mn mn  tipli ,m nV  Vandermonde matrisinin 

     

     

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

,

1 2

=

1 1 1

mn mn mn

mn

mn mn mn

mn

m n

mn

u u u

u u u

V

u u u

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde ifade edildiğini düşünelim. 

  1mn   tipli  , ,m nW i j  matrisi; 

 

1

1

1

2

,

1

, =

mn

mn

m n

mn

mn

u

u
W i j

u







 

 

 

 
 
 
 
 
  
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şeklinde gösterilsin ve  , ,m nV i j  matrisi, ,m nV  matrisinin incij  sütununun  , ,m nW i j  

sütun matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin. 

Teorem 3.2.1: 1   için   ,

, , ,= i j

m n m nM g



    olsun, bu durumda 

 ,,

, ,

,

det ,
=

det

m ni j

m n

m n

V i j
g

V
  

dır [18]. 

İspat: 1u , 2u , , mnu  birbirinden farklı olduğu için ,m nM  matrisi 

köşegenleştirilebilirdir.  , 1 2= , , ,m n mnU u u u  olsun, bu durumda , , , ,=m n m n m n m nM V V U  

eşitliği elde edilir. ,m nV  matrisi tersinir matris olduğu için  
1

, , , ,=m n m n m n m nV M V U


 

eşitliği sağlanır ki, bu da ,m nM  matrisinin ,m nU  ye benzer olduğunu göstermektedir. 

Dolayısıyla 1   için    , , , ,=m n m n m n m nM V V U
 

 olduğu görülmektedir. Bu durumda, 

,1 1 ,2 2 , 1

, , 1 , , 1 , , 1

,1 1 ,2 2 , 1

, , 2 , , 2 , , 2

,1 1 ,2 2 , 1

, , , , , ,

=

=

=

i mn i mn i mn mn

m n m n m n

i mn i mn i mn mn

m n m n m n

i mn i mn i mn mn

m n mn m n mn m n mn

g u g u g u

g u g u g u

g u g u g u



  



  



  

   

   

   

   


  


   

 

lineer denklem sistemi yazılabilmektedir.  Lineer denklem sisteminin çözümünden de, 

her , =1,2, ,i j mn  için 

 ,,

, ,

,

det ,
=

det

m ni j

m n

m n

V i j
g

V
  

olduğu görülmektedir. 

Adjacency-Pell sayıları için Binet formülü sonuç olarak aşağıdaki gibi elde edilir: 

Sonuç 3.2.1: Varsayalım ki  ,m na  ,   ıncı Adjacency-Pell sayısı olsun. Bu durumda 

 
 ,

,

,

det ,
=

det

m n

m n

m n

V mn mn
a

V
  

dır [18]. 
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k k  tipli    , ,

,, , = m n k

i jH k m n h    süper köşegen matrisi; 

 

, ,

,

2 eğer  =   ve  = 2  için  1 2,

eğer  = 1    =   için  1 1

= 1 ve

=   ve  = 1  için  1 1,

0 diğer durumlarda.

m n k

i j

i u j u n u k n

i u j u u k

h

i u j u mn u k mn

     


   


      



  

 

olmak üzere 

  

   1 -inci -inci

0 0 2 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 2 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 2 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 2 0 0 1 0

, , = 0 0 0 1 0 0 2 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

n mn

H k m n



 





































 
 
 

  

 

şeklinde tanımlansın [18]. 

 

Teorem 3.2.2: k mn  olmak üzere 

 

    ,, , = m nperH k m n a mn k  

eşitliği elde edilir [18]. 
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İspat: Denklemin k mn  için     ,, , = m nperH k m n a mn k  eşitliğinin sağlandığını 

kabul edelim. Bu durumda, denklemin 1k   için de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer 

  , ,H k m n  matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak 

  , ,perH k m n   genişletilir ise, 

        1, , = 2 2, , 1, ,perH k m n perH k n m n perH k mn m n       

eşitliği elde edilir.               

    ,2, , = 2m nperH k n m n a k mn n      

 ve 

    ,1, , = 1m nperH k mn m n a k     

olduğundan,     ,1, , = 1m nperH k m n a mn k    eşitliği elde edilir. Böylece k  

üzerinde tümevarım yöntemiyle ispat tamamlanmış olur. 

>k mn   için k k  tipli    , ,

,, , = m n k

i jY k m n y    matrisi;  

, ,

,

2 eğer  =   ve  = 2  için  1 1,

eğer  = 1  ve  =   için  1 1

= 1 ve

=   ve  = 1  için  1 1,

0 diğer durumlarda

m n k

i j

i u j u n u k mn

i u j u u k

y

i u j u mn u k mn

     


   


      



 

şeklinde tanımlanır [18]. 
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k k tipli    , ,

,, , = m n k

i jA k m n a    matrisi; 

 

     

-inci

1 1 0 0

1

0 1, ,, , =

0

u mn

Y k m nA k m n





 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

şeklinde tanımlanır [18]. 

Teorem 3.2.3: (i) >k mn  için     ,, , = m nperY k m n a k  dır. 

                        (ii) > 1k mn  için      
1

,

=1

, , =
k

m n

u

perA k m n a u


  dır. 

İspat: (i) Denklemin >k mn  için sağlandığını kabul edelim. Bu durumda, denklemin 

1k   için de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer   , ,Y k m n  matrisinin birinci satırına 

göre Laplace açılımı uygulanarak   , ,perY k m n  genişletilir ise, 

    ,, , = m nperY k m n a k  

eşitliği elde edilir. 

(ii) Eğer   , ,Y k m n  matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak 

  , ,perY k m n  genişletilir ise, 

  , , ( 1,( , )) ( 1,( , ))perA k m n perA k m n perY k m n     

 

eşitliği elde edilir. 
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>k mn  için k k tipli R matrisi; 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
=

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

R

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

olarak tanımlanır. 

Dolayısıyla >k mn  için       , , det , ,perH k m n H k m n R , 

      , , det , ,perY k m n Y k m n R  ve       , , det , ,perA k m n A k m n R

eşitlikleri elde edilir [18]. 

Sonuç 3.2.2.: >k mn  olmak üzere 

     ,det , , = ,m nH k m n R a mn k  

     ,det , , = m nY k m n R a k  

ve 

     
1

,

=1

det , , =
k

m n

u

A k m n R a u


  

dır [18]. 

Sonuç 3.2.3:  ,m na u ,  u  uncu Adjacency-Pell sayısı olsun. O halde  

 
 

11 1
,

11 2, ,
1 2

= 2
, ,

tmnn n mn n
m n

mnmnt t t
mn

t tt t t
a u

t tt t t

 
    

 
    

  

               

 

111 2

11 2, ,
1 2

= 2
, ,

t
nmnn n mn

mnmnt t t
mn

t tt t t

t tt t t

 
    

 
    

  

                                         
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 

11

11 2, ,
1 2

= 2
, ,

t
nmnmn

mnmnt t t
mn

t tt

t tt t t

  
 

    
  

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayılar üzerinde   1 22 =mnt t mn t u    

koşulunu sağlamaktadır [18]. 

İspat: Sonuç 3.2.3 de  ,n i j mn    olmak üzere  =v mn   ve  =i j  olarak seçilir ise, 

ispat açık olarak görülmektedir. 

Adjacency-Pell dizisinin üreteç fonksiyonu, 10 2 n mnx x   < 1 olacak şekilde 

 
1

1
=

1 2

mn

n mn

x
g x

x x



 
 

dır [18]. 

Teorem 3.2.4: Adjacency-Pell dizilerinin üstel temsili aşağıdaki gibidir [18]: 

 
 

 
1

1 1

=1

= exp 2 .

i
n

i
mn mn n

i

x
g x x x

i




  

 
 
 
 

  

İspat:    
1

1 1

1
ln = ln = ln ln 1 2

1 2

mn
mn n mn

n mn

x
g x x x x

x x


 


  

 
 

ve 

                 
2 2

1 1 1 1 11
ln 1 2 = [ 2 2

2

n mn n mn n n mn nx x x x x x                

                                                       1 11
2 ]

k k
n mn nx x

k

      

olduğundan 

 

   
 

1

1

1
=1

ln = 2

i
n

i
mn n

mn
i

xg x
x

x i




 


  
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dır [18]. 

Teorem 3.2.5: k  ve p  pozitif  tamsayıları için, 

 ,

=0

= 2
p

p j

m n
k j

p k
mn

p
a mn k

j

 
  

 
   

dır. Burada j ,     1 1 =n p mn n j k     ve j p  şartlarını sağlayan bir tam sayıdır 

[18]. 

İspat:          2

, , , ,= 1 2 k

m n m n m n m ng x a mn a mn x a mn x a mn k x         

olduğundan  g x  de 
kx  nın katsayısı  ,m na mn k  dır. Binom açılımı ile aşağıdaki 

eşitlik elde edilir: 

   
 

      1 1 1 1

1

1
= = 1 2 2

1 2

k
mn mn n mn n mn

n mn
g x x x x x x x

x x

   


     

 
 

                  1 2 1 1 1= 2 2
k

mn mn n mn n mn nk k mn nx x x x x                

         11 2 1 1

=0

= 2 2 .
k

mn n jmn mn n mn n mn nk k k j

j

k
x x x x x

j

          
     

 
  

kx  nın katsayısına ihtiyaç duyulduğu için yukarıdaki denklemin sadece sağ tarafındaki 

ilk ( 1)-k  inci terim göz önüne alınacaktır. Ayrıca, 

         11 1 1 1

=0

2 = 2 = 2
p

p p p p mn n jn mn n mn n n p j

j

p
x x x x x x

j

       
   

 
  

olduğundan k  ve p  tamsayıları için  12
p

n mnx x   deki 
kx  nın katsayısı, 

   1 1 =n p mn n j k     ve j p  olmak üzere 

=0

2 ,
p

p j

j

p k
p k

j mn

 
 
 

  

şeklinde elde edilir. Böylece sonuca ulaşılmış olur. 
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Şimdi de Adjacency-Pell dizilerinin toplamsal temsillerini ele alalım. 

 ,

=1

=
t

t m n

k

S a k  olmak üzere    1 1mn mn    tipli 1mnG    matrisi aşağıdaki 

gösterilsin: 

1 ,

1 0 0

1

= .0

0

mn m n
G M

 
 
 
 
 
 
  

 

O zaman, tümevarım yöntemi kullanılarak, 

   

1

1 2 ,

1 0 0

=

t mn

tt

mn t mn m n

t

S

G S M

S

 

  

 
 
 
 
 
 
 
  

 

olduğu kolaylıkla görülebilir [18]. 

 

3.2.1. ,m nM  Matrisi Yardımıyla Devirli Grupların Elde Edilmesi 

ijd  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijD d    matrisi için,  D  nin her elemanının 

mod  ya göre indirgenmesi  D mod  şeklinde ifade edilir. Yani   =D mod  

  ijd mod  dir.   = 0iD D mod i


   olsun. Eğer  obeb ,det =1D  ise o 

zaman D


 bir devirli gruptur.  
1

,det = 1
mn

m nM


  için kolayca görülür ki her pozitif 

tam sayı olan   için  ,m nM


 devirli bir gruptur.  
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Teorem 3.2.1.1.: r  bir asal sayı ve 
,m n r

M   devirli bir grup olsun. Eğer u , 

, ,= um n m nr r
M M  eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı ise bu takdirde v u  

için 
, ,= v u

vm n m nr r
M r M   eşitliği yazılır [18]. 

İspat: b ,      
1

1

, mod
bL r b

m nM I r


  olacak şekilde  pozitif  bir tamsayı olsun ve 

( )L r  notasyonu ile ,m n r
M


 gösterilsin. Burada I ,    mn mn  tipli bir birim 

matristir.      
1

1

, mod
bL r b

m nM I r


  olduğundan   1bL r  ,  bL r  tarafından 

bölünebilirdir.xx 

Öte yandan       , =
bL r b b

m n ijM I m r   eşitliği yazılarak, Binom teoreminden, 

            1

,

=0

= = mod
rb r iL r r b bb b b

m n ij ij

i

r
M I m r m r I r

i

  
    

 
  

elde edilir. Bu eşitlik ile 
1( )bL r 

, ( ).bL r r  tarafından bölünebilir olduğu gösterilir. 

Böylece bu da ya  1 =bL r    bL r  ya da    1 =b bL r L r r   olduğunu gösterir ki 

buradaki ikinci durum, ancak ve ancak r  tarafından bölünemeyen  bir 
 b

ijm  nin varlığı 

ile mümkündür.     = uL r L r ,    1u uL r L r   olmak üzere u  en büyük pozitif tam 

sayıdır. Yani r  tarafından bölünemeyen  bir 
 1u

ijm


 nin varlığı ile mümkündür. Bundan 

dolayı    1 2u uL r L r   eşitsizliği yazılır. u  üzerinde tümevarım yöntemi ile her 

v u  için 
, ,= v u

vm n m nr r
M r M   eşitliği elde edilir.  

Teorem 3.2.1.2:   pozitif değerleri için   ,m na k   dizisi basit periyodik bir dizidir. 

İspat:   1 2= , , , | 0 1mn iQ q q q q     olsun. Z  nın elemanlarının 
mn  tane farklı 

mn -tiplisi mevcut olduğundan, bu mn -tiplilerden en az bir tanesi   ,m na k
 dizisinde 

iki kez ortaya çıkar. Bundan dolayı bu mn lileri takip eden alt dizi tekrarlanır; böylece 

dizi periyodiktir. >x y  olduğu kabul edilerek aşağıdaki eşitlik elde edilir: 
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           , , , , , ,1 1 , 2 2 , , .m n m n m n m n m n m na x a y a x a y a x mn a y mn             

 

O halde  x y modmn  dir. Adjacency-Pell dizisi tanımından aşağıdaki eşitlik elde 

edilir: 

           , , , , , ,, 1 1 , , 1 = 1 .m n m n m n m n m n m na x a y a x a y a x y a            

 

Dolayısıyla dizi basit periyodiktir.  

  ,m na k  dizisinin periyodu ,m nLa  dır. 

Teorem 3.2.1.3: 1u   olmak üzere  
=1

=
u

r
i

i

i

p   olacak şekilde asal çarpanlarına 

ayrılmış olsun. ,m nLa
 , 

 
,

r
ip

i
m nLa  lerin en küçük ortak katına eşittir [18]. 

İspat:  ,

r
ip

i
m na k

 
 
 

 dizisinin periyodu 
 

,

r
ip

i
m nLa olduğundan bu dizi 

 
,

r
ip

i
m nLa  ,  N   

uzunluğundaki bloklarda tekrar eder. Aynı zamanda ,m nLa
,   ,m na k  dizisinin 

periyodu olduğundan, her i  değeri için   ,

r
i

m n ia p  dizisi ,m nLa
 terimde bir tekrar eder. 

Böylece her i  değeri için ,m nLa
 periyodu 

 
,

r
ip

i
m nLa   formudur. Dolayısıyla 

 
   1

1
, , ,= okek , ,

r
p rup u

m n m n m nLa La La  
 
 

 

eşitliği elde edilir. 

(3.6) dan her   pozitif tamsayıları için , =m nLa
 

,m nM


 elde edilir. 

 

 

3.3.Dihedral tipli Adjacency Dizileri 

Tanım 3.3.1: Eğer kP  köşeleri, 
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2 1

1 2 3

2 1

1 2 3 2

= , = , = , , = ,

= , = , = , , =

n

n

n

n n n n

P e P a P a P a

P b P ab P a b P a b





  

 

olarak seçilir ise, o halde nD2  dihedral grubu için Cayley diyagramının Adjacency 

matrisi; 

 1 -inci

2 2 2

  

0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0
= = 1 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0

n

D D

n ij n n
M m

















   








 

 

.
inci

1 -inci

n

n











 

 




 
 
 
 
 
 



(3.7) 

şeklinde belirlenmiştir [28]. 

 

 

 

 

 

Örnek olarak 
DM 6  ve  

DM8  matrisleri; 
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6 8

0 1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
= , =

1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0

D DM M

 
 

   
   
   
   
   
   
   
   
   

  

 

verilsin [28]. 

Dihedral tipli Adjacency dizi, 
D

nM 2  matrisi yardımıyla 0==== 1221 nxxx   ve 1=2nx  

başlangıç değerleri için, 

 

 

 

 

 

 

 

2 1

2 1

2 1

2

3 1

1 3

2 1 3

2 1 3

eğer 1 2 ,

eğer 2 2 ,

eğer 1 2 ,

= eğer 2 ,

eğer 1 2 ,

eğer 2 2 ,

eğer 0 2 ,

m n m n

m n m n

m n m n

n

m m n m n

m n m n

m n m n

m n m n

x x m mod n

x x m mod n

x x m n mod n

x x x m n mod n

x x m n mod n

x x m n mod n

x x m mod n

  

  

  

  

  

  

  

 

 

  

 

  

  

 















 

şeklinde tanımlanmıştır [28]. 

1m  için 

 

   

     





















T

nnmnnm

nnmnnm

mD

n

AB

BA

M =2  

eşitliği kolaylıkla görülür. Burada m  üzerinde tümevarım yöntemi uygulanmıştır. 

 

 
nnmA


 ve  

nnmB


 matrisleri  sırasıyla 
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 

 

 


































1222122

212

1222

3221222

2232212

=

nmnmnnmnnm

nnmnnm

nmnm

nmnnmnmnm

nmnmnnmnm

nnm

aaaa

aa

aa

aaaa

aaaa

A









 

ve 

 

     

     

   

 

     

2 22 1 2 3 2 2

2 22 2 2 1 2 3

2 2 2 1

2 22 2 1

2 2 2 2 1 2 2 2 1

=

nm nnm n nm n nm n

nm nnm n nm n nm n

nm n nm nm n n

nm nnm n

nm n nm n nm n nm n

a a a a

a a a a

a aB

a a

a a a a

     

     

   

 

      

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

olarak elde edilmiştir [28]. 

 

3.3.1.
D

nM 2  Matrisi Yardımıyla Yarı Grupların Elde Edilmesi 

ijc  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijC c    matrisi için,  C  nin her elemanının 

modq  ya göre indirgenmesi  qC mod  şeklinde ifade edilir. Yani     qmodcqC ij=  

dir.   0mod= mqCC m

q
 olsun. Eğer  obeb ,det 1q C   ise o zaman 

q
C  bir yarı 

gruptur. 2det = 0D

nM  için kolayca görülür ki her pozitif tam sayı olan q  için  
q

D

nM 2
 

yarı gruptur ve burada yarı grubun mertebesi 
q

D

nM 2
 olmak üzere 

q

D

nM 2  ile belirtilir.  

Teorem 3.3.1.1: N  olmak üzere 
2=q  eşitliği yazılsın. 153  n  olacak şekilde 

bir n  asal sayısı var ise aşağıdaki eşitlik elde edilir [28]: 

.22= 12

3

2
2






 


 
n

D

nM  

İspat: N  olmak üzere 
2=q  eşitliğinin sağlandığını ve 153  n  olacak şekilde 

bir n  asal sayısının var olduğunu varsayalım. O halde (3.7)  ifadesinden  
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       

3

122 2 1 1

2 22 2

n

D D

n nM mod M mod


 

 




   

  

eşitliği yazılır ve buradan 12

3

2
2 22= 




 


 
n

D

nM  elde edilmiştir. 

Teorem 3.3.1.2: 133  p  olacak şekilde p  bir asal sayı olsun. Eğer u ,   

up

D

n
p

D

n MM 22 =  olmak üzere en büyük pozitif tam sayı ise o halde her uw için 

p

D

n

uw

wp

D

n MpM 22 .=   eşitliği yazılır. Eğer her 2w  için 
222

p

D

n
p

D

n MM   ise 

p

D

n

w

p

D

n MpM 2

1

2 .=   elde edilir [28]. 

İspat: Varsayalım ki 5
10

DM  yarı grup ve b  pozitif bir tamsayı olsun. 
5

10

DM  yarı 

grubu   5k  notasyonu ile ifade edilsin. Eğer    1

10

115

10 5 




 

 bD
bkD modMM  ise, o 

zaman     bD
bkD modMM 510

115

10 





 

  denkliği yazılır. Böylece  bk 5 ,  15 bk  tarafından 

bölünebilirdir. Diğer yandan binom teoremi ile     bb

ij

D
bkD mMM .510

15

10 







 eşitliği 

yazılır. Dolayısıyla aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

         .5.5.= 1

1010

.45

10

1.55

10














 bDbb

ij

D
bkD

bkD modMmMMM  

Bu eşitlik ile  15 bk  devirli grubu  .55bk  tarafından bölünebilir olduğu gösterilir. 

Böylece bu da ya    bb kk 5=5 1
 ya da    .55=5 1 bb kk 

 olduğunu gösterir ki buradaki 

ikinci durum, ancak ve ancak 5  tarafından bölünemeyen  bir 
 b

ijm  nin varlığı ile 

mümkündür.     bkk 5=5 ,    15 5b bk k   olmak üzere b  en büyük pozitif tam 

sayıdır. Yani 5  tarafından bölünemeyen  bir 
 1b

ijm


 in varlığı ile mümkündür. Bundan 

dolayı    1 25 5b bk k   eşitsizliği yazılır. b  üzerinde tümevarım yöntemi ile her 

2w  için 
p

D

n

w

p

D

n MpM 2

1

2 .=   elde edilir.  
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3.3.2.Gruplarda Dihedral Tipli Adjacency Dizileri 

Tanım 3.3.2.1: ,=1 ex  ,=2 ax  ,=,=,,= 12

1

2

3





n

n

n

n axaxax   ,=1 bxn  ,=2 abxn  

,=,,= 2

12

2

3 baxbax n

nn



   bax n

n

1

2 = 
 başlangıç şartları ile G  grubu 2 -gerenli bir 

grup ve  ba,  ikilisi G  nin geren çifti olsun. 

O halde Dihedral tipli orbit   baGDH ,:  aşağıdaki gibi tanımlanır [28]: 

    

    

    

    

    

    

    

2 1

2 1

2 1

2

3 1

3 1

3 2 1

3 2 1

eğer 1 2 ,

eğer 2 2 ,

eğer 1 2 ,

= eğer 2 ,

eğer 1 2 ,

eğer 2 2 .

eğer 0 2 ,

m n m n

m n m n

m n m n

n

m m n m n

m n m n

m n m n

m n m n

x x m mod n

x x m mod n

x x m n mod n

x x x m n mod n

x x m n mod n

x x m n mod n

x x m mod n

  

  

  

  

  

  

  








 




 

 










 

Teorem 3.3.2.1: G  sonlu bir grup ise, dihedral tipli orbit  baGDH ,:   periyodiktir [28].  

İspat: G sonlu grubunun mertebesi s  olsun. O halde G grubunun elemanlarının farklı 

sıralı 2n lilerin sayısı ns2  olduğundan 2n lilerin en az bir tanesi dihedral tipli orbit 

olan   baGDH ,:  de iki kez ortaya çıkar. Bu tekrardan dolayı dihedral tipli orbit   baGDH ,:   

periyodiktir. 

Teorem 3.3.2.2: 153  n  için nD2  dihedral grubunun dihedral tipli orbitinin periyot 

uzunluğu aşağıdaki gibidir [28]: 

 (i) Eğer 2 = 2 .3x yn  ise o zaman 
 

1

: ,
2

= 4 .3y

D a b
n

LDH n   dir. 

(ii) iP  ler asal çarpanlar olmak üzere i
e

i

k

i

Pn 
1=

=2  1k , xn 22  , yxn .322   ve 

n2  olsun. O halde    1.2=,:
2

k
e

kba
n

D PnLDH  dir. 

(iii) Eğer  14=2n  ve 28=2n  ise, o takdirde   nLDH ba
n

D 6=,:
2

 dir.  
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İspat:  ba
n

DDH ,:
2

  orbiti aşağıdaki gibidir: 

,=,,=,=,=,=,,=,=,= 1

2

2

321

12

321 baxbaxabxbxaxaxaxex n

nnnn

n

n





   

,,,,, 4322212 nnnn xxxx   

,=,,=,=,= 4

6

4

34

4

24

4

14 axaxaxax nnnn   

,=,,=,=,= 8

8

8

36

8

26

8

16 axaxaxax nnnn   

16 16 16 16

8 1 8 2 8 3 10= , = , = , , = .n n n nx a x a x a x a    

Eğer n  bir tek sayı ise, o halde 

 

,,=,=,= 5

32

3

2212 baxbaxabx nnn   

,=,,=,=,= 1

3

2

2

35

2

15

2

2

15 baxbaxbxbax n

nnn

n

n







   

,,=,=,=,= 5

43

3

3323

1

13 baxbaxabxbax nnn

n

n 



  

2 2 1

7 1 7 3 7 5 4

2 2 2

= , = , = , , = .n n

n n n nx a b x b x a b x a b 

  
 

Eğer n  bir çift tam sayı ise, o zaman 

,,=,=,= 3

322212 baxabxabx nnn   

,=,,=,=,= 1

3

3

2

45

2

25

1

2

5 baxbaxabxbax n

nnn

n

n





   

,=,,=,= 3

3323

1

13 baxabxbax nn

n

n 



  

.=,,=,=,= 3

4

3

2

67

2

47

1

2

27 baxbaxabxbax n

nnn

n

n







   

2i  için yukarıdaki eşitlikler kullanılarak; 

   ,=,,=,=,= 2

12

2

32

2

22

2

12

i

in

i

ni

i

ni

i

ni axaxaxax   

elde edilir. 

(i) Varsayalım ki yx,  pozitif tam sayıları için 2 2 .3x yn   eşitliği verilsin ve i  en 

küçük  tam sayı olarak alınsın. Mesela 22.3= 2 yi  olarak alınırsa,  o halde 

n
n

y
n

ny
n

ny
n

ny
n

xaxxaxxaxxax 6

4

21
1

.34
34

4

31
1

.34
24

4

21
1

34
14

4

11
1

34
==,,==,==,==








 









 









 









 




yazılır.  Böylece  
1

,:
2

.34= y

ba
n

D nLDH  eşitliği elde edilir. 
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(ii) iP  ler asal çarpanlar olmak üzere xn 22   ve  yxn .322   için i
e

i

k

i

Pn 
1=

=2 ,

 1k  olsun. Eğer 1= k
e

kPi  olarak seçilirse,  o zaman

n
nk

e

k
Pn

n
k

e

k
Pn

n
k

e

k
Pn

n
k

e

k
Pn

xaxxaxxaxxax 6

4

21.2
34

4

31.2
24

4

21.2
14

4

11.2

==,,==,==,==





















































yazılır. Böylece    1.2=,:
2

k
e

kba
n

D PnLDH   eşitliği elde edilir.  

(iii) 7=n  olarak seçilir ise, o zaman

 
32 4

71 72 84 29 30 42 : ,
14

= = = = = = = = =      için    = 42
D a b

x x x a a x x x LDH  eşitliği 

elde edilir.  

                   Eğer 14=n  olarak seçilir ise, o zaman 

32 4

141 142 168 57 58 84= = = = = = = = =x x x a a x x x  için 
 : ,

14

= 54
D a b

LDH  eşitliği elde 

edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1.Adjacency-Pell-Circulant Dizileri 

 f x  karakteristik polinomu için Circulant matrisi; 
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   

, ,

1 1

1 eğer =  ve =  için 1 1,

eğer =  ve = 1 için 1

1 ve

eğer = 1 ve = 1,
= =

eğer =  ve =  için 1 1

2 ve

eğer = 1 ve =  için 1

0 diğer durumlarda.

m n m n

ij mn mn

i k j k k mn

i k j k k mn

i mn j
C c

i k j k n k mn n

i k mn n j k k n

  

   


  



        



    












 

şeklinde tanımlanmıştır [27]. 

Örnek olarak 
3,2C  matrisi; 

3,2

1 1 2 0 0 0 0

0 1 1 2 0 0 0

0 0 1 1 2 0 0

= 0 0 0 1 1 2 0

0 0 0 0 1 1 2

2 0 0 0 0 1 1

1 2 0 0 0 0 1

C

  
 

 
 
  
 

  
  
 
  
   

 

verilsin [27]. 

Bu çalışmada 2m   ve  4n   olarak ele alınmıştır.  

Genelleştirilmiş Adjacency-Pell-Circulant dizisi, 1h   olmak üzere 

, , ,

1 2= = = = 0m n m n m n

mna a a  ve  
,

1 =1m n

mna   başlangıç değerleri ve 

 

 

 

, , ,

1 1

, , , ,

1 2 2

, , ,

1 2 2 2 1

2 , 1,2, , 1 1

= 2 , 2, 3, , 1

2 , 0 1

m n m n m n

h mn n h mn h mn

m n m n m n m n

h h mn h mn h mn n

m n m n m n

h mn h mn n h mn

a a a h mn n modmn

a a a a h mn n mn n mn modmn

a a a h modmn

     

     

      

       


       
    

 

şeklindeki indirgeme bağıntısı ile tanımlanır [27]. 

0k   için k  üzerinde tümevarım  uygulanarak  ,
k

m nC  matrisi; 
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 

         

         

       

 

, , , , ,

1 1 1 1 1 1 2 1 1

, , , , ,

1 1 1 1 1 1 3 1 2

, , , ,

1 2 1 1 1 1 1 3,

,

1 1

=

m n m n m n m n m n

k mn mn k mn mn k mn mn k mn k mn

m n m n m n m n m n

k mn k mn mn k mn mn k mn k mn

m n m n m n m n
k k mn k mn k mn mn k mnm n

m n

k mn mn k

a a a a a

a a a a a

a a a a
C

a a

           

          

        

          

         

, , , ,

1 2 1 3 1 1 1

, , , , ,

1 1 1 1 2 1 1 1 1

m n m n m n m n

mn mn k mn mn k mn mn k mn mn

m n m n m n m n m n

k mn mn k mn mn k mn mn k mn k mn mn

a a a

a a a a a

          

            

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde tanımlanmıştır [27].  

[27] deki çalışmada, Adjacency-Pell-Circulant  dizisi, 0   olmak üzere 

, , ,

1 2= = = = 0m n m n m n

mnx x x , 
,

1 =1m n

mnx   başlangıç değerleri ve 

                                                    
, , , ,

2 1 2 1= 2m n m n m n m n

mn mnx x x x                                          (4.1) 

şeklindeki indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. 

(4.1) ifadesi yardımıyla, Adjacency-Pell-Circulant dizileri için 
,m nA  matrisi; 

   

, ,

1 1

1 0 0 0 1 2

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

= 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

m n m n

ij mn mn
A a

  

  
 
 
 
 

    
 
 
 
 
 

 

şeklinde belirlenmiştir ve bu matris Adjacency-Pell-Circulant matrisi olarak 

adlandırılmaktadır [27]. 

0k   için   

 

eşitliği kolaylıkla görülür. k  

üzerinde tümevarım 

uygulanarak 1k   için 

 ,
k

m nA matrisi; 

 

,,

11

,,

,

,,

11

=

m nm n

k mnmn

m nm n
k

m n k mnmn

m nm n

k

xx

xx
A

xx

 





  
  
  
  
  

      
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 

, , , , , , , ,

1 1 2 2 3 1

, , , , , , , ,

1 1 2 2 1 1

, , , ,

, 1 1

2 2 2 2

2 2 2

=

m n m n m n m n m n m n m n m n

k mn k k k k k mn k mn k mn

m n m n m n m n m n m n m n m n

k mn k mn k mn k k k mn k mn k mn

m n m n m n m n
k

m n k mn k mn k mn k mn

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x
A

         

           

     

      

     

  ,

1

, , , , , , , ,

2 2 1 1 1 2 2

, , ,

1 1

, , , , , , , ,

1 1 2 2 3 1

2 2

2

2

m n

k mn

m n m n m n m n m n m n m n m n

k mn k mn k mn k mn k mn k k k

m n m n m n

k mn k mn k

m n m n m n m n m n m n m n m n

k k k k k k mn k mn k

x

x x x x x x x x

x x x

x x x x x x x x

 

           

   

       

 
 
 



    
  


    








 

şeklinde elde edilmiştir.  ,det = 2m nA   olduğundan    ,det = 2
k km nA   olduğu 

görülmektedir [27]. 

Lemma 4.1.1: Adjacency-Pell-Circulant dizisinin karakteristik denklemi 

1 2 = 0mn mnx x x     olup bu denklemin çok katlı kökü yoktur [27]. 

İspat:   1= 2mn mnf x x x x     ve   nın,   f x  in bir çok katlı kökü olduğunu 

düşünelim. Bu durumda  ,   f x  in bir çok katlı kökü olduğundan 

  1= 2 = 0mn mnf         ve       1= 1 1= 0' mn mnf mn mn       olmalıdır. 

Dolayısıyla,    2 3 2 = 0mn mn mn     olur ki, bu eşitlikten 

   
2

1

3 9 6 9
=

2

mn mn mn

mn


   
 ile 

   
2

2

3 9 6 9
=

2

mn mn mn

mn


   
 olduğu 

görülmektedir. O takdirde 2m   ve 4n   için  1 0f    ve  2 0f    olduğundan 

( ) = 0f x  eşitliği bir çelişki belirtmektedir. Bu çelişki ile lemma ispatlanmıştır. 

Eğer  
1 2 = 0mn mnx x x     denkleminin kökleri  1 , 2 , , 1mn    ise, Lemma 4.1.1. 

ile bu köklerin birbirinden farklı olduğu basit bir şekilde görülmektedir.  

   1 1mn mn    tipli 1mnV   Vandermonde matrisinin 

     

     

1 2 1

1 1 1

1 2 1

1

1 2 1

=

1 1 1

mn mn mn

mn

mn mn mn

mn

mn

mn

V

  

  

  



  







 
 
 
 
 
 
 
 
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şeklinde ifade edildiğini düşünelim. 

  1mn   tipli  , ,m nW i j  matrisi; 

 

1

2

,

1

, =

k mn

k mn

m n

k mn

mn

W i j















 
 
 
 
 
  

 

şeklinde gösterilsin ve  , ,m nV i j  matrisi,  ,m nV  matrisinin incij  sütununun  , ,m nW i j  

sütun matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin. 

Teorem 4.1.1: 1k   için   ,

, , ,=
k i j

m n m n kM m    olsun, bu durumda 
 ,,

, ,

,

det ,
=

det

m ni j

m n k

m n

V i j
m

V
 

dır [27]. 

İspat: 1 , 2 , , 1mn   birbirinden farklı olduğu için ,m nM  matrisi 

köşegenleştirilebilirdir.  1 2 1= , , , mnR      olsun, bu durumda , , ,=m n m n m nM V V R  

eşitliği elde edilir. Burada ,m nV  matrisi tersinir matris olduğu için  
1

, , , =m n m n m nV M V R


 

eşitliği sağlanır ki, bu da ,m nM  matrisinin ,m nU  ye benzer olduğunu göstermektedir. 

Dolayısıyla 1k   için    , , ,=
k k

m n m n m nM V V R  olduğu görülmektedir. Bu durumda, 

,1 ,2 1 , 1

, , 1 , , 1 , , 1

,1 ,2 1 , 1

, , 2 , , 2 , , 2

,1 ,2 1 , 1

, , 1 , , 1 , ,

=

=

=

i mn i mn i mn k mn

m n k m n k m n

i mn i mn i mn k mn

m n k m n k m n

i mn i mn i mn k mn

m n k mn m n k mn m n mn

m m m

m m m

m m m







  

  

  

  

  

  

 

   


  


   

 

lineer denklem sistemi yazılabilmektedir. Lineer denklem sisteminin çözümünden de, 

her , =1,2, , 1i j mn  için 

 ,,

, ,

,

det ,
=

det

m ni j

m n k

m n

V i j
m

V
 

olduğu görülmektedir. 
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Sonuç 4.1.1: Varsayalım ki  ,m nx k , k  ıncı Adjacency-Pell-Circulant sayısı olsun. Bu 

durumda, 

 
 ,

,

,

det 1, 1
=

det

m n

m n

m n

V mn mn
x k

V

 
 

dır [27]. 

u u  tipli    , ,

,, , = m n u

i jP u m n p    süper köşegen matrisi; 

 

, ,

,

1 eğer =  ve =  ve 1 ,

eğer = 1 ve =  için 1 1

1 ve
=

eğer =  ve = 1 için 1 1,

2 eğer =  ve =  için 1 ,

0 diğer durumlarda.

m n u

i j

i k j k k u

i k j k k u

p
i k j k mn k u mn

i k j k mn k u mn

  


   




     
    



 

 

şeklinde tanımlanmıştır. Yani, 

  

 1 -inci

1 0 0 1 2 0 0 0 0

1 1 0 0 1 2 0 0 0

0 1 1 0 0 1 2 0 0

0 0 1 1 0 0 1 2 0, , =

0 0 0 1 1 0 0 1 2

0 0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

mn

P u m n





  
 

 
 
  
 
 
  
 

  
 
 

 
 
 
 
 

 

 

olarak belirlenmiştir [27]. 

Teorem 4.1.2: 1u  için aşağıdaki eşitlik elde edilir [27]: 
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    ,, , = 1 .m nperP u m n x mn u   

İspat: Teoremi ispatlamak için tümevarım yöntemini uygulayalım. Varsayalım ki 

< 1u mn  olsun. O halde 

  , ,P u m n  matrisi; 

  

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0
, , =  için 1 < 1

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

P u m n u mn

 
 


 
 

  
 
 
 

 

 

olarak tanımlanmıştır ve    , ,P mn m n  matrisi; 

  

1 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0
, , =  için = .

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

P mn m n u mn

 
 


 
 
 
 
 
 

 

 

 

şeklinde belirlenmiştir. Buradan kolayca görülür ki 1 < 1u mn   ve =u mn  için 

  , ,P u m n   = 1
u

  ve   , , = 2perP mn m n  eşitlikleri elde edilir. Adjacency-Pell-

Circulant dizi tanımından 1 < 1u mn   ve  , = 2m nx mn  için    , = 1
u

m nx mn u   

eşitliği elde edilir. O halde  < 1u mn  için sonuç elde edilmiştir. Şimdi de 1u mn  

için denklemin sağlandığını kabul edelim. Bu durumda, denklemin 1u   için de 

sağlandığı gösterilmelidir. Eğer   , ,P u m n  matrisinin birinci satırına göre Laplace 

açılımı uygulanarak   , ,perP u m n  genişletilir ise, 

           1, , = , , 1, , 2 , ,perP u m n perP u m n perM u mn m n perM u mn m n      

 

eşitliği elde edilir. 
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    ,, , = 1m nperP u m n x mn u  ,     ,1, , = 2m nperM u mn m n x u    ve 

    ,, , = 1m nperM u mn m n x u   olduğundan,     ,1, , = 1m nperP u m n x mn u    

eşitliği elde edilir. Böylece u  üzerinde tümevarım yöntemiyle ispat tamamlanmış olur. 

> 1u mn için u u  tipli    , ,

,, , = m n u

i jZ u m n z    matrisi; 

, ,

,

1 eğer =  ve =  için 1 ,

eğer = 1 ve =  için 1 1

1 ve
=

eğer =  ve = 1 için 1 ,

2 eğer =  ve =  için 1 ,

0 diğer durumlarda.

m n u

i j

i k j k k u

i k j k k u mn

z
i k j k mn k u mn

i k j k mn k u mn

  

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



    
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


 

şeklinde tanımlanmıştır [27]. 

u u  tipli    , ,

,, , = m n u

i jM u m n m    matrisi ise, 

 

     

-inci

1 1 0 0

1

0 1, ,, , =

0

u mn

Z u m nM u m n





 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde belirlenmiştir [27]. 

Teorem 4.1.3: (i) > 1u mn  için     ,, , = 1m nperZ u m n x u   eşitliği yazılır. 

                         (ii) > 2u mn   için     ,

=1

, , =
u

m n

k

perM u m n x k  eşitliği yazılır [27]. 

İspat: (i) Denklemin > 1u mn  için sağlandığını kabul edelim. Bu durumda, 

denklemin 1u   için de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer   , ,Z u m n   matrisinin birinci 

satırına göre Laplace açılımı uygulanarak   , ,perZ u m n  genişletilir ise, 
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           , , = 1, , , , 2 1, ,perZ u m n perZ u m n perZ u mn m n perZ u mn m n      

 

                                 , , ,= 1 2m n m n m nx u x u mn x u mn       

 

eşitliği elde edilir.              

(ii) Eğer   , ,Z u m n   matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak 

  , ,perZ u m n  genişletilir ise, 

        , , = 1, , 1, ,perM u m n perM u m n perZ u m n    

eşitliği elde edilir.              

> 1u mn  için u u  tipli T  matrisi; 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
=

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

T

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

şeklinde tanımlanmıştır. Dolayısıyla > 1u mn  için   , ,perP u m n  = 

   det , ,P u m n T ,   , ,perZ u m n  =    det , ,Z u m n T  ve   , ,perM u m n  = 

   det , ,M u m n T  eşitlikleri elde edilir [27]. 

Sonuç 4.1.2: > 1u mn için 

     ,det , , = 1 ,m nP u m n T x mn u   

     ,det , , = 1m nZ u m n T x u   

ve 



88 
 

     ,

=1

det , , =
u

m n

k

M u m n T x k  

eşitlikleri elde edilir [27]. 

Sonuç 4.1.3:  ,m nx u ,  u  uncu Adjacency-Pell-Circulant dizisi olsun. O halde  

 
 

 
11 11

,

1 11 2 1, ,
1 2

= 2
, ,

mnmnmn
m n

mnmnt t t
m n

t tt
x u

t tt t t






  
  

    
  

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayılar üzerinde  1 2 12 1 =mnt t mn t u     

koşulunu sağlamaktadır [27]. 

İspat: Adjacency-Pell-Circulant dizilerinin üreteç fonksiyonu, = 1v mn  ve 

= = 1i j mn  olacak şekilde 

  1
=

1 2

mn

mn mn

x
g x

x x x   
 

dır [27]. 

Teorem 4.1.4: Adjacency-Pell-Circulant dizilerinin üstel temsili aşağıdaki gibidir [27]: 

 
 

 1

=1

= exp 1 2 .

i
i

mn mn mn

i

x
g x x x x

i




 
   

 
 
  

İspat:    1

1
ln = ln = ln ln 1 2

1 2

mn
mn mn mn

mn mn

x
g x x x x x

x x x




   

  
 

ve 

              
2

1 1 2 11
ln 1 2 = [ 1 2 1 2

2

mn mn mn mn mn mnx x x x x x x x x                 

 11
1 2 ]

k
k mn mnx x x

k

      

olduğundan 
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   
 1

1

ln = 1 2

i
i

mn mn

mn
i

g x x
x x

x i






    

dır [27]. 

Şimdi de Adjacency-Pell-Circulant dizilerinin toplamsal temsillerini ele alalım. 

 ,

=1

=
k

k m nS x


  olmak üzere    2 2mn mn    tipli ,m nD  ve ,

k

m nD  matrisleri sırasıyla 

aşağıdaki gibi gösterilsin: 

,

,

1 0 0

1

= ,0

0

m n

m nD A

 
 
 
 
 
 
  

 

ve 

 ,
, 1

1 0 0

= .

k mn

kk m n
m n k mn

k

S

D S A

S



 

 
 
 
 
 
 
 
  

 

O zaman tümevarım yöntemi kullanılarak   , ,=
k k

m n m nD D  eşitliği kolaylıkla görülebilir 

[27]. 

 

4.2.Adjacency-Jacobsthal Sayıları 

Tanım 4.2.2: Adjacency-Jacobsthal dizisi, 2m   ve 4n   olmak üzere 

    0=1==1 ,, mnJJ nmnm   ve   1=, mnJ nm  başlangıç değerleri ve 

     kJknmnJkmnJ nmnmnm ,,, 21=    ,   ( 1k  )                                     (4.2) 
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şeklindeki indirgeme bağıntısı ile tanımlanır [26]. 

Adjacency-Jacobsthal dizilerinin üreteç fonksiyonu 

 
1

1
=

1 2

mn

n mn

x
g x

x x



 
 

dır [26]. 

Adjacency-Jacobsthal dizilerinin üstel temsili aşağıdaki gibidir [26]: 

 
 

 
1

1 1

=1

= exp 1 2 .

k
n

k
mn mn n

k

x
g x x x

k




  

 
 
 
 

  

Teorem 4.2.1: u  ve v  pozitif  tamsayıları için, 

 ,

=0

= 2
v

k

m n
u k

v u
mn

v
J mn u

k
 

 
  

 
   

dır. Burada j ,      uknmnvn =11   ve k v  şartlarını sağlayan bir tam sayıdır 

[26]. 

İspat:          2

, , , ,= 1 2 u

m n m n m n m ng x J mn J mn x J mn x J mn u x         

olduğundan  xg  de ux  nun katsayısı  umnJ nm ,  dır. Binom açılımı ile aşağıdaki 

eşitlik elde edilir: 

   
 

      ,221=
21

1
= 111

1

1  






 umnnmnnmn

mnn

mn xxxxx
xx

xxg  

          11 2 1 1

=0

= 1 2 2 .
u

mn n kmn mn n mn n mn nu u k

k

u
x x x x x

k

          
     

 
  

ux  nun katsayısına ihtiyaç duyulduğu için yukarıdaki denklemin sadece sağ tarafındaki 

ilk ( 1)-u  inci terim göz önüne alınacaktır. Ayrıca 

         11 1 1 1

0

2 = 1 2 = 2
v

v v v v mn n kn mn n mn n n k

k

v
x x x x x x

k

     



 
   

 
  
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olduğundan  pozitif u  ve v  tamsayıları için  vmnn xx 21 
 deki ux  nun katsayısı, 

    uknmnvn =11    ve  k v  olmak üzere 

0

2 ,
v

k

k

v u
v u

k mn

 
 
 

  

şeklinde elde edilir. Böylece sonuca ulaşılmış olur. 

 (4.2) ifadesi yardımıyla  

 
 

 

 
 

 
.,

,

,

,

,

,

1

1

0100000

0001000

0000100

0000010

0000001

200100

=

2

1





































































 

nm

nm

nm

nm

nm

nm

j

mnj

mnj

j

mnj

mnj




















 

elde edilir. 

 

 

 

 

[26] çalışmasında, Adjacency-Jacobsthal dizisi  için Companion matris formundaki 

üreteç matrisi; 
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   

 1 -inci

, ,

.

0 0 1 0 0 2

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
= =

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

n

m n i j mn mn
C c







 
 
 
 
 
     
 
 
 
 
  

 

şeklinde belirlenmiştir ve bu matris Adjacency-Jacobsthal matris olarak 

adlandırılmaktadır. 

  üzerinde tümevarım yöntemi uygulanarak 1   için Adjacency-Jacobsthal 

matrisinin   ıncı kuvveti 

 

1 2 1 1

, , , , , ,

1 3 2 1 2

, , , , , ,

2 1 4 3 2 3

, , , , , , ,

2 2 2

2 2 2

= 2 2

mn mn mn n n n mn

m n m n m n m n m n m n

mn mn mn n n n mn

m n m n m n m n m n m n

mn mn mn n n n mn

m n m n m n m n m n m n m n

m

J J J J J J

J J J J J J

C J J J J J J

J

     

    

      

          

          

            

1 2 1 1

, , , , , , .
2 2 2n n mn n mn

n m n m n m n m n m nJ J J J J             

 
 
 
 
 
 
 
 

    

şeklinde elde edilmiştir.    
1

,det = 1 2
mn

m nC


  olduğundan      
21=det ,




mn

nmC  

olduğu görülmektedir. Burada 
u

nmJ ,  notasyonu ile  uJ nm,  gösterilmektedir [26].  

Sonuç 4.2.1:  
 

1

1

1

21

1

,
2

,
1

, 2
,,

=









 





 mn

t

mn

mn

mn

mnnn

mn
ttt

nm
tt

tt

ttt

ttt
uJ











 olup burada 

toplam, negatif olmayan tamsayılar üzerinde   utmntt mn =2 21    koşulunu 

sağlamaktadır [26].  

 

Şimdi de Adjacency-Jacobsthal dizisinin toplamsal temsillerini ele alalım. 

 kJS nm

t

k

t ,

1=

=  olmak üzere    11  mnmn  tipli 1mnM   ve   1

t

mnM   matrisleri 

sırasıyla aşağıdaki gibi gösterilmiştir [26]: 



93 
 

1 ,

.

1 0 0

1

= 0

0

mn m n
M C

 
 
 
 
 
 
  

 

ve 

   

1

1 2 ,

.

1 0 0

= .

t mn

tt

mn t mn m n

t

S

M S C

S

 

  

 
 
 
 
 
 
 
  

 

 

kk  tipli    knm

jiaknmA ,,

,=,,  süper köşegen matrisi; 

 

, ,

,

eğer =  ve = 2 için 1 2

1 ve

= 1 ve =  ve 1 1

= 2 eğer =  ve = 1 için 1 1,

0 diğer durumlarda.

m n k

i j

i u j u n u k n

i u j u u k

a i u j u mn u k mn

     


    


     






 

şeklinde tanımlansın [26]. 

 

Teorem 4.2.2: k mn  için 

   ,, , = m nperA m n k J mn k  

 

eşitliği elde edilir [26]. 

İspat: Teoremi ispatlamak için k  üzerinde tümevarım yöntemini kullanalım. mnk   

için denklemin sağlandığı kabul edilip, 1k  için sağlandığı gösterilmelidir. Eğer 
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 , ,A m n k  matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  knmperA ,,  

genişletilir ise, 

        .1,,22,,=1,,  mnknmperAnknmperAknmperA  

eşitliği elde edilir. 

Buradan     2=2,, ,  nmnkJnknmperA nm  ve 

    ,, , 1 = 1m nperA m n k mn J k     permanent eşitlikleri yardımıyla  

     1=1,, ,  kmnJknmperA nm  eşitliği elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

mnk >  için    
kk

knm

jibknmB


,,

,=,,  matrisi; 

, ,

,

eğer =  ve = 2 için 1 1

2 ve

= 1 ve =  için 1 1

= 1 eğer =  ve = 1 için 1 1,.

0 diğer durumlarda.

m n k

i j

i u j u n u k mn

i u j u u k

b i u j u mn u k mn

     


    


     






 

şeklinde tanımlanmıştır [26]. 

Teorem 4.2.3: >k mn  için 

   ,, , = 2 m nperB m n k J k  

eşitliği elde edilir [26]. 

 

İspat: Teoremi ispatlamak için k  üzerinde tümevarım yöntemini uygulayalım. 

Denklemin >k mn  için sağlandığını kabul edelim. Bu durumda, denklemin 1k  için 

de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer   , ,Y k m n   matrisinin birinci satırına göre Laplace 

açılımı uygulanarak   nmkperY ,,  genişletilir ise, 

               , , ,, , = 2 , , 1 2 , , = 2 1 2 = 2m n m n m nperB m n k perB m n k n perB m n k mn J k n J k mn J k       

 eşitliği elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 
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k k  tipli    
kk

knm

jidknmD


,,

,=,,  matrisi; 

 

 

    

,

-inci

1 1 0 0

1
.

0 , , 1, , =

0

u mn

B m n kD m n k





 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde tanımlanmıştır [26]. 

Teorem 4.2.4: > 1k mn  için 

   
1

,

=1

, , = 2
k

m n

i

perD m n k J i


  

eşitliği elde edilir [26]. 

 

İspat: Eğer   nmkperY ,,  birinci satıra uygun olarak genişletilir ise, 

        .1,,1,,2=,,  knmBknmperDknmperD  

eşitliği elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

mnk >  için kk  tipli R  matrisi aşağıdaki gibi tanımlanmıştır [26]: 

.
11111

11111

11111

11111

11111

=















































R  

 

 

Teorem 4.2.5: >k mn  için 
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    ,=,,det , kmnJRknmA nm   

    kJRknmB nm,2=,,det   

ve 

    
1

,

=1

det , , = 2
k

m n

i

D m n k R a i


  

eşitlikleri elde edilir [26]. 

İspat: mnk >  için  knmperA ,,  =   RnmA ,,det  ,  knmperB ,,  = 

  RknmB ,,det  ve  knmperD ,,  =   RknmD ,,det  olduğundan

     1=1,, ,  kmnJknmperA nm  eşitliği elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Adjacency-Jacobsthal sayıları için Binet formülü Lemma 4.2.1 ile aşağıdaki gibi elde 

edilir: 

Lemma 4.2.1: Adjacency-Jacobsthal dizilerinin karakteristik denklemi 21  nmnmn xx

olup bu denklemin çok katlı kökü yoktur [26]. 

İspat:   2= 1  nmnmn xxxf  ve u  nun,   f x  in bir çok katlı kökü olduğunu 

düşünelim. Bu durumda   0=uf  ve   0=uf '
 olmalıdır. Dolayısıyla 0<mnu  ve 

0>1nu  için 
mn

nmn
un 1

=1   ve 
 

1

12
=





n

nmn
umn  olur ki, bu eşitliklerden 0<mnu  

ve 0>1nu  olduğu görülmektedir. 0<mnu  ve 0>1nu  olması ancak m  ve n  nin birer 

çift sayı olması durumunda gerçeklenmektedir. Bu sebeple  m  ve n  sayıları tek sayılar 

olarak kabul edilmelidir. Böylece 0u   pozitif tamsayıları için 0=21  nmnmn xx  

denklemini sağlayan bir çok katlı kökü yoktur. Bu çelişki ile lemma ispatlanmıştır. 

   mnmn   tipli nmV ,  Vandermonde matrisinin 
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     

     

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

,

1 2

=

1 1 1

mn mn mn

mn

mn mn mn

mn

m n

mn

x x x

x x x

V

x x x

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde ifade edildiğini düşünelim. 

  1mn   tipli  , ,m nW i j  matrisi; 

 



























1

1

2

1

1

, =,

mn

mn

mn

mn

nm

x

x

x

jiW








 

şeklinde gösterilsin ve  , ,m nV i j  matrisi, ,m nV  matrisinin incij  sütununun  , ,m nW i j  

sütun matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin. 

 

Teorem 4.2.6: 1  için     ,,

,, = nm

jinm cC  olsun, bu durumda 
 

nm

nmnm

ji
V

jiV
c

,

,,,

,
det

,det
=  dır 

[26]. 

İspat: 1x , 2x , , mnx  birbirinden farklı olduğu için nmC ,  matrisi 

köşegenleştirilebilirdir.  mnnm xxxX ,,,= 21,   olsun, bu durumda  nmnmnmnm XVVC ,,,, =  

eşitliği elde edilir. nmV ,  matrisi tersinir matris olduğu için  
1

, , , ,=m n m n m n m nV C V X


 

eşitliği yazılır. Böylece nmC ,  matrisi, 
,m nX   köşegen matrisi ile benzerdir. Dolayısıyla 

1  için    

nmnmnmnm XVVC ,,,, =  olduğu görülmektedir. Bu durumda, 

, , 1 , , 2 , , 1

,1 1 ,2 1 , 1

, , 1 , , 2 , , 1

,1 2 ,1 2 ,1 2

, , 1 , , 2 , , 1

,1 ,1 ,1

=

=

=

m n mn m n mn m n mn

i i i mn

m n mn m n mn m n mn

i i i

m n mn m n mn m n mn

i mn i mn i mn

c x c x c x

c x c x c x

c x c x c x

   

   

   

   

   

   

   


  


   
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lineer denklem sistemi yazılabilmektedir. Lineer denklem sisteminin çözümünden de, 

her , =1,2, ,i j mn  için 

 ,, ,

,

,

det ,

det

m nm n

i j

m n

V i j
c

V

   

olduğu görülmektedir. 

Sonuç 4.2.2: 1  için 

 
 ,

,

,

det ,
=

2det

m n

m n

m n

V mn mn
J

V
  

eşitliği elde edilir [26]. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

[16, 17, 28, 44, 47, 49, 63, 64, 68,70] deki çalışmalarında, indirgemeli dizilerin çeşitli 

özellikleri ve bu dizilerin cebirsel yapılardaki karşılıklarının periyotları elde edilirken bu 

dizilerin bağıntıları yardımıyla elde edilen üreteç matrisler kullanılmıştır.  

Matrisler kullanılarak indirgemeli dizilerin tanımlanması ise, ilk olarak [13, 14, 16, 17, 

23, 38] çalışmalarında ortaya atılmış çok yeni bir yöntemdir.  

Tez çalışmasında bu yeni yöntem daha da genişletilerek farklı yollardan elde edilen 

Adjacency ve Circulant matrisleri kullanılarak Adjacency-Jacobsthal dizisi ve 

Adjacency-Pell-Circulant dizileri tanımlanmıştır.  

Adjacency-Jacobsthal ve Adjacency-Pell-Circulant dizilerinin üreteç matrisleri 

Companion matrisler formatında belirlenerek gerek üreteç matrislerin gerekse dizilerin 

yapısal özellikleri yardımıyla bu dizilerin,  Binet formülleri,  permanental, üstel ve 

toplamsal temsilleri, üreteç fonksiyonları ve sonlu toplamları gibi çeşitli özellikleri 

belirlenmiştir.  

Yapılan bu çalışmalarda, kullanılan yöntemler ile üzerinde çalışılan matematiksel 

yapıların konsept kapsamında ilk defa birlikte ele alınmış olmalarından dolayı elde 

edilen sonuçlar son derece özgün değere sahiptir.   
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