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1979°da, ¢'*de zay1f*-kompakt olmayan kapali, stnirl1, konveks (k.s.k.) alt kiimele-
rinden olusan biiyiik bir sinifin /! in bilinen normuna gore genislemeyen fonksiyonlar icin
sabit nokta teorisine sahip oldugu Goebel ve Kuczumow tarafindan gosterilmistir. Bu ¢alig-
ma bir es deger norm ile genellestirilerek ¢'’in genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta
teorisine sahip olacak sekilde yeniden normlanabilecegi P.K. Lin tarafindan 2008°de ispatlan-
mistir. Lin’in ¢alismasinin cg uzayi icin analogu c¢oziilememis 6nemli bir acik soru olup,
bu sorunun alt versiyonu olan Goebel ve Kuczumow’un ¢alismasinin bir es deger norm
ile ¢y uzay icin analogu bir bagka énemli sorudur. Yakin zamanda bu soruya fonksiyon-
lar afin genislemeyen oldugunda pozitif cevap Nezir ve Sade tarafindan verilmistir.Bu tez
calismasinda ise ¢y lizerinde Nezir’in yakin zamanda yapmig oldugu bagimsiz ¢alismada
gelistirdigi esdeger norm ||.|| ile ¢p ‘da zayif kompakt olmayan k.s.k. alt kiimelerinden
olugan ¢ok daha biiyiik bir sinifin afin ||.||—genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini korudugu gosterilmistir.

2017, 59 Sayfa
Anahtar Kelimeler: genislemeyen fonksiyon; afin fonksiyon; sabit nokta teorisi; yeniden
normlama; asimtotik izometrik cg-toplam baz dizisi; kapali, sinirli, konveks kiime; Banach

dizi uzaylar1.
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In 1979, it was showed by K. Goebel and T. Kuczumow that a large class of non-
weak*-compact closed, bounded, convex (c.b.c.) subsets K of I! has the fixed point pro-
perty for nonexpansive mappings. Later, in 2008, it was proved by PK. Lin that [ can be
renormed to have the fixed point property for nonexpansive mappings. While cy-analogue
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||.|| oz €°° lizerinde tanimlanan alisilmis sup normu
Jn: nindisine gore azalarak yakinsar
T,: n indisine gore artarak yakinsar
co: kapali konveks kabuk
V: herbir
3J: en az bir

C: altkiimesi
U: birlesim
= ise
e: epsilon degiskeni
: alfa degiskeni

kiiciik lambda degiskeni
: biiylik lambda degiskeni

kiiciik gamma degiskeni

2R = > R

: biiyiik gamma degiskeni
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: kiictiktiir

: biiytiktiir

ANV A =

: kiiciik veya esittir

v

: biiylik veya esittir
o (6>, £1): {1 lizerinde taniml zayif topoloji

—o (£, 0t . .. ..
ol ): ¢t iizerinde taniml zayif topolojiye gére F kiimesinin kapanist
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min: minimumu

max: maksimumu

Kisaltmalar

k.s.k.: kapali, sinirli, konveks

SNT (g.f.): genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisi

a.i.: asimtotik izometrik
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1. GIRIS

1965°de, [Bir Hilbert Uzay1 (X, ||.||)’nin bos olmayan herhangi bir kapali,
sinirli, konveks alt kiimesi C iizerinde tanimli tiim genislemeyen 7": C' — (' fonksiy-
onlarinin [yani her z,y € C'i¢in ||T'x — Ty|| < ||z — y|| kosulunu saglayan fonksi-
yonlarin] C' kiimesinde bir sabit noktasi vardir (1.1)] sonucu Browder tarafindan

gosterilmistir [2]. Yakin bir zaman sonra yine 1965 yilinda, bagimsiz olarak Brow-

der ve Gohde tarafindan bu (1.1) sonucu diizgiin konveks Banach uzaylar (X, ||-||) na
genellestirilmistir [3, 6] yle ki bu uzaylara 6rnek; aligtimus ||-||, normu ile X =
LP) 1 <p<oodir

Daha sonra yine 1965 yilinda, Browder’in bu (1.1) sonucu tiim normal
yapiya sahip Yansimali Banach uzaylar1 X i¢in Kirk tarafindan genellestirilmistir
[7]. Hatir-lanmalidir ki normal yapili uzaylar dyle uzaylardir ki tiim bos olmayan
kapali, sinirhi ve konveks alt kiimeleri C°nin Chebyshev yarigaplar1 ¢aplarindan
kiictiktiir.

Browder’n tarif ettii (1.1) yapisim saglayan (X , ||.||) normlu uzay-
lar1 “genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini (SNT (g.f.)) saglayan
uzay-lar” olarak taninmustir. 52 yildir halen her yansimali (X , || .||) Banach
uzayinin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayip saglamadigi
coOziileme-mis bir sorudur.

Yansimali uzay olma ve karakterizasyonu ile genislemeyen fonksiyonlar i¢cin
sabit nokta teorisi arasinda kuvvetli bir bag bulunmaktadir.

Yansimayan Banach uzay (¢',|.]|,) yani mutlak toplanabilen diziler uzay1
mutlak normu ile genislemeyen fonksiyonlarin sabit nokta teorisini bozar. Ornegin:
C = {(tn) her t, > 0ve i t, = 1} kiimesi g6z oniine alindiginda kolayca
goriilebilirki C' ¢** da kapal, lerilrh ve konveksdir. C' iizerinde T: C' — (' saga
kayan bir fonksiyon olsun; yani, T'(t1,t9,t3,...): = (0,t1,t2,t3,...). Agtkca T
||.||;-genislemeyen (ayrica bir izometri) ve C”de sabit noktasi olmayan bir fonksiyon-
dur.

Yakin zamanda yapilmis takdir edilen P. K. Lin tarafindan yapilan cok 6nemli

bir ¢calisma [9] ile, geniglemeyen fonksiyonlarin sabit nokta teorisini saglayan ilk

1



Banach uzay1 (X , || . ||)’i gosterilmigtir. Bu gercek X = /! iizerinde asagidaki es
norm || . || u kullanarak gésterilmistir.

k o0
]| = :‘UEHSW S ||, her o = (2,), .5 € ("
(S

n=~k
Peki (co , | . ||,), sifira yakinsayan reel degerli dizilerin Banach uzay1 mut-
lak sup normu || . || ile nasil bir davranig gosterir? Bu Banach uzaylari teorisinde

onemli bilgiler sunan bir diger yansimayan Banach uzaydir. Bu uzay da ayni1 sekilde
genislemeyen fonksiyonlarin sabit nokta teorisini bozar. Ornegin:

C: ={(tn)nen : hert, >0herl =t >ty >--->t, >tui1 1n 0}.
Simdi saga kayma fonksiyonu U: C' — C ‘i ele alinsin. Ul(ty,to,t3,...): =
(1,t1,t9,t5,...). Bu durumda U bir || . || _-genislemeyen (hatta bir izometri) ve
C"de sabit noktas1 olmayan bir fonksiyondur.

Orneklerden goriilebilecegi iizere /' ve c, alisilmis normlari ile ortak bir
ozellik gosterir ve genislemeyen fonksiyonlarin sabit nokta teorisini bozmaktadirlar.
Dolayist ile P. K. Lin’in ¢! igin buldugu sonucun cy-analogunu sorgulamak ¢ok
dogaldir. Fakat bu soru halen cevaplanamamigtir. Bu sorunun {inlii bir soru ol-
masmin yani sira PK Lin’in sonucundan da &nce 1979’ da, [' ’in zayif* kom-
pakt olmayan kapali, sinirli, konveks (k.s.k) K alt kiimelerinden olusan ¢cok genis
bir smifinin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip oldugu K.
Goebel ve T. Kuczumow tarafindan gosterilmistir [S]. Yakin zamanda afin genisle-
meyen fonksiyonlar ele alinarak Goebel ve Kuczumow calismasinin bir es deger
norm ile cy-analogu i¢in pozitif cevap sirasiyla Nezir ile Sade ve Nezir’in bagimsiz
olarak yaptig1 calisma ile verilmistir [11, 10]. Yani, ¢y’1n yeniden normlandirilmigla-
r1 vardir ve bu uzayda zayif kompakt olmayan k.s.k. alt kiimeleri C' alt kiimelerinden
olusan bir simif vardir 6yle ki bu smif i¢in her afin genislemeyen fonksiyonun bir
sabit noktas1 vardir sonucuna ulagilmistir. Ilging bir sonug olarak bu iki ¢alismada
da gosterilir ki: ¢y’ 1n bilinen mutlak sup normuna gore asimtotik izometrik cy—top-
lam baz dizisi olan Oyle bir dizinin kapali konveks kabugu ele alindiginda ve arastir-
macilarin tanimladiklari es deger normlar kullanildiginda bu kiimeler yani bu kapali
konveks kabuklar afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip-
tir; fakat, 2011° de, eger bir Banach uzay1 bir asimtotik izometrik (a.i.) co—toplam
baz dizisi (2, )nen’ 1 icerirse 0 zaman bu (2, ),en dizisinin kapali konveks kabugu
olan £ := ¢o({x, : n € N}) kiimesi Banach uzaymin bilinen normuna gére afin
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozar sonucu Lennard ve Nezir

tarafindan gosterilmistir [8].



Bu caligmalarda keyfi b € (0,1) alinarak f; := bey, fo := bes, ve her n > 3
icin f,, := e, alarak ((e,)nen ler ¢p” 1n kanonik bazi olmak iizere; yani (e,,)nen
skaler dizisi tanim kiimesi N olan, n-yinci koordinat1 1 ve diger koordinatlar1 O

9

olan ve (co, ||.||..) ile (I',].]|,)” in bir kosulsuz bazidir) ¢;” da bir (f,)nen dizisi
tanimlanmig, sonra asagidaki ¢y’ 1 kapali, sinirli, konveks &2 = [ alt kiimesi

tanimlanmustir.

E = {Ztnfn: 1:t12t22"'2tn\l/n0} .
n=1

Daha sonraise 7, := f; ve hern > 2i¢inn, := f; + ...+ f, olacak sekilde £’ de

(M )nen dizisi tanimlanir. Kolayca goriilmiistiir ki

E = {iannn: her «v,, > 0 ve ian: 1} )
n=1 n=1

Bu durumda sonug olarak ispatlamustir ki £ = FE}, dyle bir kiimedir ki (7,,)nen
dizisinin bir a.i. cy-toplam baz dizisidir ve bu £ kiimesi (7,,),en dizisinin kapali,
konveks kabugu oldugu gosterilip ana sonug¢ olarak bir Banach uzayinda herhangi
bir a.i. ¢g-toplam baz dizisinin kapali konveks kabugunun afin genigslemeyen fonksi-
yonlar i¢in sabit nokta teorisini bozdugu ispatlanmistir; dolayisiyla, yukarida bahsi
gecen E kiimesi iizerinde tanimli sabit noktasi olmayan bir U : £ — E afin ||.|| -
genislemeyen fonksiyonu vardir sonucu verilmistir.

Nezir’in bagimsiz calismasi ile Nezir ve Sade’nin ¢alismasinda [10, 11]
goriilmiistiir ki: ¢y 0yle bir sekilde yeniden normlanabilir ve gelistirilen iki farkli eg
deger norm sinifi da bir « skalerine bagli olup 3b € (0, 1) ve Jo > 1 i¢in yukaridaki
E kiimesi iizerinde tanimlanan her afin genigslemeyen 7" : £ — E fonksiyonunun,
E* de bir sabit noktas1 vardir.

Bu tez ¢alismasinda ise Nezir’in ¢calismasinda [10] yer alan es deg§er norma
gore afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip farkli tipte
kiimelerin varlig1 gosterildi ve afin genislemeyen fonksiyonlar icin yine kullanilan
norma gore sabit nokta teorisine sahip kiimelerin sinifi genellestirilmistir.

P.K. Lin’in teoreminin c¢y-analogunu ¢6zebilmek i¢in aday ¢alismalar gelisti-
rebilmek ac¢isindan Nezir’in ve bu ¢alismanin sonug¢larinin biiylik 6nemi vardir.

Bu tez ¢alismasi i¢in gerekli temel kavramlar takip eden boliimde verilecek-

tir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Calismanin bu boliimiinde tez konusu ile ilgili gerekli temel kavram, teorem

ve lemmalar verilecektir.

Tanmm 2.1 FE kiimesi bir (X, ||.||) Banach uzaymmda bostan farkli kapali, sinirl,
konveks alt kiime olsun. T : ' — FE bir fonksiyon olsun.

1. Eger her \ € [0,1] ve her x,y € E igin
T(1—=Nz+Ay) = (1—NT(z)+ NT(y) ise T’ ye afin fonksiyon denir.

2. EgerVz,y € Eicin ||T(x) — T(y)|| < ||z —y|| ise T" ye genislemeyen
fonksiyon denir.

Ayrica, eger her genislemeyen T : E — F icin enaz bir z € E var dyle ki
T(z) = z ise E kiimesine genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisi [SNT

(g.f-)]’ ne sahiptir denir.

(X,]|.]|) bir Banach uzay1 olsun ve £ C X olsun. E’ nin kapali kon-
veks kabugu co(£) ile sembolize edilir. Bilindigi tizere (co, |.||, ) uzay: asagidaki

sekilde tanimlanir:

co = {x = (Tp)nen : her z, € Rve lim z, = 0} )

n—oo
Ayrica, her © = (Zp)nen € ¢o i¢in ||2||oo = sup|z,|; ve (¢4, ]] - ||,) asagidaki

neN
sekilde tanimlanir:

= {x = (2y)nen : her z,, € Rve ||z, := Z |x,| < oo} :
n=1

Ayrica sonlu sayida sifirdan farkli terimi olan dizilerin vektor uzayini ¢y ile gosterilir.
Oyle ki ¢y (ve ¢})uzayinda bulunan {e, : n € N} kiimesi lineer olarak cyy uzayin
gerer.

Lennard and Nezir’in makalesinde [8] yer alan bir (X, ||.||) Banach uzayinin
icinde bulunabilecek bir asimtotik izometrik co—toplam baz dizisi tanimi agsagidaki

sekilde verilmigtir.

Tamim 2.2 (X, ||.||) bir Banach uzayi olsun, (x,,)nen dizisi X’ de yer alan ve asagida-

ki kosulu saglayan bir dizi olsun; o zaman, bu (x,,),en dizisine (X, ||.||) uzaymmda

4



bir asimtotik izometrik (a.i) co—toplam baz dizisi deriz : En az bir O’ a yakinsak

azalan bir dizi (e,)nen C [0, 00) vardur oyle ki her (t,,)nen € coo igin

1 o o0 oo
t| < tai || < 1+e, til.
glf(1+€n) ;J < ;m < sup +e);g

Not edilmelidir ki bu tamimda (yogunluk sebebiyle) coo’ 1 (! ile degistirelebilir.
Ayrica; eger bir L > 0 i¢in (z,/L)nen bir asimtotik izometrik co—toplam baz
dizisi oluyorsa (z,,)nen dizisine (X, ||.||) uzayinda bir L-6l¢ekli asimtotik izometrik

co—toplam baz dizisi denir.

Bu tanimdan yola ¢ikilarak Lennard ve Nezir’in calismasinda [8] asagidaki
teoremler verilmistir. Not edilmelidir ki bu tez caligmasinda ele alinan kiimeler bu

teoremlerde bahsedilen kiimelerden tiiremistir.

Teorem 2.1 L € (0,00) olsun. Eger bir Banach uzayt bir L-ol¢ekli asimtotik
izometrik co-toplam baz dizisi (T,)nen’ i icerirse, E := co({x,, : n € N}) kiimesi
afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini bozar. Hatta bundan daha
fazlasini da soylenebilir: en az bir sabit noktast olmayan afin daralan U : E — E

fonksiyonu vardir [8].

Teorem 2.2 Z = (bp)nen dizisi (0,1] araliginda b,, 1, 1 olacak sekilde herhangi
bir artan dizi olsun. (Yani her n € Nicin b, < b,,1). Her n € Nicin f, := b,e,
olacak gekilde cy’da ( f,)nen dizisini tamumlayalim. Daha sonra c’da bir E = E—b>

kapali simirli konveks alt kiimesi asagidaki sekilde tanimlansin:

E = {Ztnfn:1:t12t22...2tn¢n0} .
n=1

O zaman; sabit noktasi olmayan en az bir afin || - || -genislemeyen U : E — E

fonksiyonu vardir [8] .

Tanmm 2.3 (X, ||.||) bir Banach uzay: olsun. (X,|.||) Banach uzayina asagidaki
kosulu saglamasi1 durumunda cy’in bir asimtotik izometrik kopyasini icerir denir
[4]:

X'de en az bir (x,,)nen dizisi ve terimleri (0,1) araliginda yer alan 0’ a

yakinsak en az bir (€,,)nen dizisi vardir dyle ki her (t,)nen € Co icin

i thTn,

n=1

sup (1 —&,) |ta]| <

< sup ‘tn| :
neN neN




Teorem 2.3 Eger bir (X, ||.||) Banach uzay c,’in bir asimtotik izometrik kopyasini

icerirse ||.||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini bozar [4].

Nezir’in ¢caligmasinda yer alan [10] bu caligsma icin 6nemli ara¢ olacak diger temel

bilgiler asagida verilmistir.

Tammm 2.4 (X, ||.||) bir Banach uzay: olsun. (x,)nen dizisi X Banach uzayinda
r € X noktasina zayif yakinsadiginda eger en az bir (x,, )ren alt dizisi bulu-
nabiliyor oyle ki bu alt dizinin Cesaro avaraji normlu olarak x e yakinstyor ise yani
N
. 1

ozelligine sahiptir denir.

= 0 oluyorsa (X, ||.||) Banach uzayina zayif Banach-Saks

Bu gercek kullanilarak, Nezir’in calismasinda [10] ispati ¢ok kolay bir sekilde
goriilebilen Goebel ve Kuczumow lemmasinin [5, Lemma 1] kismi bir analogu olan

asagidaki lemma verilmistir.

Lemma 2.1 (X, || . ||) bir Banach uzay olsun, (x,,), dizisi X’ de simirl bir dizi
olsun. Asagidaki sekilde tammlanan s : X — [0,00) fonksiyonunu géz éniine
alinsin:

s (y) = limsup

m

, Vye X .

1 m
E;xk_y

O zaman, eger X Banach uzayi zayif Banach-Saks ozelligine sahipse ve x € X

noktasi (x,,),, dizisinin zayif topolojiye gore limiti ise (x,,),, dizisinin en az bir (z,,, ),
alt dizisi vardwr oyle ki bu alt dizinin Cesaro avaraji x’e normlu yakinsar ve bu
durumda s fonksiyonu bu alt dizi vasitastyla yeniden tanmimlanirsa s (x) = 0 ve X
lizerinde tanumli her es deger norm ||-|| icin s (y) = ||y — z|| , Yy € X dir [10].
Buna gore co Banach uzaymin zayif Banach-Saks ozelligi olmasi dolayisiyla

[12], bahsedilen sonug gecerlidir [10].

Tanmm 2.5 o € Rolsun. © = (&), € co igin
]| = |2l + SU£ZQ1¢ &k — g Oyle ki ZQk =1, Qrdx 0
TEN k=1 k=1

ve Qr > Qri1, Vk € N olarak tamimlansin.

Bu durumda her o igin ||-|| normu cq iizerinde bir es deger normdur [10].

2a
1+2a

Teorem 2.4 Enazbir0 <b<lvea > % saytlart vardir oyle ki ()1 > olmak

lizere ve ||-|| normu cy iizerinde yukaridaki Tanum 2.5’ da verildigi gibi secildigi du-



rumda giris boliimiimiizde tamimladigimz E kiimesi afin ||.||-genislemeyen fonksi-

yonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar [10].



3. MATERYAL VE YONTEMLER

Bu boliimde oncelikle Nezir’in gelistirdigi es deger norma gore ¢p’da SNT yi
afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in koruyan, [10] caligmasinda yer alan genis bir
zayif kompakt olmayan kapali, sinirli ve konveks kiimeler ailesi tanmitilmistir ve

Nezir’in sonuglart sunulmustur.

3.1. ¢y’ bir yeniden normlanmasi ve Nezir’in gelistirdigi es
deger normuna gore ¢y da SNTyi afin genislemeyen
fonksiyonlar icin koruyan genis bir zayif kompakt olmayan

kapali, sinirh ve konveks kiimeler ailesi

Yakin zamanda, ¢, lizerinde alisilmis norma es deger olan ve asagidaki
sekilde tanimlanan norm gelistirilmis ve bu normun sabit nokta teorisi agisindan

asagidaki ilging sonuglari elde edilmistir [10].
Tanmmm 3.1 o € R olsun. v = (&), € ¢ igin
Izl = flzlle+supd_ Qulé —agl oyleki Y Qr=1, Qx 10
JEN = k=1
ve Q> Qri1, VE €N

olarak tamimlansin. Bu durumda asagida goriilecegi iizere her o icin ||.|| normu ¢,
lizerinde alisilmis norma es deger bir normdur.

Oncelikle, agik¢a goriilebilir ki her x € cq igin ||z|| > ||z|| .. Simdi, j € N

icin
D Qulé —agl + Q11— ol 4] < sup [g — ag;| + |1 — af |&]
=t 2

dir.

Bu durumda [13] calismasinda kullanilan tekniklere benzer sekilde, N € N

oyle se¢ilmigstir ki ||z ||, = |{n| dir ve bu durumda asagidakiler elde edilmistir.



1. Eger 0 < a < 1ise

Izl = (3 = ) llzlloc + asup {J&u] = sgm (&) = —sgn (En)}

olur.

Bu yiizden, |zl < (3 — a) |12l . + o [Ja]l, = 3le]l.

2. Eger a > lise

Izl = ellzllg + izl +sup Ligs] = sgn (&) = —sgn (Ev)}

< a+1) ]l

dir.

3. Eger a < 0 ise

2l < ol +sup 6 — ag;l + 1 - al
13
< (3-20) ol

bulunur.

4. Eger o = 0 ise
]} = [l + kZle [l < 2[| ]|

Dolayistyla, her o igin ||.|| normu cy iizerinde bir es deger normdur.

Teorem 3.1 c iizerinde tanimlanan ve Tamim 3.1 ile verilen es deger normu ele

2|
1+2|c|

alimsin. Bu durumda, eer o = 0 veya |a| > 1 ve Q)1 > ise (co, ||.||) Banach

uzayi ¢y 'in bir asimtotik izometrik kopyasini icermez.

Ispat Durum 1: o = 0.
Bu durum asikar olarak diisiiniilebilir ¢iinkii bu durumda ele alinan norm [4,
Ornek 5]°de yer alan normun bir genellestirilmisidir. Dolayisiyla ¢caligmada yer alan

teknik ile ispat tamamlanr.

2|a|

T+2la] olsun.

Durum 2: |a| > 1ve Q1 >

Olmayana ergi yontemi ile kabul edilsin ki (¢o, ||.||) Banach uzay1 ¢y in bir

asimtotik izometrik kopyasint i¢ersin. Bu durumda, 2|« > 2 > 1 olmasi sebebiyle



asagida verilen ||.||” es deger normu igin de (co, ||.||”) co’1n bir asimtotik izometrik

kopyasini icerirdi.

[z|” = |zl + SHNPZQk &k — 20&;], Vo = (&), € co
JEN 1

oyleki Y Qu=1, Qi lx0ve Q> Quir, k€N
k=1

dir.
Bu durumda 0 a azalarak yakinsayan (0, 1) araliginda en az bir (e,,),, dizisi

ve ¢o’da bir (z,,), dizisi vardir dyle ki

her n € N ve herhangi skaler ¢, t2, ..., ty icin

3.1
max (1 —eg) |tg] < -1

< max |t
1<k<n

1<k<n

esitsizligi saglanir.

Genelligi bozmadan kabul edilebilir ki (x,,),, dizisi 0 yakinsar. Aslinda (3.1)
esitisizliginin sag tarafi gosterir ki (z,,),, dizisi 0 a zayif yakinsar.

Her n € Nigin z,, = (£}); seklinde tanimlansin.

Not etmeliyiz ki her z € ¢ igin 6yle L > 1 vardirki ||z||., > ||%|| ve benzer
sekilde ||.||” normu i¢in de bu esitsizlik saglanir. Simdi genelligi bozmadan ve
gerekirse bir alt diziye gecis yaparak kabul edebiliriz ki en az bir s € N vardir dyle

ki ||z, Bunu gercekten soyleyebiliriz ¢iinkii L > 1 olup(z,,),, dizisi

_1
2al-1°
yerine (%), dizisini kullanabiliriz ve (3.1) esitsizligi sifira azalarak yakinsayan ve

(0,1) araliginda yer alan (e,,),, dizisi i¢in gecerli olup en az bir s € N vardir dyle ki

dir.

ZLs

ve Hstoo > | I

gs < 1—

1 1
3lal—1 >1 =6 > 55

Ayrica, kabul edilebir ki en az bir » € N vardir 6yle ki £ # 0 ve normun
tamimi geregince 7, € ¢ oldugundan en az bir N € N vardir dyle ki ||z
> [&:]. O halde p = min{r [ || =[x

odi 5 — _ _2lq| |or|+2[o?
Simdi, § = (Q1 — T5ia7) Taprefapt5arT Olsun-
o0

34 } olarak almsin.

Simdi ise N; > p segilsin dyle ki > @ < (1 + 2|«|)d olsun. Sonra
k=1+N1

Ny € N segilsin dyle ki her n > max {s, N2} i¢in ¢, < mm{l - 2‘04 T }
olsun. Sonra ise M > max {s, Ny} seg¢ilsin 6yle ki her j = 1,2,..., Ny ve her
n > M i¢in || < (1*;1'2'0‘") olsun.

Not edilebilir ki 1 > ||z||” ve 1 > ||x,,||” olup bu sebeple her j € N i¢in

1> [&]vel > [¢7] dir.

10



Dolayisiyla her n > M ig¢in

[nlloe < M2l

< (T+2]a]) lznll +2Qk\€k|+ Z Qr €]
k=1+N1
1—|—2|a|
< (T+2]a]) |zl + ZQ + Z Qr
k=14+N;
(1+2|a|)
< (T+2]a]) |lznll BT

bulunur.
Uggen egitsizligi geregince ||z,||, < 1 l|lzn + 24| + 3 [|#0 — z]| bu
sebeple ya 2+ 24l 2 zall v da 2 — 24l 2 ol i

Eger ||z, + x|, > [|n],, oldugu kabul edilirse bu durumda

l=max{1,1} > |jzs+ x|~
= Jlzs+ Zallo +5up Y Qi |G + & — 20 (€ + €]
JEN k21
%5 + @l + Q12]al — 1) [E] = 2Q1 |o] |€2] — Q1 1€}

>
> |zl + @i2lal = 1) [&] = 2Q1 o || — Q1 €]
1 L (1+2]a])d
- -~ @@ VvV 2 — ]_ S
> 159 ]| 2ol Q1(2]al = 1) |&]
—2Q1 |a| (|65 ] + I€71)
1 ~ (@+2]a])d
P S D P -9 n n
> 2|Oz’”an 2‘04 +Q1 ‘a’(‘fp‘ + ‘51‘)
1 (1+2/a]) 6
- —€,) — ——— -9 n n
> 17 2|a|(1 €n) ool +Q1 2ol (|&] + 10D
1 (1+2la) s
> 17 2|04( 6) ool Q1 —21al (|&] +1&))
. (8’ + 1207 + 10]a] +2)5  (8|af’ + 1202 + 8|a| + 1)d
4a? + 2] 4a? + 2|«
5
= 1 R —
" 2l

olup bu miimkiin degildir (geliski). Ayni sekilde eger ||z, — x5/, > ||zn ]|, oldugu
kabul edilirse de goriilebilir ki benzer celigkiye diisiiliir.

11



3.2. ¢y’da zayif kompakt olmayan ve afin || - ||-genislemeyen

fonksiyonlar icin SNT’ye sahip bir kiime sinifi

Ornek 3.1 b € (0,1) olsun. co’da bir (f,)nen dizisini fi := bey, fo := beg ve her
n > 3icin f, := e, olacak sekilde tamimlansin.

Bu dizi vasitastyla da kismi toplam dizisi olan bir (0, )nen dizisi asagidaki
sekilde tamimlansin. 1, = f1 ve hern > 2icinn, = fi+---+ f, olsun. Sonra ise

co’tn bir kapali, stnirli ve konveks alt kiimesi olan asagidaki E = F), tamimlanabilir.

E = {i QU Ny ¢ her a,, > 0 ve ianzl} .

n=1 n=1

Teorem 3.2 En az birb € (0, 1) ve « > 1 vardir yle ki ()1 > li—ga olmak iizere

yukaridaki érnekte verilen E kiimesi afin ||.||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisini saglar.

2x

Ispat Oncelikle hatirlanmali ki Q1 > 2%

kosulu ¢ i¢inde bir asimtotik izometrik

kopya olma ihtimalini ortadan kaldirmak i¢in gereklidir. Simdilik b € (0, 1) olmak

2b

lizere (1 < 195

kosulunun gerceklendigi kabul edilsin ve normun bu kosul altinda
yeniden yazildig diisiiniilsiin.
Her j € Nigin ||z ;) = [lzll + > @k & — ;| seklinde tammlansin.
k=1

Dolayistyla [|z]| = sup [|z||; dir.
jeN

Not edilebilir ki eger z € F ise Vn € Nigin o, > 0 ve i o, = 1 olacak

n=1
oo

sekilde en az bir («,), skaler dizisi vardir 6yle ki z = an Nn. Bu sebeple,
n=1

dq € N oyle ki oy > 2(1%

Bu gercekten esinlenerek asagidaki ii¢ farkli kiime ele alinir:

E; = {Zannn: her o;, > 0, oy =0, a2>0veZan:1},

n=1 n=1

Ey = {Z Qn Myt hera, >0, a; > 0ve Zanzl}

n=1 n=1

veE

Es = {Z My + her ay, >0, aq =0, QQ_OVGZOén_l}

n=1 n=1

12



oyleki &' = E; U Ey U Ej3 dir.
Simdi, normun tamm geregince Q; < 1355 kosulu saglandigi gz oniine

1

alarak, p € N oyle secilebilir ki ()5 > (1 — W) L

%Ve

oo 1 oo
Ey=FEy = {Z My ¢ her ag, > 0, alzﬁve Zanzl}

n=1 n=1
(3.1) ve b € (0, 1) dyle segilebilir ki ;

kib > Y20

olacaktir. (3.2)

2 eqe .
(3b§:b T < 577z Bu durumda not edebiliriz

‘/52_1 dir oyle ki bu kosullar ispatta ileriki adimlarda yardimci

Durum A: Bu durumda F, = E, kiimesi lizerinde ¢aligilmugtir.

T : B, — L, fonksiyonu afin geniglemeyen bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda sabit nokta teorisyenleri tarafindan cok iyi bir gercek olarak kabul edilen en
az bir yaklagik sabit nokta dizisi (z(")) _ € E, vardir 8yleki || Tz — 20| =0
olup bu sebeple || Tz — 2| — 0. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt
diziye gecis yaparak kabul edilebilir ki en az bir z € ¢, vardir dyle ki 2™ dizisi
z noktasina zay1f topolojide yakinsar. Bu taktirde Lemma 2.1 geregince uygun alt

dizi kullanilarak 6yle bir s : ¢y — [0, 00) fonksiyonu tanimlanabilir 6yle ki

m

%Zz(k)‘y

k=1

s (y) = lim sup , Yy € ¢

m

ve

s(y)=|ly—z|l, Yy € ¢ dir.

Simdi, kiimenin zayif topolojiye gore kapanisi olan kiime

—— g (4>® 1
WI = E1 (=, £
oo 1 o0
= {Zannn:heranzo, ap =0, agzsz veZangl}
n=1 n=1

olarak tanimlansin.
Durum A.l: z € E,.
Bu durumda s(7'z) = ||Tz — z|| dir.
Ayrica,

s(Tz) < limsup

m

1 m
Tz—T| =Y z®
FE)
1 ixw) 7 (lixuﬂ)) H
m mkzl

k=1

+lim sup

m

13



bulunur.
Bu durumda 7' afin geniglemeyen oldugundan,

1 m
Tz—T | — Z x(k)>
(m k=1

s(Tz) < limsup

1 — 1 «
+limsup || — Z A — Z Tz®
m M3 mi4
< lim sup Z
M=

= s(2)
dir.
Bu sebeple, ||z — T'z|| < 0 ve dolayisiyla 7'z = z dir.
Durum A.2: z € W\ E,,.
Oncelikle a < 2Q; + 2Q, oldugu varsayilsin.

z noktasint ele aldigimiz durum geregince » | 7,7, formunda yazilir 6yle ki

n=1

7n207 vn €N, 71:0772221)%\/62’}% < L
n=1

Buradanda § := 1 — ) ~, olarak ve

n=1
hy = 4+X)m+ (re+1=XN)d)n + io: Yn"n seklinde tanimlansin.
hy noktasinin E; kiimesinin bir noktasi orir:rfam acisindan A\ parametreleri

[ 751, 752 + 1} araligindan secilsin.
Bu durumda,

bd + Q1|1 — a|bd

+Qa|(1 = NS — abd| + (1 — Q1 — Q2)abd,

|ha — 2|l = max < b6 + Q1]bd — (1 — A\)bé)|

+Q2|1 — af |1 = Albd + (1 — Q1 — Q2)a|1 — A|bo,

bd + Q106 + Q2|1 — A|bd

dir.

Bu taktirde uzun teknik hesaplamalar sonucu goriilecektir ki || 2, — z|| fonksi-
yonu \’nin bir fonksiyonu olup minimum degerini [0, 1] arali§inda alir.

O halde I" := A12[1(%? |ha — z|| olarak tanimladigimizda bu teknik hesapla-
malar sonucunda I' = (1 + a — Q1 — QQ2)bd olarak elde edilir.

Simdi keyfi bir y € F4 alinsin. Bu durumda bu nokta §1 t,n, formunda

yazithp ¢, > 0, Vn € N, t; =0, 1o > 547 ve
S, = 1'dir

14



O halde es deger normun tanimi geregince asagidakiler elde edilir.

ly =zl = |e+d—1t2+ (ta —72)b]

+Qu |(t2 = 12)b+ D (tk — ) —a D>t — ) — alts —2)b
k=3 k=3
+Q2 | ) (=) —a Y (te =) — alts = 72)b
k=3 k=3
+Qs | Y (b =) —a Y (te — ) — alts —72)b
k=4 k=3
+Qu | ) (=) —a Y (te =) — alts = 72)b
k=5 k=3

ly—zllgy = |2+0—ta+ (t2 —72)0]

dir.

Q1 |(t2 = 2)b+ D (b =) =Y (b =)
k=3 k=3
+Qa |tk — ) — @Y (b — )
k=3 k=3
+Qs | Y (b =) —a Y (te — )
k=4 k=3
+Qu | (tk =) — Y (b — )
k=5 k=3

Bu sebeple,

ly =zl = lly = 2llq) 2 [0+ (72 = 2)(1 = D)

bulunur.

>

o0 [e.o]

Q1(t2 — 72)b + Q1 l;g(tk — ) + Q2 kz_:?)(tk )
+| +Q3 i(tk — M) + Q4 i(tk — W)
= J=5

—a 3 Qp | (6 =)+ (t2 = 1)

j=1 k=3

04+ (2 = t2)(1 = D)|(1+ o = Q1) = (1 = Q1) [0 — (t2 = 72)]

—(1=Q1=Q2)(2—-0—t2 =)

15




Alt durum A.2.1: § + 75 — t5 > 0 olsun.

Bu taktirde,

ly—=2[ =T > [0+ (re—t)A =01 +a—Q1)— (1 - Q1[0+ (12 —t2)]
—(1-0Q1—Q2)(2—6—ta—7) —(1+a—Q1 —Q2)bs
dir.
Burada not edilmelidirki2 — § — 3 — % >0vel — @y — Q2 > 0 dir.

Alt durum A.2.1.1: § <ty ve a < % olsun.

Bu taktirde, 2(1 — Q1) — (1 — b)(1 + a — Q1) > 0 ve dolayisiyla

=z =T > 6(1—b)(1+a-0)+nl—b1+a—0Q)—21-Q)
20, (1 ; g) FR- Q) — (1)1 +a— Qs

2@22—21—5 —2(1- Q) <1—%)

olur.
Bu yiizden ve ispat bagindaki (3.1) ile verilen kabuller ve p ile ilgili se¢cim
dolayisiyla,
2b+4 1 1
—z|-T > —(1— —
e R (e 1
>

dir.

Alt durum A.2.1.2: § > ¢5 olsun.

— (b2 —8b+7)++/ (b2 —8b+7)2+2P+5 (1-b) (1+b)?
2(1-02) :

Kabul edilsin ki o« >

Bu durumda ispatin bagindaki (3.2) ile sembolize edilen kabul ve se¢im se-

bebiyle

ly—z =T =2 (0—t)A =01 +a—Q1)+ (1+a—Qi)n(l-0)
+2(1 = Q1)ta — 2(1 — Q1)
L 0-nE-b  1-b 2
= w11 Y2 1724
2 1720 [2(1 = b*)a® + (b° — 8b+ T)a — 2°7%(1 + b)]
>
bulunur.

Alt durum A.2.2: § + v, — to < 0 olsun. Yani, 0 < [ty — 2]

16



« icin ele alinan Alt durum A.2.1 de yer alan hipotez ele alinsin ve ayni
zamanda yine ispat bagindaki (3.2) ile sembolize edilen kabul ve se¢im goz oniinde
tutulsun. Bu durumda, o > % dir.

Ayrica, asagidaki esitsizlik ele alinacakdir.

ly = zlly +1ly = 2llg)

- >
ly— 2l > 5
alty — 12|b
> |72+5—t2+(t2—72)b|+%
dir.
Dolayisiyla tiim bu kabul ve hipotezlerin dogrultusunda,
ab
ly=1-T > (5 -0-8) =l - 00 +a- @) -1
ab
elde edilir.
Bu yiizden,
ly==-T=0
dir.

Sonug olarak, tiim bu alt durumlar gosterir ki en az bir b € (0, 1) ve

— (b2 —8b+7)++/ (02 —8b+7)2+2P+5 (1-b) (1+b)? (1-Q1)(1+b)
(157 <acs T

oyle ki eger A\ degiskeni
[0, 1] araligindan segilirse her y € E, ve her = €¢ W \ E, i¢in ||y — z|| > ' ki
burada

[':= min ||hy— 2|
A€[0, 1]

olarak tanimhdir.
Bu sebeple, eger A degerleri [0, 1] aralifindan segilirse bir tek h,, noktasi
||hx — z||’1 minimize eder.
O halde
A=Ay : lly—=<T}

olarak tanimlandiginda ||hy, — z|| = T olup A # () ve A C E,, kiimesi kompakt ve

konveks bir kiimedir.
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Simdi goriilebilir ki herhangi h € A i¢in

1 m
Th-T | = Z x<k>>
(m k=1

s(Th) < limsup

1 m 1 m
+lim sup ||— Zm(k) -T (— Z x(k)> ||
m M= L
(T afin oldugundan)
1 m
- 1 _ - (k)
1m£up Th T<m2x > ‘
k=1
+lim sup 1 zm: z®) — 1 zm: Tx®
m M= gyt

1 m
< limsup ||h — —Za:(k)
m M=
= s(h)
olur.
Ayrica, s(Th) = ||z — Thl| ve s(h) = ||z — hll.
Dolayisiyla,
lz=Th|| < |lz=hll = llz=Th[ = ||z -2l
— Thel
bulunur.

O halde, T(A) € A olup 7”nin siirekli olmasi sebebiyle (genislemeyen
fonksiyonlar ayn1 zamanda siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi geregince
[1] (kompakt kiimeler iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir)
T fonksiyonunun bir sabit noktas: vardir dyle ki bu nokta y € E,, i¢in ||y — z||’yi
bir tek noktada minimum yapan i = h), noktast olup 7'h = h’dur.

Bu sebeple, arzulandig1 gibi F; kiimesinin afin || - ||-genislemeyen fonksi-
yonlar icin sabit noktasi vardir.

Durum B: Burada Durum A’ya benzer sekilde E, kiimesi lizerinde ¢aligilmis-
tir.

T : Ey — E, fonksiyonu afin genislemeyen bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda sabit nokta teorisyenleri tarafindan cok iyi bir gercek olarak kabul edilen en
az bir yaklagik sabit nokta dizisi (+(")) _ € Ej vardir syleki || Tz — 2 || —0
olup bu sebeple ||Tx(") — x(")Hoo %. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt

diziye gecis yaparak kabul edilebilir ki en az bir z € ¢, vardir dyle ki 2™ dizisi
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z noktasina zay1f topolojide yakinsar. Bu taktirde Lemma 2.1 geregince uygun alt
dizi kullanarak dyle bir s : ¢ — [0, co) fonksiyonu tanimlanabilir dyle ki

m

%me) _

k=1

s (y) = limsup , Yy € ¢

m

veE

s(y) = lly— 2|, ¥y € co di.

Simdi, kiimenin zayi1f topolojiye gore kapanisi olan kiime

_O_oo 1
w~ .= E e, 6 {Zannn.heranzo alzﬁvezanﬁl}

olarak tanimlansin.
Durum B.1: z € 5. Budurum da Durum A.1’e benzer sekilde incelenmistir.
Bu durumda s(7'z) = ||Tz — z|| dir.
Ayrica,

k=1
m 1 m
+lim sup || — Z e® —T (— Z x(k)) H
m k=1 M=
dir.
Bu durumda 7" afin genislemeyen oldugundan,
s(Tz) < limsup||[Tz—T (l i”: x(k)> |
< 5 m
k=1
- LR WSRO o P
+lim sup —Zm ——ZT&:
m k=1 gyt
< limsup ||z — 1 zm: )
m m
k=1
= s(2)
elde edilir.

Bu sebeple, ||z — T'z|| < 0 ve dolayisiyla Tz = .
Durum B.2: z € W~ \ E,. Bu durum da Durum A.2’ye benzer sekilde
ylritiilmiistiir fakat asagidaki degisiklikler mevcuttur:

1
1 V€

z noktast ) 7,7, formunda yazihp v, > 0, Vn € N, v > 5
n=1

> 4 < 1dir
n=1
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Simdi 6 = 1— 3> 70 ve by i= (31 + A1 + (2 + (1= o)+ 3 e
olarak tanimlansin. "~ "~

h noktasiin £, kiimesinin bir noktas1 olmasi agisindan \ degerleri
[—%1, L2+ 1} kiimesinden segilsin.

Dolayisiyla Durum A.2’ye benzer sekilde, ||hy — z|| degeri [0, 1] araliginda
minimum degerini alir.

Simdi ' := /\rer[%’nl] |lhn — z|| olarak tanimlansin.

Bu sebeple, I' = (1 + a — @1 — ()2)b0 dir.

Simdi keyfi bir y € £, noktasim aldigimizda kabul edilebilir ki bu nokta
3 tnn, formunda yazilip t,, > 0, Vn € N, t; > 515 ve i t, = 1dir.

n=1 n=1
O halde es deger normun tanimi geregince

ly==2llgy = Im+r+d—ti—ta+ (1 — )b+ (t2 — 72)b]

(Qr =)0+ (1 —ti+72 —1t2)(1 = b)) + Qa2(t2a — 12)b

Qo 3 (b — ) + Qs S (k=) + Qa3 (b — )+
k=3 k=3 k=4

ly =2l = Im+r+d—ti—ta+ (t—7)b+ (t2 — 72)b]

(Q1—a)(0+(n —ti+72 —t2)(1 =b) +alti —m)b

o0 [e.°]

+ +Q2(t2 — 72)b+ Q2 lgg(tk — V) + Q3 ’;’@k - k)
-t

ve ayni sekilde

ly =2l = Im+r+d—ti—ta+ (t—7)b+ (t2 — 72)b]

(Qr =)0+ (n—ti+72—t2)(1=b) +a(ty —n)b
4| Falty = 72)b + Qatz — 72)b + Q2 kz (tk — )
=3
+Q3 Y (e — ) + Qu Dty — ) +
p =4

dir.
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O halde,

ly =zl = lly =zl

> |0+ (m—ti+r—t2)(1=0)[(1+a—Q1)— Qfta — 1[b
_ZQk Z(tj—%‘) _ZQk‘t?)_'VSl_ZQk‘t4_74|_"'
k=2 —3 k—4 k=5
> |0+ (m—ti+r—t)1-0)|(1+a—Q1)
—(1=Q1) [0+ (1 —t1 + 72 — t2)| — Qalta — 12b
_ZQk|t3_’Y3|_ZQk|t4_’Y4|_ZQk|t5_’YB|_"'
k=4 k=4 k—4
> |6+ (m—ti+r—t)1=0)[(1+a—Q1) — Qafta — 12[b
—(1—Q1)|5+(’71—t1+72—t2)|_ZQkZ lt; —
k=4 =3
> 0+ (m—ti+r—t)1=0)[(1+a—0Q1)— Qfta — 1[b
—(1=Q1) [0+ (71 —t1+ 72 — t2)]
—(1—Q1—Q2—Q3)Z 15 — il
=3
> [0+ (n—ti+r—t)1-0)|1+a—Q1)

+Q22—6—t1 =) — (1= Q1) [0+ (11 —t1 + 72 — t2)]
—(1=Q1—Q3)(2—0—t; —ty — 71 —72)
bulunur.

Alt durum B.2.1: § + v, — t; + 792 — t2 > 0 olsun.
O halde,

ly=2) =T > [0+ (m—ti+7—t)1-0)]1+a—-Q1)
—(1=Qu)[0+ (1 —t1 + 72 —t2)(1 = b)]
—1-Qi—@3)(2-0—t1 —ta =7 — )
+@Q22 -0 -t —m) — (1+a— Q1 —Q2)bd

dur.

Burada not edilmelidirki2 — 0 — ¢t — vy —to—7% >0ve 1l — Q1 — Q2 > 0
dar.

Alt durum B.2.1.1: § < t; + t, olsun Syle ki v < U= 61quzy kabul
edilsin.

Bu durumda Alt durum A.2.1.1°de uygulanan metod burada da kullanilmagtir.

Gergekten de, oncelikle, 2(1 — Q1) — (1 — b)(1 + a — Q1) > 0 ve bu sebeple ispat
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bagindaki (3.1) ile verilen kabuller ve p ile ilgili se¢im kullanilarak,

ly—2-T = 01 =0)(1+a—=Q1)+n(-b)(1+a-0Q1)—2(1-C)

#20: (14 5 ) +1201- Q) - (1= )1+ - Quln

2a0+ b 1
> 22— — —201-Q) (1—2p+1)
2b + 4 1\ 1
> —(1- —
= 1+2a [QQ ( 2p+1> 3b]

> 0

bulunur.
Alt durum B.2.1.2: § > t; + t5 olsun. Bu durumda da yine Alt durum

A.2.1.2°’de uygulanan strateji kullanilir.

— (b2 —8b-+T7)++/ (b2 —8b-+7)2+2p+5(1—b) (1+b)2
1(1-02)

dir.

Kabul edelim ki o >

Ispat bagindaki (3.2) ile verilen hipotez ele alinarak sdylenebilir ki

ly =zl =T > (0=t =ta)(A =b)(A+a—-Q1)+ (1 +a—-Q)n(l-b)

+2(1 = Q1)ts — 2(1 — Q1)
(1—B)B=b 1-b 2
(1 +b) | 2 14 2a

[2(1 = b*)a® + (b — 8b+ T)a — 2°%(1 + b))

v

14+ 2«

v

dir.
Alt durum B.2.2: § < t; — y; + t3 — 72 olsun ve dolayisiyla
d < |t; — 71 +ta — 7| dir.
a igin Alt durum B.2.1°de kabul edilen ve yine ispat bagindaki (3.2) hipotez
ele alinir. Bu durumda, o > % dir.
Simdi, asagidaki esitsizlik goz Oniine alinir.
ly — 2l + lly — 2l 3
2
> 6= (1 =0)(ti—m+t2— 1)+

ly ==l =

alty — 1+ ta — 72|b
2

dir.
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Bu sebeple,

ab
-2l -T > ( U‘@)Vr”h+b—7ﬂ

2
—(b(1+a—Q1— Q) —1)0

> |3 -ta-@u- @)l - -

> 0

elde edilir.
Sonug olarak, tiim bu alt durumlar géz Oniine alindiginda goriiliir ki en az

birb € (0,1) ve

—(B>=8b+7)+1/ (> —8b+7)242p+5(1-b) (1+b)? (1-Q1)(1+b)
1(1-57) <ax T

var Oyle ki eger \ degiskeni
[0, 1] araligindan segilirse her y € E,y ve 2 € W™\ Ey i¢in ||y — z|| > T dir 6yle
ki burada

[':= min ||hy — 2|
€0, 1]

olarak tanimhdir.
Bu sebeple, eger A degerleri [0, 1] aralifindan segilirse bir tek h,, noktasi
||hx — z||’1 minimize eder.
O halde
A={y - lly—=<T}

olarak tanimlandiginda ||hy, — z|| = T olup A # 0 ve A C E,, kiimesi kompakt ve
konveks bir kiimedir.
Goriilebilir ki herhangi h € A i¢in

1 m
Th-T | — (k)
()

s(Th) < limsup

1 m
+lim sup Zx (— Za:(k)> ‘
m
k=1
(T afin oldugundan)
1 m
= 1l Th-T|— (k)
im 77sup (m Z x ) ‘
+lim sup Z Z Tz
mi3 ma
1 m
< lim sup - — Z
M=
= s(h)

dir.
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Ayrica, s(Th) = ||z — Thl| ve s(h) = ||z — h|| dur.
Dolayisiyla,

Iz =Thl <z =hll = [lz=Thl = [lz = Al

= TheA

bulunur.

O halde, T(A) C A olup T"nin siirekli olmasi sebebiyle (genislemeyen
fonksiyonlar ayn1 zamanda siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi geregince
[1] (kompakt kiimeler iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir)
T fonksiyonunun bir sabit noktasi vardir dyle ki bu nokta y € E, i¢in ||y — z||’yi
bir tek noktada minimum yapan h = h), noktast olup 7'h = h’dur.

Bu sebeple, arzulandig: gibi £, kiimesinin afin || - ||-genislemeyen fonksi-
yonlar i¢in sabit noktasi vardir.

Durum C: Bu durumda Ej kiimesi iizerinde ¢alisilmigtir.

T : E3 — Ej3 fonksiyonu afin genislemeyen bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda sabit nokta teorisyenleri tarafindan ¢ok 1yi bir gercek olarak kabul edilen en
az bir yaklagik sabit nokta dizisi (+(")) _ € Es vardir syleki || Tz — z(|| —0
olup bu sebeple ||Tx(”) £ x(")HOO %. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt
diziye gecis yaparak kabul edilebilir ki en az bir z € ¢y vardir dyle ki 2™ dizisi
z noktasina zay1f topolojide yakinsar. Bu taktirde Lemma 2.1 geregince uygun alt
dizi kullanarak dyle bir s : ¢ — [0, 00) fonksiyonu tanimlanabilir 6yle ki
1 i w0y
gt

s (y) = limsup , Yy € ¢

m

ve

s(y) = lly — =l , Yy € ¢ dir.
Simdi, kiimenin zay1f topolojiye gore kapanisi olan kiime

(g 1 oo oo
W~ .= Ej3 = 6) _ {Z Qn My hera, >0, a; =0, =0 ve Zangl}

n=1 n=1
olarak tanimlansin.
Durum C.1: Bu durum da Durum A.1’de uygulanan metod ile ¢oziiliir.

Bu durumda s(7'z) = ||Tz — z|| dir.
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Ayrica,

s(Tz) < limsup

m

N

N

|

N
R
3| -
[z
%g/—\
~—

k=1
m 1 m
~+lim sup Z e® —T (— Z x(k)) H
m k=1 M4
dir.
Bu durumda 7" afin genislemeyen oldugundan,
1 m
Tz) < li Tz-T|(— (+)
s(Tz) < im sup || T’z (mZa: >|
+lim sup Z Z Tz®
m M4 mia
1 m
< lim sup 2z Z
M=
= s(2)
bulunur.

Bu sebeple, ||z — T'z|| < 0 ve dolayisiyla 7'z = z dir.
Durum C.2: z € W~ \ E3. Bu durumda Durum A.2’ye benzer sekilde
yiiriitiiliir fakat asagidaki degisiklikler mevcuttur:

z noktast » 7,1, formunda yazilip v, > 0, Vn € N, 73 = 0, 72 = 0 ve

n=1

>y < 1ldir

n=1

Simdid:=1— > v, vehy:=(n+X)m+ e+ (1—=XN))n+ > Yann
n=1 n=3
olarak tanimlansin.

h noktasinin E5 kiimesinin bir noktasi olmasi agisindan A degerleri

[—2, 22 + 1] kiimesinden segilsin.

x — z|| degeri [0, 1] araliginda
minimum degerini alir.

Simdi I := min _||h\ — z|| olarak tanimlansin.

€0, 1]
Bu sebeple, I' = (1 + o — Q1 — Q2)bd dir.
Simdi keyfi bir y € E5 noktas1 alindiginda soylenebilir ki bu nokta > ¢,7,
n=1
formunda yazihp t,, > 0, Vn € N, t; =0, to =0ve > t, = 1dr.
n=1

Kabul edelim ki o > GEUARY (f; b8 lsun. Bu taktirde Alt durum A.2.2°de

oldugu gibi (fakat burada ||z[|(1) = [|z]|(2) = [|z||(3), V& € E3 oldugunu goz dniine
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alarak) asagidaki esitsizlik elde edilir.

ly = 2l + v = 2l )

— >
Iy ==l = :
> 5+ afts — 2|
2
dir.
Dolayisiyla,
b
ly=21=T > |1+Qib+Q— —b—ba|s
> (14 2a+b—ba — 2ba?
> (1+2a+ a — 2ba )1 o
> 0
bulunur.
(b2 _ il _
Burada not edilmelidir ki eger (2 -8b+7)+/ (7 4(?,:?)2”“5(1 B+h)” <a<
w ise b < 14 olmak iizere @ > =2V (2: D288 dir
- = 75 = 1 :

Bu taktirde Durum C’nin geri kalan ispati Durum A veya Durum B’nin son
boliimleri ile tamamlanar.

Sonug olarak E;, Fy ve E3 kiimeleri bazt « > 1 ve b € (0, 1) i¢in (ortak
araliklardan secilmesi ile) afin ||- ||-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teori-
sine sahiptir. Bu durumda eger 7' : E — F fonksiyonu bir afin || - ||-genislemeyen
fonksiyon ise; eger T'(E) C Fj ise bu durumda E; den E; ’e kisitlanmig fonksiyonu
g0z Oniine almabilir ve sdylenebilir ki fonksiyonun £, kiimesinde bir sabit noktasi
vardir ve dolayisiyla bu nokta ayn1 zamanda E’ye aittir, ve eger T'(E) C Es, ise bu
durumda Es den Ej ’e kisitlanmig fonksiyonu goz oniine alinabilir ve sdylenebilir ki
fonksiyonun Es kiimesinde bir sabit noktasi vardir ve dolayisiyla bu nokta ayn1 za-
manda E’ye aittir, fakat eger 7'(E) C FEj, ise bu durumda E5 den E3 ’e kisitlanmug
fonksiyonu goz Oniine alinabilir ve sodylenebilir ki fonksiyonun £ kiimesinde bir
sabit noktas1 vardir ve dolayisiyla bu nokta ayni zamanda £’ ye aittir; dolayisiyla her
durumda goriiliir ki arzulandig: gibi E kiimesi afin || - ||-genislemeyen fonksiyonlar

icin sabit nokta teorisine sahiptir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Calismanin bu boliimiinde ise tarafimizca hazirlanmig 0zgiin ¢alismaglar
olan ve bir onceki boliimde tanitilan Nezir’in calismasinin [10] genellestirildigi
sonuglar sunulmustur. Yani bu boliimde Nezir’in [10] calismasinda yer alan kiimele-
rin daha genellestirilmisi olarak ¢y da SNT’yi afin genislemeyen fonksiyonlar icin
koruyan ¢ok daha genis zayif kompakt olmayan kapali, sinirli ve konveks kiimeler

aileleri gosterilmistir.

4.1. Nezir’ in es deger normuna gore afin genislemeyen
fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini koruyan yeni cesit

kiimeler

Bu alt boliimde Nezir’in ¢alismasi [10] genellestirilmistir ve bu genellestirme
sirasinda bir 6nceki boliimde verilen ispat genellestirme metoduna uygun bir sekilde
diizenlenilerek yeniden sunulmustur dyle ki takip eden teoremler tiimevarim meto-
duyla elde edilebilmistir. O sebeple bir onceki boliimdeki teoremin ve ispatinin
tiimevarim metodunun nasil elde edilebileceginin anlagilabilmesi amaciyla meto-
dun uygun sekilde kiiciik diizenlemelerle 3. boliimdeki teoremin yeniden verilmesi
Onem arz etmektedir.

Dolayisiyla, 6ncelikle calismada elde edilen ilk sonug¢ ve sonrasinda Nezir’in
teoreminin ispati agsagidaki ilk ornek ve ilk teoremde uygulanan teknige paralel

olarak sunulacaktir.
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4.1.1. @({ka . HEN, f1 = bel, j Z2i§ll’l fj = €j}>
k=1
kiimesi afin | - ||-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

nokta teorisini korur

Ornek 4.1 b € (0,1) olsun. f, := bey icin ve her n > 2 icin f, = e, olacak
sekilde cy’ da bir ( f,,)nen dizisi tanimlansin.

m = fivehern > 2icinn, = fi + ...+ f, olmak iizere (n,)nen dizisi
tamimlansin ve daha sonra cy’ da kapali, stmirli, konveks olan asagidaki &/ = E),

kiimesi ele alinsin.

E = {iannn: her a,, > 0 ve ian: 1} .

n=1 n=1

Teorem 4.1 En az bir b € (0, 1) ve « > 1 vardir dyle ki ()1 > li—ga olmak iizere

yukaridaki érnekte verilen E kiimesi afin ||.||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisini saglar.

Ispat Oncelikle hatirlanmalidir ki Q; > li—ga kosulu ¢y icinde bir asimtotik izomet-
rik kopya olma ihtimalini ortadan kaldirmak i¢in gereklidir. Simdilik b € (0,1)

olmak iizere ()1 < f—fb kosulunun gerceklendigi kabul edilsin ve kullanilan normun

bu kosul altinda yeniden yazildig1 diisiiniilstin.

Not edilmelidir ki eger x € E ise Vn € Nigin a,, > 0 ve i o, = 1 olacak

n=1

sekilde en az bir («,), skaler dizisi vardir dyle ki z = i an N, dir. Bu sebeple,
n=1

Jg € N dir dyle ki ay > 5.4 dir.

Bu gercekten esinlenerek asagidaki iki farkli kiime ele alinacak:

E = {Z Qp Myt hera, >0, a; > 0ve Zanzl}

n=1 n=1

ve

Es = {i an Ny, hera, >0, ap =0ve ianzl}

n=1 n=1
oyle ki £ = F; U F, dir. Normun tanimi geregince (Qy < ﬁ kosulu saglandigi

g0z oniine alinarak, p € N Oyle se¢ilebilir ki ()2 > (1 — 217%) % ve

[e @) 1 (e o)
E,=E, = {Z Qp My 2 hera,, >0, ap > %Ve Z o, = 1} (4.1)
n=1

n=1
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1—b2

ve b € (0,1) dyle segilebilir ki ;=

< 5. Bu durumda not edilebilir ki

b> 34+/20

e > ‘/52’1 dir oyle ki bu kosullar ispatin ileriki adimlarinda yardimci

olacaktir. (4.2)

Durum A: Bu durumda E;, = FE, kiimesi iizerinde ¢alisilmistir.

T : B, — L, fonksiyonu afin geniglemeyen bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda sabit nokta teorisyenleri tarafindan cok iyi bir gercek olarak kabul edilen en
az bir yaklagik sabit nokta dizisi (x("))n oy € B vardir oyle ki ||T (™ — 2™ H — 0
olup bu sebeple HTQ;(") — (™ HOO = 0 dir. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir
alt diziye gecis yapilarak sdylenebilir ki en az bir z € ¢, vardir dyle ki (™ dizisi
z noktasina zayif topolojide yakinsar. Bu taktirde Lemma 2.1 geregince uygun alt

dizi kullanilarak 6yle bir s : ¢y — [0, o) fonksiyonu tanimlanabilir 6yle ki

m

%Zx(k)_y

k=1

s (y) = limsup , Yy € ¢

m

ve
s(y) =y — 2|, Yy € ¢ dir.

Ele alinan kiimenin zay:1f topolojiye gore kapanigi olan kiime

——o (e, ¢t — 1 -
W;:Ep( ):{Zannn:heranzo,alzﬁveZangl}

n=1 n=1

olarak tanimlansin.
Durum A.l: z € E,.
Bu durumda s(7'z) = ||Tz — z|| dir.
Ayrica,

s(Tz) < limsup

m

1 m
Tz—T|— (k)

1 m = m
£ e(:5)
k=1

k=1

~+lim sup

m

Sl=

olur.

Bu durumda 7' afin geniglemeyen oldugundan,

1 m
Tz—-T —E x(k)>
(m k=1

s(Tz) < limsup

m m
1
+limsup || — Z R — Z Tz®
m k=1 gyt
- L§~ 0
< limsup|lz — — Z x
m m
k=1
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bulunur.
Bu sebeple, ||z — Tz|| < 0 ve dolayisiyla Tz = z dir.
Durum A.2: z € W\ E,.
Oncelikle o < 2@, oldugunu varsayilsin.
z noktasi ele alinan durum geregince i YN, formunda yazilabilir dyle ki

n=1

1 00
fYnZO?vneNa’YlZﬁveZVn <1
n=1

Buradanda § :=1— ) ~, olarak ve

n=1

hy = (71 + X))+ (2 + (1 = X)) + i YnMn seklinde tanimlansin.

hy noktasinin F; kiimesinin bir noktasi ori;fam acisindan A parametreleri
[—”’751, 2+ 1} araligindan secilsin.

Bu durumda,
max {bd, (1 — A)d} + Q1|1 — a|bd
+@3|(1 = A)d — abd]

+(1 = Q1 — Q2)abd,

|hx — 2] = max § max {b5, (1 —\)6} + Q1|b6 — (1 — \)6|
+Q2|1 — al|l — A|§
+(1 — Q1 — Q2)a|1 — A|4,

max {bd, (1 —A)0}+ Qb6 + Qa1 — A6 ]

dir.
Bu durumda teoremin hipotezi kullanilarak ve sadece A > 1 — g durumu ele

alinarak soylenebilirki b > 1 — A ve ab > 1 — X ve dolayisiyla

[hx — 2| = 00+ Q1|1 — a|bd + Q2|(1 — )6 — abd| + (1 — Q1 — Q2)abd
= (1+a—Q1)ib—Q2(1—A)

bulunur.
Ohalde I := min ||hx—z]|. olarak tanimlandiginda teknik hesapla-
S
malar sonucunda I' = (1 + o — Q1 — Qzé)éb olarak elde edilir.
Ayrica, her j € Nigin ||z ;) = ||zl .+ 3= Qr [& — af;] seklinde tanimlan-
k=1

S1n.
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Dolayisyla [|z]| = sup ||z|| ;) dir.
jeN

y € E) herhangi bir nokta olsun. Bu durumda bu nokta ) ¢,7, formunda

n=1

yazilip ¢, > 0, Vn € N, ¢; > Sty ve > t, = I'dir.
n=1
O halde es deger normun tanimi geregince asagidakiler elde edilir.

(t1 = y)b+ (t2 —v2) + (t3 —v3) + (ta —ya) + ...,
(to —v2)+ (ts —v3) + (ta —va) + ...,
HZJ_ZHQ) = (ts—v3) + (ta —Ya) + ..+,
(ta —7ya) + (ts —v5) + -,
(ts —vs5) + (L6 —76) + -\ a
> m+0—ti+ (ti — )b
+Qu (= y)b+ Y (te — 1) — @ Y (te — 1) — alts — 1)b
=2 =2
+Q2 Z(tk — g QZ(tk — ) — alti — )b
=2 =2
+Qs | (b — ) — Y (te — 1) — alts = 1)b
=3 =2
+Q4 Z(tk — ) = QZ(tk =) — a(ti — )b
fo—a =2
+..
dir.
Ayrica j = 2 igin
(b1 = 7)b+ (t2 —y2) + (ta —v3) + (ta — 1) + .-+,
(tQ—’YQ)+(t3—’}/3)+(t4—’}/4)+...,
ly =zl = (ta—73) + (s — ) + ...,
(ta—va) +(ts —v5) + ...,
(ts =)+ (ts —Y6) +--n\- .. @
olur.
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O halde,

ly =zl = |m+0—ti+ (1 — 7))

bulunur.

o0

+Qu (= )b+ Y (b — W) —a > (e — )
k=2 k=2

+Qa | Y (b =) —a ) (te — )
k=2 k=2
+Qs | (b =) — Y (b — )
e =2

+Qu| Y (b =) —a Y (te — )

k=2

+...

Bu yiizden,

ly — =|l

Vv

A%

v

v

elde edilir.

ly — 2l
|6+ (71 —t)(1 = b))
Qi(t1 —71)b+ Q1 > (tr — ) + Q2 X (te — i)

k=2 k=2
00

+| +Q@s i(tk—%)Jerl ot — )+

k=3 k=4

Ca S Q|3 (b )+ (f1— )b

j=1 k=2

6+ (71 —t)(1 =)
Qu(t1 —71)b+ Q1(d — (t1 — 1)) + Q2 i (te — )

k=2
00

1 Qs 30 (b — ) + Qa3 (b — ) + -

—Q [5_— (t1 —m) + (ta —_’Yl)b]
[0+ (11 —t)(1=b)|(1 +a—Q1)

—Qa | (t;—)| — Qs
j=2

2 (= )| -
7=3

0+ (m —t)(A =1 +a—Q) Z

k=

A2 =) -
2
j=2

Dt = )| -

J=2

o

—Qslte — 2| — Qulte —y2 +t5 — 73] — Qs
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Oyleyse,

oo

ly =zl > 164 (n—t)(L=b)(1+a— Q1) Z

2 (=
k= —2
—ZQk\tQ 72\—2Qk\t3—73\—262k\t4—74

> |5*‘0h'—tﬂ(l—lﬂKl*-a-Ql) (1-'Q1H5 (t1 =)l
- Zletz Y| = Zlet:a — | — ZQkIM — | -

> W+Vh—hx1—®KL+a—Qﬁ (1—Q0W (t1 = m)l
Q)Y

> M+0h—ﬁﬂlj;KL+a—QO—41—Qﬂw—4h—70

—(1=Q1—Q2)(2—0—t1 —m)

bulunur.
Alt durum A.2.1: § + vy, — ¢t; > 0 olsun.

Bu taktirde,

ly—=2-T = [0+ —-t)A-0)]Q+a—Q1)—(1—Q)0+ (n —t1)]
1
—(1-Q1—Q2)2-0—-t1 —m)—(1+a—-0C —Qza)b(s
dir.
Burada not edilmelidirki2 —§ —t; —v; > 0vel — @y — Q2 > 0 dir.
Alt durum A.2.1.1: § < t; ve o < % olsun.

Bu taktirde, 2(1 — Q1) — (1 — b)(1 + a — Q1) > 0 ve ispat bagindaki (4.1)

ile verilen kabuller ve p ile ilgili secim dolayisiyla,

== -T > 6-t)1+a-Q)+(1+a-Q)m-b)+hl
$20 - Q)h 21— Q) — (1+a— @y~ Qo)
= 0(1-0)(1+a—-Q1)+m1m1-0(1+a—Q1)—2(1—-C)
#200 (14 02 ) + 20— Q) - (=01 +a - QI

v

2p1+1 (1 - b)(l +a— Ql) - 2(1 - Ql) + 2@2 (1 —+ %)
1

9p+1

+2(1 —=Q1) — (1 =b)(1 4+ a— Q)]

dir.
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O halde,

ly==-1 2 2.2 aa-0n (1-55)
> 14—2204 @(mm)-u%}
2+4 [ 1\ 1
= 1++20z _QQ_(l_QPH)bJr—Q]
2 +4 [ 1\ 1
= 1++20z _Q2_(1_2p+1)%]
> 0

olur.

Alt durum A.2.1.2: § > ¢; olsun.

—(b2— _ _
Kabul edelim ki > —- 0008 DR B0 DODR o1y,

Bu durumda ispatin bagindaki (4.2) ile sembolize edilen kabul ve se¢im se-

bebiyle

ly—zl-T = (0—t)A=b)(1+a—=0CQ1)+(1+a-Q)n(l—b)

+2(1 —Q1)t1 —2(1 — Q1)

S 1_b+a 1_b+ 1-b 2
— \1+b 201 22(140) 142«
_ (1—b)(3—b)+a1—b_ 2

2r+1(1 +b) 20+l 14 2
> 2(1 —bv*)a? + (b* — 8b — 221+ b
> 1+2a[( )a? 4 (b* = 8b + T)a (14 )]
>

bulunur.

Alt durum A.2.2: § + v — t; < 0 olsun. O halde, § < |t; — | dir.

« i¢in ele alinan Alt durum A.2.1 de yer alan hipotez ele alinsin ve aym
zamanda yine ispat bagindaki (4.2) ile sembolize edilen kabul ve se¢im gz 6niinde

tutulsun. Bu durumda, a > % dir. Ayrica, asagidaki esitsizlik geregince
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ly =zl >

elde edilir.

ly — zll oy + Iy = 2l

|
N | —

2
2|71 4+ — t1 + (tl - 71)b|

(1= )b+ 2 (b =)

+@1 &
—a ;;2(% =) —alt = m)b

é(tk — M) — O‘é(tk ~ W)

+Qo
—a(ty —m)b

> (1 — ) — @ X (b — )
+Qs | k=3 =

—a(t; —71)b

> (=) — @ > (b — )
+Q4 2 =5 + oo
—Oz(t1 o 71)b
_l’_

(tr = )b+ 5=t = )

i ]i(tk — %)

+Q2 i(tk — ) — o i(tk — W)
=2 22
+Qs | >0t — ) — a X2 (te — )
k=3 k=2
_az(tk_,yk) + ..
k=2

@1

+Q4 kZ te =)

=4
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Oyleyse,
207 + 6 —t1 + (1 — )b + Qrafty — b
(tr =)0+ > (te — )
)

-« i (te — Vx)

=2
+Q2ax|ty — 11 |b

o0

>tk — )

k=2

—Q i (te — M)

=2
+Qsalty — 71 |b

Dot =) —a (e — )

=3 o

+Qualty — 71 |b

—a Y (te — W)
o

_I_

—C1

=@

—Qs

N —

ly — =ll

o0

> (e — %)

k=4

_Q4 + ..

Q1

k=2
00

k=2
00

k=3
00

>tk — )

k=4

+Q4

714+ 0 —ti+ (t —7)b| +

dir.
Dolayisiyla,
ab

—z|-T
Iy 2| .

(
[ab

gy G A e
0

v

2

v

olur.

(b — )b+ 3 (b — 1) — @ 3 (s — %)
+Q2 | > (tk — &)
+Qs3 | > (tk — &)

k=2
—a ) (=)
k=2

—ai(tk—’yk)

k=2

_@Z(tk_')/k) 4+ .-
k=2

alty — b

2

U—@)%—wﬂ—@ﬂ+a—Qﬁ—D5

+OK—Q1)+1 |t1—’71|

Sonug olarak, tiim bu alt durumlar gosterir ki en az bir b € (0, 1) ve

— (b2 —8b+7)++/ (02 —8b+7)2+2P+5 (1—b) (1+b)2

1(1-57) <«

<

[1— 2%, 224 1] araligindan segilirse her y € E, ve her 2 € W\ E,, i¢in |ly — 2| >

I" dir 6yle ki burada
I'.=

min
Ae[1-2, 241]
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olarak tanimhdir.
Bu sebeple, eger A degerleri [1 — 2, 22 + 1] arahifindan segilirse bir tek
h, noktast ||hy — z||’1 minimize eder.

O halde
A=Ay : [ly—zll <T}
olarak tanimlandiginda ||k, — z|| = " olup A # () ve A C E,, kiimesi kompakt ve

konveks bir kiimedir.

Buradan goriilebilir ki herhangi h € A icin

1 m
Th-T | = ZN))
(m k=1

s(Th) < limsup

1 © 1 &
+lim sup ||— Z ™ —T (— Z x(k)> ||
2 M4 Mo
(T afin oldugundan)
1 m
— i _ i (k)
1mn§up Th—-T <m Z x
k=1
+lim sup P i z®) — L zm: Tz®
m m £ m

k=1

IN

lim sup
m

1 m
e Y
m k=1

= s(h)

bulunur.
Ayrica, s(Th) = ||z — Thl| ve s(h) = ||z — h|| dir.

Dolayisiyla,

Iz =Thl <|lz=hll = Iz =Thl[ = [lz = Al

= TheA

dir.

O halde, T(A) C A olup 7”nin siirekli olmas1 sebebiyle (genislemeyen
fonksiyonlar ayn1 zamanda siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi geregince
[1] (kompakt kiimeler iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir)
T fonksiyonunun bir sabit noktas1 vardir dyle ki bu nokta y € E, i¢in ||y — z||’yi
bir tek noktada minimum yapan h = h,, noktasi olup Th = h’dur.

Bu sebeple, arzulandig1 gibi F; kiimesinin afin || - ||-genislemeyen fonksi-

yonlar icin sabit noktas1 vardir.
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Durum B: Burada Durum A’ya benzer sekilde E, kiimesi lizerinde ¢aligilmis-
tir.

T : Ey — E, fonksiyonu afin genislemeyen bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda sabit nokta teorisyenleri tarafindan cok iyi bir gercek olarak kabul edilen en
az bir yaklagik sabit nokta dizisi (+(")) _ € Ej vardir syleki || Tz — 20| —0
olup bu sebeple HT&:(") — ™ HOO — 0 dir. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir
alt diziye gecis yapilarak soylenebilir ki en az bir z € ¢, vardir 6yle ki ™ dizisi
z noktasina zay1f topolojide yakinsar. Bu taktirde Lemma 2.1 geregince uygun alt
dizi kullanilarak Gyle bir s : ¢y — [0, 00) fonksiyonu tanimlanabilir 6yle ki

m

%wa)_y

k=1

s (y) = limsup

m

avyECO

A\~

s(y)=|ly—z|, Yy € ¢ dir.

Ele alinan kiimenin zayif topolojiye gore kapanisi olan kiime

(4 1 [e%) %)
W = Ey ¢ ’M:{Zannn: her o, > 0, a1:OVeZan§1}

n=1 n=1
olarak tanimlansin.
Durum B.1: z € 5. Budurum da Durum A.1’e benzer sekilde incelenmistir.
Bu durumda s(7'z) = ||Tz — z|| dir.
Ayrica,

i£eor(:5)

k=1
olur.
Bu durumda 7' afin geniglemeyen oldugundan,

1 m
Tz—T | — Z x(k)>
(m k=1

s(Tz) < limsup

m 1 m
li il (k) _ (k)

+ nnw?up Z T - Z Tz
k=1 k=1

- L§™ 0

< limsup|lz — — Z x
m m
k=1
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bulunur.

Bu sebeple, ||z — T'z|| < 0 ve dolayisiyla 7'z = z dir.

Durum B.2: z € W~ \ E;. Bu durumda Durum A.2’ye benzer sekilde
yiirtitiilmiistiir fakat asagidaki degisiklikler mevcuttur:

z noktasi il YnNn formunda yazilip v, > 0, Vn € N, v, =0 ve f:l Y <
1 dir.

d:=1=> ypvehy:=(m+A)m+ 2+ (1—=X)d)n2+ > Vun, olarak

n=1 n=3
tanimlansin.

h noktasinin E5 kiimesinin bir noktas1 olmasi a¢isindan \ degerleri

[_%1, %2 + 1} kiimesinden seg¢ilsin.

Dolayisiyla Durum A.2’ye benzer sekilde [|7y — z|| degeri [1 — 2, 22 + 1]
araliginda minimum degerini alir.

I:= min ||hx — z|| olarak tanimlansin.
xe[1-2, 2 41]
Busebeple, ' = (1 + a — Q1 — Qgé)éb dir.

y € F, noktast herhangi bir nokta ise soylenebilir ki bu nokta > ¢,7,
n=1

formunda yazilipt,, >0, Vn € N, t;, =0ve > ¢, = 1dir.
n=1

2—b++/(2+b)2—8b2

Kabul edilsin ki oo > yi7

olsun. Bu taktirde Alt durum A.2.2°de

oldugu gibi (fakat burada |||y = ||z||(2), V& € E> oldugu goz oniine aliarak)
asagidaki esitsizlik elde edilir.
ly — Z||(2) +lly — Z||(3)

— >
ly—zll = 5
Z 5 + Oé‘tQ - 72‘
2
dir.
Dolayisiyla,
b
ly —z| =T > 1+Q16+Qza—b—ba 1)
1
> (14 2a+b—ba— 2ba”
> (14+2a+ a o )1 —on
> 0
elde edilir.
—(b2— _ 5(1—
Burada not edilmelidir ki eger (2 -8b+7)+y/ (7 4(?1)_:2))2“” A-)+e)* <a<
—(l_Qll)(()Hb) ise b < & olmak iizere o > 2y (z; P8 i,
Bu taktirde Durum B’nin geri kalan ispati Durum A’nin son bdliimleri ile
tamamlanir.
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Sonug olarak F; ve Es kiimeleri bazt « > 1 ve b € (0,1) i¢in (ortak
araliklardan secilmesi ile) afin ||- ||-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teori-
sine sahiptir. Bu durumda eger T : E — F fonksiyonu bir afin || - ||-genislemeyen
fonksiyon ise; eger T'(F) C Ej ise bu durumda E; den F; ’e kisitlanmig fonksi-
yonu goz Oniine alinabilir ve sOylenebilir ki fonksiyonun F; kiimesinde bir sabit
noktasi vardir ve dolayisiyla bu nokta ayn1 zamanda E’ye aittir, fakat eger T'(E) C
E5 ise bu durumda F, den Es e kisitlanmig fonksiyonu goz Oniine alinabilir ve
sOylenebilir ki fonksiyonun E5 kiimesinde bir sabit noktasi vardir ve dolayisiyla bu
nokta ayni zamanda F’ye aittir; dolayisiyla her durumda goriiliir ki arzulandig1 gibi

F kiimesi afin || - ||-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahiptir.

4.1.2. co <{Z fk TN e N}) (oyle ki f1 = beyq, f2 = besy,
k=1

j > 3icin f; := e;) kiimesi afin || -

-genislemeyen

fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini korur

Calismanin bu boliimiinde ise 3. boliimde yer alan ve Nezir [10] calismasinda
sunulan kiime ele alinip ilgili teorem tekrar verilmistir fakat ispat1 takip eden bolim-
lerdeki ispatlara uygun olarak yapilmistir ¢iinkii ispat teknigi sonraki boliimlerde
varilacak sonuclar i¢in kullanilan tiimevarim metodunun anlasilmasini ve bu sayede

cikarim yapilmasini saglamastir.

Ornek 4.2 b (0,1) olsun. fy := bey, fo := bey ve her n > 3 igin f,, := e, olacak
sekilde ¢y’ da bir (f,,)nen dizisi tammlansin.

m = frvehern > 2n, = fi + ...+ fn olmak iizere (1, )nen dizisi
tamimlansin ve daha sonra cy’ da kapali, simirli, konveks olan asagidaki E = FE,

kiimesi ele alinsin:

E = {iannn: her o, > 0 ve ian = 1} .
n=1 n=1

Teorem 4.2 En az birb € (0, 1) ve « > 1 vardir yle ki ()1 > li—ga olmak iizere

yukaridaki érnekte verilen E kiimesi afin ||.||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisini saglar.

2a
1+2«

Ispat Bir onceki boliimde sunulmus teoremde oldugu gibi, 6ncelikle Q; >

kosulu ¢j icinde bir asimtotik izometrik kopya olma ihtimalini ortadan kaldirmak
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i¢in gereklidir. Simdilik b € (0, 1) olmak iizere )1 < 5 +b kosulunun gergeklendigi
kabul edilsin ve kullanilan normun bu kosul altinda yeniden yazildig: diisiiniilsiin.

Burada ii¢ farkli kiime ele alinmagtir:

Eh = {jz:t%nnni heram/Z O,Ch,> 0ve j{: Qp = 1}7

n=1 n=1

Esy = {Z Qp My her oy, >0, ap =0, a2>0veZan:1}

n=1 n=1

veE

Es = {Z Qpn My hera, >0, ap =0, o@:OVeZanzl}

n=1 n=1
oyleki £ = Ey U By U E3 dir. Simdi, normun tanimi gere§ince (2 < 175- +2 kosulu

saglandig1 goz oniine alinarak, p € N oyle secilebilir ki Q5 > (1 — 21,%) % ve

her o, > 0, a3 = 0,

oo

Qp MNn, - o)
E: 1 _
= Qg 2 5501 Ve > o, =1

n=1

1
Ele/:—{Zannn. her a,, > 0, al_ﬁveZan—l}

n=1

(4.3) ve b € (0,1) dyle secilebilir ki (3b2 b +7) < 5. Bu durumda not edilebilir
kib > 3%( > ‘[ L dir 6yle ki bu kosullar ispatin ileriki adimlarinda yardimci
olmustur. (4.4)

Durum A: Bu durumda Teorem 4.2 deki Durum A’ya benzer sekilde Fy =

E, kiimesi lizerinde ¢alisilmistir ve sadece asagidaki degisiklikler mevcuttur.

Ele alinan kiimenin zay1f topolojiye gore kapanisi olan kiime

_o.oo 1
W. = Eb =6

= {Zannn: hera,, >0, a1 =0, ay > pYxsy veZangl}
n=1
olarak tanimlansin.
Durum A.1: z € E,. Bu taktirde, bu durum da Teorem 4.2’{in ispatindaki
Durum A.1 ile ayn1 sekilde yiiriitiilmiistiir.

Durum A.2: z € W\ E,. Bu durum da Teorem 4.2 deki Durum A.2’ye

benzer sekilde yiiriitiilmiistiir fakat agsagidaki degisiklikler mevcuttur:
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Oncelikle o < 2Q; + 2Q); oldugu varsayilsin.

z noktasi ele alinan durum geregince > 7,7, formunda yazilabilir 6yle ki

n=1

Yo >0, Vn € N, 74 =0,
1 (o]
722%% Z”Yn <1

n=1

dir.
Buradanda § := 1 — _ , olarak ve

n=1
hy = (71 +X0)m + (2 + (1 = A)d)n2 + D Yunn seklinde tanimlansin.
n=3
h noktasimnin Es, kiimesinin bir noktas1 olmas1 acisindan A parametreleri
[—2, 2 + 1] arah@indan segilsin.

Keyfi bir y € FE; alinsin. Bu durumda bu nokta »_ ¢,,n, formunda yazilip

n=1
t, >0, VneN, t; =0, tQZﬁve > t, = 1'dir.
n=1
O halde,
(
bo + Q1|1 — albd

+Os|(1 = \)b6 — abd|
+(1 = Q1 — Q2) b,

[Ax — 2|l = max ¢ b6 4+ Q1 |bd — (1 — N)bd|
+Q2|1 — a|[1 — A|bd
—l—(l — Ql — QQ)O./“_ — )\|b5,

bé + Q103 + Q2|1 — A|bd

elde edilir.
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Yani,

bo + Q160 + Q2(1 — X)ob AR 0) vel<a<t

b+ Q1(a(l —X) —1)db L AE[-2,0) vea>1
+Qa(cx — 1)(1 — \)ob
+(1 = Q1 — Q2)a(l — A)db

bd + Q100+ Q2(1 — )b , A€o, 1]
ve a < 2Q1 + 2Q2(1 — A)
b+ Q1(or — 1)6b
[hx = 2]l = ¢ +Qa(a — (1 — X))db , A€o, 1]
+(1— Q1 — Qs)adh ve a > 2Q; +2Qy(1 — \)

6b 4+ Q1(a(X— 1) + 1)b
+Qs(a — 1)(A —1)db
+(1—-Q1—Q2)a(A—=1)5b , A€ (1, S 1} ve o < 20,

6b+ Q1(a — 1)db
+Q2(A — 14 «)db

| (1= Q1 — Q2)add ,AE(l,%—i—l} ve a > 20,
dir.
r:= min ||hx — z|| seklinde tanimlanirsa,
xe[-%, 241
(b6 + Qb+ Quib L Ae[-2 0)vel<ac<1

(1+@—Q1—Q2)5b ,)\E[—%,O) ve a > 1

bd + Q10b , A e [0, 1] ve a <2Q; +2Q5(1 — N)

I' =

(1+06—Q1—Q2)(5b ,)\G[O, 1] VCCY>2Q1+2Q2<1—)\)

bd + Q100 ,AEe (L, 2+1] vea <20,

\(1—1—04—@1)(56 ,)\6(1,%24-1] ve a > 20



olur ve dolayisiyla [0, 1] arahigmda I' = (1 + a — Q1 — Q)2)bd elde edilir.

O halde Teorem 4.2’nin Durum A’sinda yer alan her ¢; parametresi ¢4,
parametresi ile ve her ~; parametresi ;41 parameteesi ile yer degistirilip Durum
A’y1 tamamlamak i¢in alt durumlarin aynist kullanilir ¢iinkii
ly— 2l = (140 — Qi — Q)8 > y— =] — (1+a — Qi — Qs2)b3 olup bu
ly —z|]| — (1 + a — Q1 — Q2)bd > 0 sonucunu verecektir.

Durum B: Bu durum da Teorem 4.2 deki Durum A’ya benzer sekilde E;
kiimesi iizerinde yiiriitiilmiistiir fakat asagidaki degisiklikler mevcuttur:

Ele alinan kiimenin zayif topolojiye gore kapanisi olan kiime

S . 1 .
W::El( ):{Z@nﬁniheTOénZ(),OélZﬁVeZOénSl}

olarak tanimlansin.

Durum B.1: z € F;. Bu durum da Teorem 4.2 deki Durum A.1’a benzer
sekilde yiiriitiilmiistiir fakat ayrintilar okuyucu tarafindan kolayca elde edilebilecegin-
den durum igeriginin verilmesine gerek duyulmamastir.

Durum B.2: z € W \ E;. Bu durum da Teorem 4.2 deki Durum A.2’ye
benzer sekilde yiiriitiilmiistiir fakat agsagidaki degisiklikler mevcuttur:

z noktast ele alinan durum geregince ) ,7, formunda yazilabilir dyle ki

n=1

1 (oo}
Yn =0, Vn €N, '712%\/3 Z% <L
n=1

Buradanda § := 1 — ) ~, olarak ve

n=1
hy = (71 + X))+ (92 + (1 = X)0)n2 + > Vunn seklinde tanimlansin.
n=3
hy noktasinin F; kiimesinin bir noktasi olmasi agisindan A parametreleri
[—%, L2+ 1} araligindan segilsin.

Keyfi bir y € E; alinsin. Bu durumda bu nokta »_ ¢,,n, formunda yazilip

n=1

o
t, >0, Vn €N, tlzzz,%ve Sot, = 1di

n=1
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O halde es deger normun tanimi geregince,

ly — Z||(1)

olur.

IV

v

|71+ 72 +0 —t1 —to + (L1 — 71)b + (t2 — 72)0]
(t1 = y)b+ (t2 = 72)b+ > (tk — )
=3

—a i (b — ) — oty — )b — alts — 72)b

+Q1

(ta — 72)b + i (tk — &)
+{Q2 e Fo=3
—Q ;;;<tk —Yk) — alty — )b — afty — 72)b

o0

+Qs| 2tk — %) — i(tk — V) — oty — 71+t — 72)b

k=3 k=3
o

+Q4| 2tk — ) — i(tk — ) —alti — 7 +ta — )b

k=4 k=3

+ . 4

|1+ 72 +0 —t1 —to+ (tr — 71)b+ (t2 — 72)0]

Q1(t1 —71)b+ Q1(t2 — 72)b + Q2(t2 — 72)b
+Q1 Y (te — ) + Qa2 - (T — )
I %;? ﬁ;?
+Qs3 > (e — ) +Qa D (b — ) + -+
k=3 k=4
-« ;Qj g(tk — ) + (t1 —71)b+ (t2 — 72)b

Y1+ Y24+ 0 —t1 —ta+ (t1 — 71)b + (t2 — 72)0]

-+ 00 0 00

k=3 k=3 k=4
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(tr =)+ (fa = Y2)b+ (s — 3) + (ta — 7a) + . .-,
(t2 = y2)b+ (t3 —y3) + (ta — ya) + ...,

(ts —3) + (ta —va) + ...,

(ts —va) + (ts = 15) +- .-,

(ts =) + (te —v6) + .-, ..

(Qr =)0+ (1 —ti+72—t2)(1 = b)) + Qa2(t2a — 12)b

1)

+Q2 2 (b — ) + Qs D (b — o) + Qa 20 (b — ) + -+



Ayrica 7 = 2 i¢in

ly — Z||(2)

IV

IV

(tr = 71)b+ (ta = Y2)b + (ts — v3) + (ta — ) + ...
(t2 =72)b+ (t3 —73) + (ta —7a) +...,

(ts —v3) + (ta —7a) + .. -,

(ts = 1) + (ts —75) + -,

(ts =)+ (ts —v6) + .-\ "

|71+ 72 +0 —t1 —to + (L1 — 71)b + (t2 — 72)0]

+Q1

+Q2

+Qs3

+Q4

(t1 —71)b+ (t2 — 72)b + é(tk — M) — é(tk - V)
—a(ty —72)b

(ty — )b+ i (b — ) — f: (b — ) — alts — )b
5= (b= ) — 0 35 (6~ ) - alta = b \
iﬁm—vw—agym—w»—mm—ww\

k=4

S0 0

V1 4+ 72 +0 —t1 —to+ (L1 — 71)b + (t2 — 72)0]

[e.9]

Q1(t1 — )b+ (Q1 + Q2)(t2 — 12)b + Q1 D (tk — Vr)

k=3
00 00 00

| FQa > (e — i) + Q3 D (T — ) + Qa Do (b — k) + -+

+ +Qa2(ts — 72)b+ Q2 > (tr — ) + Q3 > (te — V1)
+Qu 32 (b — ) + -+

k=3 k=3 k=4
00

—a i Q1> (b — ) + (2 — )b

k=3

71+ Y24+ 0 —t1 —ta+ (t1 — 71)b + (t2 — 72)b]
(Q1—a)(0+ (=t +v2—1t2)(1 =b)) +alti —7)b

o0 o0

k=3 k=3
o0

k=4

ve ayni sekilde 7 = 3 icin

ly — Z||(3)

elde edilir.

>

|71

+ 72+ 00—ty —ta+ (t1 — 71)b+ (t2 — 72)D|

(@1 =)0+ (m —ti+ 72— ) (1 =) +alty — )b

ta(ty — 72)b + Qalta — 72)b + Q2 i (te — i)

k=3
00 00

+Q3 > (th — ) + Qa Y (e — ) + -+

k=3 k=4
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Dolayisiyla,

ly ==l =y = 2l

v

|0+ (1 —t1 + 72 — t2)(1 = b)|
(Qr—a)(0+ (1 =t + 72 — t2)(1 = b)) + Qa(t2 — 72)b

0 5 )+ Qo 3 = 20) + Qe (=) 4
> [0+ m—titr—t)d-0b)(1+a—Q1)—Qltz2 — 12|

RN ) SRR SN ) SIGIES| e ) SIRAIE
o bt Dl 4a—)

o0

>t —)

3

— Qalty — 2|b — Q4lts — 3]

—> Qs
k=2
4

> (i —)

j=3

5

> ti—)

=3

—Qs — Qs

> [0+ (m—t+r—1t)A-0)[1+a—Q1)— Qalts — 1|
_ZQk Z(tj—%') —ZQk\tz—’Ys\
=2  |j=3 k=4

—ZQHM — 74| — ZQkﬁs — sl — -
k=5 k=6
0+ =t + 72— 1) (1 = b)|(1+a = Q1) — Qatz — 72|b

—1=Q)6+(nm—titr—1t) - ZQNS — 7l

k=4

_ZQk|t4 — Yl — ZQk|t5 =5l =
k=1 p
04+ (=t +72 =) (1 =D)[(1 + o = Q1) — Qafts —72b

—1=Q) [0+ (m—ti+r2—t2)| =Y _ QY It; =l

=4 =3
04+ (1 —ti+72 —t2)(1=0)|(1+a— Q1) — Qalta — 72|b
—(1=Q)0+(nm—ti+7—t)]

oo

_(1—Q1—Q2—Q3)Z It — il

Jj=3

v

v

v

A%

16+ (11—t +72 —t2)(1 = b)|[(1 +a— Q1) — Qalta — 72|b
—(1=Q) [0+ (11 —t1 + 72— t2)]

—(1-Q1—Q2—Q3)(2—0—t1 —ty — 71— 72)

dir.
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Bu yiizden,

A%

ly — | ly = 2l

0+ (=t +72— )1 -0)|(1+a—Q1)
—(1=Q) [0+ (n —t1 +72 — t2)]
—(1-Q1=@3)2-0—ti —ta =71 — )

+Q2(2 -0 —t1 —m)

v

olur.
Alt durum B.2.1: § + v, — t; + 792 — t2 > 0 olsun.
O halde,
ly—z|-T > [6+(mn—ti+r—1t)1-0)](1+a—0)
—(1=@Q)F+ (1 — i+ 72— t2)(1 - 0)]
—(1-Q1—Qs)2-0—t1—ta— 7 — )
+Q22 -0 —t1 —m) — (I +a— Q1 —Q2)bd
elde edilir.
Burada not edilmelidirki 2 — 90 — ¢t — v, —to —7% >0ve 1 — Q1 — Q2 > 0
dir.
Alt durum B.2.1.1: § < ¢; + ¢, olsun ve kabul edilsin ki o < w
dir.

Bu durumda bir 6nceki teoremdeki Alt durum A.2.1.1 boliimiinde verilen
metod kullanilmustir. Gergekten de oncelikle 2(1 — Q1) — (1 —=b)(1 +a— Q1) > 0

ve dolayisiyla
ly =zl =T > (0 —=ti =ta)(1+a—Qn)

(1 +a = Q1)[(71 +v2)(1 —b) + (t1 + t2)b]
F2(1 = Q1)(t1 +12) = 2(1 = Q1) — (1 4+ — Q1 — Q)b

> 0(1-b)(1+a—Q1)+mn(1-b(1+a—Q1)—2(1—Q1)
120, (1 n %) FR01-Qu) — (1—B)(1 +a - Qulh
> %(1—b)(1+a—Q1)—2(1—Q1)+2Q2 <1+%>

20— Q) = (1—b)(1+a— Ql)]Qle

dir.
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Yani,

20+ b 1
=T > 20250 -20- 00 (1- 517
2 1
> 2 b) -1+ —
=~ 1+2a [QQ(CH ) +2P+1}
2b+4 1 1
> —(1— —
= 1+2a {QQ ( 2p+1>b+2}
dir.
O halde ispatin bagindaki (4.3) hipotez ve p ile ilgili kabul dolayisiyla,
2b+4 1 1
—z|-T > —(1- —
R R (e 1
>0
olur.

Alt durum B.2.1.2: § > t; + t, olsun. Bu durumda da bir 6nceki teoremde

verilen Alt durum A.2.1.2 durumuna benzer sekilde ispat yapilmustir.

— (b2 —8b+7)++/ (b2—8b+7)2+2P+5(1—b)(1+b)2 .
=0 dir.

Kabul edilsin ki o« >
O halde ispatin bagindaki (4.4) hipotezi dolayisiyla
ly==z-T = (0-ti=t6)A =01 +a—Q1)+(1+a—Q)n( -b)

+2<1 — Q1>t1 — 2(]_ — Ql)

S 1_b+ 1_b+ 1-b 2
= 110 %) n 22(1+b) 142«
_ (1—b)(3—b)+a1—b_ 2
2r+1(1 +b) v+l 14 2
> — b2 2 _ _ op+2
> 1+2a[2(1 b*)a® + (b° — 8b+ T)a — 2°72(1 4 b)]
>

dir.
Alt durum B.2.2: § < t; — y; + ty — 72 olsun ve dolayisiyla
0 <|t1 — 1+ ta — | dir.
Burada da Alt durum B.2.1°de verilen « i¢in hipotez ile birlikte (4.4) hipotezi

ele alinsin. Bu durumda o > % dir.
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Burada asagidaki esitsizlikler de goz Oniine alinirsa

ly = 2l + Iy = 2|5

— >
sl > |
2l + 2+ 6 —t —ta+ (ty — 71 + b2 — 72)0]
(t1 = +t2 —72)b+ > (te — )
+Q1 00 k=3
—a Y (th— ) —alti — 7+t —72)b
k=3
(ta —v2)b+ > (tk — ) —a 22 (b — )
+Q> k=3 k=3
—a(ty — 1 + 1ty — 72)b
>t =) —a >0 (T — )
+Q3 | k=3 k=3
—a(ty — 71+t — 72)b
>t =) —a >0t — )
- 1 +Qy | k=4 k=3 R
9 I —a(t; — 71 +t2 — )b |
+
(tl -7+ ty — ’}/z)b‘F Z(tk — 'Yk)
o} P k=3
—a Y (tk — )
k=3
(ta —v2)b+ > (tk — )
+Q2 00 k=3
—a Y (th — k)
k=3
+Qs | >0 (b — v6) — a X2 (t — )
k=3 k=3
+Qu | Dot — ) —a Y (te — )|+
| k=4 k=3 i
oldugundan
-z +ly— =2
ly— 2| > ly ||(1) 1y ||(3)

2
Oé’tl - M +t2 — '72‘6
2

> Mt td—ti—ty+ (t— 7+t — 72)b| +

elde edilir. O halde,

ly ==z =T > <%b—(1_b)) [t =1+t =9l =01 +a—-Q — Q) — 1))

v

ab
{7_(1—5)—17(14‘04—@1—@2)4-1 [ty — 71 + ta — o

0

v

dir.
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Sonug olarak, tiim bu alt durumlar gosterir ki en az bir b € (0, 1) ve

— (b2 —8b+7)++/ (b2—8b+7)2+2p 5 (1—b)(1+b)?
1(1-62)

<a< % oyle ki eger \ degiskeni

[1— 2, 224+ 1] araligindan segilirse hery € E,y veher z € W\ E, igin |ly — 2| >
I' dir oyle ki burada

I:= min |hy — ||
Ae[1-2, 22 41]

olarak tanimlidir.

Bu sebeple, eger A degerleri [1 — 2, 22 + 1] aralifindan segilirse bir tek
hy, noktast ||hy — z||’1 minimize eder.

O halde
AN={y : ly—z] <T}

olarak tanimlandiginda ||hy, — z|| = T olup A # 0 ve A C E,, kiimesi kompakt ve
konveks bir kiimedir.
Goriilebilir ki herhangi h € A igin

1 m
Th-T | = Z M)
(m k=1

s(Th) < limsup

m

1 « 1 «
+limsup || — Zx(k) -7 (— Zx(k)> |
v M= M=
T afin oldugundan)
1 m
- i _ - (k)
1m£up Th T<m2x > ‘
k=1
+lim sup 1 zm: z®) — 1 zm: Tx®
m m m
k=1 k=1
1 m
< limsup|lh — — Zx(k)
m M=
= s(h)
olur.
Ayrica, s(Th) = ||z — Thl| ve s(h) = ||z — h|| dir.
Dolayisiyla,
Iz =Thl <[lz=hll = Iz =Thl = [lz = Al
— TheA
bulunur.

O halde, T'(A) C A olup 7"nin siirekli olmasi sebebiyle (genislemeyen

fonksiyonlar aym1 zamanda siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi geregince
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[1] (kompakt kiimeler iizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir)
T fonksiyonunun bir sabit noktasi vardir dyle ki bu nokta y € E, i¢in ||y — z||’yi
bir tek noktada minimum yapan h = h,, noktasi olup 7'h = h’dur.

Bu sebeple, arzulandig1 gibi £y = E,, kiimesinin afin || - ||-genislemeyen
fonksiyonlar icin sabit noktas1 vardir.

Durum C: Bu durumda da Durum A’ya benzer sekilde E3 kiimesi iizerinde
calisilmagtir.

Ele alinan kiimenin zayif topolojiye gore kapanisi olan kiime

——0 (0° 1 i >
W = Ej ¢ ’Z):{Zannn: her o;, > 0, oy =0, a2:0veZan§1}

n=1 n=1
olarak tanimlansin.

O halde Teorem 4.2’nin Durum B’sinde yer alan her ¢; parametresi ¢,
parametresi ile ve her ~; parametresi 7;,; parametresi ile yer degistirilip Durum
C’yi tamamlamak i¢in alt durumlarin aynisi «v i¢in daha 6nce kabul edilen kosullar
dahilinde kullanilir.

Sonug olarak ispat Teorem 4.2 nin son boliimiindeki ispat hamleleri ile biti-

rilir.

4.1.3. co ({Z fr + ne€ N}) (oyle ki f1 := bey, fo:= beo,
k=1
f3 :=bes, j > 4igin f; := e;) kiimesi afin
| - ||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini

korur

Bu boliim ile dnceki boliimlerin sonucu daha da genellestirilmistir.

Ornek 4.3 b € (0,1) olsun. fi := bey, fo := bes, f3 := bes ve her n > 4 igin
fn = e, olacak sekilde ¢y’ da bir (f,,)nen dizisi tamimlansin.

m = fivehern > 2mn, = fi + ...+ f, olmak iizere (n,)nen dizisi
tamumlansin ve daha sonra cy’ da kapali, sumirli, konveks olan asagidaki £ = FE),
kiimesi ele alinsin:

E = {iannn: her a,, > 0 ve ian: 1} .

n=1 n=1
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2
1+2a

Teorem 4.3 En az birb € (0, 1) ve « > 1 vardir yle ki ()1 > olmak iizere

yukaridaki érnekte verilen E kiimesi afin ||.||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisini saglar.

Ispat Oncelikle hatirlanmalidir ki daha 6nceki teoremlerde de oldugu gibi Q; >

2a
1+2a

icin gereklidir. Simdilik b € (0, 1) olmak iizere )7 < f—fb kosulunun gerceklendigi

kosulu ¢ icinde bir asimtotik izometrik kopya olma ihtimalini ortadan kaldirmak

kabul edilsin ve kullanilan normun bu kosul altinda yeniden yazildig1 diisliniilsiin.
Ayrica o < 2Q)1 + 2Q) + 2Q)3 olarak kabul edilsin.
Burada 6nceki teoremlerde kullanilan metod ve « ile b i¢in ayni hipotezler

kabul edilerek asagidaki dort farkl kiime ele alinmagtir:

E, = {Z Qp My - her oy, 20, ap > 0ve Zanzl},

n=1 n=1

Ey = {Zannn: her o, > 0, a3 =0, a2>OveZan:1},

n=1 n=1

By = {Z 1 her oy, > 0, an =0, ay =0 ve Zanzl}
n=1

n=1

Ve

By = {Z annyp o hera, >0, ap =0, ap =0, azg =0ve Zan—l}

n=1 n=1

oyleki £ = E; U Fy U E5 U Ej dir. Simdi, normun tanimi geregince () < Hﬁ

kosulu saglandig1 goz 6niine alinarak, p € N dyle segilebilir ki Q2 > (1 — 5+7) 35

ve
her o, > 0, a; =0, ay =0,

Y

o0
E3 = Ep// = E O Mp, ¢ 1 =S
o QgZWVCZO{nzl

n=1

oo her o, > 0, oy =0,
Ey,=E, = Zannn:

o0
1 _
— Q> g ve Y ap =1

n=1

oo 1 o0
E,=Ey = {Z Myt hera, >0, o zﬁve Zanzl}
n=1

n=1
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(4.5) ve b € (0,1) byle segilebilir ki ;=0 < 5L dir. Bu durumda not

edilebilir ki b > %ﬁ > % dir dyle ki bu kogullar ispatin ileriki adimlarinda

yardimer olmustur. (4.6)

Bu durumda Teorem 4.3’deki ayni strateji uygulanmugtir fakat her kiimenin
incelenmesi sirasinda kullanilacak Teorem 4.3°de karsilik gelen ikinci durumlar i¢in
asagidaki degisiklikler olusur.

i€{1,2,3}vez € Eg(zm’él) \ E; olsun.

d:=1— > =, seklinde tanimlansin ve sonra

n=1
ha = (71 + 50)m + (32 + 50)0)m2 + (73 + (L = A\)8)ns + 3= Yan, olarak
n=4
tanimlansin.
hy’nin E; kiimesinde olmasi agisindan A degerleri
[—”’7;1, 1} araligindan alinsin.

Bu durumda teknik hesaplamalar gosterir ki

(1= A)bs
Fla—Q1—Qa(1—3)—Qs(1=A)bd , A<0
[hy — 2 =
0b

Ha—Qi—Qx(1—3) —Qs(1=M))bs , A€o, 1)

olarak bulunur.

I''= min _||hy— 2|
re[-%,1]

s

seklinde tanimlansin.
Ohalde, I' = (1 + a — Q1 — Q2 — Q3)bd ve Onceki teoremlerden yapilacak
cikarimla elde edilecek tiimevarim metoduyla sonuca ulagilir ¢linkii ayn1 hipotezler

ve metod uygulanir.
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4.1.4. <co ({Z fr : ne N}> (oyle ki V € N keyfi olmak iizere
=1
Ji1:="ber, fo:=bey, f3:=bes,---, fn :=bey, vej >

N + 1licin f; := e;) kiimesi afin || -

-genislemeyen

fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini korur

Bu boliimde onceki boliimlerdeki kiimeler ve teoremler daha da genellestire-

rek caligmadaki en genel sonu¢ sunulmustur.

Ornek 4.4 b € (0,1) ve N € Nolsun. Hern < N icin f, := be, ve hern > N +1
icin f,, := e, olacak gekilde cy’ da bir ( f,,)nen dizisi tanimlansin.

m = fivehern > 2mn, = fi + ...+ f, olmak iizere (1,)nen dizisi
tammlansin ve daha sonra cy’ da kapali, sinirli, konveks olan asagidaki &/ = E),
kiimesi ele alinsin:

E = {iannn: her a,, > 0 ve ian: 1} )

n=1 n=1

Teorem 4.4 En az birb € (0, 1) ve a > 1 varduwr dyle ki ()1 > 1—%_304 olmak iizere
yukaridaki érnekte verilen E kiimesi afin ||.||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisini saglar.

Ispat Yine Teorem 4.3°deki fikir ve yontemler uygulamir ve N + 1 adette farkli
kiime olusturularak her kiime i¢in Teorem 4.2°de yer alan Durum 1 aynen uygu-
lanir (¢iinkii goriilebilir ki Teorem 4.3’deki kiimelerin incelemesinde de Durum 1
icin Teorem 4.2 temel alinmaktadir). Sonrasinda ise Durum 2 i¢in de onceki teo-
remlerde uygulanan metodun aynisi kullanilacaktir fakat agsagidaki degisiklikler s6z
konusudur:

Oncelikle o < 2Q; + 2Q3 + 2Q5 + - - - + 2Q y olarak kabul edilsin.

Ispatda 6nceki teoremlerin ispatindan ¢ikarim yapilabilecegi gibi

A A A
hy: = —9 —) 1+ —=—0)nNn-
A (71+N_1)771+(72+N_1)772+ + (7w 1+N_1>77N1
o+ (L=N0)x + D Yl
n=N+1
seklinde yazilir.
O halde
I''= min _||hy—z||
[ ’Yl’l



olarak tanimlanirve I' = (1 + o — Q1 — Q2 — Q3 — - - - — Qn)bo elde edilir.
Bu durumda Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’de yer alan ispatin /N adimli hali
tiimevarim metodu ile bahsi gecen teoremlerdeki hipotezler de kullanilarak bu teo-

remin ispati tamamlanir.
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

1979°da, ¢*’de kapali, sinirh, konveks (k.s.k.), zayif*-kompakt olmayan alt
kiimelerinden olugan biiyiik bir sinifin /! in bilinen normuna gore genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip oldugu Goebel ve Kuczumow tarafindan
gosterilmistir.  2008’de, bu ¢alisma bir es deger norm ile genellestirilerek /%’in
geniglemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip olacak sekilde yeniden
normlanabilece8i P.K. Lin tarafindan gosterilmistir. Lin’in calismasinin ¢y uzay1
i¢cin analogu ¢oziilememis onemli bir acik soru olup, bu sorunun alt versiyonu olan
Goebel ve Kuczumow’un ¢alismasinin bir es deger norm ile ¢y uzayi i¢in analogu
bir bagka 6nemli sorudur.

Bu tez caligmasinda ¢ tizerinde bir ||.|| es deger norm siifinin varligi ve ¢
‘da k.s.k. zayif kompakt olmayan alt kiimelerinden olusan biiyiik bir sinifin afin
||.||-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini korudugu gosterilmistir.
Caligmada cy iizerinde bir es deger norm ||.||’u tanimlanmustir ve gésterilmistir ki
co’da zayif kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan cok
genis bir aile vardir dyle ki bu aile afin ||.||—genislemeyen fonksiyonlar i¢in SNT’yi
korur. Yani bir es deger norm ile Goebel ve Kuczumow’un calismasinin c¢y-analogunu
yapilmustir. Bu yapilirken cq’daki bazi kiimeler karakterize edilmistir.

En genis simif ve bu sinif vasitasiyla bu tez calismasinin en genel sonucu
asagidaki sekildedir:

b€ (0,1) ve N € Nolsun. Her n < N i¢in f,, := be, vehern > N + 1
icin f,, := e, olacak sekilde ¢y’ da bir ( f,,),en dizisi tanimlansin.

m = fivehern > 2n, == fi + ...+ f,, olmak iizere (1,),en dizisi
tanimlansin ve daha sonra ¢y’ da kapali, sinirli, konveks olan asagidaki £F = FEj,
kiimesi ele alinsin:

E = {iannn: her o, > 0 ve ianzl} )

n=1 n=1

2x

Tioa olmak

Bu durumda en az bir b € (0, 1) ve a > 1 vardir dyle ki Q1 >

lizere F kiimesi afin ||.||-geniglemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglar.
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