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sekilde sinirli dizi olmak iizere bu dizi yardimiyla her n € N i¢in fnn%i bn en ve ny =
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In 2011, by Lennard and Nezir, it was showed that for all sequences b = (b, )nen

in Rwith 0 < m := inf,en by, and M := sup b, < oo, by defining f,, := b, e, and 1, :=
neN

i Jn for each n € N, the closed convex hull of (1,,),,cx. £ = €0({n, : n € N}) fails the
]ff‘:céd point property (FPP) for affine || - ||oo-nonexpansive mappings. Similarly, in the Ph.D.
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In this thesis, an equivalent norm || - || on ¢y is constructed and it is showed
that all the sets mentioned above have the FPP for affine || - ||-nonexpansive mappings.

Moreover, the results are generalized for the closed convex hull of the sequence 7, :=

Yn(bre1 + baea + ... + bye,) when 0 < by, and 0 < -y, are arbitrarily choosen.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

¢': Mutlak toplanabilen dizilerin Banach uzay1
£°°: Sinirl dizilerin Banach uzay1

co: 0’a yakinsak dizilerin Banach uzay1

1.1 11} normu
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N: Dogal sayilar kiimesi

(&k),: Terimleri her k € Nigin &, olan (&), dizisi
(X, |I.I): Uzerinde ||.|| normu tanimli normlu uzay
||.I|l: ¢! tizerinde tanimlanan aligilmig mutlak toplam normu
||| : €°° lizerinde tanimlanan aligilmig supremum normu
Jn: n indisine gore azalarak yakinsar
T,: n indisine gore artarak yakinsar
co: kapali konveks kabuk
V: herbir
3J: en az bir

C: alt kiimesi
U: birlesim
= ise
e: epsilon degiskeni
: alfa degiskeni

kiiciik lambda degiskeni
: biiylik lambda degiskeni

kiiciik gamma degiskeni

2R = > R

: biiyiik gamma degiskeni
delta degiskeni
: kiictiktiir

: biiytiktiir

ANV A =

: kiigiik veya esittir

v

: biiyiik veya esittir
o (6>, £Y): ¢* izerinde tamimli zay1f topoloji

—o (£, 0t . .. ..
ol ): ¢! iizerinde tammli zay1f topolojiye gore E kiimesinin kapanist
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min: minimumu

max: maksimumu

Kisaltmalar

k.s.k.: kapali, sinirli, konveks

S.N.T. (g.f.): genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisi

a.i.: asimtotik izometrik
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1. GIRIS

Ik olarak K. Goebel ve T. Kuczumow’un calismasinda ve sonrasinda ise
Lennard’in danismanliginda hazirlanan Everest’in Doktora tezinde [7, 5] gosterilmig-
tir ki ¢! uzayinda ¢ok genis bir zayif* kompakt olmayan, kapali, stnirli ve konveks
kiimelerden olusan kiime siniflar1 vardir ve bu siniflar genislemeyen fonksiyonlar
icin sabit nokta teorisine sahiptir.

Cigir agici diye adlandirilabilecek bir sonug olarak, 2008°de, (¢, ||.||,) uzay1
icin asagidaki sekilde verilen bir esdeger norm bulunarak bu norma gore /' genisle-
meyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahiptir teoremi P.K. Lin’in ¢caligmasi

[11] ile verilmistir.

k o
z|||" = su Tnl|, Y& = (T3)nen € 0.

Bu tarihten sonra ise bu teoremin ¢, (0’a yakinsak diziler uzay1) analogu sabit nokta
teorisyenlerinin altin acik sorusu olmustur. Yani, “(co , || . ||, ) lizerinde bir esdeger
norm bulunabilir mi ki bu esdeger norm ile genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit
nokta teorisi saglanabilsin?” sorusu aragtimacilarin ilgi odagi olmustur.

Bu sorunun halen ¢6ziilememis olmasi sebebiyle bu iinlii soruya cevap vere-
bilmek i¢in yollar acabilecek araclara da aragtirmacilarin ilgi duyacagi s6ylenilmis-
tir. Bu sebeple P.K. Lin’in ¢y analogu olan sorunun cevabinmi almak icin ilk asama
olan calismalara sabit nokta teorisyenlerinin ilgi duyacaktir denilmesi yanlis olmaz.

Dolayisiyla, bu tez caligmasinda Goebel ve Kuczumow un teorisinin ¢, ana-
logu (tabiki bir es deger norm ile) iizerinde calistimistir. Oyle ki bir es deger norm
ile Goebel ve Kuczumow teorisinin ¢ analogu icin elde edilecek verimli sonuglarin
P.K. Lin’in konusunun ¢; analogu iizerinde ¢alismak icin aday es deger norm bul-
manin ilk adimin1 atacak hamle olmas1 sebebiyle biiyiik bir dneme sahiptir.

Not edilmelidir ki (co, ||.||,,) uzaymin herhangi kapali, sonsuz boyutlu alt
uzayinin da geniglemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini [S.N.T. (g.f.)] bozar
sonucu Dowling, Lennard ve Turett’in calismasi [3] ile gosterilmistir. Bu sebep-
le Goebel ve Kuczumow ¢alismasinin ¢y analogunun diisiiniilmesi i¢in oncelikle

konu bir es deger norm alarak ele alinmalidir. Yani, su sekilde bir soru iizerinde
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caligilabilir: “cy’1n bir yeniden normlanmig1 var midir ki ve zayif kompakt olmayan
kapali, sinirhi ve konveks bir C' alt kiimesi bulunabilir mi ki bu kiime iizerinde
tanimli her genislemeyen fonksiyonun sabit noktasi olsun?”. Yakin zamanda bu
soruya fonksiyona afinlik kosulunun eklenmesi durumunda pozitif cevap Nezir’in
caligmasi [13] ile verilmistir. Fakat, soylenebilir ki Nezir’in es deger normuna goére
afin geniglemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olan kiimelerin sinifi
yeterince genis olmayabilir ve sabit nokta teorisine sahip daha genis kiimeler sinifim
farkli es deger normlar ile elde edebilmek bir bagska dnemli aragtirma konusu ola-
caktir.

Afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip kiimelerden
olusan daha genis bir sinif elde etmek amaciyla, bu ¢alismamizda yeni bir es deger
norm gelistirilmistir ve gosterilmistir ki bulunan es deger norma gore afin genigleme-
yen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip ¢y’1n alt kiimelerinden olusan ¢ok
genis bir sinif vardir.

Bu kiimelerin sinifin1 tanitmadan once Nezir’in Lennard ile olan ortak calis-
mast [10] hatirlatilmalidir fakat daha once afin genislemeyen fonksiyonlarin sabit
nokta teorisi ile ¢y’ da zayif kompakthik baglantisinin goriilebilmesi i¢in biraz daha
litaratiir bilgisinin verilmesi gerekmektedir cilinkii bu tez ¢calismasinda gosterilmekte-
dir ki ¢y’1n bir yeniden normlanmig1 vardir dyle ki bulunan es deger norm ile ¢y’da
zay1f kompakt olmayan ve afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teori-
sine sahip cok genis bir aile vardir. Unutulmamalidir ki Dowling, Lennard ve
Turett’in ¢aligmast [4] ile gosterilmistir ki bilinen normu ile ¢y’daki zayif kom-
paktlik genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine denktir.

Lennard ile Nezir’in [10] makalesini ve bu tez calismasini ¢y’da bazi zayif
kompakt olmayan alt kiimeleri iizerinde odaklanmasina sevk eden calismalar ile
gozlemlenmigtir ki bu bahsi gecen kiimeler cy’1n bilinen normuna gore afin genis-
lemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip degildir ve Nezir tarafindan
gozlemlenmistir ki bu bahsi gecen kiimeler gelistirilmis olan es de§er norma gore
afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahiptir.

co Banach uzayi ele alindiginda dyle ki bu uzay 0 a yakinsak diziler uzay1
olup; 1981’de Maurey’in c¢aligmasi [12] ile ispatlanmustir ki (co, || - ||oo)’tn her-
hangi bir bogstan farkli C' zayif kompakt konveks alt kiimesi iizerinde tanimli her
genislemeyen 7" : C' — C' fonksiyonunun bir sabit noktasi vardir; yani, (o, || - ||oo)

genislemeyen fonksiyonlar i¢in zayif sabit nokta teorisine (z-S.N.T. (g.f.)) sahiptir.
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Bu sonucun tersine, 2004 yilinda Dowling, Lennard ve Turett’in ¢aligmasi
[4] ile gosterilmistir ki (co, ||.||, ) uzayindan alinan herhangi bir zayif kompakt ol-
mayan, kapali, sinirli, konveks (k.s.k.) A alt kiimesi lizerinde tanimlanabilen sabit
noktasiz en az bir ||.|| _-genislemeyen 7" fonksiyonunun vardir ve bu sonu¢ Mau-
rey’in teoremini gerek ve yeter kosul olarak genellestirmistir. (Not edilmelidir ki
genel olarak Maurey’in sonucu ¢ogu Banach uzayda gecerli degildir. Ornegin,
X = (LYo, 1, ]| - ||), C = {f € LY0,1] : 0 < f <1} veT:C — C
Alspach fonksiyonu olarak alinirsa; yani, her f € C, T'f su sekilde tanimlansin:
t €[0,3)i¢in (Tf)(t): =min{2f(2t),1} ve
t €[5, 1] i¢inise (Tf)(t): = max{2f(2¢t —1),1} — 1 olarak tanimlansin; bu
durumda, ||-||; normuna gore 7" genislemeyen olup ayrica goriilebilir ki sabit noktast
yoktur [1]. Bu 0rnegi kullanarak Alspach zayif kompaktli§in sabit nokta teorisine
sahip olmak i¢in yeterli olamayacagini literatiirde ilk defa gosteren kisi olmustur.)

Yakin zamanda 2015’de Gallagher, Lennard ve Popescu’nun caligmasi [6]
ile gosterilmistir ki ¢’deki zayif kompaktlik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit
nokta teorisine denk degildir ve bu gergek (¢, || - || ) yakinsak diziler uzayidan
aliman zayif kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks bir kiime olan bir W
altkiimesi ele alinip bu kiime iizerinde tanimli herhangi 7': W — W genislemeyen
fonksiyonunun bir sabit noktas1 oldugu gosterilerek ispatlanmigir. Aslinda bu calis-
mada yapilan: ¢, uzayi iizerinde bir esdeger norm || - ||~ tanimlanip ve iki adet zay1f
kompakt olmayan kapali, sinirlt ve konveks kiimeler ele alinip bunlarin ¢ uzayinda
izomorfik oldugu iki hiperkonveks kiimeye denk olduklar1 gosterilmistir, dyle ki
hiperkonveks kiimelerin genigslemeyen fonksiyonlarin sabit nokta teorisine sahip
olmas1 sebebiyle bu kiimelerin zayif kompakt olmadiklar1 fakat sabit nokta teori-
sine sahip olduklari dile getirilmigtir. Daha sonra ise dolayli bir yol ile (¢, || - ||0)
uzaymnin (co, || - ||«) uzayina izomorf olmasi sebebiyle literatiirde ilk defa olarak
co’a izomorf olan bir uzayda zayif kompakt olmayan, kapali, sinirli, konveks, hatta
hiper konveks olan ve genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip bir
W kiimesinin varlig1 bulunmustur.

Bu sonucun tersine, 2004 yilinda Dowling, Lennard ve Turett’in ¢aligmasi
[4] ile gosterilmistir ki ¢y’da zay1f kompaktlik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit
nokta teorisine denktir ve bu teorem (cy, ||.||,,) uzayindan alian herhangi bir zayif
kompakt olmayan, kapali, sinirli, konveks (k.s.k.) K alt kiimesi iizerinde tanimlana-

bilen sabit noktasiz en az bir ||.|| _-genislemeyen 7" fonksiyonunun varlig1 gosterile-
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rek ispatlanmistir. Bulunan bu 7" fonksiyonu genel olarak afin degildir. (co, ||.|..)
uzayindan alinan her zayif kompakt olmayan (k.s.k.) K alt kiimesi iizerinde tanimla-
nabilen sabit noktasiz bir afin ||.|| _-geniglemeyen .S fonksiyonunun bulunup bulu-
namayacagi acik bir sorudur.

Bu sorudan ilham alinarak 2011 yilinda Lennard ve Nezir’in caligmasi [10]
ile ispatlanmistir ki eger bir Banach uzay1 bir asimtotik izometrik (a.i.) co-toplam
baz dizisi (x,,),en’1 igerirse o zaman bu (z,),cn dizisinin kapali konveks kabugu
olan F := co({z, : n € N}) kiimesi afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit
nokta teorisini bozar.

Bahsedilen bu makalede ilk olarak cqy’daki baz1 6zel a.i. c¢p-toplam baz
dizileri lizerinde ¢aligilmistir.

Ornegin b € (0, 1) keyfi olmak iizere ve (e,,),en dizisi n’inci koordinati bir
ve diger koordinatlari sifir olan (co, ||.|| ) ve (¢*, ||.||,) vzaylarinin sartsiz bazi (ayn1
zamanda kanonik bazi) olan dizi olmak iizere f; := bey, fo := bes ve her n > 3 icin
fn = ensecerek cp’da (f,)nen dizisini olusturup daha sonra ¢ i¢inde asagidaki

sekilde tanimlanan kapali, sinirli, konveks alt kiime £ = F), elde edilmistir.

E = {Ztnfn:1:t12t22...2tn¢n0} .
n=1

Burada goriilmiigtiir ki n; := f; veher n > 2i¢inn, := f; + ... + f, olarak
tanimlandiginda elde edilen (7),,),en dizisi goz Oniine alimirsa £ kiimesi asagidaki

sekilde yazilmgtir:

E= {Zannn: her a,, > 0 ve Zanzl} .
n=1 n=1
Bu durumda agagidaki teorem verilmistir:

Teorem 1.1 b € (0,1) olsun. O zaman yukarida tammlanan (n,),en dizisinin ka-
pali, konveks kabugu olan E = co({n, : n € N}) oyle bir kiimedir ki bu kiime
lizerinde tanmimli sabit noktasiz afin ||| -genislemeyen bir U : E — E fonksiyonu

bulunabilir [10].

Not edilmelidir ki burada (7, ),y dizisi bir a.i. co-toplam baz dizisidir.

Daha sonra bu sonug¢ daha da genellestirerek asagidaki teoremler sunulmustur.

Teorem 1.2 Z = (bn)nen dizisi (0,1] araliginda b,, 1, 1 olacak sekilde herhangi

bir artan dizi olsun. Hern € N icin f, := b,e, olacak sekilde cy da bir (f,,)nen
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dizisi alinsin. Daha sonra ¢y’ da E/ = EZ kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Ztnfn:1:t12t22...2tn¢n0} :
n=1

Bu durumda E oyle bir kiimedir ki bu kiime tizerinde tanumli sabit noktasiz

afin ||.|| . genislemeyen bir U : E — E fonksiyonu bulunabilir [10].

Teorem 1.3 | = (b )nen dizisi (0, 00) araliginda bir k > 0 sayisina yakinsayan
herhangi bir dizi olsun. Her n € Nigin f, := b, e,, olacak sekilde cy’da bir ( f,,)nen

dizisi alinsin. Daha sonra cy’da F = E? kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E:= {Ztnfn:1=t12t2z...2tn¢no} .

n=1

Bu durumda E oyle bir kiimedir ki bu kiime iizerinde tanimli sabit noktasiz

afin ||.|| .-genislemeyen bir U : E — E fonksiyonu bulunabilir [10].

Teorem 1.4 | = (by ) nen dizisi (0, 00) araliginda simirly herhangi bir dizi olsun.
Her n € Nigin f, := b,e, olacak sekilde cy’da bir ( f,,)nen dizisi alinsin. Daha

sonra cy’ da B = E? kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Zt,,fn:1:tlzt22...ztn¢no} :
n=1

Bu durumda E oyle bir kiimedir ki bu kiime iizerinde tanimli sabit noktasiz

afin ||.|| -genislemeyen bir U : E — E fonksiyonu bulunabilir [10].

Daha 6nemlisi, [10] calismasinin ana sonucu olarak asagidaki teorem veril-

mistir.

Teorem 1.5 L € (0, 00) olsun. Eger bir Banach uzayt L-dl¢ekli asimtotik izometrik
co-toplam baz dizisi (x,)nen icerirse bu uzay afin genislemeyen fonksiyonlar igin
sabit nokta teorisini bozar. Ciinkii (x,,)nen dizisinin kapali, konveks kabugu olan
E :=7¢o({z, : n € N}) oyle bir kiimedir ki bu kiime iizerinde tanimli sabit noktasiz

afin daralan bir U : E — E fonksiyonu bulunabilir [10].

Nezir’in [13] calismasinda ¢, iizerinde bazi sartlar1 saglayan bir « skalarina
bagl asagidaki ||-|| esdeger normu ile bir bagka || - || esdeger normu tanimlanmigtir.
Calismada gelistirilen ilk norm ile gosterilmistir ki en azbir0 < b < lve a > 1

sayilar1 vardir 6yle ki Teorem 1.1°de verilen E kiimesine benzer olarak

E = @({Z fx + fii=ber, foi=bey, fni=en, Vn>3})
k=1

5



alindiginda F kiimesi iizerinde tanimlanan her 7" : £ — FE afin ||-||-genislemeyen
fonksiyonunun £ kiimesinde bir sabit noktas1 vardir.

a € Rolsun. z = (&) € ¢ i¢in
Izl == llzll + sugZ@k |6 — ag;| dyleki Y Qu=1, Qx L 0
IEN k=1 k=1

ve Qr > Qk-f—l: Vk € N.

Ayn1 makalede gelistirilen asagidaki sekilde tanimlanan diger esdeger norm
|- I~ ele alindiginda ise yukarida bahsedilen E kiimeleri afin || - |~ —genislemeyen
fonksiyonlar icin S.N.T."yi saglar.

Her z = (&.)x € ¢ igin

[~ == lim sup (Z M) oyleki v, T 1, v artan .
P—0 LeN —

Bu tez calismasinda Lennard’in danigsmanli§inda yazilmis olan Nezir’in dok-
tora tezinde ve Lennard ile Nezir’in hazirlik asamasindaki makalesinde [14, 9] yer
alan bazi cyp-toplam baz dizilerinin sinifi iizerinde de calisilmistir. Bu sinif igin
[14, 9] calismasi ile agsagidaki sonuglar verilmistir.

(Vn)nen dizisi (0, 00) araliginda oyle bir dizidirki her n € Nicin I' < ~,
olacak sekilde I' > 0 var ve 0 := i |7 — Yn—1| < oo olsun; ayrica kabul edilsin
Ki (bn)nen dizisi (0, 00) arahgmdangizr A € (0, 00) sayisina yakinsasin. Bu durumda
her n € Nigin 9, := 7y,(bie; + baeg + bzes + byey + ... + bye,,) olacak sekilde
bir dizi tanimlansin. Ayrica kabul edilsin ki (1,,),en dizisi alt ¢p-toplam tahminini

saglasin. Yani, kabul edilsin ki 3K € (0, 00) var dyle ki Voo = (o, )nen € oo igin

>y > o1
j=n 7j=1
totik izometrik ¢op-toplam baz dizisidir. Ayrica (7),)nen’in kapali konveks kabugu

K sup < dir. Bu durumda, (7),,)nen dizisi bir L-6l¢ekli asim-

n>1

olan £ := ¢o({n, : n € N}) kiimesi iizerinde sabit noktasiz afin ||.|| , —daralan
U : F — E fonksiyonu vardir.

Literatiirde yer alan yukaridaki teoremlerdeki biitiin bu £ kiimeler tanitildik-
tan sonra girig boliimii bu tez ¢calismasinda bulunan sonuglarla su sekilde sonlandiri-
labilir: ¢, tizerinde asagidaki sekilde tanimlanmis ||. || normu ele alindiginda 6ncelik-
le gosterilmistir ki (co, ||.||) Banach uzay1 (cg, || - ||o) 10 bir asimtotik izometrik
kopyasini icermez ve dolayisiyla bu ¢alismada gelistirilen norm sabit nokta teorisini

saglayabilecek kapali sinirli konveks kiimeleri aramak i¢in giizel bir adaydir. Sonra



ise gosterilmistir ki yukarida bahsedilen £ kiimeleri afin ||. || —geniglemeyen fonksi-
yonlar i¢in S.N.T.’yi saglar. Hatta daha bir genel sonu¢ olarak asagidaki teoremler
verilmistir:

Her z = (&)x € ¢ igin

1
o] := = lim sup~ io: BEY supio:Q & — g
Y1 P00 keN F = 2 1 et = k |Sk j

+m SU}I\?ZQi |6k — a;I® Byle ki v, T 1, Yoz > Vg1, Vh € N,
JEN =1

Yo = 71, ¥ 1= (§})jen 2’in azalan yeniden diizenlemesi,

i Qr=1, Qr 0 ve Qr > Qx+1, VkeN
olmak iizere Z;lllan yeniden diizenleme kavrami su sekilde tanimlanir:
3 1-1 7 : N = N fonksiyonu ve 3(¢;);en Oyle ki her bir e,;y € {—1,1} ve
&)k = &) | = Exr) Enry), Vh € N

Teorem 1.6 Z = (bn)nen dizi (0,00) araliginda herhangi bir dizi olsun. Her
n € Nigin f, := bype, olacak sekilde cy’da bir ( f,)nen dizisi alinsin. Daha sonra

c'da B = E? kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Ztnfn:1:t12t22...2tn¢n0} .

n=1

Bu durumda, E kiimesi afin | .||

-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

teorisini saglar.

Sonug 1.1 (11,)nen ve (bn)nen dizileri (0, 00) araliginda herhangi dizi olsun. Her
n € Nigin n, := pin(breg + boes + bses + byey + ... + bye,) olacak sekilde (1) nen
dizisi tammlansin.

E kiimesi (1, )nen dizisinin kapali konveks kabugu olsun; yani,

E = @o({n, :n € N}).

Bu durumda, E kiimesi afin ||.||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

teorisini saglar.



2. ON BILGILER

Tanmm 2.1 F kiimesi bir (X, ||.||) Banach uzayinda bostan farkli kapali, sinirly, kon-
veks alt kiime olsun. U : E — FE bir fonksiyon olsun.

1. Egerher A € [0,1] ve herxz,y € Eicin U((1 — Nz + \y) = (1 —
AN U(z) + AU(y) ise U’ya afin fonksiyon denir.

2. Eger herx,y € Eicin ||U(x)—U(y)|| < ||[x—yl|| ise U’ya geniglemeyen
fonksiyon denir.

Ayrica, eger her geniglemeyen U : E — L icin en az bir z € E var oyle ki
U(z) = z ise E kiimesine geniglemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisi [S.N.T.

(g.f.)] ne sahiptir denir.

(X, ||.]]) bir Banach uzay1 olsun ve £ C X olsun. E’nin kapali konveks kabu-

gunu co(E) ile sembolize ederiz. Bilindigi tizere (co, |||, ) uzay: asagidaki sekilde

tanimlanir
co = {x = (Zp)nen : her z, € R ve lim z, = 0} )
n—oo
Ayrica, herz = (Z,)nen € o i¢in ||z||oe := sup |z,|; ve (€4]] - ||,) asagidaki
neN

sekilde tanimlanir.

"= {x = (Zp)nen : her x, € Rve ||z]|, := Z 2| < OO} .

n=1
Ayrica sonlu sayida sifirdan farkl terimi olan dizilerin vektor uzayin cqq ile gosteri-
lir. Oyle ki ¢y (ve £*) uzayinda bulunan {e,, : n € N} kiimesi lineer olarak cgg
uzayini gerer.

Lennard ve Nezir’in makalesinde [10] yer alan bir (X, ||.||) Banach uzayinin
icinde bulunabilecek bir asimtotik izometrik cy- toplam baz dizisi tanimi asagidaki

sekildedir.

Tamim 2.2 (X, ||.||) bir Banach uzay: olsun, (x,,)nen dizisi X 'de yer alan ve asagi-
daki kosulu saglayan bir dizi olsun; o zaman, bu () ey dizisine (X, ||.||) uzaymnda

bir asimtotik izometrik (a.i.) co-toplam baz dizisi denir : En az bir 0’a yakinsak aza-



lan bir dizi (e,)nen C [0, 00) vardir dyle ki her (t,)nen € Coo igin

1 o0 [e.o] o0
t;| < tiay| < 1+e, t;
i?f(wen); J_]Zl i T _fgrf(n% )]Zn j

dir.
Eger bir L > 0 icin (z,/L)nen bir asimtotik izometrik co-toplam baz dizisi
oluyorsa (2, )nen dizisine (X, ||.||) uzayinda bir L- dlcekli asimtotik izometrik cy-

toplam baz dizisi denir.

Bu tanimdan yola cikilarak Lennard ve Nezir’in caligmasi [10] ile asagidaki
teoremler verilmistir. Not edilmelidir ki bu tez caligsmasinin iizerinde ¢aligtig1 kiime-

ler bu teoremlerde bahsedilen kiimelerden tiiremistir.

Teorem 2.1 L € (0,00) olsun. Eger bir Banach uzay: bir L-6l¢ekli asimtotik izo-
metrik co-toplam baz dizisi (x,)nen’i icerirse, E = ¢o({x, : n € N}) kiimesi
afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini bozar. Hatta bundan daha
fazlasi da soylenebilir: en az bir sabit noktast olmayan afin daralanU : E — E

fonksiyonu vardir [10].

Teorem 2.2 Z = (bn)nen dizisi (0,1] araliginda b,, 1, 1 olacak sekilde herhangi
bir artan dizi olsun. (Yani her n € Nicin b, < b,.1). Her n € N icin f, =
bnen olacak sekilde co’da (f,)nen dizisi tamumlansin. Daha sonra cy’da bir E =

E? kapalr simirli konveks alt kiimesi asagidaki sekilde tanimlansin:

E = {Ztnfn:1:t12t22...2tn¢n0} .
n=1

O zaman; sabit noktast olmayan en az bir afin || - || _-genislemeyen U : E — E

fonksiyonu vardir [10].

Tamm 2.3 (X, ||.||) bir Banach uzayi olsun. (X, ||.||) Banach uzayina asagidaki
kosulu saglamasi durumunda c’in bir asimtotik izometrik kopyasini icerir denir:
X ’de en az bir (x,)nen dizisive terimleri (0, 1) araliginda yer alan 0’a yakin-

sak en az bir (,,)nen dizisi vardir dyle ki her (t,)nen € co igin

o0
Z tnTn

n=1

sup (1 —¢g,) |ta] <
neN

<sup |t
neN

olur [3] .



Teorem 2.3 Eger bir (X, ||.||) Banach uzay: c¢y’in bir asimtotik izometrik kopyasin

icerirse ||.||-genislemeyen fonksiyonlar i¢cin sabit nokta teorisini bozar [3].

Tammm 2.4 (X, ||.||) bir Banach uzay: olsun. (z,,)nen dizisi X Banach uzayinda v €

X noktasina zayif yakinsadiginda eger en az bir (x,, )ren alt dizisi bulunabiliyor

oyle ki bu alt dizinin Cesaro avaraji normlu olarak x’e yakinsiyor ise yani
N

li L e —

ozelligine sahiptir denir.

= 0 oluyorsa (X, ||.||) Banach uzaymna zayif Banach-Saks

Lemma 2.1 Eger {x,} dizisi {* uzayimin x noktasina zayif* topolojisine gire yakin-

sak bir dizi ise, 0 zaman her y € " icin
r (y) = limsup ||z, — y||, olmak iizere r (y) = r (z) + ||y — x|, dwr [7].

Lemma 2.2 (X, | .||) bir Banach uzay: olsun, (x,), dizisi X de simirl bir dizi
olsun. Herhangi bir (x, ), alt dizisi icin asagidaki sekilde tamimlanan

s: X — [0, 00) fonksiyonunu goz éniine alinsin:

>3

m e Y
k=1

Bu durumda, eger (yn,),, dizisi cy’da x’e zayif topolojide yakinsayan bir dizi ise,

s (y) = limsup , Vye X .

m

\|-|| normu cy iizerinde ||-|| . normuna esdeger herhangi bir norm olmak iizere Ce-
saro avaraji normsal olarak x’ e yakinsayan en az bir (x,), alt dizisi vardir (cg
uzaymnin zayif Banach-Saks ozelligi sebebiyle [15]) oyle ki s fonksiyonu bu alt dizi
vasitastyla yazilirsa s(z) = 0ve s (y) = |ly — || , Yy € ¢o dir [13].

Tanmm 2.5 o € R olsun. © = (& )x € co icin

1
- L = |§j’p ' - * *
it = £t (3255 4 eSS -
J: =

+m Sugz Q2 & — o&;|” oyle ki i Th 1, Yra2 > Yae1, Vh € N,
JEN =1

Yo =1, T* = (&§})jen x’in azalan yeniden diizenlemesi,

i Qr =1, Qr 1k 0 ve Qr > Qrr1, Yk € N olmak iizere
azalan yeniden d];?enleme kavrami su sekilde tanimlanir:
3 1-1 7 : N — N fonksiyonu ve 3(e;) jen 0yle ki her bir ey € {—1,1} ve (&) =
S| = Enr) En(ry, VE € N

Bu durumda her « icin ||.|| normu cg iizerinde bir esdeger normdur.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

Calismanin bu boliimiinde Nezir’in [13] calismasinda yer alan bu tez ¢aligma-
sina ilham kaynag1 olan gelistirilen bir bagka es deger norm vasitasiyla co’da S.N.T yi
afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in koruyan genis bir zayif kompakt olmayan, kapali,

sinirl ve konveks kiimeler ailesi tanitilmistir ve ilgili teoremler sunulmustur.

3.1. cy’da Nezir’in gelistirdigi bir diger es deger norma gore
S.N.T.’yi afin genislemeyen fonksiyonlar icin koruyan genis
bir zayif kompakt olmayan, kapali, sitmirh ve konveks

kiimeler ailesi

Tanmm 3.1 z = (&), € ¢ igin

1
o0 ) P E
lzl|~: = lim sup~y Z M oyle ki i, 11 1, v artan bir dizi
P keN — 2

seklinde tanimlansin.

Kolayca goriilmiistiir ki asagida verilen sebeplerden dolayi bu norm c iizerinde
co’tn kanonik normuna yani alisilmis normuna es degerdir.

& = (&);en € Co olsun.

Bu durumda,
dN €N > ||lz||, = sup [&] = max [&] = |En] olur.
keN keN

Ortalama kuvvet esitsizlikleri geregince (bkz. [8]) (agirlik dizileri ile olusturul-

musg olan egitsizlikler ele alinmak suretiyle),

Izl = max|&
= max{|§l|7|€2|7""|§]\f‘}
1
i (e
1m
2N

p—o0

= lim Z’£k|p ’
poe \ £~ 2N

11



elde edilir.
Bu sebeple,

1
L = &7 \”
2]l = Jim (; o

dir.
O halde kolayca goriilebilir ki tanimlanan bu norm c iizerinde cy’in kanonik

normuna yani alisilmis normuna es degerdir.

3.1.1. Toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu Nezir’in es
deger normuna gore cy’da S.N.T.’yi afin genislemeyen

fonksiyonlar icin saglar.

Ornek 3.1 Toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu ele alinsin. Yani , her
n > 1igin f, = e, olacak sekilde cy’da (f,)nen dizisi goz éniine alinsin. Daha

sonra cy’da E = Ef kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E::{Z o fo 1:t12t22...2tn¢n0}.

n=1
n = fivehern>2icinn,: = fi+...+ f, olmakiizere (n,)nen dizisi
tamimlansin.
Kolayca goriilebilir ki E = {Z apMy . her a, >0 ve ) a, = 1} .
n=1 n=1

Bu durumda ¢ok iyi bilindigi iizere F kiimesi (1), )nen dizisinin kapali konveks kabu-
gudur ve saga kaydirma fonksiyonu (yani, U(ty,to,t3,...): = (1,11, ta,13,...)
seklinde tammh U : E — E fonksiyonu) sabit noktasiz afin ||.|| _-genislemeyen bir

fonksiyondur.

Teorem 3.1 Tamum 3.1 ile verilen ||.||~ normu icin yukaridaki ornekte verilen E

kiimesi afin ||.||~ —genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini saglar.

Ispat I kiimesi yukarida verildigi gibi tanimlansin ve T : £ — E herhangi bir
afin [|.||~—geniglemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda en az bir (z(™)) o €F
dizisi vardir 6yle ki |72 — 2™ ||~ — 0 ve dolayisiyla || Tz™ — x(”)HOO — 0

dir. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt diziye gegis yaparak sdylenebilir ki en

12



az bir z € ¢, vardir dyle ki (™ dizisi z noktasina zayif topolojide yakinsar. O zaman
Lemma 2.2 geregince, bu alt dizi vasitasiyla asagidaki sekilde verilen

s 1 co — [0, 00) fonksiyonu tanimlanabilir.

%ijmw_y

~

s (y) = limsup , Yy €eq.

Bu durumda

sty)=1l y—=z 17, Vyé€cydr.

E kiimesinin zay1f kapanist olan kiime asagidaki sekilde tanimlansin:

W .= o=, 1) {Zannn. her anz()veiangl}

n=1
Durum 1: z € I oldugu varsayilsin.
Bu durumda s(7'z) = || Tz — z||~ dir.
Ayrica,

~

s(Tz) = limsup —Zx(k)—Tz

m m

1 m
< limsup (— Z )
m

~

m

m
I rlls,w) _L1s,w
—l—nnnfup (mZJC ) mZm
k=1 k=1
dir.
Fakat T afin ve ||.||~—genislemeyen oldugundan,
s(Tz) < limsup| T lix(k) —Tz N
< ¢ m 2
+lim Sup Z Z )
mi3 (L
1
< limsup|| — Z:r(k) —z
m M4
= s(z)
olur.

Bu sebeple, |7z — z||~ < 0; yani, Tz = z dir.
Durum 2: z € W\ E oldugu varsayilsin.
Bu durumda, z su formdadir > 0,7, dyleki > o, < 1dir.

n=1 n=1
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O halde

0= l—ian
n=1

ve
ha = (01 +A0)m + (o2 + (1 = A)d)me + Zannn
n=3

olarak tamimlansin.
hy’nin E kiimesi i¢inde olmasi amaciyla A\’nin degerleri

[—%, 2+ 1} kiimesinden alinir; bu durumda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

llx =27 = [IAder + (1 = A)d(ex + eo)[|]
_ m 8 L= AP el = Al
= N 1 T4
1— Ao
= Imnax {’)/1|1 - )\|5, %}
dir.
Simdi
.= min Il — 2|~
Ae[-4, B4

seklinde tanimlansin.

O halde, I" = 0 dir ve bu yiizden ||, — z||~ normu minimum degerini
[—%1, L2+ 1} araliginda A = 1’de tek deger olarak alir 6yle ki bu minimum deger
0 dir.

Bu sebeple, eger A degerleri [—%, 2+ 1] araligindan segilirse hery € E ve
her z € W\ Eigin ||y — z||~ > T olup bir tek hy, € E ||hyx — z||~’1 minimize
eder.

Simdi,

A= {yeE : [ly—z[~ <T}
olarak tamimlansin. Not edilmelidirki [|hy, — 2||” = Tolup A # @ ve A C F

kiimesi kompakt ve konveks bir kiimedir .

Simdi goriilebilir ki her » € A i¢in

~

s(Th) < limsup

m

1 m
T(= ZM) —Th
(m k=1
T (l i“”(k)> 3 il’(k)
m k=1 m k=1

14

~

+lim sup

m




dir.

O halde T afin ve genislemeyen oldugundan

s(Th) < limsup

k=1
“+lim sup 1 i Tz® — 1 i )
m mi3 mi3
1 & h
< i il (k) _
1mmsup - Z x h
k=1
= s(h)
olur.
Ayrica, s(Th) = ||Th — z||~ ve s(h) = ||h — 2|~ dir.
Bu sebeple,
Iz = Thl|™ < |l =R~ = llz=Thll> =|lz k||~ = Th € A
dir.

Bu durumda, 7'(A) C A dir ve T siirekli oldugundan (genislemeyen fonksi-
yonlar siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi [2] geregince (Kompak kiimeler
tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir) 7" nin bir sabit noktasi
vardir 8yle ki h = hy, noktast y € E igin ||y — z||™ yi minimumlagtiran tek nokta
olup Th = h dir.

Bu sebeple, arzu edildigi gibi £ kiimesi S.N.T. (g.f.)’ye sahiptir.

3.1.2. co ({ Z fr : ne€ N}) (oyleKki fi := bey, fo:= bey,
k=1
j > 3icin f; := e;) kiimesi afin || - ||~ —genislemeyen

fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini korur

Teorem 3.2 Tamum 3.1°de verilen ||.||~ normu ele alinsin. b € (0,1) olsun. f; :=
bei, fo := bey ve hern > 3 igin f,, = e, olacak sekilde cq’da bir ( f,)nen dizisi
tammlansin.

n = fivehern > 2icinn, = fi+ ...+ f, olmakiizere (1, )nen dizisi
tamimlansin ve daha sonra cq da kapali, simirly, konveks olan asagidaki E = F), kiime
ele alinsin.

E:—{ian Nn @ her anz()vei an—l} .
n=1

n=1
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Not edilmelidir ki E kiimesi (1, )nen dizisinin kapalt konveks kabugudur. Bu
durumda E kiimesi afin ||.||~ —genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini

saglar.

Ispat Yine Teorem 3.1 ispatinda uygulanan teknik burada da kullanilabilir.

E kiimesi teoremin hipotezinde verildigi gibi tanimlansin ve
T : E — E herhangi bir afin || .||~ —genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda en
az bir (x(”))n oy € E dizisi vardir dyle ki ||T° ) — ™|~ — 0 ve dolayisiyla
HT:)J(") —z(™ Hoo = 0 dir. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt diziye gegis ya-
parak soylenebilir kien azbir z € ¢, vardir dyle ki 2" dizisi z noktasmna zayif
topolojide yakinsar. O zaman Lemma 2.2 geregince, bu alt dizi vasitasiyla asagidaki
sekilde verilen s : ¢g — [0, 0o) fonksiyonu tanimlanabilir.

~

m

%wa)_y

k=1

s (y) = limsup , Yy €.

m

Bu durumda

sy)y=1ly—=z|~, Vy€cdir.
Simdi £ kiimesinin zayif kapanist olan kiime asagidaki sekilde tanimlansin:

W .= FU(ZW’Z):{ZQ,@%: her anZOVeZangl }
n=1

n=1
Durum 1: z € E oldugu varsayilsin.

Bu durumda s(7z) = || Tz — z||~ dir.

Ayrica,
1 & i
= i = (k) _
s(Tz) hmnfup — Z x Tz
k=1
1 & i

< I il k)] _

< 1mn§up T(me ) Tz

k=1
+limsup || T (i Z x(k)> — i Z )
m M4 M4

dir.
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Fakat 7" afin ve ||.[|~—genislemeyen oldugundan,

1 m
T|— Zx(k)> - Tz
(m k=1

~

s(Tz) < limsup

1 & 1 & N
+limsup || — E Tz — = E )
m M= M=
1 & N
< — (k) _
< 1mﬂ§.up - ,;:1 x z

= s(z)

olur.
Bu sebeple, ||z — z||~ < 0; yani, Tz = z dir.

Durum 2: z € W\ E oldugu varsayilsin.
Bu durumda, z su formdadir i ontn Oyle ki i o, < 1dir.
O halde "4 4

0= 1_i0"
n=1

veE
hy = (o1 4+ Ao)m + (o2 + (1 = X)0)n2 + Zgnnn
n=3

olarak tamimlansin.
hy’nin E kiimesi i¢inde olmasi amaciyla A\’nin degerleri

[—%, 2+ 1} kiimesinden alinir; bu durumda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

Ihx —2[|7 = [[Adm + (1 — X)ona||™
= [[Adber 4+ (1 — X)d(bey + bes)||™

v —AlPor] _
= blimsup{ryl{é__i_“ Alé] 2l /\|5}

P—oo 2 4 4
1— Ao
= bmax {71|1 - /\|(5,%}
dir.
Simdi
.= min lhx — 2|~
Ae[-2, 241

67 0
seklinde tanimlansin.
O halde, I' = 0 dir ve bu yiizden [|h) — z[|~ normu minimum degerini
[—2, 2 4+ 1] arahginda A = 1°de tek deger olarak alir dyle ki bu minimum deger
0 dir.
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Bu sebeple, eger A degerleri [—2t, 22 + 1] araligindan segilirse hery € E ve

her z € W\ Eigin ||y — z||~ > T olup bir tek hy, € E ||hyx — z||~’1 minimize

eder.
Simdi,
A= {yeE: fly—z|"<T}
olarak tammlansin. Not edilmelidirki [|hy, — 2||” = Tolup A # @ ve A C F

kiimesi kompakt ve konveks bir kiimedir .

Simdi goriilebilir ki her € A igin

~

s(Th) < limsup

m

1 m
T — Zx(k)> —Th
(m k=1
T (l ixw)) 43 ixw
e k=1 §r k=1

~

+lim sup

m

dir.
O halde T afin ve genislemeyen oldugundan
i .
] il (k)| —
s(Th) < hmmsup T (mZx ) Th
k=1
“+lim sup = i Tz® — = i z®)
m M= M=
1 & )
< i il (k) _
1mmsup - Z x h
k=1
= s(h)
olur.
Ayrica, s(Th) = ||Th — z||~ ve s(h) = ||h — z||™~ dir.
Bu sebeple,
llz = ThlI™ < llz = All~ = llz = Thil~ =llz = h[* = Th e A
dir.

Bu durumda, 7'(A) C A dir ve T siirekli oldugundan (geniglemeyen fonksi-
yonlar siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi [2] geregince (Kompak kiimeler
tizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir) 7”nin bir sabit noktasi
vardir dyle ki h = h,, noktas1 y € F igin ||y — z||~ yi minimumlastiran tek nokta
olup Th = h dur.

Bu sebeple, arzu edildigi gibi £ kiimesi S.N.T. (g.f.)’ye sahiptir.
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3.1.3. co ({ ofk 1 ne N}) (oyle ki (b)), dizisi (0, 1]’de
k=1
b, T, 1 olacak sekilde keyfi artan bir dizi olmak iizere
j > 1 icin f; := b;e;) kiimesi afin || - ||~ —genislemeyen

fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini korur

Simdi 6nceki boliimiin sonucu daha da genellestirilecek.

Teorem 3.3 Tanum 3.1°de verilen ||.||~ normu ele alinsin. Z = (b )nen dizisi (0,1]
araliginda b,, T, 1 olacak sekilde herhangi bir artan dizi olsun. Hern € N icin
fn := bye, olacak sekilde cy’da bir (f,,)nen dizisi alinsin. Daha sonra ¢y’da E =

EZ kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Ztnfn: l=t;>t>...>t n0 } .
n=1

Bu durumda E kiimesi afin ||.||~—genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

teorisini saglar.

Ispat Yine Teorem 3.1 ispatinda uygulanan teknik burada da kullanilabilir.

E kiimesi teoremin hipotezinde verildigi gibi tanimlansin ve
T : E — E herhangi bir afin || .||~ —genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda en
az bir (:U(”))neN € E dizisi vardir 6yle ki || T2™ — 2™ ||~ - 0 ve dolayisiyla
HT (™ — 2™ HOO — 0. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt diziye gecis ya-
parak soylenebilir kien azbir z € ¢, vardir dyle ki 2" dizisi z noktasmna zayif
topolojide yakinsar. O zaman Lemma 2.2 geregince, bu alt dizi vasitasiyla asagidaki
sekilde verilen s : ¢g — [0, 0o) fonksiyonu tanimlanabilir.

~

m

%wa)_y

k=1

s (y) = lim sup , Yy €Ec.

m

Bu durumda

sty)=|l y—=z 17, Vy € cdr.

Simdi E kiimesinin zayif kapanisi olan kiime asagidaki sekilde tanimlansin:

_o.ool [e’s) [e%s)
W;:E(l ’”:{Zannn: her anEOVeZangl}
n=1

n=1

Durum 1: z € E oldugu varsayilsin.
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Bu durumda s(7'z) = ||[Tz — z||~ dir.
Ayrica,

~

s(Tz) = limsup —Zx(k)—Tz
m m

1 m
< limsup T(— g x(k)) —Tz
m
k=1

~

m

1 « 1 «
I ISsm) L ,m
—|—1mn§up T(mZJC ) mZm
k=1 k=1
dir.
Fakat T afin ve ||.||~—genislemeyen oldugundan,
s(Tz) < limsup T(lix(’“)> — Tz N
< ¢ -
k=1
+lim sup P i Tz® — 1 i z®
- M= M=
- L g, ®
< limsup|| — Z " — z
m (Lt
= s(2)
olur.

Bu sebeple, |7z — z||~ < 0; yani, Tz = z dir.

Durum 2: z € W\ E oldugu varsayilsin.
Bu durumda, z su formdadir i onMn Oyle ki i op, < 1dir.
O halde = =

0= l—ian
n=1

ve
ha = (014 A0)m + (o2 + (1 = A)d)n + Z%Un
n=3

olarak tanimlansin.

hy’nin E kiimesi icinde olmas1 amaciyla A\’nin degerleri

20
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[—‘%1, 2+ 1} kiimesinden alinir; bu durumda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

[x = =[|7 = [[Adm 4 (1 = X)oma|™
= H‘/\(Sblel + (]_ — /\)5([)161 + bg@g)“‘w

. { [blpdp b2p|1—A|P5T 7262|1—>\|5}
= lim sup< + ,

P—roo 2 4 4

= by lim su ﬁ pﬁ+|1_/\|p5p z Y2|1 — A|S
= bom Py by ) 2 1 7 .

1—)|§
< meaX{’}/1|1 —)\|(5,M}

4
olur.
Simdi
Ci=  min -z
el 4]

seklinde tanimlansin.

O halde, I' = 0 dir ¢iinkii esitsizligin sag tarafinin minimum degeride O dir
ve bu yiizden ||y — z||™~ normu minimum degerini [—2*, 22 + 1] arahginda A =
1’de tek deger olarak alir 6yle ki bu minimum deger 0 dur.

Bu sebeple, eger \ degerleri [—%, 2+ 1] araligindan segilirse hery € E ve
her z € W\ Eigin ||y — z||~ > T olup bir tek hy, € E ||hyx — z||~’1 minimize
eder.

Simdi,

A= {yeE : [ly—z[~ <T}
olarak tamimlansin. Not edilmelidirki [|hy, — 2||” = Tolup A # @ ve A C F

kiimesi kompakt ve konveks bir kiimedir .

Simdi goriilebilir ki her 4 € A igin

~

s(Th) < limsup

m

1 m
7= 2® ) —1h
()
1 & 1 &
T (E ;w) - Zx(k)

k=1

~

+lim sup

dir.
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O halde T afin ve geniglemeyen oldugundan

1 m
T(— ®) ) —Th

~

s(Th) < limsup

k=1
+lim sup l Xm: Tz® — i Xm: 2
m M4 M4
1 & i
< 1 - (k) _
1m7§up - Z x h
k=1
= s(h)
olur.
Ayrica, s(Th) = ||Th — z||~ ve s(h) = ||h — 2|~ dir.
Bu sebeple,
lz=Th||~ < llz= &~ = llz==Thl~ =llz=nh[~= TheA
dir.

Bu durumda, 7'(A) C A dir ve T siirekli oldugundan (genislemeyen fonksi-
yonlar siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi [2] geregince (Kompak kiimeler
tizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir) 7”nin bir sabit noktasi
vardir dyle ki h = h,, noktast y € F igin ||y — z||~ yi minimumlastiran tek nokta
olup Th = h dir.

Bu sebeple, arzu edildigi gibi £ kiimesi S.N.T. (g.f.)’ye sahiptir.

3.14. co ({ ofk + ne N}) (oyle ki (b,,) e dizisi (0, c0)’de
k=1
yakinsak bir dizi olmak iizere j > 1 i¢in f; := b;e;) kiimesi afin

|| - |~ —genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini korur

Simdi 6nceki boliimiin sonucu daha da genellestirilecek.

_>
Teorem 3.4 Tanum 3.1°de verilen ||.||~ normu ele alinsin. b = (b,)nen dizisi (0,00)
araliginda bir k > 0 sayisina yakinsayan herhangi bir dizi olsun. Her n € N
icin f, := b, e, olacak sekilde cq da bir ( f,,)nen dizisi alinsin. Daha sonra cy’da E =

EZ kiimesini asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Ztnfn: L=t >ty > ... >ty n 0 } .
n=1
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Bu durumda E kiimesi afin ||.||~—genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

teorisini saglar.

Ispat Yine Teorem 3.1 ispatinda uygulanan teknik burada da kullanilabilir.

E kiimesi teoremin hipotezinde verildigi gibi tanimlansin ve
T : E — E herhangi bir afin ||.||~—genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda en
az bir () € E dizisi vardir yle ki || Tz — 2|~ — 0 ve dolaystyla
| Tz — ™| — 0. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt diziye gegis ya-
parak soylenebilir kien azbir z € ¢, vardir dyle ki 2™ dizisi z noktasmna zay1f
topolojide yakinsar. O zaman Lemma 2.2 geregince, bu alt dizi vasitasiyla asagidaki

sekilde verilen s : ¢g — [0, 0o) fonksiyonu tanimlanabilir.

s(y)—hmsup Zaj —y , Yy Ecp.

Bu durumda

sy)=1\l y—=z |7, Vy€cdir.

Simdi £ kiimesinin zayif kapanis1 olan kiime asagidaki sekilde tanimlansin:

W .= o1, 1) {Zannn. her anz()vei&ngl}

n=1

Durum 1: z € E oldugu varsayilsin.
Bu durumda s(7z) = || Tz — z||~ dir.
Ayrica,

~

s(Tz) = limsup|| — Y 2z -T2
m m

k=
< limsup (%i )
T . 2F ] - = . 2(F)
(w5) ek

k=1

~

~

+lim sup

dir.

Fakat 7" afin ve ||.[|~—genislemeyen oldugundan,

1 m
T _wa)) _
(m k=1

~

s(Tz) < limsup

1< 1 & -
+limsup || — Z Tz — — Z z®
m ma4 ma4
1 & h
< limsu — ALY
< limsup | — ;

= s(2)
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olur.
Bu sebeple, ||z — z||~ < 0; yani, Tz = z dir.

Durum 2: z € W\ E oldugu varsayilsin.
Bu durumda, 2 su formdadir i onny Oyle ki i o, < 1ldir.
O halde " "

0= 1_i0”
n=1

ve
ha = (01 4+ A0)m + (o2 + (1 = A)d)m2 + Zannn
n=3

olarak tamimlansin.
hy’nin E kiimesi i¢inde olmasi amaciyla A\’nin degerleri

[—%, & + 1} kiimesinden alinirsa asagidaki esitsizlikler elde edilir.

lhx =2l = [|Adm + (1 = A)am||™
= [IAdbier + (1 — A)d(bres + boes)||™

_ PSP boP|L — APSP]7 Aab|l — A|O
= lim sup< m + )
P—roo 2 4 4

<b—1>p5—p

N max{by ,ba} 2

. 1 p

_ by by} 1 : poope?
max {b; , 2}p1_{£10 sup +<max{bz1 ,bz}) 4

b2"/2|1—)\‘5
4 max{by ,b2}

1—Ald
max{bl ,bg}maX{’YlH — )\‘(5,%}

b

IN

olur.

I:= min A — 2|~
Ae[-2, 241

seklinde tanimlansin.

O halde, I' = 0 dir ¢iinkii esitsizligin sag tarafinin minimum degeride O dir
ve bu yiizden ||y — z||™~ normu minimum degerini [—2, 22 + 1] arahginda A =
1’de tek deger olarak alir 6yle ki bu minimum deger 0 dur.

Bu sebeple, eger A degerleri [—%, 2+ 1] araligindan segilirse hery € E ve

her z € W\ Eigin ||y — z||~ > T olup bir tek hy, € E ||hyx — z||~’1 minimize

eder.
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A= {yeE : [ly—z[~<T}

olarak tamimlansin. Not edilmelidirki [|hy, — 2||” = Tolup A # @ ve A C F
kiimesi kompakt ve konveks bir kiimedir .

Gortilebilir ki her h € A igin

~

s(Th) < limsup

m

1 m
T|— ®) ) —Th

k=1
+limsup || T (l i ZB(k)> _1 i z®
m M4 M4
dir.
O halde T afin ve geniglemeyen oldugundan
1 & N
< 1 — k)| _
s(Th) < hmnfup T (mZx ) Th
k=1
+lim sup i Xm: Tz® — i zm: %)
& M= M=
T i
< 1 - (k) _
< limsup | > a® —h
k=1
= s(h)
olur.
Ayrica, s(Th) = ||Th — z||~ ve s(h) = ||h — 2|~ dir.
Bu sebeple,
lz =Th|~ < |lz = Al = llz=Thl[~ =|lz=hl]~ = Th e A
dir.

Bu durumda, 7'(A) C A dir ve T siirekli oldugundan (genislemeyen fonksi-
yonlar siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi [2] geregince (Kompak kiimeler
tizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir) 7”nin bir sabit noktasi
vardir dyle ki h = h,y, noktas1 y € F igin ||y — z||~ yi minimumlastiran tek nokta
olup Th = h dir.

Bu sebeple, arzu edildigi gibi £ kiimesi S.N.T. (g.f.)’ye sahiptir.
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3.1.5. En genis smif: ¢o ({1, (bre1 + baes + ... + bpe,) - n € N}
(oyle Ki (b,)nen Ve (ptn)nen dizileri (0, 0o0)’de keyfi bir dizi

olmak iizere) kiimesi afin || - ||~ —genislemeyen

fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini korur

Teorem 3.4’lin dogrudan ¢ikarimi olarak asagidaki sonuclar elde edilmistir.

Sonug 3.1 Tamum 3.1°de verilen || .||~ normu ele alinsin. Z = (b )nen dizisi (0, 00)
araliginda herhangi bir sumirly dizi olsun. Her n € N icin f, := b, e, olacak sekilde
co da bir (f,,)nen dizisi alinsin. Daha sonra cq’da E = E? kiimesi asagidaki sekilde

yazilsin.

E = {Ztnfn: l=t; >ty > ... >ty n 0 }

Bu durumda E kiimesi afin ||.||™ —genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini saglar.

Ayrica Teorem 3.4’in ispatina benzer sekilde asagidaki genellestirmeler dogrudan

verilmisgtir.
Teorem 3.5 Tamum 3.1°de verilen ||.||~ normu ele alinsin. Z = (bn)nen dizisi
(0,00) araliginda herhangi bir dizi olsun. Hern € Nigin f, := b,e, olacak

sekilde cq da bir (f,,)nen dizisi alinsin. Daha sonra cy’da E = EZ kiimesi asagida-

ki sekilde yazilsin.

E = {Ztnfn: 1=t >ty>...> 1ty 1n 0 }

Bu durumda E kiimesi afin ||.||~—genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini saglar.

Sonug 3.2 Tamm 3.1°de verilen ||.||~ normu ele alinsin. (pu,)nen dizisi (0, 00)
araliginda oyle bir diziki her N € N icin I' < vy olacak sekilde I' > 0 var
ve 0 = i |ttn, — fn—1| < oo olsun. Kabul edilsin ki (b,)nen dizisi (0, 00)
arallgmdan:lfir A € (0,00) sayisina yakinsasin. Bu durumda her n € N icin
Nn = tn(breg +boes 4 bges +byes + ... + bye,) olacak sekilde bir dizi tamimlansin.
Ayrica kabul edilsin ki (1, )nen dizisi alt co-toplam tahminini saglasin. Yani, kabul

o0
>y

j=n

<

edilsin ki 3K € (0,00) var dyle ki Voo = (an)nen € coo i¢in K sup
n>1
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a;n;||  dir E kiimesi (n,)nen dizisinin kapali konveks kabugu olsun; yani,
j=1

E:= co({n,: n e N})olsun.

Bu durumda E kiimesi afin ||.||™~ —genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini saglar.

Sonug 3.3 Tamim 3.1°de verilen || .||~ normu ele alinsin. (fi,)nen ve (b )nen dizileri
(0, 00) araliginda herhangi dizi olsun. Her n € Nicinn, := i, (bye;+byea+bses+
bsey + .... + bpey) olacak sekilde (n,)nen dizisi tammlansin. E kiimesi (1,)nen
dizisinin kapali konveks kabugu olsun; yani, E := ¢o({n,, : n € N}) olsun.

Bu durumda E kiimesi afin ||.||™~ —genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

teorisini saglar.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde ise bu calismada yapilmis literatiirde yeni calismalar olan ve
bir 6nceki boliimde tamitilmig Nezir’in [13] caligmasinda yer alan es deger norm ile
elde edilmis sonuglara benzerlik gosteren, bu sayede Nezir’in es de§er normunun
co’da S.N.T.yi afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in saglayan genis siiflarin elde
edilmesinde tek olmadigimi gosteren, sonug olarak bu tez ¢alismasinda gelistirilen
yeni bir esdeger norm ile elde edilen bulgular verilmistir. Oncelikle gosterilmistir
ki tamimlanan es deger norma gore ¢y Banach uzay1 ¢y’1in alisilmis normuna gore
bir asimtotik izometrik kopyasini icermez. Dolayisiyla bulunan es deger norm P.K.
Lin’in [11] calismasinin cp—analogunu elde etmek icin giizel bir adaydir. Calisma-
nin ana sonucu olarak ise tamimlanan es deger norma gore cy’da S.N.T.yi afin
genislemeyen fonksiyonlar icin koruyan ¢ok daha genis zayif kompakt olmayan

kapali, sinirli ve konveks kiimeler aileleri gosterilmigtir.

4.1. Gelistirdigimiz es deger norma gore c, Banach uzayi cy’1in

bir asimtotik izometrik kopyasimi icermez

Teorem 4.1 c iizerinde tamimlanan ve Tamim 2.5 ile verilen es deger normu ele a-

1—y1+4|a
1+4|«|

Iinsin. Bu durumda, eger |a| > 1ve @ > ise (co, || - ||) Banach uzay:

co’tn bir asimtotik izometrik kopyasint icermez.

Ispat Olmayana ergi yontemi ile kabul edilsin ki (co, || - ||) Banach uzay1 ¢y’ bir
asimtotik izometrik kopyasini icersin. Yani, (0, 1) aralifinda 0 a azalarak yakinsayan

en az bir (g,),, dizisi ve c¢y’da en az bir (z,,),, dizisi vardir dyle ki

her n € N ve keyfi skalarler ¢4, ¢, ..., %, icin

Q n
max (1 —eg) |tr] < lerk|| < max |tk .
foax (1 —ep) [ti] < k;kk < max [t
1—y1+4|o . 2|af
la] > 1ve @y > Trifa Olsun; bu durumda @y > 750

O halde, --2|a| > 2 > 1, |2a — 1| > |a] ve bu durumda kabul edileblir ki

asagidaki sekilde tanimlanan ||. ||~ normu i¢in de (co, [|.||~) Banach uzayida ¢y’ in
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bir asimtotik izometrik kopyasini igerir:

~ 1 SIN .
I I~ = — lim supy Z +%su§ZQk
JEN k=1

Y1 P keN

* 20 *
&k " £

2

+7 supZ@k & — —fj oyle ki v 1 1, Y1 > W, ¥k €N,
jEN
2" 1= (£})jen 2’in azalan yeniden diizenlemesi,

ZQkIL Qr 410 ve Qp > Qry1, Vk eN.
=1

Genelligi bozmadan kabul edilebilir ki (), dizisi 0 yakinsar. Aslinda © esitsizligi-
nin sag tarafi gosterir ki (x,,),, dizisi 0 a zayif yakinsar.

Her n € Nigin z,, = (&}); seklinde tanimlansin,

Not edilmelidir ki her z € ¢ igin 8yle L > 1vardirki [|z|., > [|%[]"
ve benzer sekilde ||.||~ normu i¢in de bu esitsizlik saglanir. Genelligi bozmadan
ve gerekirse bir alt diziye gecis yaparak kabul edilebilir ki en az bir s € N vardir

oyle ki ||zl Bu gergekten sdylenebilir ¢linkii L > 1 olup (x,),, dizisi

|2a 7l

yerine (%), dizisi kullamlabilir ve O esitsizligi sifira azalarak yakinsayan ve (0, 1)

araliginda yer alan (¢,,),, dizisi igin gegerli olup en az bir s € N vardir dyle ki

m N>1—58>;dir.

gs < 1— prm—

ve ||zl > || %
Ayrica, sOylenebilir ki en az bir r € N vardir dyle ki £ # 0 ve normun tanimi
geregince 75 € ¢ oldufundan en az bir N € N vardir yle ki ||z]|
|€5]. O halde p = min{r | || = |{y |} olarak alinsin.
_ 1—71+4|a]
0= (Ql - 1114|a\

Ny > psecilsinoyleki >, Qp < ( —|—4|oz\) olsun. Sonra N, € N segil-
k=1+N1

8la|(1+4|a])

olsun.
) 16|a\3+(68+%) \a|2+(16+i+8y1) o+

sin oyle ki her n > max {s, N2} i¢ine,, < min {1 - m , (5} olsun. Sonra ise
M > max {s, Ny} segilsin 6yle ki her j = 1,2,..., Ny ve her n > M igin

- +4
20 — 7] €}

< Gle) ve ’f”’ < M olsun.
Not edilebilir ki 1 > ||z5||” ve 1 > ||z,]|” olup busebeple herj € N

8 8|a

igin 1 > | &3] ve 1 > |7 dir.
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Dolayisiyla her n > M igin

IN

HI%IHN

— Han + M ZQk

20| oo

*(n) *(n)

+2]al Y Qusup €
k=1  JN

IN

. supZ@k CE —|£”|>

jEN

1
< <a+4|oz|> ||$n||oo+271ZQk IS4
1
< (—+4ya|) [ +2712Qk|£k +27 Z Qr &7 ]
2! k=1+N;
! %(i tal) 8 2
< [=+4 ’ 2
(2 +alal) ol + 20 0tz 3 @
k=1 k=1+N1
1 1
1 _1<_1+4|Oé|)5 1
< (—+4rar) el 22 +(—+4ra\)a
" 4] 2!
2
< (5 +4al) ol Lot tlal) s
i al ) |z,
" 4|0‘|

olur.
Uggen esitsizligi geregince ||z, < 1 |lzn + 2ol + 3 |20 — 2] L dir
Bu sebeple ya 2, + 2. > .. yada [ — 2. > ol dir.

Eger ||z, + 24|l > ||zx||, oldugu kabul edilirse bu durumda

I =max{1,1} > ||lzs+ z,||~

> s+ an +mn SHPZQk

JEN 1 5

2 *
(G+&a) - —E+¢)
T

2

71 SUPZQk

jEN

&+ & — (: (5}8 + 5;”)

> et > Q€+ ) i—f@f e
k=1
> s + 2l + Q11200 — | (&5 +£7)"
> zalle + Q1 20—l [€ + €7
> #nllo + Q1 120 = 1] €] — Q1 1200 — | |
> Luxnuw—ﬂ
1+ 4o 4fe

+Q1 20 — 7| €] = Q1120 — ] |€7] .
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Bu sebeple,

1
1 > n ||xn||~_w
1+ 4o 4]
+Q1 — [2a —m||&)]
1 1
L +4Jal) (% +4lal) 8
Y1 <71 Y1
> — 1 (1-g)- 2 7 7
T ) ) o @ g
1 1
S G - w L0 — w
1+ 4o 4]l ! 8
1 —m +4qf
- 1 G £ bt
O
16|af® + (36 + %) |lo|? + (8 + 2 8’yl> o + 2
8lr|(1 + 4]arl)
> 149

olup bu miimkiin degildir (¢eliski).
Aymi sekilde eger ||z, — 25|/, > ||z4], oldugu kabul edilirse de goriilebilir

ki benzer celigkiye diisiiliir.

4.2. Ana sonuc: cy’da gelistirdigimiz esdeger norma gore afin

genislemeyen fonksiyonlar icin S.N.T.’ye sahip kiimeler

Bu boliimde calismada gelistirilen es deger norma gore c¢y’da S.N.T yi afin
genislemeyen fonksiyonlar icin koruyan ¢ok daha genis zayif kompakt olmayan
kapali, sinirli ve konveks kiimeler aileleri gosterilmistir. Bu sonu¢ adim adim en

genis siif elde edilene kadar verilmistir.

4.2.1. Toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu bizim eg
deger normumuza gore c,’da S.N.T.’yi afin genislemeyen

fonksiyonlar icin saglar.

Ornek 4.1 Toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu ele alinsin. Yani , her

n > ligin f, = e, olacak sekilde cy’da ( f,,)nen dizisi goz oniine alinsin. Daha
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sonra cy’da E = E? kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Z bt f 1:t12t22...2tn¢n0}.

n=1
m = frvehern >2icinn, : = fi+...+ fnolmakiizere (n,)nen dizisi
tanmimlansin.
Kolayca goriilebilir ki E := {Z anMy : her a, >0 ve > a, = 1}
n=1 n=1

dir.
Bu durumda ¢ok iyi bilindigi iizere F kiimesi (1), )nen dizisinin kapali konveks kabu-
gudur ve saga kaydirma fonksiyonu sabit noktasiz afin ||.|| ,_-genislemeyen bir fonk-

siyondur.

1—y1+4la|

Teorem 4.2 || > 1ve Q1 > =0

olmak iizere Tamim 2.5 ile verilen ||.||
normu igin yukaridaki drnekte verilen E kiimesi afin ||.||—genislemeyen fonksiyonlar

icin sabit nokta teorisini saglar.

Ispat Not edilmelidir ki

la| > 1ve Q) > 1_111—1175"04

sartl ¢y 1 bir asimtotik izometrik kopyasinin icerilme olasilifin1 yok etmek i¢in
gereklidir fakat bu sartin ispatin i¢inde bir bagka amag icin kullanilmasi gerekmeye-
cek.

I’ kiimesi yukarida verildigi gibi tamimlansin ve 7' : E — E herhangi
bir afin || || —genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda en az bir (™) _ €
E dizisi vardir dyle ki ||z — 2| - 0 ve dolayistyla || T2™ — 2™ Hoo - 0
dir. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt diziye gegis yaparak sOylenebilir ki en
az bir z € ¢, vardir dyle ki (™ dizisi z noktasina zayif topolojide yakinsar. O zaman

Lemma 2.2 geregince, bu alt dizi vasitasiyla asagidaki sekilde verilen

s : co — [0, 00) fonksiyonu tanimlanabilir.

1 m
s (y) = limsup —Zx(k)—y , Yy Ecp.
m mi3
Bu durumda
s =l y—z1, Yy€co.

E kiimesinin zayif kapanisi olan kiime asagidaki sekilde tanimlansin.

W::E(l ’”—{Zannn: her anEOVeZ&ngl}.
n=1

n=1
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Durum 1: z € E oldugu varsayilsin.

Bu durumda s(7'z) = || Tz — z|| dir.

Ayrica,
. 1 ’”
s(Tz) = limsup| — '
m m
k=
< limsup <l Z x(k)> — ‘
< S -
k=1
+lim sup T <i ) i i 2 ‘
m m &
bulunur.

Fakat T afin ve ||.||—geniglemeyen oldugundan,

1 m
T|— &) T
(@ ) Z

s(T'z) < limsup

1 m
li E o
+lim sup T* - H
M4 B
- r Zm k) _
< limsup T %
m m
k=1

dir.
Bu sebeple, |7z — z|| < 0; yani, Tz = z dir.

Durum 2: z € W\ E oldugu varsayilsin.
Bu durumda, 2z su formdadir i o1y Oyle ki ioj o, <1
O halde " "

0= 1—ian
n=1

ve
hy:= (o1 +A)m + (o2 + ( d)n2 + Z%ﬁn

olarak tanimlansin.

hy’nin E kiimesi i¢inde olmasi amaciyla A degerleri [—%1, Z+ 1] kiimesin-
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den alinmalidir; bu durumda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

llhx =zl = M[AG7 + (1 = A)dml|

= [[Adeq + (1 — e1 + e

A)d(
1
1 6P 1= APOPTP 1 — N[O
< 1 — 1
< [ + |af) + 7] 1msup{ {2+ 1 } , 1
L L
§a!

]max{ 11— Ao, M}

= [2ta+lan+

olur.

I'.= min lhx — 2|
Ae[-3, 241]

seklinde tanimlansin.

Ohalde, I' = 0dir ¢iinkii esitsizligin sag tarafinin minimum degeride 0
dir ve bu yiizden ||, — z|| normu minimum degerini -2, 2 + 1] araliinda A =
1’de tek deger olarak alir 6yle ki bu minimum deger 0 dir.

Bu sebeple, eger A degerleri [—%, - 1} aralifindan secilirse hery € E ve
herz € W\ Eigin ||y — z|| > I" olup bir tek hy, € E ||y — z||’1 minimize eder.

A= {yeE : |ly—z[l <T}

olarak tanimlansin. Not dilmelidir ki ||hy, — z|| = ' olup A # 0 ve A C E kiimesi
kompakt ve konveks bir kiimedir .

Gortilebilir ki her A € A igin

s(Th) < hmsup

() |

el I D) __mec)
(FE) 5%

+lim sup

dir.
T afin ve genislemeyen oldugundan

i)

s(Th) < limsup

1 « 1 «
+limsup || — Z Tz® — — Z k) H
m M= gyt
1 m
< 1 - (k) _
< 1mn§up - Zx h
k=1
= s(h)
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bulunur.

Ayrica, s(Th) = ||Th — z|| ve s(h) = ||h — z|| dir.

Bu sebeple,

lz=Thll < llz=hl = [l==Th| = |l=—h]| = TheAdr

Bu durumda, 7'(A) C A dir ve T siirekli oldugundan (genislemeyen fonksi-
yonlar siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi [2] geregince (Kompak kiimeler
tizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir) 7”nin bir sabit noktasi
vardir 6yle ki o = h), noktas1 y € F i¢in ||y — z|| yi minimumlagtiran tek nokta
olup Th = h dir.

Bu sebeple, arzu edildigi gibi £ kiimesi S.N.T. (g.f.)’ye sahiptir.

4.2.2. co ({Z fr @ né€ N}) (oyleKi f := bey, fo := bes,
k=1
j > 3icin f; := e;) kiimesi afin || - || —genislemeyen
fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini korur

1—v1+4[a

Teorem 4.3 |a| > 1ve Q; > /ol

olmak iizere Tamim 2.5’de verilen ||.|| normu
ele alinsin. b € (0,1) olsun. fi := bey, fo := bey ve hern > 3 icin f, := e, ola-
cak sekilde cq’da bir (f,)nen dizisi tammlansin.

n = fivehern > 2icinmn, = fi+ ...+ f, olmakiizere (n,)nen dizisi
tamumlansin ve daha sonra cy da kapali, sinirli, konveks olan asagidaki F = FE,
kiimesi ele alinsin.

E = {Zan Nn @ her a, > 0 ve Z Ocn:1} .
n=1 n=1

Not edilmelidir ki E kiimesi (1, )nen dizisinin kapalt konveks kabugudur. Bu
durumda E kiimesi afin || .|| —genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini

saglar.

Ispat Ayn sekilde,

1 — 71 +4af

>1ve >
|04| ve 1+4|a]

sartl ¢y 1 bir asimtotik izometrik kopyasinin icerilme olasilifin1 yok etmek i¢in
gereklidir fakat bu sartin ispatin icinde bir bagska amac i¢in kullanilmas1 gerekmeye-

cektir.
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Yine Teorem 4.2 ispatinda uygulanan teknik burada da kullanilabilir.

E kiimesi teoremin hipotezinde verildigi gibi tanimlansin ve 7' : £ — E
herhangi bir afin || .|| —genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda en az bir
(x(”))neN € E dizisi vardir 6yle ki || Tz — 2™ - 0 ve dolay1siyla
HT:L*(”) —z™ Hoo = 0 dir. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt diziye ge¢is ya-
parak soylenebilir kien azbir z € ¢, vardir 6yle ki 2™ dizisi z noktasma zayif
topolojide yakinsar. O zaman Lemma 2.2 geregince, bu alt dizi vasitasiyla asagidaki

sekilde erilen s : ¢y — [0, 00) fonksiyonu tanimlanabilir.

1 m
s(y) =limsup || —> 2@ —y || Wyec.
m ma-
Bu durumda
s() =1l y—=z ||, Vy € codir

E kiimesinin zayif kapanisi olan kiime asagidaki sekilde tanimlansin.

_o.ool e S
W::E(l ’l):{Zannn: her anZOVeZangl}.
n=1

n=1
Durum 1: z € E oldugu varsayilsin.

Bu durumda s(7z) = || Tz — z|| dir.

Ayrica,
s(Tz) = limsup S zm: A '
m m
k=1
- L g™, 0
< limsup|| T | — x - Tz
m m
k=1
+limsup || T (l Z ZE(k)) _1 Z ) H
m m m
k=1 k=1
bulunur.
Fakat T afin ve ||.||—geniglemeyen oldugundan,
1 m
< i il k)] —
s(Tz) < hmw?up T(mZx ) Tz
k=1
+lim sup 1 zm: Tz® — 1 zm: z®) H
m m m
k=1 k=1
- L§ 0
< limsup|| — Z V¥ — z
m m
k=1
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dir.
Bu sebeple, |7z — z|| < 0; yani, Tz = z dir.

Durum 2: z € W\ E oldugu varsayilsin.
Bu durumda, 2z su formdadir i o1y Oyle ki i o, <1
O halde " "

0= 1—§:0n
n=1

ve
ha:= (014 A0)m + (o2 + (1 = A)d)m2 + Zgnnn
n=3

olarak tanimlansin.

hy’nin F kiimesi i¢inde olmasi amaciyla A degerleri [—%1, 2+ 1} kiimesinden

alinmalidir; bu durumda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

Ihn =zl = [[Adm + (1 — A)omg|
= [|ASber + (1 — N)d(ber + bes)|

1
1 , 6 1= AP |l — NS
< 1 — bl —
< [ +\a|>+%}bp;n;sup{%[2+ ) 2
1 1—\o
= {2(1+\a|)+—} bmax{yﬂl—Mé,M}
g 4

olur.

r:= min lhx — 2|
o e

seklinde tanimlansin.
Ohalde, I' = 0dir ¢iinkii esitsizligin sag tarafinin minimum degeride 0

dir ve bu yiizden ||y — z|| normu minimum degerini [, 22 + 1] aralifinda A =

1’de tek deger olarak alir 6yle ki bu minimum deger O dir.

Bu sebeple, eger A degerleri [—2t, 22 + 1] araligindan segilirse hery € E ve

her z € W\ Ei¢in ||y — z|| > I" olup bir tek hy, € E ||hy — z[|’1 minimize eder.

A= {yeE : |[ly—zl <T}

olarak tanimlansin. Not dilmelidir ki ||hy, — z|| = T olup A # 0 ve A C E kiimesi
kompakt ve konveks bir kiimedir .

Gortilebilir ki her A € A igin
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s(Th) < limsup

m

1 m
T —ZN)) ~Th |
(m k=1
T (i ixw)) 1 iﬂf(k)
m k=1 m k=1

—+lim sup

m

dir.
T afin ve genislemeyen oldugundan
1 m
s(Th) < limsup|| T <—Zx<k)> —Th ‘
m M=
+lim sup 1 zm: Tx® — 1 zm: k) H
m M= iy
1 m
< limsup —Zx(k) —h '
m /o
= s(h)
bulunur.

Ayrica, s(Th) = ||Th — z|| ve s(h) = ||h — z|| dir.

Bu sebeple,

llz=Thll < Iz =nll = llz==Thll = llz=hll = TheAdr

Bu durumda, 7'(A) C A dir ve T siirekli oldugundan (genislemeyen fonksi-
yonlar siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi [2] geregince (Kompak kiimeler
tizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir) 7”nin bir sabit noktasi
vardir 8yle ki h = h), noktast y € E i¢in ||y — z|| yi minimumlastiran tek nokta
olup T'h = h dr.

Bu sebeple, arzu edildigi gibi £ kiimesi S.N.T. (g.f.)’ye sahiptir.

42.3. @ ({ S f o one€ N}) (dyle ki (b, )ney dizisi (0, 1°de
k=1
b, T, 1 olacak sekilde keyfi artan bir dizi olmak iizere
j > 1 icin f; := b,e;) kiimesi afin || - || —genislemeyen

fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini korur

Bu boliimde onceki boliimiin sonucu daha da genellestirilmisgtir.
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1—y1+4[a]

T Olmak iizere Tamum 2.57de verilen -1l

Teorem4.4 || > 1 ve Q; >
normu ele alinsin. Z = (bp)nen dizisi (0, 1] araliginda b,, 1, 1 olacak sekilde herhangi
bir artan dizi olsun. Hern € Nicin f, := bye, olacak sekilde cy da bir (f,,)nen

dizisi alinsin. Daha sonra ¢y’ da 2 = E? kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E:= {Ztnfn: l=t;>t> ... >ty n0 } .
n=1

Bu durumda E kiimesi afin || .|| —genislemeyen fonksiyonlar i¢cin sabit nokta

teorisini saglar.

Ispat Ayni sekilde,

1=+ 4o
1+ 4|af

la| > 1ve @ >
sartl ¢o 1n bir asimtotik izometrik kopyasinin icerilme olasiligin1 yok etmek i¢in
gereklidir fakat bu sartin ispatin icinde bir bagka amac i¢in kullanilmas1 gerekmeye-
cektir.

Yine Teorem 4.2 ispatinda uygulanan teknik burada da kullanilabilir.

L' kiimesi teoremin hipotezinde verildigi gibi tanimlansin ve 7' : £/ — E
herhangi bir afin || .|| —genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda en az bir
(:c(”))neN € E dizisi vardir 6yle ki || Tz™ — 2™ - 0 ve dolayisiyla
HT (™ — (™) HOO — 0 dir. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt diziye ge¢is ya-
parak soylenebilir kien azbir z € ¢, vardir 6yle ki (™ dizisi 2 noktasina zayif

topolojide yakinsar. O zaman Lemma 2.2 geregince, bu alt dizi vasitasiyla asagidaki

sekilde erilen s : ¢y — [0, o) fonksiyonu tanimlanabilir.

1 m
s =tmsp| L3y | vye.
m m 1
Bu durumda
styy=1ly—=z |, Yy€cdir.

E kiimesinin zayif kapanisi olan kiime asagidaki sekilde tanimlansin.

_0—001 oo o0
W::E(l ’”:{Z(xnnn: her anzoveZangl}.
n=1

n=1
Durum 1: z € I oldugu varsayilsin.

Bu durumda s(7'z) = || 7z — z|| dir.
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Ayrica,

1
s(Tz) = limsup| — Y z® -T2 '
m m
k=
1 m
< i — &) -1
< limsup (m ; x ) z
1 m
+limsup || T ( ) - — Zx(k) |
" iy
bulunur.
Fakat T afin ve ||.||—geniglemeyen oldugundan,
1 m
< i — (k)] _
s(Tz) < hmw?up T(mZx ) Tz
k=1
m 1 m
+limsup || — Z Te® — — Z z®) H
& k=1 iy
- L ,®
< limsup|| — Z Tz —z
L r=
= s(2)
dir.

Bu sebeple, |7z — z|| < 0; yani, Tz = z dir.

Durum 2: z € W \ FE oldugu varsayilsin.
Bu durumda, 2z su formdadir i onn Oyle ki io: o, < 1.
O halde " "~

6= 1— Zan
n=1
ve
hy = (o1 +X6)m + (02 + ( ) + Zannn

olarak tanimlansin.

g1 g2

hy’nin E kiimesi i¢inde olmas1 amaciyla A degerleri [—— 2 4+ 1} kiime-

508
sinden alinmalidir; bu durumda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

I =2l = [[Adm + (1 = A)dne||
= |H>\561€1 + (1 — )\)5(6161 + bgeg)m

by P &P + baP|1—A\|P6P

1
< [2(1 + o) + —} lim sup e 4
71 P—oco ’ygbz‘lf)\w
i
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dir.
Dolayisiyla,

1
p psp | p
s (B) 5+ =)
Iha =2l < [2<1+rar>+—]bzhmsup nile) Tt
M| e 22 [1-AI8
4

1 1— M6
{2(1 + |af) + 7—1 by max {%|1 — )6, %}
1

IA

elde edilir.

D= min  |Jhy—2|

el %4

seklinde tanimlansin.

O halde, I' = 0 dir ¢iinkii

1 1-—
r< {2(1+|a|)+—} [ min bzmax{%]l—/\w,u}:()
e

g0 ~1, 224] 4
vebu yiizden [[hy — z|| normu minimum degerini [—2', 2 + 1] araliginda A =

1’de tek deger olarak alir 6yle ki bu minimum deger O dir.

Bu sebeple, eger A degerleri [—2t, 22 + 1] araligindan segilirse hery € E ve

her z € W\ Ei¢in ||y — z|| > I olup bir tek hy, € E ||y — z[|’1 minimize eder.

A= {yeE : |ly—z| <I'}

olarak tanimlansin. Not dilmelidir ki ||hy, — z|| = T olup A # 0 ve A C E kiimesi
kompakt ve konveks bir kiimedir .

Gortilebilir ki her A € A igin

s(Th) < limsup

m k=1
+limsup || T (iix(k)) — i . ) H
m M4 M4

dir.
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T afin ve genislemeyen oldugundan

1 m
T —Zx(k)> —Th
(m k=1

s(Th) < limsup

1 « 1 «—
+limsup || — Z A —— Z ) m
m mia M=
1 m
< limsup|| — Zx(k) —h '
m it
= s(h)

bulunur.

Ayrica, s(Th) = ||[Th — z|| ve s(h) = ||h — z|| dir.

Bu sebeple,

llz=Thll < llz =2l = ll==Thll = llz=hll = TheAdr

Bu durumda, 7'(A) C A dir ve T siirekli oldugundan (genislemeyen fonksi-
yonlar siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi [2] geregince (Kompak kiimeler
tizerinde taniml siirekli fonksiyonlarin sabit noktas1 vardir) 7" nin bir sabit noktasi
vardir 8yle ki h = h,), noktas1 y € E i¢in ||y — z|| yi minimumlastiran tek nokta
olup T'h = h dr.

Bu sebeple, arzu edildigi gibi £ kiimesi S.N.T. (g.f.)’ye sahiptir.

4.2.4. co ({ ofk : ne N}) (oyle ki (b,,) ey dizisi (0, c0)’de
k=1
yakinsak bir dizi olmak iizere j > 1 i¢in f; := b;e;) kiimesi afin

| - || —genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini korur

Bu boliimde sonucumuz daha da genellestirilmistir.

1—v1+4|o

Teorem 4.5 |o| > 1ve () > /ol

olmak iizere Tanim 2.5’de verilen ||.|| normu
—

ele almsin. b = (by)nen dizisi (0,00) araliginda bir k > 0 sayisina yakinsayan

herhangi bir dizi olsun. Her n € N icin f,, := b, e, olacak sekilde cy da bir (f,,)nen

dizisi alinsin. Daha sonra ¢y’ da F = Ez kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Ztnfn: l=t; >ty>...>ty 4n 0 } .
n=1

Bu durumda E kiimesi afin || .|| —genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

teorisini saglar.
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Ispat Aym sekilde,

1 — 7 +4af

>1ve >
’Oé| ve () 1+4|04

sarti ¢y 1 bir asimtotik izometrik kopyasinin icerilme olasilifin1 yok etmek i¢in

gereklidir fakat bu sartin ispatin i¢inde bir bagka amag icin kullanilmasi gerekmeye-

cek.

Yine Teorem 4.2 ispatinda uygulanan teknik burada da kullanilabilir.

E kiimesi teoremin hipotezinde verildigi gibi tanimlansin ve 7' : £/ — E
herhangi bir afin || .|| —genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda en az bir

(x(”))n oy € E dizisi vardir Syle ki || T (™ — ™| - 0 ve dolayisiyla

HT:I:(”) —z™ HOO — 0 dir. Genelligi bozmadan ve gerekirse bir alt diziye gecis ya-
parak soylenebilir ki en azbir z € ¢, vardir 6yle ki 2™ dizisi z noktasma zayif
topolojide yakinsar. O zaman Lemma 2.2 geregince, bu alt dizi vasitasiyla asagidaki

sekilde erilen s : ¢y — [0, 00) fonksiyonu tanimlanabilir.

s(y) = hmsup Z . Yy €ec.
k;:
Bu durumda
s(y) =1 y—=z ||, Vye€cdir.

E kiimesinin zayif kapanisi olan kiime asagidaki sekilde tanimlansin.

W .= o=, 1) {Zannn. her anZOVeiang

n=1

—
—

Durum 1: z € F oldugu varsayilsin.
Bu durumda s(7z) = || Tz — z|| dir.
Ayrica,

1 m
s(Tz) = limsup —Z
m

m

< limsup|| T

m

N /_\:r
3|~ L
]z
&A
Z
N——
|
~
N

k=1
+lim sup 1 Xm:x(k) L Y z®
" M= Ly

bulunur.
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Fakat 7" afin ve || .|| —geniglemeyen oldugundan,

1 m
T|— ® ) -7

s(Tz) < limsup

m k=1
+lim sup = Z Tz® — = Z z k) H
m ma ma
1 m
< limsu — 2 —
< limsup| ;

dir.

Bu sebeple, |7z — z|| < 0; yani, Tz = z dir.

Durum 2: z € W \ F oldugu varsayilsin.
Bu durumda, z su formdadir > o,n, 6yleki > o, < 1.
n=1 n=1
O halde

0= 1_i0”
n=1

ve
hy = (01 4+ A0)m + (o2 + (1 = A)d)n2 + Zo-nnn
n=3

olarak tanimlansin.
hy’nin E kiimesi i¢inde olmas1 amaciyla A degerleri [—— 2+ 1] kiime-

sinden alinmalidir; bu durumda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

Iy =2l = [[Adm + (1 = A)dna||
= \H)\(Sblel + (1 — )\)5(6161 + b2€2)|H

1
< 12(1+]a]) + —} lim sup e 4
L Tl pree 22b2[1-A1
1
[ b Psp
2 bl - (max{ghbg}») 2
= ma. "% lim su b Pla-xper
+20 x bg P—oo P + (max{l?l,bg}> 4
+i bav2|1—A|d
L 71 max{b1 ,b2}
[ 1 1— Mo
< 2(1+|a|)+% max{bl,bg}max{%H—/\|5,%}

bulunur.

I'.= min lhx — 2|
Ae[-3, 241]
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seklinde tanimlansin.
O halde, I' = 0 dir ¢linkii
1 1— Al
r < [2(1—1— |a|)+—} min max {b; , by} max {71|1—/\|5,M
Y1) re[-2%, 241] 4

= 0

ve bu yiizden ||h) — z|| normu minimum degerini [—%, 22 4 1] araliinda A =
1’de tek deger olarak alir 6yle ki bu minimum deger 0 dir.

Bu sebeple, eger A degerleri [—2, 22 + 1] araligindan segilirse hery € E ve
her z € W\ Ei¢in ||y — z|| > T olup bir tek hy, € E ||h) — z||’1 minimize eder.

A= {yeE: lly—z<T}

olarak tanimlansin. Not dilmelidir ki ||hy, — z|| = T olup A # 0 ve A C E kiimesi
kompakt ve konveks bir kiimedir .

Gortilebilir ki her A € A igin

s(Th) < limsup

m

1 m
T —ZN)) —Th
(m k=1

1 & 1 &
; il (k) ) _ = (k)
—Hlmrsup T(mZx ) mZx 'H
k=1 k=1
dir.
T afin ve genislemeyen oldugundan
1 m
s(Th) < limsup|| T (—Zx(k)> —Th ‘
m mi3
m 1 m
+limsup || — Z Tz — = Z 2 H
m k=1 M=
1 m
< limsup|| — Zx(k) h '
m mi4
= s(h)
bulunur.

Ayrica, s(Th) = ||Th — z|| ve s(h) = ||h — z|| dir.

Bu sebeple,

lz=Th|l < flz = 2]l = llz==Thll = llz=All = TheAdr
Bu durumda, 7'(A) C A dir ve T siirekli oldugundan (genislemeyen fonksi-

yonlar siireklidir), Brouwer’in Sabit Nokta Teoremi [2] geregince (Kompak kiimeler
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tizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlarin sabit noktasi vardir) 7" nin bir sabit noktasi
vardir dyle ki h = hj, noktast y € E i¢in ||y — z|| yi minimumlastiran tek nokta
olup T'h = h dur.

Bu sebeple, arzu edildigi gibi £ kiimesi S.N.T. (g.f.)’ye sahiptir.

4.2.5. En genis simf: ¢o ({p,(bre1 + bees + ... + bpe,) : n € N})
(oyle ki (b,,)nen Ve (fin)nen dizileri (0, 0o)’de keyfi bir dizi
olmak iizere) kiimesi afin || - || —genislemeyen

fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini korur

Teorem 4.5 ispati ile asagidaki sonug kolayca elde edilebilecektir.

Sonu¢ 4.1 |o| > 1ve Q1 > 1?&;&\“' olmak iizere Tamum 2.5’de verilen ||.|| normu
ele alinsin. Z = (bn)nen dizisi (0,00) araliginda herhangi bir simrl dizi ol-
sun. Hern € Nigin f, := b,e, olacak sekilde cqo da bir ( f,,)nen dizisi alinsin.

Daha sonra cy’da E = E? kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Ztnfn: l=t; >ty>...> 1, 1,0 }

Bu durumda E kiimesi afin ||.||—genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini saglar.

Teorem 4.5 ‘in ispatina benzer sekilde bu tez ¢alismasinin en genel sonuclari

olarak kolayca agsagidaki teorem ve sonuclar elde edilir.

Teorem 4.6 || > 1 ve @ > %ﬁ“a' olmak iizere Tamim 2.5°de verilen ||.||
normu ele alinsin. Z = (bn)nen dizisi (0,00) araliginda herhangi bir dizi ol-
sun. Hern € Nigin f, = b,e, olacak sekilde cy da bir (f,,)nen dizisi alinsin.

Daha sonra cy’da E = E? kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.

E = {Ztnfn: l=t;>ty>...>t, 4n 0 } .
n=1

Bu durumda E kiimesi afin ||.||—genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini saglar.
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1—v1+4|o

Sonu¢ 4.2 |a| > 1ve Q1 >

olmak iizere Tamim 2.5°de verilen ||.||
normu ele almsin. (p,)nen dizisi (0,00) araliginda édyle bir diziki her N € N
icin I' < ~n olacak sekilde I' > 0 var ve o := i |, — pn_1| < o0 ol-
sun. Kabul edilsin ki (by,)nen dizisi (0,00) arallg’lnTZIZQbir A € (0,00) sayisina
yakinsasin. Bu durumda her n € N icin n, = p,(bie; + baes + bzes + byeq +
e + bpey,) olacak sekilde bir dizi tammlansin. Ayrica kabul edilsin ki (1,)nen

dizisi alt co-toplam tahminini saglasin. Yani, kabul edilsin ki 3K € (0, 00) var

o0 o0
> > a;n;
= =

(M )nen dizisinin kapali konveks kabugu olsun; yani, E := co({n, : n € N})

dyle ki Voo = (ap)nen € coo i¢in K sup < dir. E kiimesi

n>1

olsun.
Bu durumda E kiimesi afin ||.||—genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini saglar.

1—v1+4[a]

Sonu¢ 4.3 |a| > 1ve Q) > T+/a]

olmak iizere Tanim 2.5’ da verilen ||.|| normu
ele alinsin. (fun)nen ve (by)nen dizileri (0, 00) araliginda herhangi dizi olsun. Her
n € Nigin n, := pin(breg + baes + bses + byeg + ... + bye,) olacak sekilde (1) nen
dizisi tammmlansin. E kiimesi (1,)nen dizisinin kapall konveks kabugu olsun; yani,
E :=¢({n, :n € N}).

Bu durumda E kiimesi afin ||.||—genislemeyen fonksiyonlar i¢cin sabit nokta

teorisini saglar.
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda ¢ iizerinde bir es deger norm || - ||’u tanimlanmstir ve
gosterilmigtir ki ¢y uzayinda zayif kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks kii-
melerden olusan ¢ok genis bir aile vardir 6yle ki bu aile afin || -||-genislemeyen fonk-
siyonlar i¢in S.N.T.yi korur. Bu sonu¢cdan once gelistirilen es deger norma gore
co Banach uzay1 kendisinin kanonik normuna gore asimtotik izometrik kopyasini
icermez sonucu sunulmustur. Bu sebeple bulunan es deger norm ¢ok genis aile-
lerde S.N.T."yi koruma ihtimali taniyabilecek bir normdur ve bu ¢alisma bu konuda
arastirmalara odaklanmustir.

Genel bulgular arasinda agagidaki kiimeler iizerinde sonuca varilmustir. ? =
(bn)nen herhangi bir reel terimli ve 0 < m := inf, ey b,, M := sup b, < oo ola-
cak sekilde sinirh dizi olmak iizere bu dizi yardimiyla her n € I\? eigin fni=bpe,

ve 1, = fn almarak kurulan (7,) _. dizisinin kapali konveks kabugu £ =
k=1

co({nn : n €N }) kiimesi ele alinsin. Calismada gosterilmektedir ki bu sekilde

neN

tanimli kiimeler afin || - ||-genislemeyen fonksiyonlar icin S.N.T.’yi korur. Son-
rasinda bu sonug 0 < b, ile 0 < =, keyfi se¢ildiginde 7, := v, (b1e1 + baeas + ... +

bne,) dizisinin kapali konveks kabuguna genellestirilmigtir.
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