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rallar çerçevesinde elde ettiğimi,
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2011’de, LennardaveaNezir tarafından yapılan çalışma ile gösterilmiştir ki
−→
b =

(bn)n∈N herhangi bir reel terimli ve 0 < m := infn∈N bn, M := sup
n∈N

bn < ∞ olacak

şekilde sınırlı dizi olmak üzere bu dizi yardımıyla her n ∈ N için fn := abn en ve ηn :=

a
n∑
k=1

fn alınarak kurulan (ηn)n∈N dizisinin kapalı konveks kabuğu E = co({ηn : n ∈

N})akümesiaafina‖·‖∞-genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabitanoktaateorisinia(S.N.T’yi)abozar.

Aynı şekilde, Nezir’in doktora tezinde gözlemlenmişdir ki 0 < bn ve 0 < γn dizileri 1

e yakınsak skaler diziler ve (γn)n∈N aynı zamanda “aşırı salınımlı” olmamak koşulu ile

(c0, ‖ · ‖∞) da c0-toplam baz dizilerinden olan, her n ∈ N için ηn := γn(b1e1 + b2e2 +

b3e3+ ...+bnen) formunda yazılan dizi içinaE = aco({ηn : n ∈ N})akümesiadeaafina‖·‖∞-

genişlemeyenafonksiyonlar içinaS.N.T’yi bozar.

Bu tez çalışmasında c0aüzerindeabir eşadeğer norma~·~’uatanımlanır veagösterilmiş-

tiraki yukarıda bahsedilen tüm kümeler afin ~ · ~ -genişlemeyen fonksiyonlar için S.N.T.’yi

korur. Ayrıca, bu sonuç 0 < bn ile 0 < γn keyfi seçildiğinde ηn := γn(b1e1 + b2e2 + ...+

bnen) dizisinin kapalı konveks kabuğuna genelleştirilmiştir.

2017a, 51 Sayfa

AnahtaraKelimeler: genişlemeyenafonksiyon;aafinafonksiyon; sabitanoktaateorisi;ayeniden

normlama; asimtotikaizometrikac0-toplamabazadizisi; kapalı,asınırlı,akonveksaküme;aBanach

diziauzayları.
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Ina2011, by LennardaandaNezir, it was showedathat foraallasequences
−→
b = (bn)n∈N

inaR with 0 < m := infn∈N bnaandaM := sup
n∈N

bn <∞, byadefiningafn := bn en andaηn :=

n∑
k=1

fn for each n ∈ N, theaclosedaconvexahull of (ηn)n∈N,aE = co({ηn : n ∈ N}) fails the

fixedapointaproperty (FPP)aforaaffinea‖ · ‖∞-nonexpansiveamappings. Similarly, inatheaPh.D.

thesisaofaNezir, it was observed that some c0-summing basic sequences in (c0, ‖ · ‖∞), and

for ηn := γn(b1e1 + b2e2 + b3e3 + ... + bnen)aforaall n ∈ N, whenever 0 < bn converges

toa1 anda0 < γn converges to 1 and (γn)n∈N doesanot “oscillate too wildly”,athen

E = co({ηn : n ∈ N})aalsoafailsatheaFPPaforaaffinea‖ · ‖∞-nonexpansiveamappings.

In this thesis, an equivalent norm ~ · ~ on c0 is constructed and it is showed

that all the sets mentioned above have the FPP for affine ~ · ~-nonexpansive mappings.

Moreover, the results are generalized for the closed convex hull of the sequence ηn :=

γn(b1e1 + b2e2 + ...+ bnen) when 0 < bn and 0 < γn are arbitrarily choosen.

2017a, 51 Pages

Keywords:anonexpansiveamapping; affineamapping;afixed pointaproperty;arenorming;

asymptotically isometricac0-summingabasic sequence;aclosed,abounded, convex set;
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2. ÖN BİLGİLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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<: küçüktür
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1. GİRİŞA

İlk olarak K. Goebel ve T. Kuczumow’un çalışmasında ve sonrasında ise

Lennard’ın danışmanlığında hazırlanan Everest’in Doktora tezinde [7, 5] gösterilmiş-

tir ki `1 uzayında çok geniş bir zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks

kümelerden oluşan küme sınıfları vardır ve bu sınıflar genişlemeyen fonksiyonlar

için sabit nokta teorisine sahiptir.

Çığır açıcı diye adlandırılabilecek bir sonuç olarak, 2008’de, (`1, ‖.‖1) uzayı

için aşağıdaki şekilde verilen bir eşdeğer norm bulunarak bu norma göre `1 genişle-

meyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahiptir teoremi P.K. Lin’in çalışması

[11] ile verilmiştir.

‖|x‖|∗ = sup
k∈N

8k

1 + 8k

∞∑
n=k

|xn|, ∀x = (xn)n∈N ∈ `1.

Bu tarihten sonra ise bu teoremin c0 (0’a yakınsak diziler uzayı) analoğu sabit nokta

teorisyenlerinin altın açık sorusu olmuştur. Yani, “(c0 , ‖ . ‖∞) üzerinde bir eşdeğer

norm bulunabilir mi ki bu eşdeğer norm ile genişlemeyen fonksiyonlar için sabit

nokta teorisi sağlanabilsin?” sorusu araştımacıların ilgi odağı olmuştur.

Bu sorunun halen çözülememiş olması sebebiyle bu ünlü soruya cevap vere-

bilmek için yollar açabilecek araçlara da araştırmacıların ilgi duyacağı söylenilmiş-

tir. Bu sebeple P.K. Lin’in c0 analoğu olan sorunun cevabını almak için ilk aşama

olan çalışmalara sabit nokta teorisyenlerinin ilgi duyacaktır denilmesi yanlış olmaz.

Dolayısıyla, bu tez çalışmasında Goebel ve Kuczumow’un teorisinin c0 ana-

loğu (tabiki bir eş değer norm ile) üzerinde çalışılmıştır. Öyle ki bir eş değer norm

ile Goebel ve Kuczumow teorisinin c0 analoğu için elde edilecek verimli sonuçların

P.K. Lin’in konusunun c0 analoğu üzerinde çalışmak için aday eş değer norm bul-

manın ilk adımını atacak hamle olması sebebiyle büyük bir öneme sahiptir.

Not edilmelidir ki (c0, ‖.‖∞) uzayının herhangi kapalı, sonsuz boyutlu alt

uzayının da genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini [S.N.T. (g.f.)] bozar

sonucu Dowling, Lennard ve Turett’in çalışması [3] ile gösterilmiştir. Bu sebep-

le Goebel ve Kuczumow çalışmasının c0 analoğunun düşünülmesi için öncelikle

konu bir eş değer norm alarak ele alınmalıdır. Yani, şu şekilde bir soru üzerinde

1



çalışılabilir: “c0’ın bir yeniden normlanmışı var mıdır ki ve zayıf kompakt olmayan

kapalı, sınırlı ve konveks bir C alt kümesi bulunabilir mi ki bu küme üzerinde

tanımlı her genişlemeyen fonksiyonun sabit noktası olsun?”. Yakın zamanda bu

soruya fonksiyona afinlik koşulunun eklenmesi durumunda pozitif cevap Nezir’in

çalışması [13] ile verilmiştir. Fakat, söylenebilir ki Nezir’in eş değer normuna göre

afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olan kümelerin sınıfı

yeterince geniş olmayabilir ve sabit nokta teorisine sahip daha geniş kümeler sınıfını

farklı eş değer normlar ile elde edebilmek bir başka önemli araştırma konusu ola-

caktır.

Afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip kümelerden

oluşan daha geniş bir sınıf elde etmek amacıyla, bu çalışmamızda yeni bir eş değer

norm geliştirilmiştir ve gösterilmiştir ki bulunan eşadeğer norma göreaafinagenişleme-

yen fonksiyonlar için sabitanokta teorisine sahip c0’ınaalt kümelerindenaoluşanaçok

geniş birasınıf vardır.

Bu kümelerin sınıfını tanıtmadan önce Nezir’in Lennard ile olan ortak çalış-

ması [10] hatırlatılmalıdır fakat daha önce afin genişlemeyen fonksiyonların sabit

nokta teorisi ile c0’ da zayıf kompaktlık bağlantısının görülebilmesi için biraz daha

litaratür bilgisinin verilmesi gerekmektedir çünkü bu tez çalışmasında gösterilmekte-

dir ki c0’ın bir yeniden normlanmışı vardır öyle ki bulunan eş değer norm ile c0’da

zayıf kompakt olmayan ve afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teori-

sine sahip cok geniş bir aile vardır. Unutulmamalıdır ki Dowling, Lennard ve

Turett’in çalışması [4] ile gösterilmiştir ki bilinen normu ile c0’daki zayıf kom-

paktlık genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine denktir.

Lennard ile Nezir’in [10] makalesini ve bu tez çalışmasını c0’da bazı zayıf

kompakt olmayan alt kümeleri üzerinde odaklanmasına sevk eden çalışmalar ile

gözlemlenmiştir ki bu bahsi geçen kümeler c0’ın bilinen normunaagöreaafin geniş-

lemeyen fonksiyonlaraiçinasabit nokta teorisineasahip değildirave Nezir tarafından

gözlemlenmiştir ki bu bahsi geçen kümeler geliştirilmiş olan eş değer normaagöre

afin genişlemeyen fonksiyonlaraiçinasabit noktaateorisine sahiptir.

c0 Banach uzayı ele alındığında öyle ki bu uzay 0 a yakınsak diziler uzayı

olup; 1981’de Maurey’in çalışması [12] ile ispatlanmıştır ki (c0, ‖ · ‖∞)’ın her-

hangi bir boştan farklı C zayıf kompakt konveks alt kümesi üzerinde tanımlı her

genişlemeyen T : C −→ C fonksiyonunun bir sabit noktası vardır; yani, (c0, ‖·‖∞)

genişlemeyen fonksiyonlar için zayıf sabit nokta teorisine (z-S.N.T. (g.f.)) sahiptir.
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Bu sonucun tersine, 2004 yılında Dowling, Lennard ve Turett’in çalışması

[4] ile gösterilmiştir ki (c0, ‖.‖∞) uzayından alınan herhangi bir zayıf kompakt ol-

mayan, kapalı, sınırlı, konveks (k.s.k.) K alt kümesi üzerinde tanımlanabilen sabit

noktasız en az bir ‖.‖∞-genişlemeyen T fonksiyonunun vardır ve bu sonuç Mau-

rey’in teoremini gerek ve yeter koşul olarak genelleştirmiştir. (Not edilmelidir ki

genel olarak Maurey’in sonucu çoğu Banach uzayda geçerli değildir. Örneğin,

X = (L1[0, 1], ‖ · ‖1), C := a{f ∈ L1[0, 1] : 0 ≤ f ≤ 1} ve T : C → C

Alspach fonksiyonu olarak alınırsa; yani, her f ∈ C, Tf şu şekilde tanımlansın:

t ∈ [0, 1
2
) içina(Tf)(t) : = min{2f(2t), 1} ve

t ∈ [1
2
, 1] için ise (Tf)(t) : = amax{2f(2t − 1), 1} − 1 olarak tanımlansın; bu

durumda, ‖·‖1 normuna göre T genişlemeyen olup ayrıca görülebilir ki sabit noktası

yoktur [1]. Bu örneği kullanarak Alspach zayıf kompaktlığın sabit nokta teorisine

sahip olmak için yeterli olamayacağını literatürde ilk defa gösteren kişi olmuştur.)

Yakın zamanda 2015’de Gallagher, Lennard ve Popescu’nun çalışması [6]

ile gösterilmiştir ki c’deki zayıf kompaktlık genişlemeyen fonksiyonlar için sabit

nokta teorisine denk değildir ve bu gerçek (c, ‖ · ‖∞) yakınsak diziler uzayından

alınan zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks bir küme olan bir W

altkümesi ele alınıp bu küme üzerinde tanımlı herhangi T : W → W genişlemeyen

fonksiyonunun bir sabit noktası olduğu gösterilerek ispatlanmışır. Aslında bu çalış-

mada yapılan: c0 uzayı üzerinde bir eşdeğer norm ‖ · ‖∼ tanımlanıp ve iki adet zayıf

kompakt olmayan kapalı, sınırlı ve konveks kümeler ele alınıp bunların c uzayında

izomorfik olduğu iki hiperkonveks kümeye denk oldukları gösterilmiştir, öyle ki

hiperkonveks kümelerin genişlemeyen fonksiyonların sabit nokta teorisine sahip

olması sebebiyle bu kümelerin zayıf kompakt olmadıkları fakat sabit nokta teori-

sine sahip oldukları dile getirilmiştir. Daha sonra ise dolaylı bir yol ile (c, ‖ · ‖∞)

uzayının (c0, ‖ · ‖∞) uzayına izomorf olması sebebiyle literatürde ilk defa olarak

c0’a izomorf olan bir uzayda zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı, konveks, hatta

hiper konveks olan ve genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip bir

W kümesinin varlığı bulunmuştur.

Bu sonucun tersine, 2004 yılında Dowling, Lennard ve Turett’in çalışması

[4] ile gösterilmiştir ki c0’da zayıf kompaktlık genişlemeyen fonksiyonlar için sabit

nokta teorisine denktir ve bu teorem (c0, ‖.‖∞) uzayından alınan herhangi bir zayıf

kompakt olmayan, kapalı, sınırlı, konveks (k.s.k.) K alt kümesi üzerinde tanımlana-

bilen sabit noktasız en az bir ‖.‖∞-genişlemeyen T fonksiyonunun varlığı gösterile-

3



rek ispatlanmıştır. Bulunan bu T fonksiyonu genel olarak afin değildir. (c0, ‖.‖∞)

uzayından alınan her zayıf kompakt olmayan (k.s.k.) K alt kümesi üzerinde tanımla-

nabilen sabit noktasız bir afin ‖.‖∞-genişlemeyen S fonksiyonunun bulunup bulu-

namayacağı açık bir sorudur.

Bu sorudan ilham alınarak 2011 yılında LennardaveaNezir’in çalışması [10]

ile ispatlanmıştır ki eğerabiraBanach uzayıabiraasimtotik izometrika(a.i.)ac0-toplam

baz dizisia(xn)n∈N’i içerirse o zaman bu (xn)n∈N dizisininakapalı konveks kabuğu

olan E := co({xn : n ∈ N}) kümesiaafinagenişlemeyen fonksiyonlaraiçinasabit

noktaateorisiniabozar.

Bahsedilen bu makalede ilk olarak c0’daki bazı özel a.i. c0-toplam baz

dizileri üzerinde çalışılmıştır.

Örneğin b ∈ (0, 1) keyfi olmak üzere ve (en)n∈N dizisi n’inci koordinatı bir

ve diğer koordinatları sıfır olan (c0, ‖.‖∞) ve (`1, ‖.‖1) uzaylarının şartsız bazı (aynı

zamanda kanonik bazı) olan dizi olmak üzere f1 := be1, f2 := be2aveaher n ≥ 3 için

fn := enaseçereka c0’da (fn)n∈Nadizisini oluşturup daha sonra c0 içinde aşağıdaki

şekilde tanımlanan kapalı, sınırlı, konveks alt küme E = Eb elde edilmiştir.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : 1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0

}
.

Burada görülmüştür ki η1 := f1 veaher n ≥ 2aiçin ηn := f1 + . . . + fn olarak

tanımlandığında elde edilen (ηn)n∈N dizisi göz önüne alınırsa E kümesi aşağıdaki

şekilde yazılmıştır:

E =

{
∞∑
n=1

αnηn : her αn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn = 1

}
.

Bu durumda aşağıdaki teorem verilmiştir:

Teorem 1.1 b ∈ (0, 1) olsun. O zaman yukarıda tanımlanan (ηn)n∈N dizisinin ka-

palı, konveks kabuğu olan E = co({ηn : n ∈ N}) öyle bir kümedir ki bu küme

üzerinde tanımlı sabit noktasız afin ‖.‖∞-genişlemeyen bir U : E → E fonksiyonu

bulunabilir [10].

Not edilmelidir ki burada (ηn)n∈Nadizisiabir a.i.ac0-toplamabaz dizisidir.

Daha sonra buasonuç daha da genelleştirerek aşağıdaki teoremler sunulmuştur.

Teorem 1.2
→
b = (bn)n∈Nadizisi (0, 1]aaralığındaabn ↑n 1 olacakaşekilde herhangi

biraartan diziaolsun. Heran ∈ Naiçin fn := bnen olacak şekilde c0 da bir (fn)n∈N
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dizisiaalınsın. Dahaasonraac0’ da E = E→
b

kümesiaaşağıdakiaşekilde yazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : 1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0

}
.

Bu durumda E öyle bir kümedir ki bu küme üzerinde tanımlı sabit noktasız

afin ‖.‖∞genişlemeyen biraU : E → E fonksiyonuabulunabilir [10].

Teorem 1.3
→
b = (bn)n∈Nadizisi (0,∞)aaralığında bir κ > 0 sayısına yakınsayan

herhangi bir dizi olsun. Heran ∈ N için fn := bnenaolacakaşekilde c0’daabir (fn)n∈N

dizisiaalınsın. Daha sonraac0’daaE = E→
b

kümesi aşağıdakiaşekilde yazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : 1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0

}
.

Bu durumda E öyle bir kümedir ki bu küme üzerinde tanımlı sabit noktasız

afin ‖.‖∞-genişlemeyen bir U : E → E fonksiyonu bulunabilir [10].

Teorem 1.4
→
b = (bn)n∈Nadizisia(0,∞) aralığında sınırlı herhangi bir dizi olsun.

Her n ∈ Naiçin fn := bnenaolacak şekilde c0’daabir (fn)n∈Nadizisi alınsın. Daha

sonraac0’ daaE = E→
b

kümesi aşağıdakiaşekilde yazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : 1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0

}
.

Bu durumda E öyle bir kümedir ki bu küme üzerinde tanımlı sabit noktasız

afin ‖.‖∞-genişlemeyen bir U : E → E fonksiyonu bulunabilir [10].

Daha önemlisi, [10] çalışmasının ana sonucu olarak aşağıdaki teorem veril-

miştir.

Teorem 1.5 L ∈ (0,∞)aolsun. Eğer biraBanach uzayıaL-ölçekli asimtotikaizometrik

c0-toplamabaz dizisi (xn)n∈N içerirseabuauzay afinagenişlemeyenafonksiyonlar için

sabitanoktaateorisini bozar. Çünküa(xn)n∈Nadizisinin kapalı, konveksakabuğuaolan

E := co({xn : n ∈ N})aöyleabir kümedir ki bu küme üzerinde tanımlı sabit noktasız

afin daralan bir U : E → E fonksiyonu bulunabilir [10].

Nezir’in [13] çalışmasında c0 üzerinde bazı şartları sağlayan bir α skalarına

bağlı aşağıdaki ‖·‖ eşdeğer normu ile bir başka ~ ·~ eşdeğer normu tanımlanmıştır.

Çalışmada geliştirilen ilk norm ile gösterilmiştir ki en azabira0 < b < 1ave α > 1

sayıları vardıraöyleaki Teorem 1.1’de verilen E kümesine benzer olarak

E := aco({
n∑
k=1

fk : f1 := be1, f2 := be2 , fn := en , ∀n ≥ 3})
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alındığındaaE kümesiaüzerindeatanımlanan heraT : E → Eaafin ‖·‖-genişlemeyen

fonksiyonununaE kümesinde bir sabit noktası vardır.

α ∈ R olsun. x = (ξk)k ∈ c0aiçin

‖x‖ := a ‖x‖∞ + sup
j∈N

∞∑
k=1

Qk |ξk − αξj| öyle ki
∞∑
k=1

Qk = 1, Qk ↓k 0

veaQk > Qk+1, a∀k ∈ N.

Aynı makalede geliştirilen aşağıdaki şekilde tanımlanan diğer eşdeğer norm

~ ·~∼ ele alındığında ise yukarıda bahsedilen E kümeleri afin ~ ·~∼−genişlemeyen

fonksiyonlar için S.N.T.’yi sağlar.

Her x = (ξk)k ∈ c0 için

~x~
∼ := lim

p→∞
sup
k∈N

γk

(
∞∑
j=k

|ξj|p

2j

) 1
p

öyle ki γk ↑k 1, γk artan .

Bu tez çalışmasında Lennard’ın danışmanlığında yazılmış olan Nezir’in dok-

tora tezinde ve Lennard ile Nezir’in hazırlık aşamasındaki makalesinde [14, 9] yer

alan bazı c0-toplam baz dizilerinin sınıfı üzerinde de çalışılmıştır. Bu sınıf için

[14, 9] çalışması ile aşağıdaki sonuçlar verilmiştir.

(γn)n∈N dizisi (0,∞) aralığında öyle bir dizidirki her n ∈ N için Γ ≤ γn

olacak şekilde Γ > 0 var ve σ :=
∞∑
n=2

|γn − γn−1| <∞ olsun; ayrıca kabul edilsin

ki (bn)n∈N dizisi (0,∞) aralığında bir λ ∈ (0,∞) sayısına yakınsasın. Bu durumda

her n ∈ N için ηn := γn(b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4 + .... + bnen) olacak şekilde

bir dizi tanımlansın. Ayrıca kabul edilsin ki (ηn)n∈N dizisi alt c0-toplam tahminini

sağlasın. Yani, kabul edilsin ki ∃K ∈ (0,∞) var öyle ki ∀α = (αn)n∈N ∈ c00 için

K sup
n≥1

∣∣∣∣∣ ∞∑j=n αj
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥ ∞∑j=1

αj ηj

∥∥∥∥∥ dır. Bu durumda, (ηn)n∈N dizisi bir L-ölçekli asim-

totik izometrik c0-toplam baz dizisidir. Ayrıca (ηn)n∈N’in kapalı konveks kabuğu

olan E := co({ηn : n ∈ N}) kümesi üzerinde sabit noktasız afin ‖.‖∞−daralan

U : E → E fonksiyonu vardır.

Literatürde yer alan yukarıdaki teoremlerdeki bütün buE kümeler tanıtıldık-

tan sonra giriş bölümü bu tez çalışmasında bulunan sonuçlarla şu şekilde sonlandırı-

labilir: c0 üzerinde aşağıdaki şekilde tanımlanmış ~.~ normu ele alındığında öncelik-

le gösterilmiştir ki (c0,~.~) Banach uzayı (c0, ‖ · ‖∞) ın bir asimtotik izometrik

kopyasını içermez ve dolayısıyla bu çalışmada geliştirilen norm sabit nokta teorisini

sağlayabilecek kapalı sınırlı konveks kümeleri aramak için güzel bir adaydır. Sonra
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ise gösterilmiştir ki yukarıda bahsedilenE kümeleri afin ~.~−genişlemeyen fonksi-

yonlar için S.N.T.’yi sağlar. Hatta daha bir genel sonuç olarak aşağıdaki teoremler

verilmiştir:

Her x = (ξk)k ∈ c0 için

~x~ :=
1

γ1
lim
p→∞

sup
k∈N

γk

(
∞∑
j=k

|ξj|p

2j

) 1
p

+ γ1 sup
j∈N

∞∑
k=1

Qk

∣∣ξ∗k − αξ∗j ∣∣

aaaaaaaa+ γ1

√√√√sup
j∈N

∞∑
k=1

Q2
k |ξk − αξj|

2 öyle ki γk ↑k 1, γk+2 > γk+1, ∀k ∈ N,

aaaaγ2 = γ1, x
∗ := (ξ∗j )j∈N x’in azalan yeniden düzenlemesi,

aaaa
∞∑
k=1

aQk = 1, Qk ↓k 0aveaQk > Qk+1, a∀k ∈ N

olmak üzere azalan yeniden düzenleme kavramı şu şekilde tanımlanır:

∃ 1-1 π : N → N fonksiyonu ve ∃(εj)j∈N öyle ki her bir επ(j) ∈ {−1, 1} ve

(ξ∗k)k = |ξπ(k)| = επ(k)ξπ(k),∀k ∈ N.

Teorem 1.6
→
b = (bn)n∈N dizi (0,∞) aralığında herhangi bir dizi olsun. Her

n ∈ Naiçinafn := abnen olacakaşekilde c0’da bir (fn)n∈Nadizisiaalınsın. Dahaasonra

c0’da E = E→
b

kümesiaaşağıdakiaşekilde yazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : 1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0

}
.

Bu durumda, Eakümesi afin ~.~-genişlemeyen fonksiyonlar içinasabit nokta

teorisiniasağlar.

Sonuç 1.1 (µn)n∈N ve (bn)n∈N dizileri (0,∞) aralığında herhangi dizi olsun. Her

n ∈ N için ηn := µn(b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4 + ....+ bnen) olacak şekilde (ηn)n∈N

dizisi tanımlansın.

E kümesi (ηn)n∈Nadizisinin kapalıakonveksakabuğu olsun; yani,

E := aco({ηn : n ∈ N}).

Bu durumda, Eakümesiaafin ~.~-genişlemeyenafonksiyonlar içinasabitanokta

teorisini sağlar.
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2. ÖN BİLGİLER

Tanım 2.1 Eakümesiabir (X, ‖.‖) Banachauzayındaaboştanafarklı kapalı, sınırlı, kon-

veks alt kümeaolsun. U : E → E birafonksiyon olsun.

1. Eğeraheraλ ∈ [0, 1] ve herax, y ∈ Eaiçin U((1 − λ)x + λy) = (1 −

λ)U(x) + λU(y) iseaU ’ya afinafonksiyonadenir.

2. Eğeraher x, y ∈ E için ||U(x)−U(y)|| ≤ ||x−y|| ise U ’yaagenişlemeyen

fonksiyonadenir.

Ayrıca,aeğeraheragenişlemeyen U : E → E için en azabiraz ∈ E varaöyleaki

U(z) = z iseaE kümesine genişlemeyen fonksiyonlaraiçinasabitanoktaateorisia[S.N.T.

(g.f.)]’ne sahiptiradenir.

(X, ‖.‖) bir BanachauzayıaolsunaveaE ⊆ X aolsun.aE’nin kapalı konveks kabu-

ğunu co(E) ile sembolizeaederiz. Bilindiğiaüzere (c0, ‖.‖∞)auzayı aşağıdakiaşekilde

tanımlanır

c0 := a
{
x = (xn)n∈N : heraxn ∈ Rave lim

n→∞
xn = 0

}
.

Ayrıca,aherax = (xn)n∈N ∈ c0 için ||x||∞ := sup
n∈N
|xn|; ve (`1, || · ||1) aşağıdaki

şekilde tanımlanır.

`1 := a

{
x = (xn)n∈N : heraxn ∈ R vea||x||1 :=

∞∑
n=1

|xn| <∞

}
.

Ayrıcaasonluasayıdaasıfırdan farklıaterimiaolan dizilerin vektör uzayınıac00 ile gösteri-

lir. Öyle ki c0 (ve `1)auzayında bulunana{en : n ∈ N} kümesialineer olarakac00

uzayınıagerer.

Lennardave Nezir’in makalesinde [10] yer alanabir (X, ‖.‖)aBanach uzayının

içinde bulunabilecekabir asimtotikaizometrik c0- toplam baz dizisiatanımı aşağıdaki

şekildedir.

Tanım 2.2 (X, ‖.‖)abiraBanach uzayı olsun, (xn)n∈N dizisiX’deayer alanave aşağı-

dakiakoşuluasağlayan biradizi olsun; o zaman, bu (xn)n∈N dizisine (X, ‖.‖)auzayında

biraasimtotikaizometrika(a.i.)ac0-toplam bazadizisi denira: Enaaz bira0’aayakınsak aza-
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lanabir dizia(εn)n∈N ⊂ [0,∞) vardır öyle ki her (tn)n∈N ∈ c00 için

sup
n≥1

(
1

1 + εna

) ∣∣∣∣∣
∞∑
j=n

atj

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

atjxj

∥∥∥∥∥ ≤ sup
n≥1

(1 + εna)

∣∣∣∣∣
∞∑
j=n

atj

∣∣∣∣∣
dir.

EğerabiraL > 0aiçina(zn/L)n∈N biraasimtotik izometrikac0-toplam bazadizisi

oluyorsaa(zn)n∈N dizisine (X, ‖.‖) uzayında bir L- ölçekliaasimtotik izometrikac0-

toplamabaz dizisiadenir.

Buatanımdanayola çıkılarakaLennardave Nezir’in çalışması [10] ile aşağıdaki

teoremleraverilmiştir. Not edilmelidiraki bu tez çalışmasının üzerinde çalıştığı küme-

ler bu teoremlerde bahsedilen kümelerdenatüremiştir.

Teorem 2.1 L ∈ (0,∞)aolsun. EğerabiraBanach uzayıabiraL-ölçekliaasimtotik izo-

metrikac0-toplam bazadizisi (xn)n∈N’i içerirse,aE := aco({xn : n ∈ N}) kümesi

afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini bozar. Hatta bundan daha

fazlasıada söylenebilir:aen az birasabit noktasıaolmayan afinadaralanaU : E → E

fonksiyonuavardır [10].

Teorem 2.2
→
b = (bn)n∈N dizisi (0, 1] aralığında bn ↑n 1 olacak şekilde herhangi

biraartan dizi olsun.a(Yaniaher n ∈ Naiçin bn ≤ bn+1).aHer n ∈ N içinafn :=

bnen olacakaşekilde c0’da (fn)n∈N dizisi tanımlansın. Daha sonra c0’da biraE =

E→
b

akapalıasınırlıakonveksaalt kümesiaaşağıdaki şekildeatanımlansın:

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : 1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0

}
.

O zaman; sabit noktası olmayan en azabir afina|| · ||∞-genişlemeyenaU : E → E

fonksiyonuavardır [10].

Tanım 2.3 (X, ‖.‖)abiraBanachauzayıaolsun. (X, ‖.‖) Banach uzayına aşağıdaki

koşulu sağlaması durumunda c0’ınabir asimtotikaizometrik kopyasınıaiçeriradenir:

X’deaen azabir (xn)n∈Nadizisi veaterimleri (0, 1)aaralığında yer alan 0’a yakın-

sak en azabir (εn)n∈Nadizisiavardır öyleaki hera(tn)n∈N ∈ c0aiçin

sup
n∈N

a (1− εn) a |tn| ≤

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

atnxn

∥∥∥∥∥ ≤ sup
n∈N

a |tn|

olur [3] .
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Teorem 2.3 Eğer bir (X, ‖.‖) Banach uzayıac0’ın biraasimtotikaizometrikakopyasını

içerirsea‖.‖-genişlemeyenafonksiyonlar içinasabit nokta teorisini bozar [3].

Tanım 2.4 (X, ‖.‖)abiraBanach uzayıaolsun.a(xn)n∈N dizisiX Banach uzayında x ∈

X noktasına zayıf yakınsadığında eğer en az bir (xnk)k∈Naalt dizisiabulunabiliyor

öyleakiabu altadizinin Cesaroaavarajı normluaolarak x’e yakınsıyor ise yani

lim
N→∞

∥∥∥∥ 1
N

N∑
k=1

xnk − x
∥∥∥∥ = a0 oluyorsaa(X, ‖.‖) Banachauzayına zayıfaBanach-Saks

özelliğine sahiptir denir.

Lemma 2.1 Eğer {xn} dizisi `1 uzayının xanoktasına zayıf* topolojisine göre yakın-

sak bir diziaise, oazaman heray ∈ l1aiçin

r (y) = lim sup
n
‖xn − y‖1 olmak üzere r (y) = r (x) + ‖y − x‖1 dır [7].

Lemma 2.2 (X, ‖ . ‖)abir Banachauzayı olsun,a(xn)n dizisi X’de sınırlı bir dizi

olsun. Herhangi bir (xnk)kaaltadizisi içinaaşağıdaki şekildeatanımlanan

s : X → [0,∞)afonksiyonunu gözaönüne alınsın:

s (y) = lim sup
m

∥∥∥∥∥ 1

m

m∑
k=1

xnk − y

∥∥∥∥∥ , ∀y ∈ X .

Bu durumda, eğer (ym)madizisi c0’daax’e zayıf topolojideayakınsayan biradiziaise,

‖·‖ normu c0 üzerinde ‖·‖∞anormuna eşdeğeraherhangi biranorm olmakaüzereaCe-

saroaavarajıanormsal olarak x’ e yakınsayan en az bir (xn)n alt dizisi vardır (c0

uzayının zayıfaBanach-Saks özelliğiasebebiyle [15])aöyle ki safonksiyonu buaalt dizi

vasıtasıyla yazılırsa s(x) = 0 ve s (y) = ‖y − x‖ , ∀y ∈ c0 dır [13].

Tanım 2.5 α ∈ R olsun. x = (ξk)k ∈ c0 için

~x~ :=
1

γ1
lim
p→∞

sup
k∈N

γk

(
∞∑
j=k

|ξj|p

2j

) 1
p

+ γ1 sup
j∈N

∞∑
k=1

Qk

∣∣ξ∗k − αξ∗j ∣∣
aaaaaaaaaaaaa+γ1

√√√√sup
j∈N

∞∑
k=1

Q2
k |ξk − αξj|

2 öyle ki γk ↑k 1, γk+2 > γk+1, ∀k ∈ N,

aaaaaaaaγ2 = γ1, x
∗ := (ξ∗j )j∈N x’in azalan yeniden düzenlemesi,

aaaaaaaaaaaaaaa

∞∑
k=1

Qka = 1, Qk ↓k 0aveaQk > Qk+1, a∀k ∈ N a olmak üzere

azalan yeniden düzenleme kavramı şu şekilde tanımlanır:

∃ 1-1 π : N→ N fonksiyonu ve ∃(εj)j∈N öyle ki her bir επ(j) ∈ {−1, 1} ve (ξ∗k)k =

|ξπ(k)| = επ(k)ξπ(k),∀k ∈ N.

Bu durumda her α içina~.~ normu c0aüzerinde biraeşdeğer normdur.
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3. MATERYAL VE YÖNTEMLER

Çalışmanın bu bölümünde Nezir’in [13] çalışmasında yer alan bu tez çalışma-

sına ilham kaynağı olan geliştirilen bir başka eş değer norm vasıtasıyla c0’da S.N.T’yi

afin genişlemeyen fonksiyonlar içinakoruyanageniş bir zayıfakompaktaolmayan,akapalı,

sınırlı ve konveksakümeleraailesi tanıtılmıştır ve ilgili teoremlerasunulmuştur.

3.1. c0’da Nezir’inageliştirdiği bir diğer eş değer norma göre

S.N.T.’yi afin genişlemeyen fonksiyonlar için koruyan geniş

bir zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks

kümeler ailesi

Tanım 3.1 x = (ξk)k ∈ c0 için

~x~
∼ : = lim

p→∞
sup
k∈N

γk

(
∞∑
j=k

|ξj|p

2j

) 1
p

öyle ki γk ↑k 1, γk artan bir dizi

şeklinde tanımlansın.

Kolayca görülmüştür ki aşağıda verilen sebeplerden dolayı bu norm c0 üzerinde

c0’ın kanonik normuna yani alışılmış normuna eş değerdir.

x = (ξi)i∈N ∈ c0 olsun.

Bu durumda,

∃N ∈ N 3 ‖x‖∞ = sup
k∈N
|ξk| = max

k∈N
|ξk| = |ξN | olur.

Ortalama kuvvet eşitsizlikleri gereğince (bkz. [8]) (ağırlık dizileri ile oluşturul-

muş olan eşitsizlikler ele alınmak suretiyle),

‖x‖∞ = max
k≤N
|ξk|

= max {|ξ1| , |ξ2| , · · · , |ξN |} a

= lim
p→∞

(
a |ξ1|p + |ξ2|p + · · ·+ |ξN |pa

2N

) 1
p

= lim
p→∞

(
N∑
k=1

|ξk|p

2N

) 1
p

11



elde edilir.

Bu sebeple,

‖x‖∞ = lim
p→∞

(
∞∑
k=1

|ξk|p

2k

) 1
p

dır.

O halde kolayca görülebilir ki tanımlanan bu norm c0 üzerinde c0’ın kanonik

normuna yani alışılmış normuna eş değerdir.

3.1.1. Toplam baz dizisinin kapalı konveks kabuğu Nezir’inaeş

değer normunaagöre c0’da S.N.T.’yi afin genişlemeyen

fonksiyonlar için sağlar.

Örnek 3.1 Toplam baz dizisinin kapalı konveks kabuğu ele alınsın. Yani , her

n ≥ 1 içinafn := enaolacak şekilde c0’daa(fn)n∈Nadizisi göz önüne alınsın. Daha

sonraac0’da E = E→
b

akümesi aşağıdaki şekilde yazılsın.

E :=

{
∞∑
n=1

atnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0

}
.

η1 := f1aveaheran ≥ 2aiçinaηn : a = f1 + . . .+ fn olmak üzere (ηn)n∈Nadizisi

tanımlansın.a

Kolaycaagörülebilir kiaE = a

{
∞∑
n=1

αnηn : aheraαn ≥ 0ave
∞∑
n=1

αn = 1

}
.

Buadurumda çok iyi bilindiği üzereE kümesi (ηn)n∈N dizisinin kapalı konveks kabu-

ğudur ve sağa kaydırma fonksiyonu (yani, U(t1, t2, t3, . . . ) : = (1, t1, t2, t3, . . . )

şeklinde tanımlı U : E → E fonksiyonu) sabit noktasız afin ‖.‖∞-genişlemeyen bir

fonksiyondur.

Teorem 3.1 Tanım 3.1 ile verilen ~.~∼ normuaiçin yukarıdakiaörnekte verilenaE

kümesiaafin ~.~∼−genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabit noktaateorisiniasağlar.

İspat E kümesi yukarıda verildiği gibi tanımlansın ve T : E → E herhangi bir

afin ~.~∼−genişlemeyenafonksiyonaolsun. Bu durumdaaenaaz bira

(
x(n)
)
n∈N ∈ E

dizisiavardır öyleakia~Tx(n) − x(n)~∼ −→
n

0aveadolayısıyla
∥∥Tx(n) − x(n)∥∥∞ −→n 0

dir. Genelliğiabozmadanaveagerekirseabiraalt diziye geçiş yaparak söylenebilir kiaen
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azabir z ∈ c0avardır öyleakiax(n)adizisiaz noktasına zayıf topolojide yakınsar. Oazaman

Lemma 2.2 gereğince, buaalt diziavasıtasıyla aşağıdakiaşekildeaverilen

s : c0 → [0,∞) fonksiyonuatanımlanabilir.

s (y) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ya

�

�

�

�

�

∼

, a∀y ∈ c0 .

Bu durumda

s (y) = ~ay − za~
∼ , a∀y ∈ c0 dır.

Eakümesinin zayıfakapanışı olan küme aşağıdaki şekildeatanımlansın:

W := aE
σ(l∞, l1)

=

{
∞∑
n=1

αn ηn : aher aαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn ≤ 1a

}

Durum 1: z ∈ E olduğu varsayılsın.

Bu durumda s(Tz) = ~Tz − z~∼ dir.

Ayrıca,a

s (Tz) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − Tza

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

dır.

FakataT aafin ve ~.~∼−genişlemeyenaolduğundan,

s (Tz) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − za

�

�

�

�

�

∼

= s(z)

olur.

Buasebeple,a~Tz − z~∼ ≤ 0;ayani,aTz = z dir.

Durum 2: z ∈ W \ Eaolduğuavarsayılsın.

Buadurumda, z şu formdadır
∞∑
n=1

σnηn öyle kia

∞∑
n=1

σn < 1 dır.
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Oahalde

δ := a1−
∞∑
n=1

σn

ve

hλ := a(σ1 + λδ)η1 + (σ2 + (1− λ)δ)η2 +
∞∑
n=3

σnηna

olarakatanımlansın.

hλ’nınaEakümesiaiçinde olması amacıylaaλ’nınadeğerleri[
−σ1

δ
, σ2

δ
+ 1
]

akümesindenaalınır;abu durumdaaaşağıdakiaeşitsizlikleraeldeaedilir.

~hλ − z~
∼ = ~λδe1 + (1− λ)δ(e1 + e2)~

∼

= lim
p→∞

sup

{
γ1

[
δp

2
+
|1− λ|pδp

4

] 1
p

,
γ2|1− λ|δ

4

}

= max

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
dır.

Şimdi

Γ := min
λ∈[− γ1δ ,

γ2
δ
+1]

~hλ − z~
∼

şeklinde tanımlansın.

Oahalde, Γ = 0adır veabu yüzdena~hλ − z~∼ normuaminimumadeğerini[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aaralığındaaλ = 1’deatek değer olarak alıraöyleakiabuaminimumadeğer

0adır.

Buasebeple, eğeraλ değerleria

[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aralığındanaseçilirse her y ∈ Eave

her z ∈ W \ E için a~y − z~
∼ ≥ Γ olup bir tek hλ0 ∈ E ~hλ − z~∼’ı minimize

eder.

Şimdi,a

Λ := a {y ∈ E : a~y − z~
∼ ≤ Γ}

olarakatanımlansın. Notaedilmelidiraki ~hλ0 − z~∼ = Γ olup Λ 6= ∅ ve Λ ⊆ E

kümesi kompakt ve konveks bir kümedira.

Şimdi görülebiliraki herah ∈ Λaiçin

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼
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dir.

O halde Taafin ve genişlemeyen olduğundan

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Th

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ha

�

�

�

�

�

∼

= s(h)

olur.

Ayrıca,as(Th) = ~Th− z~∼aveas(h) = ~h− z~∼ dir.

Buasebeple,

~z − Th~∼ ≤ ~z − h~∼a =⇒ a~z − Th~∼a = ~z − h~∼ =⇒ Th ∈ Λ

dir.

Buadurumda,aT (Λ) ⊆ Λadir veaT asürekliaolduğundana(genişlemeyenafonksi-

yonlar süreklidir),aBrouwer’ınaSabit Nokta Teoremi [2] gereğince (Kompakakümeler

üzerindeatanımlıasürekliafonksiyonlarınasabitanoktasıavardır) T ’nin bir sabit noktası

vardır öyle ki h = hλ0 noktası y ∈ E için ~y − z~∼ yi minimumlaştıranatek nokta

olup Th = h dır.

Bu sebeple,aarzuaedildiğiagibiaEakümesiaS.N.T. (g.f.)’yeasahiptir.

3.1.2. co

({
n∑
k=1

fka : an ∈ N
})

a(öyleakiaf1 := be1, af2 := be2,

j ≥ 3 içinafj := ej)akümesi afin ~ · ~∼−genişlemeyen

fonksiyonlar içinasabitanokta teorisiniakorur

Teorem 3.2 Tanıma3.1’deaverilen a~.~∼anormu ele alınsın. b ∈ (0, 1) olsun. f1 :=

be1,af2 := be2ave heran ≥ 3 içinafn := en olacakaşekilde c0’daabira(fn)n∈Nadizisi

tanımlansın.

η1 := f1 ve her n ≥ 2aiçinaηn := af1 + . . . + fnaolmakaüzerea(ηn)n∈Nadizisi

tanımlansınaveadahaasonraac0ada kapalı,asınırlı,akonveksaolan aşağıdakiaE = Eb küme

ele alınsın.

E :=

{
∞∑
n=1

αnaηn : aheraαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

aαn = 1

}
.
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Notaedilmelidir kiaEakümesi (ηn)n∈Nadizisininakapalıakonveksakabuğudur.aBu

durumda E kümesi afin ~.~∼−genişlemeyenafonksiyonlar içinasabit noktaateorisini

sağlar.a

İspat YineaTeorema3.1 ispatındaauygulanan teknikaburada daakullanılabilir.

Eakümesiateoreminahipotezindeaverildiği gibiatanımlansın ve

T : E → E herhangi bir afin ~.~∼−genişlemeyenafonksiyonaolsun. Bu durumdaaen

az bira

(
x(n)
)
n∈N ∈ E dizisiavardır öyleakia~Tx(n) − x(n)~∼ −→

n
0aveadolayısıyla∥∥Tx(n) − x(n)∥∥∞ −→n 0 dır. Genelliğiabozmadanaveagerekirseabiraalt diziye geçiş ya-

parak söylenebilir kiaen azabir z ∈ c0avardır öyleakiax(n)adizisiaz noktasına zayıf

topolojide yakınsar. Oazaman Lemma 2.2 gereğince, buaalt diziavasıtasıyla aşağıdaki

şekildeaverilenas : c0 → [0,∞) fonksiyonuatanımlanabilir.

s (y) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ya

�

�

�

�

�

∼

, a∀y ∈ c0 .

Bu durumda

s (y) = ~ay − za~
∼ , a∀y ∈ c0 dır.

Şimdi Eakümesinin zayıfakapanışı olan küme aşağıdaki şekildeatanımlansın:

W := aE
σ(l∞, l1)

=

{
∞∑
n=1

αn ηn : aher aαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn ≤ 1a

}

Durum 1: z ∈ E olduğu varsayılsın.

Bu durumda s(Tz) = ~Tz − z~∼ dir.

Ayrıca,a

s (Tz) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − Tza

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

dır.
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FakataT aafin ve ~.~∼−genişlemeyenaolduğundan,

s (Tz) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − za

�

�

�

�

�

∼

= s(z)

olur.

Buasebeple,a~Tz − z~∼ ≤ 0;ayani,aTz = z dir.

Durum 2: z ∈ W \ Eaolduğuavarsayılsın.

Buadurumda, z şu formdadır
∞∑
n=1

σnηn öyle kia

∞∑
n=1

σn < 1 dır.

Oahalde

δ := a1−
∞∑
n=1

σn

ve

hλ := a(σ1 + λδ)η1 + (σ2 + (1− λ)δ)η2 +
∞∑
n=3

σnηna

olarakatanımlansın.

hλ’nınaEakümesiaiçinde olması amacıylaaλ’nınadeğerleri[
−σ1

δ
, σ2

δ
+ 1
]

akümesindenaalınır;abu durumdaaaşağıdakiaeşitsizlikleraeldeaedilir.

~hλ − z~
∼ = ~λδη1 + (1− λ)δη2~

∼

= ~λδbe1 + (1− λ)δ(be1 + be2)~
∼

= b lim
p→∞

sup

{
γ1

[
δp

2
+
|1− λ|pδp

4

] 1
p

,
γ2|1− λ|δ

4

}

= bmax

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
dır.

Şimdi

Γ := min
λ∈[− γ1δ ,

γ2
δ
+1]

~hλ − z~
∼

şeklinde tanımlansın.

Oahalde, Γ = 0adır veabu yüzdena~hλ − z~∼ normuaminimumadeğerini[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aaralığındaaλ = 1’deatek değer olarak alıraöyleakiabuaminimumadeğer

0adır.
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Buasebeple, eğeraλ değerleria

[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aralığındanaseçilirse her y ∈ Eave

her z ∈ W \ E için a~y − z~
∼ ≥ Γ olup bir tek hλ0 ∈ E ~hλ − z~∼’ı minimize

eder.

Şimdi,a

Λ := a {y ∈ E : a~y − z~
∼ ≤ Γ}

olarakatanımlansın. Notaedilmelidiraki ~hλ0 − z~∼ = Γ olup Λ 6= ∅ ve Λ ⊆ E

kümesi kompakt ve konveks bir kümedira.

Şimdi görülebiliraki herah ∈ Λaiçin

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

dir.

O halde Taafin ve genişlemeyen olduğundan

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Th

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ha

�

�

�

�

�

∼

= s(h)

olur.

Ayrıca,as(Th) = ~Th− z~∼aveas(h) = ~h− z~∼ dir.

Buasebeple,

~z − Th~∼ ≤ ~z − h~∼a =⇒ a~z − Th~∼a = ~z − h~∼ =⇒ Th ∈ Λ

dir.

Buadurumda,aT (Λ) ⊆ Λadir veaT asürekliaolduğundana(genişlemeyenafonksi-

yonlar süreklidir),aBrouwer’ınaSabit Nokta Teoremi [2] gereğince (Kompakakümeler

üzerindeatanımlıasürekliafonksiyonlarınasabitanoktasıavardır) T ’nin bir sabit noktası

vardır öyle ki h = hλ0 noktası y ∈ E için ~y − z~∼ yi minimumlaştıranatek nokta

olup Th = h dır.

Bu sebeple,aarzuaedildiğiagibiaEakümesiaS.N.T. (g.f.)’yeasahiptir.
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3.1.3. co

({
n∑
k=1

fka : an ∈ N
})

(öyleakia(bn)n∈Nadizisia(0, 1]’de

bn ↑n 1aolacak şekildeakeyfi artanabir diziaolmak üzere

j ≥ 1aiçinafj := bjej) kümesiaafin ~ · ~∼−genişlemeyen

fonksiyonlar içinasabitanokta teorisiniakorur

Şimdiaönceki bölümün sonucuadaha daagenelleştirilecek.

Teorem 3.3 Tanıma3.1’de verilena~.~∼ normuaele alınsın.a

→
b = (bn)n∈N dizisia(0, 1]

aralığındaabn ↑n 1aolacak şekildeaherhangi biraartan diziaolsun. Heran ∈ Naiçin

fn := bnenaolacak şekildeac0’daabira(fn)n∈N dizisiaalınsın. Dahaasonraac0’da E =

E→
b

akümesi aşağıdakiaşekildeayazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0a

}
.

BuadurumdaEakümesi afina~.~∼−genişlemeyenafonksiyonlar içinasabit nokta

teorisiniasağlar.

İspat YineaTeorem 3.1aispatındaauygulananateknikaburadaadaakullanılabilir.

Eakümesiateoreminahipotezindeaverildiği gibiatanımlansın ve

T : E → E herhangi bir afin ~.~∼−genişlemeyenafonksiyonaolsun. Bu durumdaaen

az bira

(
x(n)
)
n∈N ∈ E dizisiavardır öyleakia~Tx(n) − x(n)~∼ −→

n
0aveadolayısıyla∥∥Tx(n) − x(n)∥∥∞ −→n 0. Genelliğiabozmadanaveagerekirseabiraalt diziye geçiş ya-

parak söylenebilir kiaen azabir z ∈ c0avardır öyleakiax(n)adizisiaz noktasına zayıf

topolojide yakınsar. Oazaman Lemma 2.2 gereğince, buaalt diziavasıtasıyla aşağıdaki

şekildeaverilenas : c0 → [0,∞) fonksiyonuatanımlanabilir.

s (y) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ya

�

�

�

�

�

∼

, a∀y ∈ c0 .

Bu durumda

s (y) = ~ay − za~
∼ , a∀y ∈ c0 dır.

Şimdi Eakümesinin zayıfakapanışı olan küme aşağıdaki şekildeatanımlansın:

W := aE
σ(l∞, l1)

=

{
∞∑
n=1

αn ηn : aher aαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn ≤ 1a

}

Durum 1: z ∈ E olduğu varsayılsın.
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Bu durumda s(Tz) = ~Tz − z~∼ dir.

Ayrıca,a

s (Tz) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − Tza

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

dır.

FakataT aafin ve ~.~∼−genişlemeyenaolduğundan,

s (Tz) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − za

�

�

�

�

�

∼

= s(z)

olur.

Buasebeple,a~Tz − z~∼ ≤ 0;ayani,aTz = z dir.

Durum 2: z ∈ W \ Eaolduğuavarsayılsın.

Buadurumda, z şu formdadır
∞∑
n=1

σnηn öyle kia

∞∑
n=1

σn < 1 dır.

Oahalde

δ := a1−
∞∑
n=1

σn

ve

hλ := a(σ1 + λδ)η1 + (σ2 + (1− λ)δ)η2 +
∞∑
n=3

σnηna

olarakatanımlansın.

hλ’nınaEakümesiaiçinde olması amacıylaaλ’nınadeğerleri
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[
−σ1

δ
, σ2

δ
+ 1
]

akümesindenaalınır;abu durumdaaaşağıdakiaeşitsizlikleraeldeaedilir.

~hλ − z~
∼ = ~λδη1 + (1− λ)δη2~

∼

= ~λδb1e1 + (1− λ)δ(b1e1 + b2e2)~
∼

= lim
p→∞

sup

{
γ1

[
b1
pδp

2
+
b2
p|1− λ|pδp

4

] 1
p

,
γ2b2|1− λ|δ

4

}

= b2 lim
p→∞

sup

{
γ1

[(
b1
b2

)p
δp

2
+
|1− λ|pδp

4

] 1
p

,
γ2|1− λ|δ

4

}

≤ b2 max

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
olur.

Şimdi

Γ := a min
λ∈[− γ1δ ,

γ2
δ
+1]

a~hλ − z~
∼

şeklindeatanımlansın.

Oahalde, Γ = 0adır çünkü eşitsizliğin sağ tarafının minimum değeride 0 dır

veabu yüzdena~hλ − z~∼ normuaminimumadeğerini
[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aaralığındaaλ =

1’deatekadeğeraolarakaalıraöyleakiabuaminimumadeğer 0adır.

Buasebeple, eğeraλ değerleria

[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aralığındanaseçilirse her y ∈ Eave

her z ∈ W \ E için a~y − z~
∼ ≥ Γ olup bir tek hλ0 ∈ E ~hλ − z~∼’ı minimize

eder.

Şimdi,a

Λ := a {y ∈ E : a~y − z~
∼ ≤ Γ}

olarakatanımlansın. Notaedilmelidiraki ~hλ0 − z~∼ = Γ olup Λ 6= ∅ ve Λ ⊆ E

kümesi kompakt ve konveks bir kümedira.

Şimdi görülebiliraki herah ∈ Λaiçin

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

dir.
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O halde Taafin ve genişlemeyen olduğundan

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Th

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ha

�

�

�

�

�

∼

= s(h)

olur.

Ayrıca,as(Th) = ~Th− z~∼aveas(h) = ~h− z~∼ dir.

Buasebeple,

~z − Th~∼ ≤ ~z − h~∼a =⇒ a~z − Th~∼a = ~z − h~∼ =⇒ Th ∈ Λ

dir.

Buadurumda,aT (Λ) ⊆ Λadir veaT asürekliaolduğundana(genişlemeyenafonksi-

yonlar süreklidir),aBrouwer’ınaSabit Nokta Teoremi [2] gereğince (Kompakakümeler

üzerindeatanımlıasürekliafonksiyonlarınasabitanoktasıavardır) T ’nin bir sabit noktası

vardır öyle ki h = hλ0 noktası y ∈ E için ~y − z~∼ yi minimumlaştıranatek nokta

olup Th = h dır.

Bu sebeple,aarzuaedildiğiagibiaEakümesiaS.N.T. (g.f.)’yeasahiptir.

3.1.4. co

({
n∑
k=1

fka : an ∈ N
})

(öyleakia(bn)n∈Nadizisia(0,∞)’de

yakınsak biradiziaolmak üzereaj ≥ 1aiçinafj := bjej) kümesiaafin

~ · ~∼−genişlemeyen fonksiyonlar içinasabit noktaateorisiniakorur

Şimdiaönceki bölümün sonucuadaha daagenelleştirilecek.

Teorem 3.4 Tanıma3.1’de verilena~.~∼anormuaeleaalınsın.
→
b = (bn)n∈Nadizisi (0,∞)

aralığındaabir κ > 0asayısına yakınsayan herhangi bir dizi olsun. Her n ∈ N

içinafn := bnenaolacak şekildeac0 da bir (fn)n∈Nadizisi alınsın. Dahaasonra c0’daaE =

E→
b

kümesini aşağıdakiaşekildeayazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0a

}
.
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BuadurumdaaEakümesi afina~.~∼−genişlemeyenafonksiyonlar içinasabitanokta

teorisiniasağlar.

İspat YineaTeorem 3.1aispatındaauygulananateknikaburadaadaakullanılabilir.

Eakümesiateoreminahipotezindeaverildiği gibiatanımlansın ve

T : E → E herhangi bir afin ~.~∼−genişlemeyenafonksiyonaolsun. Bu durumdaaen

az bira

(
x(n)
)
n∈N ∈ E dizisiavardır öyleakia~Tx(n) − x(n)~∼ −→

n
0aveadolayısıyla∥∥Tx(n) − x(n)∥∥∞ −→n 0. Genelliğiabozmadanaveagerekirseabiraalt diziye geçiş ya-

parak söylenebilir kiaen azabir z ∈ c0avardır öyleakiax(n)adizisiaz noktasına zayıf

topolojide yakınsar. Oazaman Lemma 2.2 gereğince, buaalt diziavasıtasıyla aşağıdaki

şekildeaverilenas : c0 → [0,∞) fonksiyonuatanımlanabilir.

s (y) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ya

�

�

�

�

�

∼

, a∀y ∈ c0 .

Bu durumda

s (y) = ~ay − za~
∼ , a∀y ∈ c0 dır.

Şimdi Eakümesinin zayıfakapanışı olan küme aşağıdaki şekildeatanımlansın:

W := aE
σ(l∞, l1)

=

{
∞∑
n=1

αn ηn : aher aαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn ≤ 1a

}
Durum 1: z ∈ E olduğu varsayılsın.

Bu durumda s(Tz) = ~Tz − z~∼ dir.

Ayrıca,a

s (Tz) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − Tza

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

dır.

FakataT aafin ve ~.~∼−genişlemeyenaolduğundan,

s (Tz) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − za

�

�

�

�

�

∼

= s(z)
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olur.

Buasebeple,a~Tz − z~∼ ≤ 0;ayani,aTz = z dir.

Durum 2: z ∈ W \ Eaolduğuavarsayılsın.

Buadurumda, z şu formdadır
∞∑
n=1

σnηn öyle kia

∞∑
n=1

σn < 1 dır.

Oahalde

δ := a1−
∞∑
n=1

σn

ve

hλ := a(σ1 + λδ)η1 + (σ2 + (1− λ)δ)η2 +
∞∑
n=3

σnηna

olarakatanımlansın.

hλ’nınaEakümesiaiçinde olması amacıylaaλ’nınadeğerleri[
−σ1

δ
, σ2

δ
+ 1
]

akümesindenaalınırsa aşağıdakiaeşitsizlikleraelde edilir.

~hλ − z~
∼ = ~λδη1 + (1− λ)δη2~

∼

= ~λδb1e1 + (1− λ)δ(b1e1 + b2e2)~
∼

= lim
p→∞

sup

{
γ1

[
b1
pδp

2
+
b2
p|1− λ|pδp

4

] 1
p

,
γ2b2|1− λ|δ

4

}

= max {b1 , b2} lim
p→∞

sup


γ1

 ( b1
max{b1 ,b2}

)p
δp

2

+
(

b2
max{b1 ,b2}

)p |1−λ|pδp
4


1
p

,

b2γ2|1−λ|δ
4max{b1 ,b2}


≤ max {b1 , b2}max

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
olur.

Γ := a min
λ∈[− γ1δ ,

γ2
δ
+1]

a~hλ − z~
∼

şeklindeatanımlansın.

Oahalde, Γ = 0adır çünkü eşitsizliğin sağ tarafının minimum değeride 0 dır

veabu yüzdena~hλ − z~∼ normuaminimumadeğerini
[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aaralığındaaλ =

1’deatekadeğeraolarakaalıraöyleakiabuaminimumadeğer 0adır.

Buasebeple, eğeraλ değerleria

[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aralığındanaseçilirse her y ∈ Eave

her z ∈ W \ E için a~y − z~
∼ ≥ Γ olup bir tek hλ0 ∈ E ~hλ − z~∼’ı minimize

eder.
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Λ := a {y ∈ E : a~y − z~
∼ ≤ Γ}

olarakatanımlansın. Notaedilmelidiraki ~hλ0 − z~∼ = Γ olup Λ 6= ∅ ve Λ ⊆ E

kümesi kompakt ve konveks bir kümedira.

Görülebiliraki herah ∈ Λaiçin

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

∼

dir.

O halde Taafin ve genişlemeyen olduğundan

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Th

�

�

�

�

�

∼

+lim sup
m

�

�

�

�

�

1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)

�

�

�

�

�

∼

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ha

�

�

�

�

�

∼

= s(h)

olur.

Ayrıca,as(Th) = ~Th− z~∼aveas(h) = ~h− z~∼ dir.

Buasebeple,

~z − Th~∼ ≤ ~z − h~∼a =⇒ a~z − Th~∼a = ~z − h~∼ =⇒ Th ∈ Λ

dir.

Buadurumda,aT (Λ) ⊆ Λadir veaT asürekliaolduğundana(genişlemeyenafonksi-

yonlar süreklidir),aBrouwer’ınaSabit Nokta Teoremi [2] gereğince (Kompakakümeler

üzerindeatanımlıasürekliafonksiyonlarınasabitanoktasıavardır) T ’nin bir sabit noktası

vardır öyle ki h = hλ0 noktası y ∈ E için ~y − z~∼ yi minimumlaştıranatek nokta

olup Th = h dır.

Bu sebeple,aarzuaedildiğiagibiaEakümesiaS.N.T. (g.f.)’yeasahiptir.
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3.1.5. En geniş sınıf: co ({µn(b1e1 + b2e2 + ...+ bnen) : n ∈ N})

(öyle ki (bn)n∈N ve (µn)n∈N dizileri (0,∞)’de keyfi bir dizi

olmakaüzere)akümesi afina~ · ~∼−genişlemeyen

fonksiyonlaraiçinasabit noktaateorisiniakorur

Teorem 3.4’ün doğrudan çıkarımı olarak aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir.

Sonuç 3.1 Tanım 3.1’de verilen ~.~∼ normu ele alınsın.
→
b = (bn)n∈N dizisi (0,∞)

aralığında herhangi bir sınırlı dizi olsun. Heran ∈ Naiçinafn := bnen olacakaşekilde

c0ada bira(fn)n∈Nadizisi alınsın. Dahaasonra c0’daaE = E→
b

akümesiaaşağıdaki şekilde

yazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0a

}
.

BuadurumdaaEakümesiaafina~.~∼−genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabitanokta

teorisiniasağlar.

Ayrıca Teorema3.4’in ispatına benzer şekilde aşağıdaki genelleştirmeler doğrudan

verilmiştir.

Teorem 3.5 Tanım 3.1’de verilen ~.~∼ normu ele alınsın.
→
b = (bn)n∈N dizisi

(0,∞) aralığında herhangi bir dizi olsun. Heran ∈ Naiçinafn := bnenaolacak

şekilde c0ada bira(fn)n∈Nadizisiaalınsın. Dahaasonra c0’daaE = E→
b

akümesi aşağıda-

ki şekildeayazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0a

}
.

BuadurumdaaEakümesiaafina~.~∼−genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabitanokta

teorisiniasağlar.

Sonuç 3.2 Tanım 3.1’de verilen ~.~∼ normu ele alınsın. (µn)n∈N dizisi (0,∞)

aralığında öyle bir diziki her N ∈ N için Γ ≤ γN olacak şekilde Γ > 0 var

ve σ :=
∞∑
n=2

|µn − µn−1| < ∞ olsun. Kabul edilsin ki (bn)n∈N dizisi (0,∞)

aralığında bir λ ∈ (0,∞) sayısına yakınsasın. Bu durumda her n ∈ N için

ηn := µn(b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4 + ....+ bnen) olacak şekilde bir dizi tanımlansın.

Ayrıca kabul edilsin ki (ηn)n∈N dizisi alt c0-toplam tahminini sağlasın. Yani, kabul

edilsin ki ∃K ∈ (0,∞) var öyle ki ∀α = (αn)n∈N ∈ c00 için K sup
n≥1

∣∣∣∣∣ ∞∑j=n αj
∣∣∣∣∣ ≤
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∥∥∥∥∥ ∞∑j=1

αj ηj

∥∥∥∥∥ dır. E kümesi (ηn)n∈Nadizisininakapalıakonveksakabuğuaolsun;ayani,

E := aco({ηn : an ∈ N}) olsun.

BuadurumdaaEakümesiaafina~.~∼−genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabit nokta

teorisiniasağlar.

Sonuç 3.3 Tanım 3.1’de verilen ~.~∼ normu ele alınsın. (µn)n∈N ve (bn)n∈N dizileri

(0,∞) aralığında herhangi dizi olsun. Her n ∈ N için ηn := µn(b1e1+b2e2+b3e3+

b4e4 + .... + bnen) olacak şekilde (ηn)n∈N dizisi tanımlansın. E kümesi (ηn)n∈N

dizisinin kapalı konveks kabuğu olsun; yani, E := co({ηn : n ∈ N}) olsun.

Bu durumdaE kümesi afin ~.~∼−genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta

teorisini sağlar.
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4. ARAŞTIRMAABULGULARI

Bu bölümde ise bu çalışmada yapılmış literatürde yeni çalışmalar olan ve

bir önceki bölümde tanıtılmış Nezir’ina[13] çalışmasındaayer alan eşadeğer normaile

elde edilmiş sonuçlara benzerlik gösteren, bu sayede Nezir’in eş değer normunun

c0’da S.N.T.’yi afin genişlemeyen fonksiyonlar için sağlayan geniş sınıfların elde

edilmesinde tek olmadığını gösteren, sonuç olarak bu tez çalışmasında geliştirilen

yeni bir eşdeğer norm ile elde edilen bulgular verilmiştir. Öncelikle gösterilmiştir

ki tanımlanan eş değer norma göre c0 Banach uzayı c0’ın alışılmış normuna göre

bir asimtotik izometrik kopyasını içermez. Dolayısıyla bulunan eş değer norm P.K.

Lin’in [11] çalışmasının c0−analoğunu elde etmek için güzel bir adaydır. Çalışma-

nın ana sonucu olarak ise tanımlanan eş değer norma göre c0’da S.N.T.’yi afin

genişlemeyen fonksiyonlar için koruyan çok daha geniş zayıf kompakt olmayan

kapalı, sınırlı ve konveks kümeler aileleri gösterilmiştir.

4.1. Geliştirdiğimiz eşadeğer norma göreac0aBanachauzayı c0’ın

biraasimtotikaizometrikakopyasınıaiçermez

Teorem 4.1 c0aüzerindeatanımlananaveaTanıma2.5aileaverilenaeşadeğer normuaele a-

lınsın. Buadurumda,aeğera|α| > 1aveaQ1 >
1−γ1+4|α|
1+4|α| aisea(c0, ~ · ~)aBanachauzayı

c0’ınabir asimtotikaizometrikakopyasınıaiçermez.

İspat Olmayanaaergiayöntemiaileakabulaedilsinakia(c0, ~ · ~)aBanachauzayıac0’ınabir

asimtotikaizometrikakopyasını içersin.aYani,a(0, 1) aralığındaa0 aaazalarakayakınsayan

enaazabir (εn)nadizisi ve c0’daaen az bir (xn)n dizisi vardıraöyleaki

♥

 her n ∈ N ve keyfi skalarler t1, t2, . . . , tn için

max
1≤k≤n

(1− εk) |tk| ≤
�

�

�

�

n∑
k=1

tkxk

�

�

�

�

≤ max
1≤k≤n

|tk| .


|α| > 1 ve Q1 >

1−γ1+4|α|
1+4|α| olsun; bu durumda Q1 >

2|α|
1+2|α| .

O halde, 1
γ1

2|α| > 2 > 1, |2α − 1| > |α| ve bu durumda kabul edileblir ki

aşağıdaki şekilde tanımlanan ~.~∼anormuaiçinadea(c0, ~.~∼)aBanach uzayı da c0’ın
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biraasimtotikaizometrikakopyasınıaiçerir:

~axa~
∼ =

1

γ1
lim
p→∞

sup
k∈N

γk

(
∞∑
j=k

|ξj|p

2j

) 1
p

+ γ1 sup
j∈N

∞∑
k=1

Qk

∣∣∣∣ξ?k − 2α

γ1
ξ?j

∣∣∣∣
+γ1

√√√√sup
j∈N

∞∑
k=1

Qk
2

∣∣∣∣ξk − 2α

γ1
ξj

∣∣∣∣2 öyle ki γk ↑k 1, γk+1 > γk, ∀k ∈ N,

x? := (ξ?j )j∈N x’in azalan yeniden düzenlemesi,
∞∑
k=1

Qk = 1, aQk ↓k 0ave aQk > Qk+1, a∀k ∈ N.

Genelliğiabozmadan kabul edilebilir ki (xn)n dizisi 0 yakınsar. Aslında♥aeşitsizliği-

nin sağatarafıagösterir kia(xn)nadizisi 0aaazayıfayakınsar.

Heran ∈ Naiçinaxn = (ξnj )j aşeklindeatanımlansın.

Notaedilmelidirakiaher x ∈ c0aiçin öyle L > 1avardırakia‖x‖∞ ≥
�

�

x
L

�

�

∼

veabenzer şekildea~.~∼ normuaiçinade buaeşitsizlikasağlanır. Genelliği bozmadan

ve gerekirse bir altadiziye geçişayaparakakabul edilebiliraki enaaz biras ∈ N vardır

öyleaki ‖xs‖∞ > 1
|2α−γ1| .aBuagerçekten söylenebiliraçünküaL > 1 olup (xn)n dizisi

yerinea(xn
L

)nadizisi kullanılabiliravea♥ eşitsizliğiasıfıra azalarakayakınsayan ve (0, 1)

aralığındaayer alana(εn)nadizisi içinageçerliaolup enaaz biras ∈ N vardıraöyleaki

εs < 1− 1
|2α−γ1| avea‖xs‖∞ ≥

�

�

xs
L

�

�

∼
> 1− εs > 1

|2α−γ1| adir.

Ayrıca,asöylenebiliraki en azabirar ∈ Navardır öyleakiaξsr 6= 0 veanormunatanımı

gereğinceaxs ∈ c0 olduğundanaen azabir N (s) ∈ Navardır öyleaki ‖xs‖∞ = |ξs
N(s)| ≥

|ξsr |. O halde p = min {ra|a|ξsr | = |ξN(s)|}aolarak alınsın.

δ =
(
Q1 − 1−γ1+4|α|

1+4|α|

)
8|α|(1+4|α|)

16|α|3+
(
68+ 4

γ1

)
|α|2+

(
16+ 9

γ1
+8γ1

)
|α|+ 2

γ1

olsun.

N1 ≥ paseçilsinaöyle kia

∞∑
k=1+N1

Qk < ( 4
γ1

+4|α|) δ
2

aolsun.aSonraN2 ∈ Naseçil-

sin öyleakiaheran ≥ max {s,N2}aiçinaεn < min
{

1− 1
|2α−γ1| , δ

}
olsun.aSonraaise

M ≥ max {s,N2}aseçilsin öyleakiaheraj = 1, 2, . . . , N1aveaher n ≥M aiçin

|2α− γ1|
∣∣ξnj ∣∣ < (

1
γ1

+4α
)
δ

8
avea

∣∣ξnj ∣∣ < (
1
γ1

+4|α|
)
δ

8|α| aolsun.

Notaedilebilir ki 1 ≥ ‖xs‖∼ vea1 ≥ ‖xn‖∼ olup buasebeple heraj ∈ N

içina1 ≥
∣∣ξsj ∣∣ vea1 ≥

∣∣ξnj ∣∣adir.
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Dolayısıylaaheran ≥M aiçin

‖xn‖∞ ≤ ~xn~
∼

≤ 1

γ1
‖xn‖∞ + γ1

∞∑
k=1

Qk

∣∣∣ξ?k(n)∣∣∣+ 2 |α|
∞∑
k=1

Qk sup
j∈N

∣∣∣ξ?j (n)∣∣∣
+γ1

√√√√sup
j∈N

∞∑
k=1

Qk
2

(
|ξnk |+

2α

γ1
|ξnj |
)2

≤
(

1

γ1
+ 4|α|

)
‖xn‖∞ + 2γ1

∞∑
k=1

Qk |ξnk |

≤
(

1

γ1
+ 4 |α|

)
‖xn‖∞ + 2γ1

N1∑
k=1

Qk |ξnk |+ 2γ1

∞∑
k=1+N1

Qk |ξnk |

<

(
1

γ1
+ 4 |α|

)
‖xn‖∞ +

1
γ1

(
1
γ1

+ 4 |α|
)
δ

4|α|

N1∑
k=1

Qk + 2
∞∑

k=1+N1

Qk

<

(
1

γ1
+ 4 |α|

)
‖xn‖∞ +

1
γ1

(
1
γ1

+ 4 |α|
)
δ

4|α|
+

(
1

γ1
+ 4 |α|

)
δ

<

(
1

γ1
+ 4 |α|

)
‖xn‖∞ +

(
1
γ1

+ 4 |α|
)2
δ

4|α|

olur.

Üçgenaeşitsizliğiagereğince ‖xn‖∞ ≤
1
2
‖xn + xs‖∞ + 1

2
‖xn − xs‖∞dir.

Bu sebeple yaa‖xn + xs‖∞ ≥ ‖xn‖∞ yaadaa‖xn − xs‖∞ ≥ ‖xn‖∞adir.

Eğera ‖xn + xs‖∞ ≥ ‖xn‖∞aolduğu kabulaedilirse buadurumda

1 = max {1, 1} ≥ ~xs + xn~
∼

≥ ‖xs + xn‖∞ + γ1 sup
j∈N

∞∑
k=1

Qk

∣∣∣∣(ξsk + ξnk )? − 2α

γ1

(
ξsj + ξnj

)?∣∣∣∣
+γ1

√√√√sup
j∈N

∞∑
k=1

Qk
2

∣∣∣∣ξsk + ξnk −
2α

γ1

(
ξsj + ξnj

)∣∣∣∣2

≥ ‖xs + xn‖∞ + γ1

∞∑
k=1

Qk

∣∣∣∣(ξsk + ξnk )? − 2α

γ1
(ξs1 + ξn1 )?

∣∣∣∣
≥ ‖xs + xn‖∞ +Q1 |2α− γ1| (ξs1 + ξn1 )?

≥ ‖xn‖∞ +Q1 |2α− γ1|
∣∣ξsp + ξnp

∣∣
≥ ‖xn‖∞ +Q1 |2α− γ1|

∣∣ξsp∣∣−Q1 |2α− γ1|
∣∣ξnp ∣∣

>
γ1

1 + 4γ1|α|
~xn~

∼ −

(
1
γ1

+ 4|α|
)
δ

4|α|
+Q1 |2α− γ1|

∣∣ξsp∣∣−Q1 |2α− γ1|
∣∣ξnp ∣∣ .
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Buasebeple,

1 >
γ1

1 + 4|α|
~xn~

∼ −

(
1
γ1

+ 4|α|
)
δ

4|α|
+Q1 − |2α− γ1|

∣∣ξnp ∣∣
>

γ1
1 + 4|α|

(1− εn)−

(
1
γ1

+ 4|α|
)
δ

4|α|
+Q1 −

(
1
γ1

+ 4|α|
)
δ

8

>
γ1

1 + 4|α|
(1− δ)−

(
1
γ1

+ 4|α|
)
δ

4|α|
+Q1 −

(
1
γ1

+ 4|α|
)
δ

8

= 1 +Q1 −
1− γ1 + 4|α|

1 + 4|α|

−δ

16|α|3 +
(

36 + 4
γ1

)
|α|2 +

(
8 + 9

γ1
+ 8γ1

)
|α|+ 2

γ1

8|α|(1 + 4|α|)


> 1 + δ

olupabu mümkünadeğildira(çelişki).

Aynıaşekilde eğera‖xn − xs‖∞ ≥ ‖xn‖∞aolduğu kabulaedilirse de görülebilir

ki benzeraçelişkiyeadüşülür.

4.2. Ana sonuç: c0’daageliştirdiğimiz eşdeğer norma göre afin

genişlemeyen fonksiyonlar için S.N.T.’ye sahip kümeler

Bu bölümde çalışmada geliştirilen eş değer norma göre c0’da S.N.T’yi afin

genişlemeyen fonksiyonlar için koruyan çok daha geniş zayıf kompakt olmayan

kapalı, sınırlı ve konveks kümeler aileleri gösterilmiştir. Bu sonuç adım adım en

geniş sınıf elde edilene kadar verilmiştir.

4.2.1. Toplam baz dizisinin kapalı konveks kabuğu bizimaeş

değer normumuzaagöre c0’da S.N.T.’yi afinagenişlemeyen

fonksiyonlaraiçin sağlar.

Örnek 4.1 Toplam baz dizisinin kapalı konveks kabuğu ele alınsın. Yani , her

n ≥ 1aiçinafn := enaolacakaşekildeac0’daa(fn)n∈Nadizisi göz önüne alınsın. Daha
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sonraac0’da E = E→
b

akümesi aşağıdakiaşekilde yazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

atnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0

}
.

η1 := f1aveaheran ≥ 2aiçinaηn : a = f1 + . . .+ fn olmak üzere (ηn)n∈Nadizisi

tanımlansın.a

Kolaycaagörülebilir kiaE := a

{
∞∑
n=1

αnηn : aheraαn ≥ 0avea
∞∑
n=1

αn = 1

}
dir.

Buadurumda çok iyi bilindiği üzereE kümesi (ηn)n∈N dizisinin kapalı konveks kabu-

ğudur ve sağa kaydırma fonksiyonu sabit noktasız afin ‖.‖∞-genişlemeyen bir fonk-

siyondur.

Teorem 4.2 |α| > 1 ve Q1 > 1−γ1+4|α|
1+4|α| olmak üzere Tanım 2.5 ile verilen ~.~

normuaiçin yukarıdakiaörnekte verilenaE kümesiaafin ~.~−genişlemeyenafonksiyonlar

içinasabit noktaateorisiniasağlar.

İspat Not edilmelidir ki[
|α| > 1 ve Q1 >

1− γ1 + 4|α|
1 + 4|α|

]
şartı c0 ın bir asimtotik izometrik kopyasının içerilme olasılığını yok etmek için

gereklidir fakat bu şartın ispatın içinde bir başka amaç için kullanılması gerekmeye-

cek.

E kümesi yukarıda verildiği gibi tanımlansın ve T : E → E herhangi

bir afin ~.~−genişlemeyenafonksiyonaolsun. Bu durumdaaenaaz bira

(
x(n)
)
n∈N ∈

E dizisiavardır öyleakia~Tx(n) − x(n)~ −→
n

0aveadolayısıylaa

∥∥Tx(n) − x(n)∥∥∞ −→n 0

dir. Genelliğiabozmadanaveagerekirseabiraaltadiziyeageçiş yaparakasöylenebilir kiaen

azabir z ∈ c0avardır öyleakiax(n)adizisiaz noktasınaazayıfatopolojide yakınsar.aOazaman

Lemma 2.2 gereğince, buaalt diziavasıtasıyla aşağıdakiaşekildeaverilen

s : c0 → [0,∞) fonksiyonuatanımlanabilir.

s (y) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ya

�

�

�

�

�

, a∀y ∈ c0 .

Bu durumda

s (y) = ~ay − za~ , a∀y ∈ c0.

Eakümesinin zayıfakapanışı olanaküme aşağıdakiaşekildeatanımlansın.

W := aE
σ(l∞, l1)

=

{
∞∑
n=1

αn ηn : aher aαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn ≤ 1a

}
.
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Durum 1: z ∈ E olduğu varsayılsın.

Bu durumda s(Tz) = ~Tz − z~ dir.

Ayrıca,a

s (Tz) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − Tza

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

bulunur.

FakataT aafinavea~.~−genişlemeyenaolduğundan,

s (Tz) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − za

�

�

�

�

�

= s(z)

dır.

Buasebeple,a~Tz − z~ ≤ 0;ayani,aTz = z dir.

Durum 2: z ∈ W \ Eaolduğuavarsayılsın.

Buadurumda, z şuaformdadıra

∞∑
n=1

σnηn öyleakia

∞∑
n=1

σn < 1.a

Oahalde

δ := a1−
∞∑
n=1

σn

ve

hλ := a(σ1 + λδ)η1 + (σ2 + (1− λ)δ)η2 +
∞∑
n=3

σnηna

olarakatanımlansın.

hλ’nınaEakümesi içindeaolması amacıyla λ değerleri
[
−σ1

δ
, σ2

δ
+ 1
]

kümesin-
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den alınmalıdır;abu durumdaaaşağıdakiaeşitsizlikleraeldeaedilir.

~hλ − z~ = ~λδη1 + (1− λ)δη2~

= ~λδe1 + (1− λ)δ(e1 + e2)~

≤
[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
lim
p→∞

sup

{
γ1

[
δp

2
+
|1− λ|pδp

4

] 1
p

,
γ2|1− λ|δ

4

}

=

[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
max

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
olur.

Γ := a min
λ∈[− γ1δ ,

γ2
δ
+1]

a~hλ − z~

şeklindeatanımlansın.

Oahalde, Γ = 0adır çünkü eşitsizliğin sağ tarafının minimum değeride 0

dır veabu yüzdena~hλ− z~ normuaminimumadeğerini
[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aaralığındaaλ =

1’deatekadeğeraolarakaalıraöyleakiabuaminimumadeğer 0adır.

Buasebeple, eğeraλ değerleria

[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aralığındanaseçilirse her y ∈ Eave

her z ∈ W \ E için a~y − z~ ≥ Γ olup bir tek hλ0 ∈ E ~hλ − z~’ı minimize eder.

Λ := a {y ∈ E : a~y − z~ ≤ Γ}

olarakatanımlansın. Notadilmelidiraki ~hλ0 − z~ = Γ olup Λ 6= ∅ ve Λ ⊆ E kümesi

kompakt ve konveks bir kümedira.

Görülebiliraki herah ∈ Λaiçin

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

dır.

Taafinave genişlemeyen olduğundan

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ha

�

�

�

�

�

= s(h)
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bulunur.

Ayrıca,as(Th) = ~Th− z~aveas(h) = ~h− z~ dir.

Buasebeple,

~z − Th~ ≤ ~z − h~a =⇒ a~z − Th~a = a~z − h~a =⇒ aTh ∈ Λ dır.

Buadurumda,aT (Λ) ⊆ Λadir veaT asürekliaolduğundana(genişlemeyenafonksi-

yonlar süreklidir),aBrouwer’ınaSabitaNoktaaTeoremia[2]agereğincea(Kompakakümeler

üzerindeatanımlıasürekliafonksiyonlarınasabitanoktasıavardır) T ’nin bir sabit noktası

vardır öyle ki h = hλ0 noktası y ∈ E için ~y − z~ yi minimumlaştıranatekanokta

olupaTh = hadır.

Buasebeple,aarzuaedildiğiagibiaEakümesiaS.N.T. (g.f.)’yeasahiptir.

4.2.2. co

({
n∑
k=1

fka : an ∈ N
})

a(öyleakiaf1 := be1, af2 := be2,

j ≥ 3 içinafj := ej)akümesi afin ~ · ~−genişlemeyen

fonksiyonlar içinasabitanokta teorisiniakorur

Teorem 4.3 |α| > 1 veQ1 >
1−γ1+4|α|
1+4|α| olmak üzere Tanım 2.5’deaverilen a~.~anormu

eleaalınsın. b ∈ (0, 1) olsun.af1 := be1,af2 := be2ave heran ≥ 3 içinafn := en ola-

cakaşekilde c0’daabira(fn)n∈Nadizisi tanımlansın.a

η1 := f1aveaheran ≥ 2aiçinaηn := af1 + . . . + fnaolmakaüzerea(ηn)n∈Nadizisi

tanımlansınaveadahaasonraac0ada kapalı,asınırlı,akonveks olan aşağıdaki E = Eb

kümesi ele alınsın.

E := a

{
∞∑
n=1

αnaηn : aheraαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

aαn = 1

}
.

Notaedilmelidir kiaEakümesi (ηn)n∈Nadizisininakapalıakonveksakabuğudur.aBu

durumdaaE kümesiaafin ~.~−genişlemeyenafonksiyonlar içinasabit nokta teorisini

sağlar.a

İspat Aynı şekilde, [
|α| > 1 ve Q1 >

1− γ1 + 4|α|
1 + 4|α|

]
şartı c0 ın bir asimtotik izometrik kopyasının içerilme olasılığını yok etmek için

gereklidir fakat bu şartın ispatın içinde bir başka amaç için kullanılması gerekmeye-

cektir.
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Yine Teorem 4.2 ispatındaauygulanan teknikaburada daakullanılabilir.

Eakümesiateoreminahipotezindeaverildiği gibiatanımlansın ve T : E → E

herhangi biraafin ~.~−genişlemeyenafonksiyon olsun.aBu durumdaaenaaz bir(
x(n)
)
n∈N ∈ E dizisi vardır öyleakia~Tx(n) − x(n)~ −→

n
0aveadolayısıyla∥∥Tx(n) − x(n)∥∥∞ −→n 0 dir. Genelliğiabozmadanaveagerekirseabiraaltadiziyeageçiş ya-

parakasöylenebilir kiaen azabir z ∈ c0 vardır öyleakiax(n) dizisiaz noktasına zayıf

topolojide yakınsar.aOazaman Lemma 2.2 gereğince, buaalt dizi vasıtasıyla aşağıdaki

şekilde erilenas : c0 → [0,∞) fonksiyonuatanımlanabilir.

s (y) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ya

�

�

�

�

�

, a∀y ∈ c0 .

Bu durumda

s (y) = ~ay − za~ , a∀y ∈ c0 dir.

Eakümesinin zayıfakapanışı olanaküme aşağıdakiaşekildeatanımlansın.

W := aE
σ(l∞, l1)

=

{
∞∑
n=1

αn ηn : aher aαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn ≤ 1a

}
.

Durum 1: z ∈ E olduğu varsayılsın.

Bu durumda s(Tz) = ~Tz − z~ dir.

Ayrıca,a

s (Tz) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − Tza

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

bulunur.

FakataT aafinavea~.~−genişlemeyenaolduğundan,

s (Tz) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − za

�

�

�

�

�

= s(z)
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dır.

Buasebeple,a~Tz − z~ ≤ 0;ayani,aTz = z dir.

Durum 2: z ∈ W \ Eaolduğuavarsayılsın.

Buadurumda, z şuaformdadıra

∞∑
n=1

σnηn öyleakia

∞∑
n=1

σn < 1.a

Oahalde

δ := a1−
∞∑
n=1

σn

ve

hλ := a(σ1 + λδ)η1 + (σ2 + (1− λ)δ)η2 +
∞∑
n=3

σnηna

olarakatanımlansın.

hλ’nınaEakümesi içindeaolması amacıyla λ değerleri
[
−σ1

δ
, σ2

δ
+ 1
]

kümesinden

alınmalıdır;abu durumdaaaşağıdakiaeşitsizlikleraeldeaedilir.

~hλ − z~ = ~λδη1 + (1− λ)δη2~

= ~λδbe1 + (1− λ)δ(be1 + be2)~

≤
[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
b lim
p→∞

sup

{
γ1

[
δp

2
+
|1− λ|pδp

4

] 1
p

,
γ2|1− λ|δ

4

}

=

[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
bmax

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
olur.

Γ := a min
λ∈[− γ1δ ,

γ2
δ
+1]

a~hλ − z~

şeklindeatanımlansın.

Oahalde, Γ = 0adır çünkü eşitsizliğin sağ tarafının minimum değeride 0

dır veabu yüzdena~hλ− z~ normuaminimumadeğerini
[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aaralığındaaλ =

1’deatekadeğeraolarakaalıraöyleakiabuaminimumadeğer 0adır.

Buasebeple, eğeraλ değerleria

[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aralığındanaseçilirse her y ∈ Eave

her z ∈ W \ E için a~y − z~ ≥ Γ olup bir tek hλ0 ∈ E ~hλ − z~’ı minimize eder.

Λ := a {y ∈ E : a~y − z~ ≤ Γ}

olarakatanımlansın. Notadilmelidiraki ~hλ0 − z~ = Γ olup Λ 6= ∅ ve Λ ⊆ E kümesi

kompakt ve konveks bir kümedira.

Görülebiliraki herah ∈ Λaiçin
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s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

dır.

Taafinave genişlemeyen olduğundan

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ha

�

�

�

�

�

= s(h)

bulunur.

Ayrıca,as(Th) = ~Th− z~aveas(h) = ~h− z~ dir.

Buasebeple,

~z − Th~ ≤ ~z − h~a =⇒ a~z − Th~a = a~z − h~a =⇒ aTh ∈ Λ dır.

Buadurumda,aT (Λ) ⊆ Λadir veaT asürekliaolduğundana(genişlemeyenafonksi-

yonlar süreklidir),aBrouwer’ınaSabitaNoktaaTeoremia[2]agereğincea(Kompakakümeler

üzerindeatanımlıasürekliafonksiyonlarınasabitanoktasıavardır) T ’nin bir sabit noktası

vardır öyle ki h = hλ0 noktası y ∈ E için ~y − z~ yi minimumlaştıranatekanokta

olupaTh = hadır.

Buasebeple,aarzuaedildiğiagibiaEakümesiaS.N.T. (g.f.)’yeasahiptir.

4.2.3. co

({
n∑
k=1

fka : an ∈ N
})

(öyleakia(bn)n∈Nadizisia(0, 1]’de

bn ↑n 1aolacak şekildeakeyfi artanabir diziaolmak üzere

j ≥ 1aiçinafj := bjej) kümesiaafin ~ · ~−genişlemeyen

fonksiyonlar içinasabitanokta teorisiniakorur

Bu bölümdeaönceki bölümün sonucuadaha daagenelleştirilmiştir.
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Teorem 4.4 |α| > 1 ve Q1 > 1−γ1+4|α|
1+4|α| olmak üzere Tanım 2.5”de verilena~.~

normuaele alınsın.a

→
b = (bn)n∈N dizisia(0, 1] aralığındaabn ↑n 1aolacak şekildeaherhangi

biraartan diziaolsun. Heran ∈ Naiçin fn := bnenaolacak şekildeac0 daabira(fn)n∈N

dizisiaalınsın. Dahaasonraac0’ da E = E→
b

akümesi aşağıdakiaşekildeayazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0a

}
.

Bu durumdaaE kümesiaafin ~.~−genişlemeyenafonksiyonlar içinasabit nokta

teorisini sağlar.a

İspat Aynı şekilde, [
|α| > 1 ve Q1 >

1− γ1 + 4|α|
1 + 4|α|

]
şartı c0 ın bir asimtotik izometrik kopyasının içerilme olasılığını yok etmek için

gereklidir fakat bu şartın ispatın içinde bir başka amaç için kullanılması gerekmeye-

cektir.

Yine Teorem 4.2 ispatındaauygulanan teknikaburada daakullanılabilir.

Eakümesiateoreminahipotezindeaverildiği gibiatanımlansın ve T : E → E

herhangi biraafin ~.~−genişlemeyenafonksiyon olsun.aBu durumdaaenaaz bir(
x(n)
)
n∈N ∈ E dizisi vardır öyleakia~Tx(n) − x(n)~ −→

n
0aveadolayısıyla∥∥Tx(n) − x(n)∥∥∞ −→n 0 dir. Genelliğiabozmadanaveagerekirseabiraaltadiziyeageçiş ya-

parakasöylenebilir kiaen azabir z ∈ c0 vardır öyleakiax(n) dizisiaz noktasına zayıf

topolojide yakınsar.aOazaman Lemma 2.2 gereğince, buaalt dizi vasıtasıyla aşağıdaki

şekilde erilenas : c0 → [0,∞) fonksiyonuatanımlanabilir.

s (y) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ya

�

�

�

�

�

, a∀y ∈ c0 .

Bu durumda

s (y) = ~ay − za~ , a∀y ∈ c0 dir.

Eakümesinin zayıfakapanışı olanaküme aşağıdakiaşekildeatanımlansın.

W := aE
σ(l∞, l1)

=

{
∞∑
n=1

αn ηn : aher aαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn ≤ 1a

}
.

Durum 1: z ∈ E olduğu varsayılsın.

Bu durumda s(Tz) = ~Tz − z~ dir.
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Ayrıca,a

s (Tz) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − Tza

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

bulunur.

FakataT aafinavea~.~−genişlemeyenaolduğundan,

s (Tz) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − za

�

�

�

�

�

= s(z)

dır.

Buasebeple,a~Tz − z~ ≤ 0;ayani,aTz = z dir.

Durum 2: z ∈ W \ Eaolduğuavarsayılsın.

Buadurumda, z şuaformdadıra

∞∑
n=1

σnηn öyleakia

∞∑
n=1

σn < 1.a

Oahalde

δ := a1−
∞∑
n=1

σn

ve

hλ := a(σ1 + λδ)η1 + (σ2 + (1− λ)δ)η2 +
∞∑
n=3

σnηna

olarakatanımlansın.

hλ’nınaEakümesi içindeaolması amacıyla λ değerleri
[
−σ1

δ
, σ2

δ
+ 1
]

küme-

sinden alınmalıdır;abu durumdaaaşağıdakiaeşitsizlikleraeldeaedilir.

~hλ − z~ = ~λδη1 + (1− λ)δη2~

= ~λδb1e1 + (1− λ)δ(b1e1 + b2e2)~

≤
[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
lim
p→∞

sup

 γ1

[
b1
pδp

2
+ b2

p|1−λ|pδp
4

] 1
p
,

γ2b2|1−λ|δ
4


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dır.

Dolayısıyla,

~hλ − z~ ≤
[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
b2 lim

p→∞
sup

 γ1

[(
b1
b2

)p
δp

2
+ |1−λ|pδp

4

] 1
p

,

γ2|1−λ|δ
4


≤

[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
b2 max

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
elde edilir.

Γ := a min
λ∈[− γ1δ ,

γ2
δ
+1]

a~hλ − z~

şeklindeatanımlansın.

Oahalde, Γ = 0adır çünkü

Γ ≤
[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
min

λ∈[− γ1δ ,
γ2
δ
+1]

b2 max

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
= 0

veabu yüzdena~hλ − z~ normuaminimumadeğerini
[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aaralığındaaλ =

1’deatekadeğeraolarakaalıraöyleakiabuaminimumadeğer 0adır.

Buasebeple, eğeraλ değerleria

[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aralığındanaseçilirse her y ∈ Eave

her z ∈ W \ E için a~y − z~ ≥ Γ olup bir tek hλ0 ∈ E ~hλ − z~’ı minimize eder.

Λ := a {y ∈ E : a~y − z~ ≤ Γ}

olarakatanımlansın. Notadilmelidiraki ~hλ0 − z~ = Γ olup Λ 6= ∅ ve Λ ⊆ E kümesi

kompakt ve konveks bir kümedira.

Görülebiliraki herah ∈ Λaiçin

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

dır.
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Taafinave genişlemeyen olduğundan

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ha

�

�

�

�

�

= s(h)

bulunur.

Ayrıca,as(Th) = ~Th− z~aveas(h) = ~h− z~ dir.

Buasebeple,

~z − Th~ ≤ ~z − h~a =⇒ a~z − Th~a = a~z − h~a =⇒ aTh ∈ Λ dır.

Buadurumda,aT (Λ) ⊆ Λadir veaT asürekliaolduğundana(genişlemeyenafonksi-

yonlar süreklidir),aBrouwer’ınaSabitaNoktaaTeoremia[2]agereğincea(Kompakakümeler

üzerindeatanımlıasürekliafonksiyonlarınasabitanoktasıavardır) T ’nin bir sabit noktası

vardır öyle ki h = hλ0 noktası y ∈ E için ~y − z~ yi minimumlaştıranatekanokta

olupaTh = hadır.

Buasebeple,aarzuaedildiğiagibiaEakümesiaS.N.T. (g.f.)’yeasahiptir.

4.2.4. co

({
n∑
k=1

fka : an ∈ N
})

(öyleakia(bn)n∈Nadizisia(0,∞)’de

yakınsak biradiziaolmak üzereaj ≥ 1aiçinafj := bjej) kümesiaafin

~ · ~−genişlemeyen fonksiyonlar içinasabit noktaateorisiniakorur

Bu bölümdeasonucumuz dahaadaagenelleştirilmiştir.

Teorem 4.5 |α| > 1 veQ1 >
1−γ1+4|α|
1+4|α| olmak üzere Tanım 2.5’de verilena~.~anormu

eleaalınsın.
→
b = (bn)n∈Nadizisi (0,∞) aralığındaabir κ > 0asayısına yakınsayan

herhangi bir dizi olsun. Heran ∈ Naiçin fn := bnenaolacak şekildeac0 daabira(fn)n∈N

dizisiaalınsın. Dahaasonraac0’ da E = E→
b

akümesi aşağıdakiaşekildeayazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0a

}
.

Bu durumdaaE kümesiaafin ~.~−genişlemeyenafonksiyonlar içinasabit nokta

teorisini sağlar.a
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İspat Aynı şekilde, [
|α| > 1 ve Q1 >

1− γ1 + 4|α|
1 + 4|α|

]
şartı c0 ın bir asimtotik izometrik kopyasının içerilme olasılığını yok etmek için

gereklidir fakat bu şartın ispatın içinde bir başka amaç için kullanılması gerekmeye-

cek.

Yine Teorem 4.2 ispatındaauygulanan teknikaburada daakullanılabilir.

Eakümesiateoreminahipotezindeaverildiği gibiatanımlansın ve T : E → E

herhangi biraafin ~.~−genişlemeyenafonksiyon olsun.aBu durumdaaenaaz bir(
x(n)
)
n∈N ∈ E dizisi vardır öyleakia~Tx(n) − x(n)~ −→

n
0aveadolayısıyla∥∥Tx(n) − x(n)∥∥∞ −→n 0 dir. Genelliğiabozmadanaveagerekirseabiraaltadiziyeageçiş ya-

parakasöylenebilir kiaen azabir z ∈ c0 vardır öyleakiax(n) dizisiaz noktasına zayıf

topolojide yakınsar.aOazaman Lemma 2.2 gereğince, buaalt dizi vasıtasıyla aşağıdaki

şekilde erilenas : c0 → [0,∞) fonksiyonuatanımlanabilir.

s (y) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ya

�

�

�

�

�

, a∀y ∈ c0 .

Bu durumda

s (y) = ~ay − za~ , a∀y ∈ c0 dir.

Eakümesinin zayıfakapanışı olanaküme aşağıdakiaşekildeatanımlansın.

W := aE
σ(l∞, l1)

=

{
∞∑
n=1

αn ηn : aher aαn ≥ 0 ve
∞∑
n=1

αn ≤ 1a

}
.

Durum 1: z ∈ E olduğu varsayılsın.

Bu durumda s(Tz) = ~Tz − z~ dir.

Ayrıca,a

s (Tz) = lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − Tza

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

bulunur.
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FakataT aafinavea~.~−genişlemeyenaolduğundan,

s (Tz) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tza

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − za

�

�

�

�

�

= s(z)

dır.

Buasebeple,a~Tz − z~ ≤ 0;ayani,aTz = z dir.

Durum 2: z ∈ W \ Eaolduğuavarsayılsın.

Buadurumda, z şuaformdadıra

∞∑
n=1

σnηn öyleakia

∞∑
n=1

σn < 1.a

Oahalde

δ := a1−
∞∑
n=1

σn

ve

hλ := a(σ1 + λδ)η1 + (σ2 + (1− λ)δ)η2 +
∞∑
n=3

σnηna

olarakatanımlansın.

hλ’nınaEakümesi içindeaolması amacıyla λ değerleri
[
−σ1

δ
, σ2

δ
+ 1
]

küme-

sinden alınmalıdır;abu durumdaaaşağıdakiaeşitsizlikleraeldeaedilir.

~hλ − z~ = ~λδη1 + (1− λ)δη2~

= ~λδb1e1 + (1− λ)δ(b1e1 + b2e2)~

≤
[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
lim
p→∞

sup

 γ1

[
b1
pδp

2
+ b2

p|1−λ|pδp
4

] 1
p
,

γ2b2|1−λ|δ
4


=


2

+2α

+ 1
γ1

max

 b1,

b2

 lim
p→∞

sup


γ1

 ( b1
max{b1,b2}

)p
δp

2

+
(

b2
max{b1,b2}

)p |1−λ|pδp
4


1
p

,

b2γ2|1−λ|δ
max{b1 ,b2}


≤

[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
max {b1 , b2}max

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
bulunur.

Γ := a min
λ∈[− γ1δ ,

γ2
δ
+1]

a~hλ − z~
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şeklindeatanımlansın.

Oahalde, Γ = 0adır çünkü

Γ ≤
[
2(1 + |α|) +

1

γ1

]
min

λ∈[− γ1δ ,
γ2
δ
+1]

max {b1 , b2}max

{
γ1|1− λ|δ ,

γ2|1− λ|δ
4

}
= 0

veabu yüzdena~hλ − z~ normuaminimumadeğerini
[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aaralığındaaλ =

1’deatekadeğeraolarakaalıraöyleakiabuaminimumadeğer 0adır.

Buasebeple, eğeraλ değerleria

[
−γ1

δ
, γ2

δ
+ 1
]

aralığındanaseçilirse her y ∈ Eave

her z ∈ W \ E için a~y − z~ ≥ Γ olup bir tek hλ0 ∈ E ~hλ − z~’ı minimize eder.

Λ := a {y ∈ E : a~y − z~ ≤ Γ}

olarakatanımlansın. Notadilmelidiraki ~hλ0 − z~ = Γ olup Λ 6= ∅ ve Λ ⊆ E kümesi

kompakt ve konveks bir kümedira.

Görülebiliraki herah ∈ Λaiçin

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

dır.

Taafinave genişlemeyen olduğundan

s (Th) ≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

aT

(
1

m

m∑
k=1

x(k)

)
− Tha

�

�

�

�

�

+lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

Tx(k) − 1

m

m∑
k=1

x(k)a

�

�

�

�

�

≤ lim sup
m

�

�

�

�

�

a
1

m

m∑
k=1

x(k) − ha

�

�

�

�

�

= s(h)

bulunur.

Ayrıca,as(Th) = ~Th− z~aveas(h) = ~h− z~ dir.

Buasebeple,

~z − Th~ ≤ ~z − h~a =⇒ a~z − Th~a = a~z − h~a =⇒ aTh ∈ Λ dır.

Buadurumda,aT (Λ) ⊆ Λadir veaT asürekliaolduğundana(genişlemeyenafonksi-

yonlar süreklidir),aBrouwer’ınaSabitaNoktaaTeoremia[2]agereğincea(Kompakakümeler
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üzerindeatanımlıasürekliafonksiyonlarınasabitanoktasıavardır) T ’nin bir sabit noktası

vardır öyle ki h = hλ0 noktası y ∈ E için ~y − z~ yi minimumlaştıranatekanokta

olupaTh = hadır.

Buasebeple,aarzuaedildiğiagibiaEakümesiaS.N.T. (g.f.)’yeasahiptir.

4.2.5. En geniş sınıf: co ({µn(b1e1 + b2e2 + ...+ bnen) : n ∈ N})

(öyle ki (bn)n∈N ve (µn)n∈N dizileri (0,∞)’de keyfi bir dizi

olmakaüzere)akümesi afina~ · ~−genişlemeyen

fonksiyonlaraiçinasabit noktaateorisiniakorur

Teorem 4.5 ispatı ile aşağıdaki sonuç kolayca elde edilebilecektir.

Sonuç 4.1 |α| > 1 ve Q1 >
1−γ1+4|α|
1+4|α| olmak üzere Tanım 2.5’de verilen ~.~ normu

ele alınsın.
→
b = (bn)n∈N dizisi (0,∞) aralığında herhangi bir sınırlı dizi ol-

sun. Heran ∈ Naiçinafn := bnen olacakaşekilde c0ada bira(fn)n∈Nadizisi alınsın.

Dahaasonra c0’daaE = E→
b

akümesiaaşağıdaki şekilde yazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0a

}
.

BuadurumdaaEakümesiaafina~.~−genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabitanokta

teorisiniasağlar.

Teorema4.5 ‘in ispatına benzer şekilde bu tez çalışmasının en genel sonuçları

olarak kolayca aşağıdaki teorem ve sonuçlar elde edilir.

Teorem 4.6 |α| > 1 ve Q1 > 1−γ1+4|α|
1+4|α| olmak üzere Tanım 2.5’de verilen ~.~

normu ele alınsın.
→
b = (bn)n∈N dizisi (0,∞) aralığında herhangi bir dizi ol-

sun. Heran ∈ Naiçinafn := bnenaolacak şekilde c0ada bira(fn)n∈Nadizisiaalınsın.

Dahaasonra c0’daaE = E→
b

akümesi aşağıdaki şekildeayazılsın.

E := a

{
∞∑
n=1

tnfn : a1 = t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ↓n 0a

}
.

BuadurumdaaEakümesiaafina~.~−genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabitanokta

teorisiniasağlar.
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Sonuç 4.2 |α| > 1 ve Q1 > 1−γ1+4|α|
1+4|α| olmak üzere Tanım 2.5’de verilen ~.~

normu ele alınsın. (µn)n∈N dizisi (0,∞) aralığında öyle bir diziki her N ∈ N

için Γ ≤ γN olacak şekilde Γ > 0 var ve σ :=
∞∑
n=2

|µn − µn−1| < ∞ ol-

sun. Kabul edilsin ki (bn)n∈N dizisi (0,∞) aralığında bir λ ∈ (0,∞) sayısına

yakınsasın. Bu durumda her n ∈ N için ηn := µn(b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4 +

.... + bnen) olacak şekilde bir dizi tanımlansın. Ayrıca kabul edilsin ki (ηn)n∈N

dizisi alt c0-toplam tahminini sağlasın. Yani, kabul edilsin ki ∃K ∈ (0,∞) var

öyle ki ∀α = (αn)n∈N ∈ c00 için K sup
n≥1

∣∣∣∣∣ ∞∑j=n αj
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥ ∞∑j=1

αj ηj

∥∥∥∥∥ dır. E kümesi

(ηn)n∈Nadizisininakapalıakonveksakabuğuaolsun;ayani, E := aco({ηn : an ∈ N})

olsun.

BuadurumdaaEakümesiaafina~.~−genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabit nokta

teorisiniasağlar.

Sonuç 4.3 |α| > 1 veQ1 >
1−γ1+4|α|
1+4|α| olmak üzere Tanım 2.5’ da verilen ~.~ normu

ele alınsın. (µn)n∈N ve (bn)n∈N dizileri (0,∞) aralığında herhangi dizi olsun. Her

n ∈ N için ηn := µn(b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4 + ....+ bnen) olacak şekilde (ηn)n∈N

dizisi tanımlansın. E kümesi (ηn)n∈N dizisinin kapalı konveks kabuğu olsun; yani,

E := co({ηn : n ∈ N}).

BuadurumdaaEakümesiaafina~.~−genişlemeyenafonksiyonlaraiçinasabit nokta

teorisiniasağlar.
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5. SONUÇLAR VE TARTIŞMA

Bu tez çalışmasında c0aüzerindeabir eşadeğeranorma~ · ~’uatanımlanmıştır ve

gösterilmiştirakiac0 uzayında zayıfakompaktaolmayan,akapalı,asınırlıave konveks kü-

melerdenaoluşanaçok genişabir aile vardıraöyleaki buaaile afina~·~-genişlemeyenafonk-

siyonlar içinaS.N.T.’yi korur. Bu sonuçdan önce geliştirilen eş değer norma göre

c0 Banach uzayı kendisinin kanonik normuna göre asimtotik izometrik kopyasını

içermez sonucu sunulmuştur. Bu sebeple bulunan eş değer norm çok geniş aile-

lerde S.N.T.’yi koruma ihtimali tanıyabilecek bir normdur ve bu çalışma bu konuda

araştırmalara odaklanmıştır.

Genel bulgular arasında aşağıdaki kümeler üzerinde sonuca varılmıştır.
−→
b =

(bn)n∈N herhangi bir reel terimli ve 0 < m := infn∈N bn, M := sup
n∈N

bn < ∞ ola-

cak şekilde sınırlı dizi olmak üzere bu dizi yardımıyla her n ∈ N için fn := bn en

ve ηn :=
n∑
k=1

fn alınarak kurulan (ηn)n∈N dizisinin kapalı konveks kabuğu E =

co({ηn : n ∈ N}) kümesi ele alınsın. Çalışmada gösterilmektedir ki bu şekilde

tanımlı kümeler afin ~ · ~-genişlemeyen fonksiyonlar için S.N.T.’yi korur. Son-

rasında bu sonuç 0 < bn ile 0 < γn keyfi seçildiğinde ηn := γn(b1e1 + b2e2 + ... +

bnen) dizisinin kapalı konveks kabuğuna genelleştirilmiştir.

48



KAYNAKLARa

[1] D. E. Alspach. A fixed point free nonexpansive map. Proc. Amer. Math. Soc.,

82(3):423–424, 1981.
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Adı Soyadı: Serap Oran
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