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SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 
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, ( )E z                                             Normalize edilmiĢ Mittag-Leffler fonksiyonu 

{ : 1}z z 
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1. GĠRĠġ 

 

En basit anlamda geometrik fonksiyonlar teorisinin araĢtırma konusu kompleks değerli 

fonksiyonların resim bölgelerine bakarak bu fonksiyonların analitik özelliklerini 

incelemektir. Görüntü kümeleri önemli özellikler taĢıyan fonksiyonlar çeĢitli sınıflara 

ayrılmıĢtır. Bilim adamlarının birçoğu da bu sınıflara ait bir çok kriter elde etmeye 

çalıĢmıĢtır. Bu sınıflardan en çok üzerinde durulanları ünivalent, konveks, yıldızıl, ... 

vb. fonksiyonlardır. Analitik ve ünivalent fonksiyonlar, geometrik fonksiyonlar 

teorisinin en önemli ve ilgi çeken konularından birisidir. 

 

Kompleks düzlemin basit bağlantılı bir has altkümesini birim diske konform tasvir eden 

bir dönüĢümün varlığı Riemann dönüĢüm teoremi ile anlaĢılmıĢtır. Bu nedenle keyfi 

basit bağlantılı bölgeler üzerinde tanımlanan ünivalent fonksiyonlarla çalıĢmak yerine 

birim diskte tanımlanan ünivalent fonksiyonlarla çalıĢmak çoğu kez kolaylık sağlar. Bu 

yüzden bu alanda çalıĢma yapan birçok bilim adamı birim diskte tanımlanan 

fonksiyonları incelemiĢlerdir. 

 

Ünivalent fonksiyonlar üzerindeki çalıĢmalar, 

 

 : 1z z    

 

birim diskinde ünivalent ve (0) 0,f   (0) 1f    Ģartlarını sağlayan fonksiyonların 

oluĢturduğu bir ünivalent fonksiyonlar sınıfı üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. 

1907 yılında Koebe [17], 2n   için  sınıfına ait 
2

( ) n

n

n

f z z a z




   tipindeki bir 

fonksiyonun resminin 
1

:
4

z z
 

 
 

 diskini içerdiği sonucuna varmıĢtır. Bir baĢka 

deyiĢle  birim diskinin f   altındaki görüntüsü olan kümenin sınırının orijine olan 

uzaklığının 1 4  ten küçük olamayacağını ispatlamıĢtır.  
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Geometrik fonksiyonlar teorisi içinde ele alınan önemli problemlerden birisi de verilen 

bir analitik fonksiyonun konveks olup olmadığının araĢtırılmasıdır. Özellikle ters sınır 

değer problemlerinin çözümü, akıĢkanlar mekaniği, elektroteknik, nükleer fizik, 

ünivalentlik kriteri ve olasılık-istatistik gibi birçok alanda uygulaması olan konvekslik 

kriteri, bu alanda çalıĢmak isteyenler için bir ilham kaynağı olmuĢtur. 

 

1913 yılında Study, “Bir ünivalent dönüĢümün birim disk üzerinde konveks olması” 

gerçeğini yani bu tür dönüĢümlerin orijin merkezli 1 den küçük yarıçaplı her bir diski 

bir konveks bölge üzerine dönüĢtürdüğünü ifade etmiĢtir. 

 

1915 yılında Alexander [1], bir ( )f z  fonksiyonunu birim disk içine bire-bir olarak 

dönüĢtürmek için sık kullanılan klasik yöntemlerden daha fazla iĢlerliğe sahip olan bazı 

gerekli koĢullar elde etmeyi amaçladığı bir çalıĢmasını yayınlamıĢtır. Ayrıca 1915 de 

Alexander ( )f z   ise ( )f z  fonksiyonunun  da ünivalent bir fonksiyon olduğunu 

göstermiĢtir. Burada ,   da analitik,  Re ( ) 0p z   ve (0) 1p   Ģartını sağlayan 

1

( ) 1 n

n

n

p z a z




   Ģeklindeki fonksiyonların sınıfıdır. Noshiro ve Warshawski [23, 31], 

bu fonksiyonun daha genel bir hali olan „Konveks bir  bölgesinde  Re ( ) 0ie f z    

ise ( )f z  fonksiyonu  da ünivalenttir‟ teoremini vermiĢtir. 

 

1916 yılında Bieberbach [8] tarafından ileri sürülen z  olmak üzere f   

fonksiyonu 
2

( ) n

n

n

f z z a z




   biçiminde bir Taylor açılımına sahipse 2,3,...n   için 

na n  tahmini uzun yıllar matematikçiler tarafından ispatlanmaya çalıĢılmıĢ ve 1984 

yılına kadar bu tahmin sadece 1 2 3 4 5 6, , , , ,a a a a a a  katsayıları için sağlanabilirken 1985 

yılında Brange‟s [10] tarafından tüm na  değerleri için ispatlanmıĢtır. Bu aĢamalar 

aĢağıdaki gibidir. 
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2n   için   2 2a       Bieberbach (1916) 

3n   için   3 3a        Löwner (1923)  

4n   için   4 4a       Garabedian ve Schiffer (1955) 

5n   için   5 5a       Pederson ve Schiffer (1972) 

6n   için   6 6a      Pederson ve Ozawa (1968-1969) 

Tüm 'n ler için  na n     L. De Branges (1985)  

 

1985 yılında elde edilen bu çözüm ünivalent fonksiyonlar teorisini zenginleĢtirmiĢtir ve 

birçok yeni problemin ortaya çıkmasını sağlamıĢtır. 

 

Bieberbach tahmininin Branges tarafından çözülmesine kadar problemin çözümü ile 

ilgilenen matematikçiler  sınıfının bazı alt sınıflarını tanımlamak suretiyle bu 

altsınıflara ait fonksiyonlarla ilgili çeĢitli bağıntılar elde etmiĢlerdir. Bu alt sınıflardan 

en çok ilgi gören iki sınıf yıldızıl (starlike) ve konveks fonksiyonlardan oluĢan alt 

sınıflardır. Bu alt sınıfların çoğu analitik ve geometrik olarak karakterize edilebilir. 

Ġlerleyen yıllardaki çalıĢmalara ıĢık tutan yıldızıl ve konveks fonksiyonlar arasındaki 

iliĢki ilk kez Alexander tarafından verilmiĢtir. 

 

 birim diskini bir 0z  noktasına göre yıldızıl bir bölgeye resmeden bir ( )f z  

fonksiyonuna 0z  noktasına göre yıldızıl bir fonksiyon denir. 0 0z   ise ( )f z  

fonksiyonuna yıldızıl bir fonksiyon denir. Benzer Ģekilde  yu konveks bir bölgeye 

resmeden bir ( )f z  fonksiyonuna konveks bir fonksiyon denir. Yıldızıl fonksiyonların 

sınıfı 
*,  konveks fonksiyonların sınıfı ise  ile gösterilir. f   olması için gerek ve 

yeter Ģart 
*zf   olmasıdır. Robertson [27] 1936 yılında   mertebeli konveks ve   

mertebeli yıldızıl fonksiyonlar kavramlarını tanımlamıĢtır. 

 



4 

 

Birim diskte analitik olan fonksiyonlar yardımı ile tanımlı integral operatörlerinin 

incelenmesi uzun yıllara dayanır. Ġntegral operatörleri ile ilgili çalıĢmalar 1915 yılında 

Alexander tarafından baĢlatılmıĢ ilerleyen zamanlarda bu operatörler genelleĢtirilmiĢ ve 

bu yeni operatörlerin yıldızıllığı, konveksliği, ünivalentliği gibi özellikler üzerinde 

çalıĢılmıĢtır. Bu çalıĢmalarda fonksiyonlar farklı sınıflardan seçilerek integral 

operatörleri için çeĢitli sonuçlar elde edilmiĢtir.   

 

ġu anda genelleĢtirilerek üzerinde çalıĢılan integral operatörleri aĢağıdaki gibidir; 

Alexander [1] operatörü 

0

( )
[ ]( ) ,

z
f t

A f z dt
t

   

Libera [19] integral operatörü 

0

2
[ ]( ) ( ) ,

z

L f z f t dt
z

   

Bernardi [7] integral operatörü 

1

0

1
[ ]( ) ( ) ,

z

L f z t f t dt
z



 

 
   

Ģeklindedir. Bu operatörlere uygun parametreler eklenerek daha genel halleri elde 

edilmiĢ ve bu operatörlerin bazı özellikleri incelenmiĢtir [24]. 

 

Son yıllarda bu tür integral operatörlerinde f  fonksiyonu yerine farklı türev 

operatörleri veya özel fonksiyonlar yardımıyla yeni integral operatörleri tanımlanarak 

temel problemler incelenmektedir. 

 

2010 yılında, Baricz ve Ponnusamy [5], Baricz ve Frasin [6], Frasin [15], Bessel 

fonksiyonları ile tanımlanan bu tür integral operatörlerinin yıldızıllığı, konveksliği ve 

ünivalentliği için yeter Ģartlar elde etmiĢlerdir. 2011 yılında, Deniz ve arkadaĢları [12] 

genelleĢtirilmiĢ Bessel fonksiyonlarını içeren integral operatörlerinin ünivalentliği için 

yeter Ģartlar bulmuĢlardır. 2013 yılında Deniz [11], genelleĢtirilmiĢ Bessel 

fonksiyonlarını içeren integral operatörlerinin konveksliğini incelemiĢtir. 2017 yılında, 

Mustafa [22] normalize edilmiĢ Wright fonksiyonlarını içeren integral operatörlerinin 

ünivalentliği için yeter Ģartlar, Daniel ve Carmen-Ioana [9] Struve ve Bessel 
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fonksiyonlarını kullanarak genel integral operatörler için ünivalentlik kriterleri, 

Srivastava ve arkadaĢları [30] Mittag-Leffler fonksiyonlarını içeren integral 

operatörlerinin ünivalentliği için yeter Ģartlar elde etmiĢlerdir. 2018 yılında Mahmood 

ve arkadaĢları [20] Struve fonksiyonları ile tanımlanan integral operatörlerinin 

konveksliğini incelemiĢlerdir. 

 

Bu tez çalıĢmasında 

 
,

2

( )
( )

( 1)

n

n

z
E z z

n
 



 






 

  
  

normalize edilmiĢ Mittag-Leffler fonksiyonunu içeren 

1 2

1 2

,, ,...,

, , ,...,

10

( )
( )

k

kn

n

q
z n

q q q

k

E z
F z dt

t

 

   



 
  

 
 

  

ve   

 

1

2

, ,

0

( )

z

G z t E t dt



 

    
 

  
 
  

integral operatörlerinin konveksliği için yeter Ģartlar elde edilmiĢtir.  

 

Bu amaç doğrultusunda; 

 

Tezin kuramsal temeller bölümü, tezde kullanılacak bazı önemli tanım ve teoremlerden 

oluĢturulmuĢtur. Ayrıca analitik ve ünivalent fonksiyonlar kavramı tanıtılarak bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıflara ait önemli özellikler verilmiĢtir. 

 

Materyal ve yöntem olarak verilen bölümde, tezin temel kısmını oluĢturan Gama 

fonksiyonunun, Hipergeometrik fonksiyonların ve Mittag-Leffler fonksiyonunun 

tanımları ve özellikleri verilmiĢtir. Ayrıca, 1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,
n

n

q q q
F     ve ,G

   integral operatörleri bu 

bölümde tanımlanmıĢtır. 

 

AraĢtırma bulguları bölümünde ise, 1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,
n

n

q q q
F     ve ,G

   integral operatörlerinin 

konveksliği için yeter Ģartlar elde edilmiĢtir. Ayrıca ana teoremlerin özel durumları 

olarak bazı sonuçlar verilmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

2.1. Genel Kavramlar 

 

Bu bölümde, araĢtırmamızda ihtiyaç duyduğumuz temel kavramlar verilecektir. 

 

Tanım 2.1.1 (Komşuluk): 0z   noktası verilsin.  0 0( , ) :D z r z z z r     

kümesine 0z  merkezli r  yarıçaplı açık disk veya 0z  noktasının r  komĢuluğu denir. 

 0 0( , ) :D z r z z z r     kümesine 0z  merkezli r  yarıçaplı kapalı disk,  

 0 0( , ) :D z r z z z r      kümesine 0z  merkezli r  yarıçaplı çember ve  

 0 0 0 0( , ) : 0 ( , ) { }D z r z z z r D z r z        kümesine de 0z  noktasının delinmiĢ 

komĢuluğu denir. 

 

Tanım 2.1.2 (İç nokta): B  herhangi bir küme ve 0z B  olsun. 0z  noktasının uygun 

bir r  komĢuluğu tamamen B  kümesine ait ise yani 0( , )D z r B  olacak biçimde bir 

0r   sayısı varsa 0z  noktasına B  kümesinin bir iç noktası denir. 

 

Tanım 2.1.3 (Açık ve Kapalı küme): Her noktası iç nokta olan kümeye açık küme, 

tümleyeni açık olan kümeye ise kapalı küme denir. 0r   olmak üzere 0( , )D z r  diski bir 

açık küme ve 
0( , )D z r  kümesi de kapalı kümedir. 

 

Tanım 2.1.4 (Bağlantılılık): B   alt kümesi verilsin. B  kümesi boĢ olmayan, ayrık 

ve açık iki kümenin birleĢimi olarak gösterilemiyorsa, B  kümesine bağlantılıdır denir. 

Yani ,B Y Z B Z     ve ,B Y B Y Z      olacak biçimde Y  ve Z  

gibi boĢ olmayan iki açık küme bulunamıyor ise, B  kümesine bağlantılı küme denir. 

Bağlantılı olmayan kümeye ise bağlantısız küme denir.  

Örneğin;  ve  bağlantılı,  rasyonel sayılar kümesi ise bağlantısız bir kümedir.  
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Tanım 2.1.5 (Bölge): Kompleks düzlemde boĢ olmayan, açık ve bağlantılı kümeye 

bölge denir. Eğer küme kapalı ise özel olarak ona da kapalı bölge denir. 

 

Tanım 2.1.6 (Basit bağlantılı küme): B ,  de bir bölge olsun. Eğer B  bölgesindeki 

her basit kapalı eğrinin içi tamamen B  de kalıyorsa B  bölgesine basit bağlantılı bölge 

denir. BaĢka bir ifadeyle tümleyeni bağlantılı olan bölgenin kendisi basit bağlantılıdır. 

Basit bağlantılı olmayan bölgeye ise çok bağlantılı bölge adı verilir. 

 

Tanım 2.1.7 (Süreklilik): B  olmak üzere :f B  bir fonksiyon ve 0z B  olsun. 

Her 0   sayısı ve 
0z z    Ģartını sağlayan her z B  için 

0( ) ( )f z f z    olacak 

Ģekilde 0( , ) 0z     sayısı varsa, f  fonksiyonu 0z  noktasında süreklidir denir. 

 

2.2. Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar 

 

Bu kısımda analitik ve ünivalent fonksiyon kavramları tanıtılacak ve bu fonksiyonlar 

yardımıyla bazı tanım ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 2.2.1 (Analitik fonksiyon): B  olmak üzere :f B  bir fonksiyon ve 0 ,z  

B  nın bir iç noktası olsun. Eğer 

0

0

0

( ) ( )
lim
z z

f z f z

z z




 

limiti varsa f  fonksiyonu 0z  noktasında diferensiyellenebilirdir (veya 

türevlenebilirdir) denir. Bu limitin değeri 0( )f z  veya 
0( )

df
z

dz
 ile gösterilir ve buna f  

fonksiyonunun 0z  noktasındaki türevi adı verilir. f  fonksiyonu, 0z  noktasında ve bu 

noktanın uygun bir komĢuluğundaki her noktada diferensiyellenebilirse f  

fonksiyonuna 0z  noktasında analitiktir denir. f  fonksiyonu bir B  bölgesinin her 

noktasında analitik ise f  ye B  bölgesinde analitik fonksiyon adı verilir.  kompleks 

sayılar kümesinde analitik olan fonksiyona ise tam fonksiyon denir. 
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z x iy   olmak üzere ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   kompleks değiĢkenli kompleks değerli 

fonksiyonu analitik ise 

( , ) ( , )
u v

x y x y
x y

 


 
   ve   ( , ) ( , )

u v
x y x y

y x

 
 

 
 

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini sağlar. 

 

Tanım 2.2.2 (Eğri): [ , ]a b   olmak üzere, :[ , ]a b   tanımlı sürekli fonksiyona  

de bir eğri denir. Burada ( )a  ve ( )b  noktalarına sırasıyla eğrinin baĢlangıç ve bitiĢ 

noktaları adı verilir. 

 

Bir   eğrisi için, ( ) ( )a b   ise   eğrisine kapalı eğri denir. Uç noktaları hariç, kendi 

kendini kesmeyen eğrilere basit eğri, hem basit hem de kapalı eğrilere de basit kapalı 

eğri veya Jordan eğrisi denir. Jordan eğrisi düzlemi Jordan eğrisinin içi ve dıĢı olmak 

üzere iki bölgeye ayırır. Jordan eğrisinin içine Jordan bölgesi denir.  

 

  eğrisi [ , ]a b  kapalı aralığında türevlenebilir olsun. Eğer [ , ]a b  kapalı aralığında    

türevi sürekli ve sıfırdan farklı ise   eğrisine düzgün eğri denir. t , a  dan b  ye 

artarken, buna karĢılık gelen ( )t  değerlerinin ( )a  dan ( )b  ye doğru sıralanması 

eğrinin yönünü belirtir. Kapalı bir eğrinin yönü pozitif veya negatiftir. Kapalı olmayan 

eğriler için baĢlangıç noktasından bitiĢ noktasına doğru sıralama yön olarak alınır. 

 

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar için önemli bir yere sahip olan 

Cauchy-Türev formülü aĢağıdaki gibidir. 

 

Teorem 2.2.3 (Cauchy-Türev Formülü): ,f  pozitif yönlü basit kapalı   eğrisi içinde ve 

üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z  bu eğrinin içinde bir nokta ise 0,1,2...n   için 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

n f z
f z dz

i z z


 


  

dır [26]. 



10 

 

Cauchy-Türev formülünün en önemli sonuçlarından biri Ģudur: ,f  bir bölgede analitik 

bir fonksiyon ise bu bölgede her mertebeden türevi vardır ve bu türevler de o bölgede 

analitiktir. Bu durumda f  analitik fonksiyonu 0z  noktasında 

( )

0 0

0

( ) ( ) , ( ) !n n

n n

n

f z a z z a f z n


                  (2.1) 

Ģeklinde bir Taylor açılımına sahiptir. 

 

Tanım 2.2.4: f  fonksiyonu 0z  noktasında analitik değilse 0z  noktasına f  

fonksiyonunun singüler (tekil) noktası denir. 

 

0z z , f  fonksiyonunun singüler noktası ise bu durumda f , 0z  merkezli bir kuvvet 

serisine elbette açılamaz. Buna rağmen bir 0z z  çıkarılmıĢ singüler nokta civarında f  

fonksiyonunu 0z z  ın hem pozitif hem de negatif tam sayı kuvvetlerini bulunduran ve 

Laurent serisi olarak isimlendirilen bir seri ile gösterebiliriz.  

 

Tanım 2.2.5:  

(i) f  fonksiyonunun analitik olduğu  1 2 1 0 2( ; ) :B R R z R z z R     halka 

bölgesindeki 

0

1 00

( ) ( )
( )

nn
nn

n n

b
f z a z z

z z 

  


   

serisine, f  fonksiyonunun 0z  noktası civarındaki Laurent serisi denir. 

 

(ii) 
1 0( )

n

n
n

b

z z 
  serisine Laurent serisinin esas kısmı, 

0

0

( )n

n

n

a z z


  serisine de Laurent 

serisinin analitik kısmı denir. 

 

Singüler noktalar; ayrık singüler nokta ve ayrık olmayan singüler nokta diye iki kısma 

ayrılır. 
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Tanım 2.2.6:  

(i) 0 ,z  f  fonksiyonunun bir singüler noktası olsun. Eğer f  fonksiyonu 0z  noktasının 

delinmiĢ bir 
0( , )D z r  komĢuluğunda analitik oluyorsa 0z  noktasına f  fonksiyonunun 

ayrık singüler noktası denir. 

 

(ii) 0 ,z  f  fonksiyonunun bir singüler noktası olsun. Eğer f  fonksiyonu 0z  noktasının 

her 
0( , )D z r  delinmiĢ komĢuluğunda en az bir singüler noktaya sahipse 0z  noktasına f  

fonksiyonunun ayrık olmayan singüler noktası denir. 

 

Ayrık singüler noktaların uygun bir delinmiĢ komĢuluğunda fonksiyon analitik olup 

Laurent serisine açılabilir. Bu seri göz önüne alınarak ayrık singüler noktalar; 

kaldırılabilir singüler nokta, kutup noktası ve esas singüler nokta diye sınıflandırılır. Biz 

burada sadece kutup noktasından bahsedeceğiz. 

 

Tanım 2.2.7 (Kutup noktası): 0z , f  fonksiyonunun bir ayrık singüler noktası olsun. Bu 

noktanın uygun bir delinmiĢ komĢuluğundaki Laurent serisini göz önüne alalım. Bu 

serinin esas kısmında sonlu sayıda terim varsa 0z  noktasına f  fonksiyonunun kutup 

noktası denir. 

 

Tanım 2.2.8 (Meromorf fonksiyon): Bir f  fonksiyonunun bir B  bölgesindeki singüler 

noktaları sadece kutup noktaları ise f  fonksiyonuna B  bölgesinde meromorf 

fonksiyon denir. 

Örneğin; ( )
ze

f z
z

  fonksiyonu  de bir meromorf fonksiyondur. 

 

Teorem 2.2.9 (Maksimum Prensibi): ,f  B  bölgesinde sabit olmayan analitik bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda ( ) ,f z  B  bölgesinde maksimum değer alamaz [26] . 
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Sonuç 2.2.10: B  sınırlı bir bölge ve sabit olmayan f  fonksiyonuda bu bölgenin 

sınırında sürekli ve içinde analitik olsun. Bu durumda ( )f z , maksimum değerini B  

bölgesinin sınırında alır [26]. 

 

Maksimum prensibinin önemli sonuçlarından birisi Schwarz lemmasıdır. 

 

Lemma 2.2.11 (Schwarz lemması): f  fonksiyonu  birim diskinde analitik ve 

(0) 0f   olsun. Eğer  birim diskinde ( ) 1f z   ise bu durumda (0) 1f    ve 

( )f z z  dır. EĢitlik sadece    olmak üzere ( ) if z e z  fonksiyonu için sağlanır 

[26]. 

 

Lemma 2.2.12 (Genelleştirilmiş Schwarz lemması): ,f   :R z z R    diskinde 

analitik ve M  bir sabit olmak üzere ( )f z M  olsun. Eğer ,f  0z   için m  den daha 

büyük mertebeden (katlıkları dahil) bir tek sıfıra sahipse bu durumda 

 ( ) ,
m

Rm

M
f z z z

R
   

eĢitsizliği gerçekleĢir. EĢitlik sadece    olmak üzere  ( ) i m mf z e M R z  

fonksiyonu için sağlanır [26]. 

 

Tanım 2.2.13 (Ünivalent fonksiyon): ,f  B  bölgesinde tanımlı bir fonksiyon olsun. 

Her 1 2,z z B  için 1 2( ) ( )f z f z  olması sadece 1 2z z  olmasını gerektiriyorsa (veya 

1 2z z  olduğunda 1 2( ) ( )f z f z  gerçekleĢiyorsa) f  fonksiyonuna B  bölgesinde 

ünivalent (yalınkat veya schlicht) fonksiyon denir [13]. 

 

Eğer ,f  0z  noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise f  ye yerel ünivalent fonksiyon 

denir. 
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Teorem 2.2.14: Analitik bir f  fonksiyonunun 0z  noktasında yerel ünivalent olması için 

gerekli ve yeterli Ģart 0( ) 0f z   olmasıdır [13]. 

Ayrıca 0( ) 0f z   Ģartı, ( )f z  fonksiyonunun ünivalentliği için gerekli fakat yeterli 

değildir. Yani f  analitik fonksiyonu ünivalent ise 0( ) 0f z   olur. Bu ifadenin tersi her 

zaman doğru değildir. Bir kümede yerel ünivalent olan analitik fonksiyonların, bu 

kümede ünivalent olması gerekmez. 

 

Örnek 2.2.15:  

(i) 
2( )f z z  fonksiyonu { : 0 1, 0 arg 2 }B z z z       bölgesinde yerel ünivalent 

olmasına rağmen ünivalent değildir. Gerçekten 
2( )f z z  fonksiyonu, B  bölgesinde 

analitik ve her 0z B  için 0( ) 0f z   sağlandığından yerel ünivalenttir. Fakat 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
f i f i i
   

       
   

 

olduğundan 
2( )f z z  fonksiyonu B  bölgesinde ünivalent değildir. Eğer 

    
2 2 2 2 2: Re{z} 1 Im{z} 1/ 4 ( , ) : ( 1) 1/ 4C z x y x y           bölgesi 

alınırsa 
2( )f z z  fonksiyonu C  bölgesinde ünivalent ve dolayısıyla yerel ünivalent 

olur. 

 

(ii) ( ) kzf z e  fonksiyonu  birim diskinde k   için yerel ünivalent fakat ünivalent 

değildir. Gerçekten ( ) kzf z e  fonksiyonu,  da analitik ve  k   olmak üzere her 

0z   için ( ) 0kzf z ke    olduğundan yerel ünivalenttir. Fakat 2k   için 

1 1
1

2 2
f i f i
   

      
   

 

olduğundan ( ) kzf z e  fonksiyonu  diskinde ünivalent değildir. 
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Eğer B  bölgesinde f  analitik fonksiyonu yerel ünivalent ise, bu durumda z B  

noktasında ( )f z  türevi, f  nin yerel geometrik davranıĢını belirler. ( )f z  ve 

arg ( )f z  değerleri sırasıyla yerel büyüme (uzunluklar için) ve yerel dönme etkenleridir. 

Buna ilaveten, :f B   analitik dönüĢümünün Jacobian determinantı 

2
( ) ( )Jf z f z  ile verilmektedir. Jacobian determinantının 

2
( )f z  ifadesine eĢit 

olduğu, Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca görülür. Böylece Teorem 2.2.14 den 

analitik fonksiyonlar için Jacobian determinantının sıfırdan farklı olması, yerel 

ünivalentlik için gerek ve yeter Ģarttır. 

 

Tanım 2.2.16 (Konform dönüşüm): Eğer bir dönüĢüm, belli bir 0z  noktasından geçen iki 

düzgün eğri arasındaki açının büyüklüğünü ve yönünü koruyorsa, bu dönüĢüme 0z  

noktasında konformdur denir. Eğer bir f  fonksiyonu, bir B  bölgesinin tüm 

noktalarında konform ise f  fonksiyonu B  bölgesinde konformdur denir. 

 

Teorem 2.2.17: f  fonksiyonunun analitik olduğu her z  noktasında ( ) 0f z   Ģartı 

sağlanıyorsa, f  fonksiyonu konformdur [13]. 

 

Dolayısıyla bir bölgede analitik ve ünivalent bir fonksiyon konformdur. En önemli 

konform dönüĢümlerden biri Möbius dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm; , , ,a b c d  kompleks 

sabitler olmak üzere 

( ) ,
az b

w f z
cz d


 


   0ad bc   

geniĢletilmiĢ kompleks düzlemi  { }     kendi üzerine konform olarak 

resmeder.  

 

z düzlemindeki ( )   bölgesini, wdüzlemindeki 1  bölgesi üzerine 

resmeden f  analitik fonksiyonunun varlığı ilk olarak 1851 yılında Riemann tarafından 

aĢağıdaki teoremle verilmiĢtir. 
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Teorem 2.2.18 (Riemann Dönüşüm Teoremi): Kompleks düzlemin her ( )   

basit bağlantılı bölgesi konform olarak  birim diski üzerine resmedilir. Ayrıca, 

0z   olmak üzere 0( ) 0f z   ve 0( ) 0f z   Ģartlarını sağlayan ve yi  birim 

diski üzerine resmeden bir tek konform dönüĢüm vardır [13]. 

 

2.3. Normalize EdilmiĢ Ünivalent Fonksiyonlar 

 

Analitik olarak, bir ünivalent fonksiyon sıfırdan farklı türeve sahip iken; geometrik 

olarak da basit eğrileri basit eğrilere dönüĢtürür. Hem analitik hem de ünivalent 

fonksiyon ise basit bağlantılı bölgeleri basit bağlantılı bölgelere dönüĢtürür. Riemann 

dönüĢüm teoremine göre,  den farklı herhangi iki basit bağlantılı bölge konform 

olarak denk olduğundan keyfi bölgelerde tanımlı f  analitik fonksiyonu yerine  da 

tanımlı analitik fonksiyonlarla iĢlem yapılacaktır. (0) 0,f   (0) 1f    Ģartlarını 

sağlayan  

2

( ) , ( )n

n

n

f z z a z z


                              (2.2) 

biçimindeki fonksiyona normalize edilmiĢ analitik fonksiyon denir. Bu türdeki 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıf  ile gösterilir.  sınıfına ait olup da ünivalent olan 

fonksiyonların sınıfı ise  ile gösterilir. 

 

 sınıfına ait bazı fonksiyon örnekleri aĢağıda verilmiĢtir: 

(i) 2 3( ) ...
1

z
w f z z z z

z
     


 fonksiyonu  birim diskini 

 :  Re{ } 1 2w u iv w     kümesine resmeder. 

 

(ii) 3 5

2
( ) ...

1

z
g z z z z

z
    


 fonksiyonu  birim diskini 

    , 1 2 1 2,      bölgesi üzerine resmeder. 
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(iii) 
1 1

( ) og
2 1

z
f z L

z

 
  

 
 fonksiyonu  birim diskini Im( )

4 4
z

  
  

 
 sonsuz Ģeridi 

üzerine resmeder. 

 

(iv) 
2 3

2
( ) 2 3 ...

(1 )

z
k z z z z

z
    


 Koebe fonksiyonu  birim diskini 

 , 1 4    kümesi üzerine resmeder. Bunu göstermek için 

2

2

1 1 1
( )

(1 ) 4 1 4

z z
k z

z z

 
   

  
 biçiminde yazalım. 

1

1

z

z




 nin  birim diskini sağ yarı 

düzlem üzerine konform olarak resmettiği göz önünde tutularak aĢağıdaki biçiminde 

geometrik olarak gösterilebilir. 

 

 

Şekil 2.1. Koebe fonksiyonu altında birim diskin görüntüsü 

 

Ayrıca Ģunu da belirtelim ki,  sınıfına ait iki fonksiyonun toplamı  sınıfına ait 

olmayabilir.  

 

Örneğin; 

1( )
1

z
f z

z



 ve 

2 ( )
1

z
f z

iz



 

fonksiyonları  sınıfına ait olmasına rağmen 

1 2

1
( )

(1 )
f z

z
 


 ve 2 2

1
( )

(1 )
f z

iz
 


 

türevlerinden  

1 2 2 2

2 2(1 )
( ) ( )

(1 ) (1 )

i z
f z f z

z iz
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elde edilir. Buradan 
1

2

i
z


   noktasında 1 2( ) ( ) 0f z f z    olduğu görülür. 

Dolayısıyla 1 2( ) ( )f z f z   dir. Bununla beraber  sınıfındaki birçok özellik bazı 

dönüĢümler altında korunur. 

 

Teorem 2.3.1: f   olsun. Bu durumda aĢağıdaki ifadeler doğrudur [13]: 

(i) EĢlenik alma: 2

2( ) ( ) ...g z f z z a z     ise, g  dir. 

 

(ii) Döndürme (Rotasyon):    olmak üzere 

( 1)

2

( ) ( ) ,i i i n n

n

n

g z e f e z z a e z    



      ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

 

(iii) GeniĢleme (Dilation): 0 1r   olmak üzere  

1 1

2

( ) ( ) ,n n

n

n

g z r f rz z a r z 



      ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

 

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach dönüĢümü): 0z   olmak üzere 

0
0

0

2

0 0

( )
1

( ) ,
(1 ) ( )

z z
f f z

z z
g z

z f z

 
 

 


   ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

 

(v) Değer bölgesi dönüĢümü (Range transformation):   fonksiyonu ( )f  da ünivalent 

ve (0) 0  , (0) 1    Ģartını gerçekleyen bir fonksiyon ise f   dir. 
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(vi) ÇıkarılmıĢ değer dönüĢümü (Omitted-value transformation): ( )w f  olsun. Bu 

durumda 

( )
( ) ,

1 ( )

f z
g z

f z w



   ( )z  

fonksiyonu  sınıfına aittir. 

 

 

 

 

(vii) .n  kök dönüĢümü: Eğer 2,3,...n   ise 

1 2 2 12
3 22

1
( ) ( ) (2 ( 1) ) ...,

2

n n nn
a

g z f z z z na n a z
n n

         ( )z  fonksiyonu  

sınıfına aittir. 

 

 sınıfından olmayıp fakat geometrik fonksiyonlar teorisinde bir takım problemlerin 

çözümünde önemli rol oynayan fonksiyonlar da mevcuttur. AĢağıda bunların 

birkaçından bahsedilmiĢtir. 

 

Tanım 2.3.2:  da (0) 1,p    Re ( ) 0p z   Ģartlarını sağlayan 
1

( ) 1 n

n

n

p z c z


   

Ģeklindeki fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Caratheodory sınıfı veya  sınıfı denir 

[13].  

 

z  olmak üzere ( ) (1 ) (1 )p z z z    fonksiyonu  sınıfına ait olup, bu fonksiyon 

 birim diskini sağ yarı düzlem üzerine resmeden bir konform dönüĢümdür.  

sınıfına ait bir fonksiyonun ünivalent olması gerekmez. Örneğin; ( ) 1 nf z z   

fonksiyonu  sınıfına ait olmasına rağmen , 2n n   için ünivalent değildir. 

 

Tanım 2.3.3:  birim diskinde (0) 0   ve ( ) 1z   Ģartlarını sağlayan analitik 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Schwarz fonksiyonlarının sınıfı denir ve   ile 

gösterilir [16]. 
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Bunların yanı sıra,  sınıfı ile Schwarz fonksiyonları arasında aĢağıda olduğu gibi 

önemli bir bağ vardır: 

1 ( )
( ) ( ) , ( ) .

1 ( )

z
p z p z z

z







   


 

 

 sınıfı ile iliĢkili olan,  nin önemli alt sınıfları aĢağıda verilmiĢtir. 

 

Tanım 2.3.4: B  kümesi verilsin. B  kümesindeki sabit bir 0w  noktasını her w B  

noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen B  kümesinde kalıyorsa, B  ye 0w  

noktasına göre yıldızıl küme denir. 0w  noktası özel olarak orijin seçilirse, bu kümeye 

orijine göre yıldızıl küme veya kısaca yıldızıl küme adı verilir.  Eğer bir f  fonksiyonu, 

 birim diskini 0 0( )f z w  noktasına göre bir yıldızıl kümeye resmediyorsa, f  

fonksiyonuna 0z  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. f  fonksiyonu  birim 

diskini orijine göre yıldızıl bir kümeye resmediyorsa, f  fonksiyonuna kısaca yıldızıl 

fonksiyon denir. Normalize edilmiĢ yıldızıl fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir [16]. 

 

Yıldızıl fonksiyonların yukarıdaki geometrik tanımını analitik olarak ifade eden teorem 

aĢağıdaki gibidir. 

 

Teorem 2.3.5: f   olmak üzere  

( )

( )

zf z
f

f z

 
    

olur. f    için  
na n  eĢitsizliği yazılır. Burada 2,3...n   Ģeklindedir [25]. 

 

Tanım 2.3.6: B  kümesi verilsin. Her 1 2,w w B  için 1w  noktasını 2w  noktasına 

birleĢtiren doğru parçası tamamen B  içinde kalıyorsa (baĢka bir ifadeyle B , her 

noktasına göre yıldızıl ise) B  ye konveks küme denir. Eğer bir f  fonksiyonu,  birim 

diskini konveks bir kümeye resmediyorsa f  fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. 

Normalize edilmiĢ konveks fonksiyonların sınıfı  ile gösterilir [13]. 
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Konveks fonksiyonları analitik olarak ifade eden teorem aĢağıda verilmiĢtir. 

 

Teorem 2.3.7: f   olmak üzere  

( )
1

( )

zf z
f

f z


   


 

dir. f   için  1na   eĢitsizliği doğrudur. Burada 2,3...n    Ģeklindedir [25].  

Konveks ve yıldızıl fonksiyonlar arasında f zf     biçiminde bir bağıntı 

mevcuttur. Bu bağıntı Alexander [1] tarafından bir teorem olarak ifade edilmiĢtir. 

 

Teorem 2.3.8: ,f  konveks bir D  bölgesinde bir analitik fonksiyon olsun. Eğer her 

z D  için 

 Re ( ) 0f z   

eĢitsizliği sağlanıyorsa, ,f  D  de ünivalenttir [1], [23], [31]. 

 

Tanım 2.3.9: :f   analitik bir fonksiyon ve 0 1   olsun.  

i) Her z  için (0) 0f  , (0) 0f    ve 

( )
Re

( )

zf z

f z


 
 

 
 

ise f  ye   mertebeden yıldızıl fonksiyon denir. 

 

ii) Her z  için (0) 0f    ve 

( )
Re 1

( )

zf z

f z


 
  

 
 

ise f  ye   mertebeden konveks fonksiyon denir. Normalize edilmiĢ   mertebeden 

yıldızıl fonksiyonların sınıfı 
*( )  ile, normalize edilmiĢ   mertebeden konveks 

fonksiyonların sınıfı ( )  ile gösterilir. Bu sınıflar arasında ( ) ( )f zf     

Alexander tipi bir gerektirme vardır. 
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Ünivalent fonksiyonlar teorisinde önemli olan ve yukarıda tanımlarını verdiğimiz temel 

sınıfların küme gösterimleri aĢağıdaki Ģekilde sıralanabilir: 

 

               
2

: ( )  ve  ( ),   da analitik ,n

n

n

f f z z a z f z


 
   
 

  

 :  ( ),   da ünivalent (yalınkat) ve (0) 0,  (0) 1 ,f f z f f      

               

 * :  ( ),   da yıldızıl

( )
:   için Re 0 ,

( )

f f z

zf z
f z

f z

 

  
      

  

 

                

 :  ( ),   da konveks

( )
:   için Re 1 0 ,

( )

f f z

zf z
f z

f z

 

  
       

  

 

          

 *( ) :  ( ),   da  mertebeden yıldızıl, [0,1)

( )
:   için Re , [0,1) ,

( )

f f z

zf z
f z

f z

  

 

  

  
       

  

 

           

 ( ) :  ( ),   da  mertebeden konveks, [0,1)

( )
:   için Re 1 , [0,1) .

( )

f f z

zf z
f z

f z

  

 

  

  
        

  

 

 

Ayrıca her z  için 
( )

1 1
( )

zf z

f z



    Ģartını sağlayan fonksiyonların sınıfını *

1 ( )  

ile gösterilir.  Bu sınıf 
*( )  sınıfının alt sınıfıdır ve *

1 ( )zf   ise f  fonksiyonu 

1( ) sınıfındandır denir. *

1 ( )  sınıfının katsayı sınırları ve diğer özellikler için 

Eenigenburg [14] ve Silverman [29] tarafından yapılan çalıĢmalara bakılabilir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu baĢlık altında tezin temel kısmının oluĢturulmasında kullanılacak tanım ve 

teoremlerin yanı sıra konunun anlaĢılmasını kolaylaĢtıracak örnekler verilmiĢtir. 

  

Bu bölüme hipergeometrik fonksiyonlar baĢta olmak üzere özel fonksiyonlar içerisinde 

çok önemli bir yere sahip olan Gama fonksiyonu ile baĢlayalım. 

 

3.1. Gama Fonksiyonu 

 

Tanım 3.1.1: Re 0z   olmak üzere 

 1

0

( ) t zz e t dt



                                                        (3.1) 

fonksiyonuna gama fonksiyonu denir. Bu tanımda geçen integral ikinci tür Euler 

integrali olarak bilinmektedir. 

 

Tanım 3.1.1 analitik devam vasıtasıyla Re 0z   için aĢağıdaki biçimde geniĢletilebilir.  

(3.1) ile verilen fonksiyon 

1

1 1

0 1

( ) t z t zz e t dt e t dt



                                         (3.2) 

biçiminde iki integralin toplamı olarak yazılabilir. Bu integraller ayrı ayrı 

1

1

0

( ) t zP z e t dt    ve 
1

1

( ) t zQ z e t dt



    Ģeklinde iki fonksiyon olarak göz önüne alınırsa 

( )P z  fonksiyonu Re 0z   yarı düzleminde analitik ve ( )Q z  nin ise tam fonksiyon 

olduğu görülür. Dolayısıyla ( ) ( ) ( )z P z Q z    fonksiyonu Re 0z   yarı düzleminde 

analitik olur.  

 

( )P z  fonksiyonundaki 
te
 ifadesi kuvvet serisine açılırsa, 

1 1

1 1

00 0

( 1)
( )

!

k
t z z k

k

P z e t dt t dt t
k


  




                                      (3.3) 

elde edilir. 
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Burada, 

1 1 1

1 1 1

0 00 0 0

( 1)

! !

k k
z k x t x

k k

t
t dt t t dt e t dt

k k

  

 


        

olup bu da bu integralin yakınsak olduğunu gösterir. Böylece (3.3) ifadesi terim terime 

integrallenirse 

1 1

1 1

0 00 0

( 1) ( 1)
( )

! !

k k
z k k z

k k

P z t dt t t dt
k k

 
  

 

 
     

                                       
0

( 1) 1

!

k

k k z k









                                 (3.4) 

bulunur. Bu durumda (3.4) serisinin 0, 1, 2,...z     noktalarında basit kutba sahip ve 

Re 0z   için ( )P z  integrali ile aynı olduğu görülür. Dolayısıyla (3.4) serisi ( )P z  nin 

analitik devamıdır. ( )Q z  fonksiyonu tam fonksiyon olduğundan ( )z  fonksiyonu 

0, 1, 2,...z     noktalarında basit kutba sahip olan meromorf bir fonksiyon olur. 

 

( )z  nin tüm kompleks düzlem için tanımı 

1

0 1

( 1) 1
( ) ,        0, 1, 2,...

!

k
t z

k

z e t dt z
k z k


 




     


   

biçiminde verilebilir. 

 

Gama fonksiyonu ile ilgili bazı özellikler, 

 ( 1) ( )z z z    , 

 ( ) (1 )
sin

z z
z




    ,    0, 1, 2,...z    , 

 2 12 ( ) ( 1/ 2) (2 )z z z z       

Ģeklinde sıralanabilir. Ayrıca 0,1,2,...n   için  

 ( 1) !n n     

eĢitliği ve  1,2,...n   için 

 
1.3.5...(2 1)

( 1/ 2)
2n

n
n 


     

eĢitliği vardır.  
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1/ 2z   özel değeri için  

21/ 2

0 0

(1/ 2) 2t ue t dt e du 
 

        

elde edilir. Elbette gama fonksiyonunun özellikleri bunlarla sınırlı değildir.  

 

Tanım 3.1.2 (Pochhammer (Apell) sembolü):  , gama fonksiyonunu göstermek üzere 

0n , a  ve 0, 1, 2,...a     olması durumunda 

1,                                       0( )
( )

( 1)...( 1),          0( )
n

na n
a

a a a n na

 
  

    
 

Ģeklinde tanımlanır. Eğer a  ve a n  negatif tamsayı ise 
0

( )
( ) lim

( )
n

t

a n t
a

a t

  


 
 formülü 

geçerlidir. 

 

Pochhammer sembolü için 1( ) ( )( )n na a n a    eĢitliği her zaman sağlanır. 

 

3.2. Hipergeometrik Fonksiyonlar 

 

Matematikteki elementer fonksiyonların birçoğu hipergeometrik fonksiyonlardan ya da 

hipergeometrik fonksiyonların birbirine oranından elde edilebilir. 1 /n nc c , oranı n  nin 

bir rasyonel fonksiyonu ise, 
nc  ifadesi bir hipergeometrik seri belirtir. Ayrıca 

matematik ve fizikteki elementer olmayan fonksiyonların çoğu da yine hipergeometrik 

seri olarak ifade edilebilmektedir. Bu bölüm, hipergeometrik fonksiyon ve 

genelleĢtirilmiĢ hipergeometrik fonksiyonlara ayrılmıĢtır. 

 

Tanım 3.2.1: , ,a b c ,  0, 1, 2,...c     ve ( )na , Pochhammer sembolü olmak üzere 

2 1

0

( ) ( )
( , ; ; ) ( , ; ; ) ,    1

( ) !

n

n n

n n

a b z
F a b c z F a b c z z

c n

                       (3.5) 

fonksiyonu  (1 ) ( ) ( 1) ( ) ( ) 0z z w z c a b z w z abw z         ikinci mertebeden 

hipergeometrik diferansiyel denkleminin bir özel çözümü olup bu fonksiyona Gauss 

hipergeometrik fonksiyonu adı verilir. 
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Bu fonksiyon, L. Euler tarafından yaklaĢık iki asır önce çalıĢılmıĢtır. Daha sonra C.F. 

Gauss‟un bu seri üzerinde yeniden çalıĢmaya baĢlaması bu fonksiyona olan ilgiyi 

arttırmıĢtır. 

 

,a b  değiĢkenlerinin negatif tamsayı ya da sıfır olması durumunda yukarıdaki 

diferensiyel denklemin çözümü bir polinom olur ve dolayısıyla bu çözüm tüm düzlemde 

analitik olur. Diğer değerler için ise (3.5) serisi mutlak yakınsaktır. 

 

Gauss hipergeometrik fonksiyonunun bazı özellikleri; 

 Re( ) 0c a b   , Re 0c  , Re( ) 0c a   ve Re( ) 0c b   olması durumunda 

1

( ) ( )
lim ( , ; ; )

( ) ( )z

c c a b
F a b c z

c a c b

   

   

 

dir. 

 Re 0a  , Re 0b  , Re( ) 0a b   ve Re( ) 0c a b    ise 

1

( , ; ; ) ( )
lim

(1 ) ( ) ( )z

F a b a b z a b

Log z a b

  
 

  
      

dir. 

 Re( ) 0c a b   , Re 0a  , Re 0b   ve Re 0c   için 

1

( ) ( )
lim(1 z) ( , ; ; )

( ) ( )

a b c

z

c a b c
F a b c z

a b

 



   
 

 
 

biçiminde verilebilir. 

 

Gauss hipergeometrik fonksiyonunda , ,a b c  nin uygun değerleri için aĢağıdaki eĢitlikler 

elde edilebilir: 

 
1

(1,1;2; ) (1 )F z Log z
z

   , 

 
1

( , ; ; )
(1 )a

F a b b z
z




, 

 21 3 1 1
,1; ;

2 2 2 1

z
F z Log

z z

   
   

   
, 

 21 1 3 1
, ; ; arcsin

2 2 2
F z z

z

 
 

 
, 
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 21 3
,1; ; arccos

2 2
F z z
 

  
 

, 

 21 3 1
,1; ; arctan

2 2
F z z

z

 
  

 
. 

 

Ayrıca 1z   olmak üzere aĢağıda verilen ve sırasıyla ( )z  ve ( )z  ile gösterilen 

birinci ve ikinci tür Legendre eliptik integralleri de Gauss hipergeometrik 

fonksiyonunun birer özel durumudur.  

/2 1 2 2
2 2 2

2

0 0

1 1 1
( ) 1 sin , ;1;

1 2 2 2

z t
z z d dt F z

t




 
  

     
  

   

                      
/2 1

2

2 2 2 2 2
0 0

1 1
( ) , ;1; .

2 2 21 sin (1 )(1 )

d dt
z F z

z t z t


 



 
    

   
   

 

Tanım 3.2.2: , 1q r   Ģartını sağlayan birer tamsayı, 1 2 1 2, ,..., ;  , ,...,q ra a a b b b  birer 

kompleks sayı ve  her 1,2,...,k r  için 0, 1, 2,...kb    ,  olmak üzere  

1

1 1

0 1

( ) ...( )
( ,..., ; ,..., ; )

( ) ...( ) !

n
n q n

q r q r

n n r n

a a z
F a a b b z

b b n

                             (3.6) 

fonksiyonuna genelleĢtirilmiĢ hipergeometrik fonksiyonu denir. 

 

(3.6) serisi 1q r   için  de, 1q r   için ise 1z   de mutlak yakınsaktır. Bu seride 

özel olarak 2q  , 1r  , 1a a , 2a b  ve 1b c  alınırsa (3.5) serisi elde edilir ve bu 

durum 2 1( , ; ; )F a b c z  veya kısaca ( , ; ; )F a b c z  ile gösterilir. Ayrıca 

1 2 1 1 2... ...r ra a a b b b        olması durumunda 1 1 1 1( ,..., ; ,..., ; )r r r rF a a b b z   serisine 

dengelenmiĢ (balanced) seri denir. 

 

q rF  genelleĢtirilmiĢ hipergeometrik fonksiyonu, aynı zamanda 

1 11 ... 1 ... 0r q

d d d d d
z z b z b z z a z a w

dz dz dz dz dz

         
                

         
 

diferensiyel denkleminin bir çözümüdür. 
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Hipergeometrik fonksiyonların Bieberbach tahmininin çözümünde önemli bir rol 

oynaması bu tür fonksiyonlara olan ilgiyi artırmıĢtır. Daha ayrıntılı bilgi için Almkvist 

and Berndt [2], Anderson et al. [3], Andrews [4] çalıĢmalarına bakılabilir. 

 

Parametrelerin özel seçimiyle genelleĢtirilmiĢ hipergeometrik fonksiyonundan elde 

edilen bazı fonksiyonlar, 

  1 1( ,..., ; ,..., ; ) ,   0z

q q q qF a a a a z e q    , 

 1 0(  ; ) (1 )aF a z z   , 

 2

0 1

1 1
 ; cos

2 4
F z z
 

  
 

, 

 2

0 1

3 1
 ; sin

2 4
z F z z

 
  

 
, 

 2 1(1,1;2 ; ) og(1 )z F z L z  , 

 
2 22 2

1 1 1 1

0

1 3 3
( ) ; ; 1; ;

2 2 2

z

t zErf z e dt z F z ze F z    
      

   
          

Ģeklinde sıralanabilir.  

  

Öte yandan ,   ve  0, 1, 2,...a c c     olmak üzere 

   1 1

0

( )
; ; ; ; ,    1

( ) !

n

n

n n

a z
F a c z a c z z

c n

     

fonksiyonuna Kummer (confluent) hipergeometrik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon 

1837 yılında Kummer tarafından tanımlanmıĢ olup  

 ( ) ( ) 0zw z c z w z aw      

 biçimindeki Kummer diferensiyel denkleminin bir özel çözümüdür. 
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3.3.  Mittag-Leffler Fonksiyonları 

 

Mittag-Leffler fonksiyonu [21], Ġsveçli¸ bilim adamı Gösta Mittag-Leffler (16 Mart 

1846-7 Temmuz 1927) tarafından 1903 yılında tanımlanmıĢtır. Mittag-Leffler 

fonksiyonu ilk olarak kesirli integral denklemlerinin çözümlerinde ortaya çıkmıĢtır. 

Daha sonra, kinetik denklemlerin kesirli genelleĢtirilmesinde, rastgele yürüyüĢlerde ve 

Lévy uçuĢlarında kullanılmıĢtır [18, 21, 28]. Bu bölümde, iki klasik Mittag-Leffler 

fonksiyonlarının tanımı ve bazı özellikleri sunulacaktır. 

 

Tanım 3.3.1: z  ve Re( ) 0   olmak üzere  

 
0

( )
( 1)

k

k

z
E z

k









 

                                                          (3.7) 

biçiminde tanımlanan ( )E z  serisine Mittag-Leffler fonksiyonu denir. 

 

 ‟nın özel değerleri için aĢağıdaki eĢitlikleri elde edilir: 

 
0

1
( )

1
E z

z



 , 

 1( ) zE z e  , 

 
2( ) cosE z z , 

 
1 3 1 3 2 1 3

3

1 1
( ) 2 cos 3

3 2

z zE z e e z  
    

  
, 

    1 4 1 4

4

1
( ) cos cosh

2
E z z z  

 
.  

 

n    ve    olmak üzere ( )n

nE z  fonksiyonunun diferensiyel formülleri, 

    
n

n n

n n

d
E z E z

dz
  

 
 

 
                                                      (3.8) 

ve 

 
1

1

( 1)
n n

n

n nn n n

d
z E E

dz z z z

  



       
      

      
  ( 0)z                       (3.9)  

Ģeklinde tanımlanır. 
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Ayrıca, 1 n     1n   olmak üzere 1 ( )nE z  fonksiyonu, 

    
 

11

1

10

( ) 1
n n

z kn
z t

n

k

t
E z e n e dt

k n






  
       

                              (3.10) 

Ģekilinde tanımlanır. 

 

1 ( )nE z  fonksiyonunda özel olarak 2n   alınırsa  

 
2 2

1

0

2
( ) 1

z

z t

nE z e e dt



 

  
 

  , 

olup, dahası asimptotik tahminle  
2

1 ( ) 2 z

nE z e    ; arg( )
4

z z
 

  
 

 elde edilir. 

 

Bunlara ek olarak Mittag-Leffler fonksiyonunun integral temsili, 

   
11

( )
2

t

C

t e
E z dt

t z



 




                                                 (3.11) 

biçiminde tanımlanır. 

 

Tanım 3.3.2 (Genelleştirilmiş Mittag-Leffler fonksiyonu): ,z   ve Re( ) 0   olmak 

üzere  

 ,

0

( )
( )

k

k

z
E z

k
 

 






 

                                               (3.12) 

Ģeklinde tanımlanan fonksiyonlara genelleĢtirilmiĢ Mittag-Leffler fonksiyonu adı verilir. 

1   özel değerleri için (3.12) denkleminde verilen genelleĢtirilmiĢ Mittag-Leffler 

fonksiyonu (3.7) denkleminde tanımlanan klasik Mittag-Leffler fonksiyonuna dönüĢür. 

 

Ayrıca, (3.12) denkleminde  ve   özel değerleri için aĢağıdaki sonuçlar elde edilir: 

 
2

1,2

1
( )

e
E z

z


 ,  

 
 

2,2

sinh
( )

z
E z

z
  . 
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,E   fonksiyonunun tanımından da görüldüğü gibi bu fonksiyon normalize değildir yani 

 sınıfına ait değildir. Bu fonksiyonun normalize formu Re( ) 0  , , , z   , 

 0 0, 1,..., ,...n      olmak üzere 
, ( ) :E z    

 
, ,

2

( )
( ) ( ) ( )

( 1)

n

n

z
E z zE z z

n
   




 






   

  
                                 (3.13)  

Ģeklinde verilir. Buna normalize edilmiĢ genelleĢtirilmiĢ Mittag-Leffler fonksiyonu 

denir. (3.13) denkleminde   ve   parametrelerinin özel değerleri için aĢağıdaki 

fonksiyonlar elde edilir: 

 
0,1( )

1

z
E z

z



, 

 
1,1( ) zE z ze , 

 
1,2( ) 1zE z e  , 

 
 

1,3

2 1
( )

ze z
E z

z

 
 , 

 
  2

1,4 2

6 1 3
( )

ze z z
E z

z

  
 , 

  2,1( ) coshE z z z , 

  2,2 ( ) sinhE z z z , 

  2,3( ) 2 cosh 1E z z  
 

, 

 
 

2,4

6 sinh
( )

z z
E z

z

 
  . 
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3.4. Analitik Fonksiyonların Bazı Ġntegral Operatörleri 

 

Bu bölümde tezin ana unsuru olan aĢağıdaki genelleĢtirilmiĢ integral operatörleri 

tanımlanmıĢtır. 

 

Tanım 3.4: Kabul edelim ki n  için  1 2, ,..., ,n

nq q q q    1 2, ,..., n

k n     

,   ve  \ 0   olsun. (3.13) ile tanımlanan ,E   normalize edilmiĢ Mittag–

Leffler fonksiyonu olmak üzere 1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,
n

n

q q q
F     ve ,G

   integral operatörleri  

1 2

1 2

, ,...,

, , ,..., :n

n

q q q
F      

1 2

1 2

,, ,...,

, , ,...,

10

( )
( ) ,

k

kn

n

q
z n

q q q

k

E z
F z dt z

t

 

   



 
  

 
 

                           (3.14) 

ve  

 , :G

     

  

1

2

, ,

0

( ) ,

z

G z t E t dt z



 

    
 

  
 
                           (3.15) 

biçiminde tanımlanır. 
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4. ARAġTIRMA BULGULARI 

 

Bu bölümde (3.14) ve (3.15) ile tanımlanan 1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,
n

n

q q q
F     ve ,G

   integral operatörlerinin 

konveksliği için yeter Ģartlar elde edilmiĢtir.  

 

Ġlk olarak, ana teoremlerin ispatlarında kullanılacak olan lemma aĢağıda verilmiĢtir. 

 

Lemma 4.1 : 1   ve 0   olsun. Burada, 0 1.618    

2 1 0                                                        (4.1)  

denkleminin bir köküdür. O halde her z  için (3.13) ile tanımlanan , ( ) :E z    

fonksiyonu, 

 ,

2

,

( ) 2 1
1

( ) 1

z E z

E z

 

 



 




 
 

                                       (4.2) 

eĢitsizliğini sağlar. 

 

İspat: Her z  için , ( )E z   normalize edilmiĢ Mittag-Leffler fonksiyonunun tanımı 

kullanılırsa, 

   , , ,

, ,

2 2

2 2

( ) ( ) ( )
1

( ) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( )

( ( 1) ) ( ( 1) )
.

( ) ( )
1

( ( 1) ) ( ( 1) )

n

n n

n

n n

z E z z E z E z

E z E z

n n
z

n n

z z
n n

     

   

 

   

 

   

 

 

 

 

 


 

   

     
 

 
 

     

 

 

                   (4.3) 

eĢitsizliği elde edilir.  

 

1  için ( 1 ) ( ( 1) ),  n n n           eĢitsizliği sağlanır ve bu eĢitsizlik 

1

( ) 1
,  

( ( 1) ) ( )n

n
n



   


 

  
                                       (4.4)  

eĢitsizliğine denktir.  
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Burada 0( ) ( ) / ( ) ( 1) ( 1),  ( ) 1n n n                 Euler Gamma 

fonksiyonunun terimlerinde tanımlanmıĢ Pochhammer (Appell) sembolüdür. 

 

(4.4) eĢitsizliği kullanılarak, 

2 2 1 21

( 1) ( ) 1 1

( ( 1) ) ( ) ( ) ( )n n n nn n n

n n n n

n



     

   

   

  
   

  
                       (4.5) 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

Ayrıca her  / 1n  ve 1   için  

2

1

( ) ( 1)n

n

n

   



                                                         (4.6) 

eĢitsizliği doğrudur. (4.6) eĢitsizliği (4.5) eĢitsizliğinde dikkate alınırsa, 

2 2
2 2 0

( 1) ( ) 1 1 1 1 1 2 1

( ( 1) ) ( 1) ( 1)n n
n n n

n

n

 

        

  


  

  
    

    
            (4.7) 

eĢitsizliği yazılır. 

 

Aynı Ģekilde  

2 2 1

( ) 1

( ( 1) ) ( )n n nn



  

 

  




  
   

olur. 

 

Ayrıca, 

2

1( ) ( 1) ( 2) ( 1) ,  n

n n n      

                           (4.8) 

eĢitsizliği doğrudur ve 2

11/ ( ) 1/ ( 1) ,  n

n n   

     eĢitsizliğine denktir. 

 

(4.8)‟u kullanarak  

2 2
2 2 0

( ) 1 1 1 1

( ( 1) ) ( 1) ( 1)n n
n n nn

 

      

  


  

 
  

    
                     (4.9) 

eĢitsizliği elde edilir. 
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(4.9), (4.7) ve (4.3)‟den 

 ,

2

,

( ) 2 1
1

( ) 1

z E z

E z

 

 



 




 
 

 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

Böylece, Lemma 4.1„in ispatı tamamlanmıĢ olur. 

 

1 2

1 2

,, ,...,

, , ,...,

10

( )
( )

k

kn

n

q
z n

q q q

k

E z
F z dt

t

 

   



 
  

 
 

  integral opereatörünün konveksliği için yeter Ģart 

aĢağıdaki teoremde verilmiĢtir. 

 

Teorem 4.2: 1  , n  bir doğal sayı, [0,1)  ve 1 2 3, , ,..., nq q q q  sıfırdan farklı 

kompleks sayılar, 0  ,  min :  1,2,...,k k n   , 0 1.618   (4.1) denkleminin 

bir pozitif kökü olmak üzere  

2

1

(1 )( 1)

2 1

n

k

k

q
  



  



   

Ģartı sağlanırsa (3.14) ile tanımlanan 1 2

1 2

, ,...,

, , ,..., :n

n

q q q
F      fonksiyonu ( )  

sınıfındandır. 

 

İspat: Her 1,2,...,k n  için  , k
E    ve 1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,
n

n

q q q
F      dır. 1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,
n

n

q q q
F      

fonksiyonunun ( )  sınıfına ait olması için gerek ve yeter Ģart  

1 2

1 2

1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,

, ,...,

, , ,...,

( )
Re 1 ,  

( )

n

n

n

n

q q q

q q q

zF z
z

F z

   

   


 
   
 
 

  

olmasıdır. Bunun için  

1 2

1 2

1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,

, ,...,

, , ,...,

( )
1 ,  

( )

n

n

n

n

q q q

q q q

zF z
z

F z

   

   




  


                                  (4.10) 

olduğunu göstermek yeterlidir.  
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(3.14) eĢitliğinde her iki tarafın birinci mertebeden türevi alınırsa 

 1 2

1 2

,, ,...,

, , ,...,

1

( )
( )

k

kn

n

q
n

q q q

k

E z
F z

z

 

   



 
  

 
 

                                     (4.11)  

elde edilir.  

 

(4.11) in her iki tarafının logaritmik türevi alınıp z  ile çarpılırsa 

 

 

 1 2

1 2

1 2

1 2

, ,...,

, , ,..., ,

, ,..., 1 ,
, , ,...,

( ) ( )
1

( )
( )

n

n k

n
k

n

q q q
n

k
q q q k

z F z z E z
q

E z
F z

     

 
   



  
 

    
 

                            (4.12) 

sonucuna ulaĢılır. 

 

Her bir k   1,2,...,k n  ve her z  için (4.2) kullanılarak  

 

 

 1 2

1 2

1 2

1 2

, ,...,

, , ,..., ,

2
, ,..., 1 1,

, , ,...,

( ) ( ) 2 1
1

( ) 1
( )

n

n k

n
k

n

q q q
n n

k
k k

q q q k k k k

z F z z E z
q q

E z
F z

     

 
   



  

 


  
 

               (4.13) 

eĢitsizliği elde edilir.  

 

2

2 1
( )

1

x
h x

x x




 
                                                         (4.14) 

ile  : 1.2581,h    fonksiyonunu tanımlayalım. Kolaylıkla görülebilirki (4.14) ile 

tanımlanan  : 1.2581,h    fonksiyonu azalandır. Dolayısıyla her k  

 1,2,...,k n  için  min :  1,2,...,k k n    olduğundan 

2 2

2 1 2 1

1 1

k

k k

 

   

 


   
                                                 (4.15)  

olur.  

 

(4.15) ve (4.13) eĢitsizliklerinden  

 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

, ,...,

, , ,...,

2
, ,..., 1

, , ,...,

( ) 2 1

1
( )

n

n

n

n

q q q
n

k
q q q k

z F z
q

F z

   

   



  





 

                              (4.16) 
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elde edilir. 

Eğer (4.16) eĢitsizliğindeki son ifade (1 )  ile sınırlandırılırsa (4.10) eĢitsizliğinin 

doğru olduğu görülür. Yani  

2

1

(1 )( 1)

2 1

n

k

k

q
  



  



  

dir. Böylece Teorem 4.2 nin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 4.2 de 0   alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.3: 1  , n  bir doğal sayı ve 1 2 3, , ,..., nq q q q  sıfırdan farklı kompleks sayılar, 

0  ,  min :  1,2,...,k k n   , 0 1.618   (4.1) denkleminin bir pozitif kökü 

olmak üzere  

2

1 1

2 1 1 0
n n

k k

k k

q q 
 

   
       
   
   

Ģartı sağlanırsa (3.14) ile tanımlanan 1 2

1 2

, ,...,

, , ,..., :n

n

q q q
F      fonksiyonu  sınıfındandır.  

Teorem 4.2  de 1 11, ,n q q      olarak alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.4: 1  , q  sıfırdan farklı bir kompleks sayı, 0  , 

 min :  1,2,...,k k n   , 0 1.618   (4.1) denkleminin bir pozitif kökü olmak üzere  

     21 2 1 1 0q q             

Ģartı sağlanırsa  

  
 ,

,

0

,

q
z

q
E t

F z dt z
t

 

 

 
   

 
   

 ile tanımlanan , :qF    fonksiyonu ( )  sınıfındandır. 
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Sonuç 4.4 de 0   alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.5: 1  , q  sıfırdan farklı bir kompleks sayı, 0  , 

 min :  1,2,...,k k n   , 0 1.618   (4.1) denkleminin bir pozitif kökü olmak üzere  

   2 2 1 1 0q q       

Ģartı sağlanırsa  

  
 ,

,

0

,

q
z

q
E t

F z dt z
t

 

 

 
   

 
   

 ile tanımlanan , :qF    fonksiyonu (0)  sınıfındandır.  

 

 

1

2

, ,

0

( )

z

G z t E t dt



 

    
 

  
 
  integral opereatörünün konveksliği için yeter Ģart 

aĢağıdaki teoremde verilmiĢtir. 

 

Teorem 4.6: 1  , [0,1) ,    öyleki  0 0, 1, 2,..., ,...n      , 0  , 

0 1.618   (4.1) denkleminin bir pozitif kökü olmak üzere  

2(1 ) (3 1 ) (2 1 ) 0                                           (4.17)  

Ģartı sağlanırsa (3.15) ile tanımlanan , :G

    fonksiyonu ( )  sınıfındandır.  

 

İspat : , ( )E z    olduğu için ,G

    dır, yani, , ,(0) (0) 1 0G G 

   
    normalize 

Ģartlarını sağlar. ,G

    fonksiyonunun ( )  sınıfına ait olması için gerek ve yeter 

Ģart  

,

,

( )
Re 1 ,  

( )

zG z
z

G z



 



 


 
   
 
 

                                      (4.18) 

olmasıdır.  
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Bunun için  

,

,

( )
1 ,  

( )

zG z
z

G z



 



 




  


                                          (4.19) 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

 

(3.15) eĢitliğinin ilk önce birinci türevi, daha sonra her iki tarafının logaritmik türevi 

alınıp z  ile çarpılırsa 

 

 

1
,, ,

2 ,,
,

0

1
, ,,

2 ,

,

0

( )( ) ( )1
( 2)

( )( )
( )

( ) ( )( )1
( 1) .

( )
( )

z

z

z E tzG z z E z

E zG z
t E t dt

z E t E zz E z

E z
t E t dt

 
    


   

 


    

  
 



















 
   






   





                   (4.20) 

sonucuna ulaĢılır.  

 

(3.13), (4.20) eĢitliğinde dikkate alınırsa  

1

, 2 2

1
,

2 2

( 1) ( ) ( 1) ( )
1

( ) 1 ( ( 1) ) ( ( 1) )

( ) ( )( )
1 ( ( 1) ) ( ( 1) )

n n

n n

n n

n n

n
z z

zG z n n n

G z z z z z
n n n




 


 

 

   

    

  

    

 
 

 

 
 

 

     
           

 
 

       

 

 
      

(4.21) 

olur.  

 

(4.21) eĢitliğinde her iki tarafın mutlak değeri alınırsa  

2, 2

,

22

1 ( ) ( 1) ( )
1

( ) 1 ( ( 1) ) ( ( 1) )

( )( )( ) 11
( ( 1) )1 ( ( 1) )

n n

nn

n

zG z n n n

G z
nn n



 



 

  

    

 

   

 

 





     
           

 


      

 


        (4.22) 

yazılır.  
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Ayrıca, (4.22) eĢitsizliği aĢağıdaki gibi de yazılabilir: 

 
, 2 2 2

,

2 2

1 ( )( ) ( 1) ( )
( 1) 1

( ) ( ( 1) ) ( ( 1) ) ( ( 1) )
= .

( ) ( )( ) 1 1
( ( 1) )( 1)! ( ( 1) )

n n n

n n

n
n

zG z n n n

G z
n n n



 



 

  


     

 

   

  

  

 

 

   
            


 

 
      

  

 

(4.23) 

 

(4.23) eĢitsizliğinde (4.7) ve (4.9) eĢitsizlikleri kullanılırsa  

2 2
,

2

,
2

2 1 1
1

( ) 2 1 1 ( 1)

1 1( ) 1

zG z

G z



 



 

 


   

  



 
     

 
  



                 (4.24) 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

Eğer (4.24) eĢitsizliğindeki son ifade (1 )  ile sınırlandırılırsa (4.19) eĢitsizliğinin 

doğru olduğu görülür. Yani  

 2(1 ) 1 1 ( 1) (2 1) 0               

dir. Böylece Teorem 4.6 nın ispatı tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 4.6 da 0   alınarak aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.7: 1  ,    öyleki  0 0, 1, 2,..., ,...n      , 0  , 0 1.618   (4.1) 

denkleminin bir pozitif kökü olmak üzere  

2 (3 1) (2 1) 0           

Ģartı sağlanırsa (3.15) ile tanımlanan , :G

    fonksiyonu  sınıfındandır. 
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5. TARTIġMA VE SONUÇ 

 

Bu tez çalıĢmasında ilk olarak , ( )E z   ile gösterilen normalize edilmiĢ Mittag-Leffler 

fonksiyonunu içeren 

1 2

1 2

,, ,...,

, , ,...,

10

( )
( ) ,

k

kn

n

q
z n

q q q

k

E z
F z dt z

t

 

   



 
  

 
 

  

ve   

 

1

2

, ,

0

( ) ,

z

G z t E t dt z



 

    
 

  
 
  

integral operatörleri tanımlandı. Daha sonra, bu integral operatörlerinin ( )  sınıfına 

ait olması için yeter Ģartlar elde edildi. 

Bu konuda çalıĢacak olan araĢtırmacılar, farklı özel fonksiyonları normalize edip bu 

normalize edilmiĢ özel fonksiyonlar yardımıyla yeni integral operatörleri tanımlayıp bu 

integral operatörlerin ünivalentliği, konveksliği ve yıldızıllığı gibi geometrik 

özelliklerini inceleyebilirler. 
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