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Bu tez ¢alismasinda ilk olarak Ez, ,(2) ile gosterilen normalize edilmis Mittag-Leffler

fonksiyonunu iceren analitik fonksiyonlarin

qullfzﬂz ﬂn(z) J'H( /Utk( )J L 7eU

0 k=1

ve

yp
G/, ( {ﬁfﬁzEMAUm} , 2eU

integral operatorleri tanimlanmistir. Daha sonra, bu integral operatorlerinin C(«)

sinifina ait olmasi i¢in yeter sartlar elde edilmistir.
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integral operators of analytic functions involving EM(Z) normalized Mittag-Leffler

functions. Then, we obtained sufficient conditions to belong C(«) of these integral

operators.
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Sekil 2.1: Koebe fonksiyonu altinda birim diskin goriintiisii
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

C Kompleks diizlem
C, =Cu{wx} Genellestirilmis kompleks diizlem
R Reel sayilar kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi
7 Tam sayilar kiimesi
Q Rasyonel sayilar kiimesi
U {z eC:|z| <1} agik birim disk
D(z,,r) Acik disk
D(z,,r) Kapal1 disk
A Az{f f(2)=z+) a,2" ve f(2), Udaanalitik}
n>2
S S={f e A: f(z), Udatnivalent ve f (0) = f'(0)-1=0}
S S ={f eA: f(z), Udayildizl}
S*(a) S'(a)={f e A: f(2), U da o mertebeden yildizil}
C C={f e A: f(2), U dakonveks}
C(a) C(a)={f e A: f(z), U da a mertebeden konveks}
P p(z) =1+ Z:ann seklindeki fonksiyonlarin sinifi
P
Q Schwarz fonksiyonlarinin sinifi
I'(z) Gama fonksiyonu
(a), Pochhammer (Apell) sembolii
F(a,b;c;2) Gauss hipergeometrik fonksiyonu
g F.(a,... a,; b,...b;z) Genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu
E,(2) Mittag-Leffler fonksiyonu
E,.(2) Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu
E,.(2) Normalize edilmis Mittag-Leffler fonksiyonu



1. GIRIS

En basit anlamda geometrik fonksiyonlar teorisinin arastirma konusu kompleks degerli
fonksiyonlarin resim bdélgelerine bakarak bu fonksiyonlarin analitik o6zelliklerini
incelemektir. Gorlintii kiimeleri 6nemli 6zellikler tasiyan fonksiyonlar ¢esitli siniflara
ayrilmistir. Bilim adamlariin bir¢ogu da bu smiflara ait bir ¢ok kriter elde etmeye
calismuistir. Bu smiflardan en g¢ok tizerinde durulanlar iinivalent, konveks, yildizil, ...

vb. fonksiyonlardir. Analitik ve tinivalent fonksiyonlar, geometrik fonksiyonlar

teorisinin en 6nemli ve ilgi ¢eken konularindan birisidir.

Kompleks diizlemin basit baglantili bir has altkiimesini birim diske konform tasvir eden
bir donisiimiin varligi Riemann doniisiim teoremi ile anlasilmistir. Bu nedenle keyfi
basit baglantili bolgeler lizerinde tanimlanan tinivalent fonksiyonlarla ¢alismak yerine
birim diskte tanimlanan iinivalent fonksiyonlarla ¢alismak ¢ogu kez kolaylik saglar. Bu
yiizden bu alanda calisma yapan birgok bilim adami birim diskte tanimlanan

fonksiyonlar1 incelemislerdir.

Univalent fonksiyonlar iizerindeki ¢alismalar,
U={zeC:|z|<1}

birim diskinde iinivalent ve f(0)=0, f'(0)=1 sartlarin1 saglayan fonksiyonlarm

olusturdugu bir S iinivalent fonksiyonlar sinifi izerinde yogunlagmistir.

1907 yilinda Koebe [17], n=2 i¢in S sinifina ait f(z):Z+Z:anZn tipindeki bir
n=2

fonksiyonun resminin {Z:|Z|<Z} diskini igerdigi sonucuna varmistir. Bir baska

deyisle U birim diskinin f €S altindaki gériintiisii olan kiimenin sinirinin orijine olan

uzakhigmin 1/4 ten kiiglik olamayacagini ispatlamigtir.



Geometrik fonksiyonlar teorisi i¢inde ele alinan énemli problemlerden birisi de verilen
bir analitik fonksiyonun konveks olup olmadigmin arastirilmasidir. Ozellikle ters simnir
deger problemlerinin ¢oziimii, akiskanlar mekanigi, elektroteknik, niikleer fizik,
tinivalentlik kriteri ve olasilik-istatistik gibi birgok alanda uygulamas: olan konvekslik

kriteri, bu alanda ¢alismak isteyenler icin bir ilham kaynagi olmustur.

1913 yilinda Study, “Bir tinivalent doniisiimiin birim disk tizerinde konveks olmas1”
gercegini yani bu tiir dontisiimlerin orijin merkezli 1 den kiigiik yarigapl her bir diski

bir konveks bolge tizerine doniistiirdiigiinii ifade etmistir.

1915 yilinda Alexander [1], bir f(z) fonksiyonunu birim disk igine bire-bir olarak

doniistiirmek icin sik kullanilan klasik yontemlerden daha fazla islerlige sahip olan bazi
gerekli kosullar elde etmeyi amagladigi bir ¢alismasini yayinlamistir. Ayrica 1915 de

Alexander f'(z)eP ise f(z) fonksiyonunun U da iinivalent bir fonksiyon oldugunu

gostermistir. Burada P, U da analitik, Re{p(z)}>0 ve p(0)=1 sartim saglayan

p(z) =1+ Zanzn seklindeki fonksiyonlarin sinifidir. Noshiro ve Warshawski [23, 31],

n=1

bu fonksiyonun daha genel bir hali olan ‘Konveks bir U bolgesinde Re{e‘“ f '(Z)} >0

ise f(z) fonksiyonu U da iinivalenttir’ teoremini vermistir.

1916 yilinda Bieberbach [8] tarafindan ileri siiriilen zeU olmak iizere f eS8

fonksiyonu f(z) = Z+Zan2” bigiminde bir Taylor agilimina sahipse N=2,3,... i¢in
n=2

|an| <n tahmini uzun yillar matematikgiler tarafindan ispatlanmaya calisilmis ve 1984
yilima kadar bu tahmin sadece a ,a,,a,,d,,a;,8, katsayilari i¢in saglanabilirken 1985

yilinda Brange’s [10] tarafindan tiim &, degerleri i¢in ispatlanmistir. Bu asamalar

asagidaki gibidir.



n=2i¢in  |a,]<2 Bieberbach (1916)

n=3 igin |a;|<3  Lowner (1923)

n=4 icgin |a,[<4  Garabedian ve Schiffer (1955)
n=>5 igin las|<5  Pederson ve Schiffer (1972)
n==6 igin |a;|<6  Pederson ve Ozawa (1968-1969)

Tim n'lerigin |a,|<n L. De Branges (1985)

1985 yilinda elde edilen bu ¢dziim iinivalent fonksiyonlar teorisini zenginlestirmistir ve

bir¢ok yeni problemin ortaya ¢ikmasini saglamistir.

Bieberbach tahmininin Branges tarafindan c¢oziilmesine kadar problemin ¢oziimii ile
ilgilenen matematikgiler S smifinin bazi alt smiflarmi tanimlamak suretiyle bu
altsiniflara ait fonksiyonlarla ilgili ¢esitli bagintilar elde etmislerdir. Bu alt siniflardan
en cok ilgi goren iki sinif yildizil (starlike) ve konveks fonksiyonlardan olusan alt
siniflardir. Bu alt siniflarin ¢ogu analitik ve geometrik olarak karakterize edilebilir.
llerleyen yillardaki ¢alismalara 151k tutan yildizil ve konveks fonksiyonlar arasindaki

iliski ilk kez Alexander tarafindan verilmistir.

U birim diskini bir z, noktasina goére yildizil bir bdlgeye resmeden bir f(z)

fonksiyonuna z, noktasina gére yildizil bir fonksiyon denir. z,=0 ise f(z)

fonksiyonuna yildizil bir fonksiyon denir. Benzer sekilde U yu konveks bir bolgeye

resmeden bir f(z) fonksiyonuna konveks bir fonksiyon denir. Yildizil fonksiyonlarin
siifi S*, konveks fonksiyonlarin simifi ise C ile gosterilir. f €C olmasi icin gerek ve

yeter sart 2f' € S” olmasidir. Robertson [27] 1936 yilinda @ mertebeli konveks ve &

mertebeli yi1ldizil fonksiyonlar kavramlarini tanimlamistir.



Birim diskte analitik olan fonksiyonlar yardimi ile tanimli integral operatorlerinin
incelenmesi uzun yillara dayanir. Integral operatérleri ile ilgili calismalar 1915 yilinda
Alexander tarafindan baslatilmis ilerleyen zamanlarda bu operatorler genellestirilmis ve
bu yeni operatorlerin yildizilligi, konveksligi, tinivalentligi gibi 6zellikler iizerinde
calisilmigtir. Bu c¢alismalarda fonksiyonlar farkli siniflardan segilerek integral

operatdrleri i¢in ¢esitli sonuglar elde edilmistir.

Su anda genellestirilerek iizerinde ¢alisilan integral operatorleri asagidaki gibidir;

Alexander [1] operatorii
cf(t
A1) = [ et
0
Libera [19] integral operatdrii
LIF12) =2 f (o,
z 0
Bernardi [7] integral operatorii
1+y ¢,
L[f1(z) = Z_/jv Lf (t)dt,
0

seklindedir. Bu operatorlere uygun parametreler eklenerek daha genel halleri elde

edilmis ve bu operatorlerin bazi1 6zellikleri incelenmistir [24].

Son yillarda bu tiir integral operatorlerinde f fonksiyonu yerine farkli tiirev

operatorleri veya 6zel fonksiyonlar yardimiyla yeni integral operatorleri tanimlanarak

temel problemler incelenmektedir.

2010 yilinda, Baricz ve Ponnusamy [5], Baricz ve Frasin [6], Frasin [15], Bessel
fonksiyonlar: ile tanimlanan bu tiir integral operatorlerinin yildizilligi, konveksligi ve
tinivalentligi i¢in yeter sartlar elde etmislerdir. 2011 yilinda, Deniz ve arkadaslari [12]
genellestirilmis Bessel fonksiyonlarini igceren integral operatdrlerinin tinivalentligi i¢in
yeter sartlar bulmuslardir. 2013 yilinda Deniz [11], genellestirilmis Bessel
fonksiyonlarini iceren integral operatdrlerinin konveksligini incelemistir. 2017 yilinda,
Mustafa [22] normalize edilmis Wright fonksiyonlarimi i¢eren integral operatorlerinin

tinivalentligi i¢in yeter sartlar, Daniel ve Carmen-loana [9] Struve ve Bessel



fonksiyonlarmi kullanarak genel integral operatorler icin {nivalentlik kriterleri,
Srivastava ve arkadaslar1 [30] Mittag-Leffler fonksiyonlarini igeren integral
operatorlerinin iinivalentligi i¢in yeter sartlar elde etmislerdir. 2018 yilinda Mahmood
ve arkadaslar1 [20] Struve fonksiyonlar1 ile tanimlanan integral operatorlerinin

konveksligini incelemislerdir.

Bu tez calismasinda

& (w2
Ch Z; C(A(N-1)+ u)

normalize edilmis Mittag-Leffler fonksiyonunu igeren
A 2 (2)
lqlu?ﬂzqﬂn() IH{ < J
0

ve

B
G/, ( {ﬂjtﬂ 2E, (t)dt}

integral operatorlerinin konveksligi icin yeter sartlar elde edilmistir.
Bu amag¢ dogrultusunda;

Tezin kuramsal temeller boliimii, tezde kullanilacak bazi 6nemli tanim ve teoremlerden
olusturulmustur. Ayrica analitik ve tnivalent fonksiyonlar kavrami tanitilarak bu

fonksiyonlarin olusturdugu siniflara ait d6nemli 6zellikler verilmistir.

Materyal ve yontem olarak verilen boliimde, tezin temel kismini olusturan Gama

fonksiyonunun, Hipergeometrik fonksiyonlarin ve Mittag-Leffler fonksiyonunun

tanimlar ve ozellikleri verilmistir. Ayrica, F%%=% ~ve G/, integral operatdrleri bu

boliimde tanimlanmustir.

Aragtirma bulgular boliimiinde ise, F*% = ve G/, integral operatorlerinin

konveksligi i¢in yeter sartlar elde edilmistir. Ayrica ana teoremlerin 6zel durumlari

olarak bazi sonuglar verilmistir.






2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, arastirmamizda ihtiya¢ duydugumuz temel kavramlar verilecektir.

Tamm_2.1.1 (Komsuluk): z,€C noktas1 verilsin. D(z,,r)= {Z eC:lz-z|< I’}
kiimesine z, merkezli r yarigapl agik disk veya z, noktasinin r komsulugu denir.
m = {Z eC: |Z - ZO| < I’} kiimesine z, merkezli r yaricapli kapali disk,
oD(z,,r) = {Z eC: |Z — ZO| = r} kiimesine z, merkezli r yaricapli ¢ember ve
[3(20, r)= {Z eC:0< |Z — ZO| < r} =D(z,,r)—{z,} kimesine de z, noktasinin delinmis

komsulugu denir.

Tamm 2.1.2 (I¢ nokta): B — C herhangi bir kiime ve z, € B olsun. z, noktasinin uygun
bir r komsulugu tamamen B kiimesine ait ise yani D(z,,r) = B olacak bi¢imde bir

r >0 sayisi varsa Z, noktasina B kiimesinin bir i¢ noktas1 denir.

Tanmim 2.1.3 (A¢ik ve Kapali kiime): Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye acik kiime,

timleyeni agik olan kiimeye ise kapali kiime denir. r >0 olmak tizere D(z,,r) diski bir

acik kiime ve D(z,,r) kiimesi de kapal1 kiimedir.

Tamm 2.1.4 (Baglantililik): B < C alt kiimesi verilsin. B kiimesi bos olmayan, ayrik
ve acik iki kiimenin birlesimi olarak gosterilemiyorsa, B kiimesine baglantilidir denir.

Yani BcYUZ,BNZ=D ve BNY 2, BNYNZ = olacak bicimde Y ve Z

gibi bos olmayan iki ac¢ik kiime bulunamiyor ise, B kiimesine baglantili kiime denir.
Baglantili olmayan kiimeye ise baglantisiz kiime denir.

Ornegin; R ve C baglantili, Q rasyonel sayilar kiimesi ise baglantisiz bir kiimedir.



Tamm 2.1.5 (Bolge): Kompleks diizlemde bos olmayan, agik ve baglantili kiimeye

bolge denir. Eger kiime kapali ise 6zel olarak ona da kapali bolge denir.

Tamim 2.1.6 (Basit baglantili kiime). B, C de bir bolge olsun. Eger B bolgesindeki
her basit kapali egrinin i¢i tamamen B de kaliyorsa B bolgesine basit baglantili bolge
denir. Bagka bir ifadeyle timleyeni baglantili olan bolgenin kendisi basit baglantilidir.

Basit baglantili olmayan bolgeye ise ¢ok baglantili bolge ad1 verilir.

Tamum 2.1.7 (Siireklilik): B = C olmak tizere f:B — C bir fonksiyon ve z, € B olsun.
Her &>0 sayisi Ve |z—z,| <& sartini saglayan her z € B igin | f (z) - f(z,)| < & olacak

sekilde 8 =6(¢,z,) >0 saysi varsa, f fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir.

2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve tinivalent fonksiyon kavramlar1 tanitilacak ve bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.2.1 (Analitik fonksiyon): B = C olmak iizere f:B —C bir fonksiyon ve z,,

B nin bir 1(; noktasi olsun. Eger
. f —f
lim —(Z) (ZO)

77, -1,

limiti varsa f  fonksiyonu z, noktasinda diferensiyellenebilirdir (veya

, e . N Y df o

tiirevlenebilirdir) denir. Bu limitin degeri f'(z,) veya d_(ZO) ile gosterilir ve buna f
z

fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi adi verilir. f fonksiyonu, z, noktasinda ve bu
noktanin uygun bir komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse f
fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir. f fonksiyonu bir B < C bdlgesinin her
noktasinda analitik ise f ye B bolgesinde analitik fonksiyon adi verilir. C kompleks

sayilar kiimesinde analitik olan fonksiyona ise tam fonksiyon denir.



z =X+iy olmak iizere f(z)=u(Xx,y)+iv(X,y) kompleks degiskenli kompleks degerli
fonksiyonu analitik ise

ou
ve —
oy

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

ou ov v
N =50y (. y) === (xy)

Tamm 2.2.2 (Egri): [a,b] R olmak iizere, y:[a,b] > C taniml siirekli fonksiyona C
de bir egri denir. Burada y(a) ve y(b) noktalarma sirasiyla egrinin baslangic ve bitis

noktalar1 ad1 verilir.

Bir y egrisi igin, y(a) =y(b) ise y egrisine kapali egri denir. Ug noktalar1 harig, kendi
kendini kesmeyen egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali
egri veya Jordan egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dis1 olmak

tizere iki bolgeye ayirir. Jordan egrisinin i¢ine Jordan bolgesi denir.

y egrisi [a,b] kapali arahiginda tiirevlenebilir olsun. Eger [a,b] kapali araliginda »'
tirevi sirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri denir. t, a dan b ye
artarken, buna karsilik gelen y(t) degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi
egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir egrinin yonii pozitif veya negatiftir. Kapali olmayan

egriler i¢in baslangi¢ noktasindan bitis noktasina dogru siralama yon olarak alinir.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki gibidir.

Teorem 2.2.3 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali y egrisi iginde ve

tizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir nokta ise N=0,1,2... i¢in

f(n)(zo): n!J' f(Z) dz

2715 (2-2,)"™

dir [26].



Cauchy-Tiirev formiiliiniin en énemli sonuglarindan biri sudur: f, bir bdlgede analitik
bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0 bolgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f(z)=>a,(z-2)", a,=f"(z)/n (2.1)

n>0

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir.

Tamm 2.2.4: f fonksiyonu 2z, noktasinda analitik degilse Zz, noktasina f

fonksiyonunun singiiler (tekil) noktasi denir.

z=12,, f fonksiyonunun singiiler noktasi ise bu durumda f , z; merkezli bir kuvvet
serisine elbette agilamaz. Buna ragmen bir z =z, ¢ikarilmis singiiler nokta civarinda f
fonksiyonunu z —z, m hem pozitif hem de negatif tam say1 kuvvetlerini bulunduran ve

Laurent serisi olarak isimlendirilen bir seri ile gosterebiliriz.

Tanmim 2.2.5:
() f fonksiyonunun analitk oldugu B(R;R,)={z:R <|z-7|<R,} halka

bolgesindeki

f@)=Y " Sa@-z)

n>1 (Z - Zo)n n>0

serisine, f fonksiyonunun z, noktasi civarindaki Laurent serisi denir.

(ii) Z . % serisine Laurent serisinin esas kismi, Zan(z —12,)" serisine de Laurent
> (£ — Zo n>0

serisinin analitik kismi denir.

Singiiler noktalar; ayrik singiiler nokta ve ayrik olmayan singiiler nokta diye iki kisma

ayrilir.
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Tanmim 2.2.6:
(i) z,, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasinin
delinmis bir [~)(Zo,r) komsulugunda analitik oluyorsa z, noktasma f fonksiyonunun

ayrik singiiler noktasi denir.

(ii) z,, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasinin

her [3(20, r) delinmis komsulugunda en az bir singiiler noktaya sahipse z, noktasina f

fonksiyonunun ayrik olmayan singiiler noktas1 denir.

Ayrik singiiler noktalarin uygun bir delinmis komsulugunda fonksiyon analitik olup
Laurent serisine agilabilir. Bu seri goz Oniine alinarak ayrik singiiler noktalar;
kaldirilabilir singiiler nokta, kutup noktasi ve esas singiiler nokta diye siiflandirilir. Biz

burada sadece kutup noktasindan bahsedecegiz.

Tamm 2.2.7 (Kutup noktas1): z,, f fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktasi olsun. Bu

noktanin uygun bir delinmis komsulugundaki Laurent serisini gz Oniine alalim. Bu

serinin esas kisminda sonlu sayida terim varsa z, noktasina f fonksiyonunun kutup

noktasi denir.

Tamm 2.2.8 (Meromorf fonksiyon): Bir f fonksiyonunun bir B bolgesindeki singiiler
noktalar1 sadece kutup noktalar1 ise f fonksiyonuna B bélgesinde meromorf

fonksiyon denir.

z

Ornegin; f(z) - fonksiyonu C de bir meromorf fonksiyondur.
Z

Teorem 2.2.9 (Maksimum Prensibi): f, B < C bolgesinde sabit olmayan analitik bir

fonksiyon olsun. Bu durumda | f (Z)|, B bolgesinde maksimum deger alamaz [26] .
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Sonu¢ 2.2.10: B smirh bir bdlge ve sabit olmayan f fonksiyonuda bu bolgenin
siirinda siirekli ve iginde analitik olsun. Bu durumda |f (z)|, maksimum degerini B

bolgesinin sinirinda alir [26].

Maksimum prensibinin dnemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Lemma 2.2.11 (Schwarz lemmasi). f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda

f'(0)| <1 ve
|f(2)|<|z| dur. Esitlik sadece R olmak iizere f(z)=e"z fonksiyonu i¢in saglanir

[26].

Lemma 2.2.12 (Genellestirilmis Schwarz lemmasy): f, U, ={Z e(C:|Z| < R} diskinde

analitik ve M bir sabit olmak tlizere |f(Z)| <M olsun. Eger f, z=0 i¢in m den daha

biiyiik mertebeden (katliklari dahil) bir tek sifira sahipse bu durumda

M| m
|f(z)|£ﬁ|z|, (zeUy)

esitsizligi gerceklesir. Esitlik sadece @<cR olmak iizere f(z)=¢€" (I\/I/Rrn ) z"

fonksiyonu i¢in saglanir [26].

Tanim 2.2.13 (Univalent fonksiyon): f, B — C bélgesinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Her z,,z, € B i¢in f(z,)=f(z,) olmasi sadece z, =z, olmasi gerektiriyorsa (veya
2, #12, oldugunda f(z)# f(z,) gergeklesiyorsa) f fonksiyonuna B bolgesinde

tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir [13].

Eger f, z, noktasinin bir komsulugunda tinivalent ise f ye yerel {inivalent fonksiyon

denir.
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Teorem 2.2.14: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel {inivalent olmast i¢in

gerekli ve yeterli sart f'(z,) # 0 olmasidir [13].
Ayrica f'(z,)#0 sarti, f(z) fonksiyonunun inivalentligi icin gerekli fakat yeterli
degildir. Yani f analitik fonksiyonu tinivalent ise f'(z,)# 0 olur. Bu ifadenin tersi her

zaman dogru degildir. Bir kiimede yerel tlinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu

kiimede iinivalent olmas1 gerekmez.

Ornek 2.2.15:

(i) f(z)=2z" fonksiyonu B={z:0<|z|<1,0<argz <2z} bdlgesinde yerel iinivalent
olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z)= 1z fonksiyonu, B bolgesinde

analitik ve her z, € B i¢in f'(z,) # 0 saglandigindan yerel tinivalenttir. Fakat

1 .1 1 .1) .1
fl=+i=|=f|—=-i=|=i=
2 2 2 2 2

oldugundan  f(z)=2z° fonksiyonu B bolgesinde iinivalent degildir. Eger

C= {z e C:(Re{z}-1) +Im{z¥’ <1/4} ={(x,y)eR*:(x-1)?+y><1/4} bolgesi

almirsa  f (z) = z* fonksiyonu C bélgesinde iinivalent ve dolayisiyla yerel iinivalent

olur.

(i) f(z)=e“ fonksiyonu U birim diskinde |k|> 7 igin yerel iinivalent fakat {inivalent
degildir. Gergekten f(z) =€ fonksiyonu, U da analitik ve |k| > 7 olmak tlizere her

2, €U igin f'(z) =ke'” #0 oldugundan yerel iinivalenttir. Fakat k = 27 icin

e

oldugundan f(z) =€ fonksiyonu U diskinde tinivalent degildir.
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Eger B < C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel iinivalent ise, bu durumda z € B
noktasinda f'(z) tirevi, f nin yerel geometrik davramgimi belirler. |f'(z)| ve
arg f'(z) degerleri sirasiyla yerel biliylime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir.
Buna ilaveten, f:BcC—C analitik doniisiimiiniin Jacobian determinanti
Jf (z)=|f’(z)|2 ile verilmektedir. Jacobian determinantinin |f'(Z)|2 ifadesine esit

oldugu, Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.2.14 den
analitik fonksiyonlar igin Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel

tinivalentlik i¢in gerek ve yeter sarttir.

Tamm 2.2.16 (Konform déniisiim): Eger bir dontigiim, belli bir z, noktasindan gegen iki
diizglin egri arasindaki aginin biiyiikliiglinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime z,
noktasinda konformdur denir. Eger bir f fonksiyonu, bir B<C bdlgesinin tiim

noktalarinda konform ise f fonksiyonu B bélgesinde konformdur denir.

Teorem 2.2.17: f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 sart:

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur [13].

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve iinivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli
konform doniisiimlerden biri Mobius doniisiimiidiir. Bu doniisiim; a,b, c,d kompleks
sabitler olmak iizere

W= f(z):az+b, ad—-bc=0
cz+d

genisletilmis kompleks diizlemi ((Cw =(Cu{oo}) kendi tizerine konform olarak

resmeder.

z—diizlemindeki Dc C(D#C) bolgesini, w—diizlemindeki D, bolgesi lizerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varlig1 ilk olarak 1851 yilinda Riemann tarafindan

asagidaki teoremle verilmistir.
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Teorem 2.2.18 (Riemann Déniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her D < C (D = C)
basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski tizerine resmedilir. Ayrica,
z, €D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,) >0 sartlarin1 saglayan ve Z2yi U birim

diski iizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir [13].
2.3. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Analitik olarak, bir iinivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik
olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Hem analitik hem de tinivalent
fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann
dontisiim teoremine gére, C den farkli herhangi iki basit baglantili bolge konform

olarak denk oldugundan keyfi bolgelerde tanimli f analitik fonksiyonu yerine U da
taniml1 analitik fonksiyonlarla islem yapilacaktir. f(0)=0, f'(0)=1 sartlarini
saglayan
f(z)=z+> a,z", (zel) (2.2)
n=2
bicimindeki fonksiyona normalize edilmis analitik fonksiyon denir. Bu tiirdeki
fonksiyonlarm olugturdugu simif A ile gosterilir. .4 smifina ait olup da tinivalent olan

fonksiyonlarin sinifi ise S ile gosterilir.

S sinifina ait bazi fonksiyon 6rnekleri agagida verilmistir:

(i) W= f(z)=1i= 2+2°+2% +... fonksiyonu U birim diskini
~z

{w=u+iv: Re{w}>-1/2} kiimesine resmeder.

L P4 fonksiyonu U birim diskini

(i) 9@=1=

C- {(—oo, ~12)u(/2, oo]} bolgesi iizerine resmeder.
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(iii) f(z):%LogGJr—zj fonksiyonu U birim diskini {%< Im(z)<%} sonsuz seridi
-z

uzerine resmeder.

a 2)2:z+222+323+... Koebe fonksiyonu U  birim  diskini
~7

iv) k(2)=

C—(—o0,-1/4] kiimesi izerine resmeder. Bunu gostermek icin

2
k@=—2— =212} "L yiciminde yazatm. 272 nin U birim diskini sag yar
-2 4\1-z 4 1-z

diizlem iizerine konform olarak resmettigi géz Oniinde tutularak asagidaki biciminde

geometrik olarak gosterilebilir.

Re{z} >0 ¥ C—(-m,0] ¥ €—(-m,-1/4]

Sekil 2.1. Koebe fonksiyonu altinda birim diskin goriintiisi

Ayrica sunu da belirtelim ki, S sinifina ait iki fonksiyonun toplami S sinifina ait

olmayabilir.
Ornegin;
z z
f(z)=— ve f,(z2)=——
1(2) 1-z () 1+iz
fonksiyonlart & sinifina ait olmasina ragmen
1 1
f(2)=—— ve f,(2)=——
2 (1-2)? :(2) (L+iz)®
tiirevlerinden
, , 2—-2(1-1)z
f1(2)+ fz(z) = d-1)

(1-2)*(1+iz)*

16



elde edilir. Buradan z =1—Zl €U noktasinda f/(z)+f,(z)=0 oldugu goriliir.

Dolaysiyla f,(z)+ f,(z) ¢ S dir. Bununla beraber S smifindaki birgok ozellik bazi

doniistimler altinda korunur.

Teorem 2.3.1: f €S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur [13]:

(i) Eslenik alma: g(z) = f(Z)=z+a&,z° +... ise, g€ S dir.

(ii) Dondiirme (Rotasyon): € € R olmak iizere

g(z)=e"f(e2)=2+) 22", (zel)

n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilation): 0<r <1 olmak tizere

g(z)=r'f(r5)=z+> ar"'z", (zel)

n>2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, € U olmak iizere

Z+71
f 01— f(z
(1+702] (2))

A~|z,[") f'(2,)

9(2) = , (zeU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

(v) Deger bolgesi doniisiimii (Range transformation): v fonksiyonu f(U) da iinivalent

ve (0) =0, y'(0) =1 sartim1 gergekleyen bir fonksiyon ise we f €S dir.
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(vi) Cikarilmis deger doniisiimii (Omitted-value transformation): w¢ f(U) olsun. Bu

durumda

__ @
g(Z)_l—f(Z)/W1 (ZEU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

(vit) N. kok doniistimii: Eger n=2,3,... ise

g(z)=,\"/f(z”)=z+%z“+1+2—:]2(2na3—(n—l)azz)zz”+1+..., (zeU) fonksiyonu S

sinifina aittir.

S smifindan olmayip fakat geometrik fonksiyonlar teorisinde bir takim problemlerin
¢oziimiinde oOnemli rol oynayan fonksiyonlar da mevcuttur. Asagida bunlarin

birkagindan bahsedilmistir.

Tamm 2.3.2: U da p(0)=1 Re{p(z)}>0 sartlarmi saglayan p(z)=1+> c,z"

n=1
seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory sinift veya P smifi denir

[13].

zeU olmak iizere p(z)=(1+2z)/@—2z) fonksiyonu P sinifina ait olup, bu fonksiyon
U birim diskini sag yar1 diizlem iizerine resmeden bir konform doniisiimdiir. P
sinifina ait bir fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez. Ornegin; f(z)=1+2"

fonksiyonu P smifina ait olmasina ragmen N € N, N> 2 i¢in iinivalent degildir.
Tamm 2.3.3: U birim diskinde #(0)=0 ve |¢(z)| <1 sartlarmi saglayan analitik

fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarmin sinifi denir ve Q ile

gosterilir [16].
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Bunlarin yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

1+ ¢(2)

mnepc>mn=l_ﬂn,

#(2) e

‘P smifi ile iliskili olan, & nin 6nemli alt siniflar1 asagida verilmistir.

Tamim 2.3.4. B < C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W, noktasini her we B
noktasma birlestiren dogru parcasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye w,
noktasma gore yildizil kiime denir. W, noktas1 6zel olarak orijin segilirse, bu kiimeye
orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime ad1 verilir. Eger bir f fonksiyonu,
U birim diskini f(z,) =w, noktasina gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna z, noktasina gére yildizil fonksiyon denir. f fonksiyonu U birim
diskini orijine gore yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna kisaca yildizil

fonksiyon denir. Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin sinifi S* ile gosterilir [16].

Yildizil fonksiyonlarin yukaridaki geometrik tanimini analitik olarak ifade eden teorem

asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.5: f € A olmak iizere

zf'(2)
f2) -

feSo P

olur. Vf € §” igin |an| <n esitsizligi yazilir. Burada n=2,3... seklindedir [25].

Tamm 2.3.6: Bc C kiimesi verilsin. Her W,,W, € B i¢gin W, noktasin1 W, noktasina

birlestiren dogru pargasi tamamen B iginde kaliyorsa (baska bir ifadeyle B, her

noktasina gore yildizil ise) B ye konveks kiime denir. Eger bir f fonksiyonu, U birim
diskini konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir [13].
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Konveks fonksiyonlari analitik olarak ifade eden teorem agagida verilmistir.

Teorem 2.3.7: f € A olmak iizere

zf"(2)
f'(z)
dir. vf eC igin [a,|<1 esitsizligi dogrudur. Burada n=2,3... seklindedir [25].

feCel+ eP

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasinda f eC < zf'eS" bigiminde bir baginti

mevcuttur. Bu bagiti Alexander [1] tarafindan bir teorem olarak ifade edilmistir.

Teorem 2.3.8: f, konveks bir D bolgesinde bir analitik fonksiyon olsun. Eger her
zeD igin
Re(f’(z))>0

esitsizligi saglaniyorsa, f, D de tnivalenttir [1], [23], [31].

Tamm 2.3.9: f:U— C analitik bir fonksiyon ve 0 <« <1 olsun.

i) Her zeU i¢in f(0)=0, f'(0)=0 ve

re[ L@ ).,
f(2)

ise T ye o mertebeden yildizil fonksiyon denir.

i) Her zeU igin f'(0)=0 ve

Re(1+ mj >
f'(2)

ise f ye o mertebeden konveks fonksiyon denir. Normalize edilmis « mertebeden

yildizil fonksiyonlarin smifi S («) ile, normalize edilmis o« mertebeden konveks

fonksiyonlarm smifi C(«) ile gosterilir. Bu siniflar arasinda f e C(a) < zf' € S™ ()

Alexander tipi bir gerektirme vardir.
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Univalent fonksiyonlar teorisinde énemli olan ve yukarida tanimlarin1 verdigimiz temel

smiflarin kiime gosterimleri asagidaki sekilde siralanabilir:

feA: f(z), Uda y11d1211}

{

{

{
:{f eA: VzeUigin Re(Zf’(Z)j>0},
{

|

f(2)

feA: vzeUicn Re[1+ 2@ |50l
f'(z)

f e A: f(z), U da o mertebeden yildizil, o €[0,1)}

{
{ _ - [zf’(z)J }
=:feA: VzeUigin Re >a,ae[0,1)¢,
f(2)

Cla)={f e A: f(2), U da o mertebeden konveks, & €[0,1)}

{

{ . " ( zf"(z)j }

=qfeA: VzeUigin Re| 1+ >a,ael0,1);.
f'(z)

zf'(2)
(2)

ile gosterilir. Bu siuf S (&) smifinmn alt simfidir ve zf' e S (o) ise f fonksiyonu

Ayrica her z €U i¢in

—J.‘ <1-a sartim saglayan fonksiyonlarm smnifin1 S ()

C () smifindandir denir. S (o) smifinin katsayr smirlart ve diger &zellikler igin

Eenigenburg [14] ve Silverman [29] tarafindan yapilan ¢aligmalara bakilabilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu baslik altinda tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve

teoremlerin yani sira konunun anlasilmasini kolaylastiracak 6rnekler verilmistir.

Bu béliime hipergeometrik fonksiyonlar basta olmak tizere 6zel fonksiyonlar icerisinde

¢ok 6nemli bir yere sahip olan Gama fonksiyonu ile baslayalim.
3.1. Gama Fonksiyonu

Tamm 3.1.1: Rez >0 olmak tzere
I(2) = et dt (3.1)
0

fonksiyonuna gama fonksiyonu denir. Bu tanimda gecen integral ikinci tiir Euler

integrali olarak bilinmektedir.

Tanim 3.1.1 analitik devam vasitasiyla Rez <0 i¢in agagidaki bicimde genisletilebilir.
(3.1) ile verilen fonksiyon

1 ©
I'(z)= j e 't Idt + j R (3.2)
0 1
biciminde iki integralin toplam1 olarak yazilabilir. Bu integraller ayr1 ayn
1 0
P(z) = J.e"ttz_ldt ve Q(z)= J-efttzfldt seklinde iki fonksiyon olarak g6z oniine alinirsa
0 1

P(z) fonksiyonu Rez >0 yari diizleminde analitik ve Q(z) nin ise tam fonksiyon
oldugu goriiliir. Dolayisiyla I'(z) =P(z)+Q(z) fonksiyonu Rez >0 yan diizleminde

analitik olur.

P(z) fonksiyonundaki e ifadesi kuvvet serisine agilirsa,
1 g D"
_ —tyz-1 44 z-1 - k
P(z)—_([e t dt—_([t dtZ1 ot (3.3)

elde edilir.
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Burada,

zl

dtZ‘( D,

olup bu da bu integralin yakinsak oldugunu gosterir. Boylece (3.3) ifadesi terim terime

jt“dt =j 1t < o0
' 0

integrallenirse

1 B S _1)k 0 (_l)kl B
_ z-1 k _ k+z-1
P(z)—'([t dtk§=0 ot k§=0 - !t dt

! Z+ k (3.4)

bulunur. Bu durumda (3.4) serisinin z=0,-1,—2,... noktalarinda basit kutba sahip ve
Rez >0 igin P(z) integrali ile aynm oldugu gériiliir. Dolayisiyla (3.4) serisi P(z) nin
analitik devamudir. Q(z) fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan I'(z) fonksiyonu

z=0,-1,-2,... noktalarinda basit kutba sahip olan meromorf bir fonksiyon olur.

I'(z) nin tiim kompleks diizlem igin tanimi

0 oo

e 't*dt, z#0,-1-2,...

1

I'(z)=
(2) ! z+k

bi¢iminde verilebilir.

Gama fonksiyonu ile ilgili baz1 6zellikler,

. I'(z+1)=1zI(2),

. r()rl-2)=—2—, z#0,+1+2,..,
sinzz

. 220 (2)[(z +1/ 2) =7 T(22)
seklinde siralanabilir. Ayrica N=0,1,2,... igin
. I'(n+1)=n!

esitligi ve N=12,... i¢in
e« T(n+1/2)= —1'3'5"'2(n2” e

esitligi vardir.
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z=1/2 6zel degeri igin
T(/2)=[e'tdt=2[e" du=r
0 0

elde edilir. Elbette gama fonksiyonunun 6zellikleri bunlarla sinirli degildir.

Tanmim 3.1.2 (Pochhammer (Apell) sembolii): T, gama fonksiyonunu gostermek iizere

neN,, aeC ve a#0,-1,—2,... olmasi durumunda

(@) _T'(a+n) |1 n=0
"" T'(d) |a(@+)..(a+n-1), n#0
I'(@a+n+t)

seklinde tanimlanir. Eger a ve a+ N negatif tamsay1 ise (@), =lim formiilii

>0 ['(a+t)

gecerlidir.

Pochhammer semboli i¢in (a),,, =(a+n)(a), esitligi her zaman saglanir.

n+l
3.2. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Matematikteki elementer fonksiyonlarin birgogu hipergeometrik fonksiyonlardan ya da

hipergeometrik fonksiyonlarin birbirine oranindan elde edilebilir. c,,,/cC,, oran1t n nin

n+1

bir rasyonel fonksiyonu ise, ZCn ifadesi bir hipergeometrik seri belirtir. Ayrica

matematik ve fizikteki elementer olmayan fonksiyonlarin ¢ogu da yine hipergeometrik
seri olarak ifade edilebilmektedir. Bu boliim, hipergeometrik fonksiyon ve

genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlara ayrilmigtir.

Tamm 3.2.1: a,b,ceC, c#0,-1,-2,... ve (a),, Pochhammer sembolii olmak iizere

F(a,b;c;z) = ,F(a,b;c;2) =Z%:‘—n‘, 7] <1 (3.5)

fonksiyonu  z(1-z)W'(z)+(c—(a+b+1)z)w(z)—abw(z)=0 ikinci mertebeden

hipergeometrik diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii olup bu fonksiyona Gauss

hipergeometrik fonksiyonu adi verilir.
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Bu fonksiyon, L. Euler tarafindan yaklasik iki asir 6nce calisilmistir. Daha sonra C.F.
Gauss’un bu seri iizerinde yeniden calismaya baslamasi bu fonksiyona olan ilgiyi

arttirmistir.

a,b degiskenlerinin negatif tamsayr ya da sifir olmasi durumunda yukaridaki

diferensiyel denklemin ¢dziimii bir polinom olur ve dolayisiyla bu ¢6ziim tiim diizlemde

analitik olur. Diger degerler i¢in ise (3.5) serisi mutlak yakinsaktir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonunun bazi 6zellikleri;
e Re(c—a-b)>0, Rec>0, Re(c—a)>0 ve Re(c—b) >0 olmasi1 durumunda

I'c)l'(c—a-bh)
I'(c-a)'(c—-b)

Iirr; F(a,b;c;z) =
dir.
e Rea>0, Reb>0, Re(a+bh)>0 ve Re(c—a—b)=0 ise

o Faba+bz)  T(a+b)
=1 Log(l-z)  T(a)[(b)

dir.
e Re(c—a-b)<0, Rea>0, Reb>0 ve Rec>0 i¢in

r'c)r'(a+b-c)
I'(@)r'(b)

lim(1- 2)*°F(a,b;c;z) =

bigiminde verilebilir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonunda a,b,C nin uygun degerleri i¢in asagidaki esitlikler

elde edilebilir:
e F(LL2-2)= 1 Log(1+2),
z

1
1-2)*

° F(li;%;zzjziLog(]ﬁj,
2 2 22 1-z

° F(l,
2

e F(a,b;b;z)=

N |~

3. 2j 1.
1—:z° |==arcsinz,
2 yA
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o F(l,lﬁ;—zzj:arccosz,
2 2

3 F(l,lﬁ;—zzj:larctanz.
2 2 Z

Ayrica |z|<1 olmak iizere asagida verilen ve sirasiyla £(z) ve K(z) ile gosterilen

birinci ve ikinci tiir Legendre eliptik integralleri de Gauss hipergeometrik

fonksiyonunun birer 6zel durumudur.

”’2\/7 1z2t2 oz 11, ,
5(2):] 1-z°sin® 6d6 = I F EE,],z

2
zl2 1
K@)= | ol =4 =£F[l,l;rzzj
0 V1-22sin’0 o1t )(l—zt )y 2 (22
Tamm 3.2.2: q,r>1 sartini saSlayan birer tamsayi, &,a,,...,3,; b,b,,...,b birer

kompleks say1 ve herk €{1,2,...,r} igin b, #0,-1,-2,..., olmak iizere

(8),-(8y), 2°
2Briz)= nZ;‘(bl)n...(br)n n!

fonksiyonuna genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu denir.

F(@,a, (3.6)

(3.6) serisi q<r+1igin C de, q=r+1 igin ise |z| <1 de mutlak yakinsaktir. Bu seride
ozel olarak =2, r=1, a =a, a,=b ve b =c alinirsa (3.5) serisi elde edilir ve bu
durum  ,F(ab;c;z) veya kisaca  F(a,b;c;z) ile  gosterilir.  Ayrica
a+a,+...+a,,=0b+b,+..+b olmast durumunda ,,F(a,..,a.;b,...b;z) serisine

dengelenmis (balanced) seri denir.

o genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu, ayni zamanda

<2 (o) (oo

diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir.
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Hipergeometrik fonksiyonlarin Bieberbach tahmininin ¢6zlimiinde Onemli bir rol
oynamasi bu tlir fonksiyonlara olan ilgiyi artirmistir. Daha ayrintili bilgi i¢cin Almkvist

and Berndt [2], Anderson et al. [3], Andrews [4] ¢alismalarina bakilabilir.

Parametrelerin 6zel secimiyle genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonundan elde

edilen bazi fonksiyonlar,
° qu(ai,...,aq;ai,...,aq;z):ez, qu+u{0},

e R(-a;2)=(1-2)°,

. OFl(1 ;—lzszcosz,
2 4

. zoFl(§ ;—%zzj=sinz,
e z,F(L12;z)=Log(l-2),

_Z T 13 2 | _ o472 3 2
o Erf(z)_l.e dt_lel(E’E’_z J_ze 1F1(1,E,z)

seklinde siralanabilir.

Ote yandan a,ceC ve ¢#0,—-1,—2,... olmak iizere

1F1(a;C;Z)=®(a;C;Z)=§%%, 7| <1

fonksiyonuna Kummer (confluent) hipergeometrik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon

1837 yilinda Kummer tarafindan tanimlanmis olup
zwW'(z)+(c—z)w(z)—aw=0

bi¢cimindeki Kummer diferensiyel denkleminin bir 6zel ¢éziimiidiir.
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3.3. Mittag-Leffler Fonksiyonlar:

Mittag-Leffler fonksiyonu [21], Isvecli, bilim adami1 Gosta Mittag-Leffler (16 Mart
1846-7 Temmuz 1927) tarafindan 1903 yilinda tamimlanmstir. Mittag-Leffler
fonksiyonu ilk olarak kesirli integral denklemlerinin ¢oziimlerinde ortaya g¢ikmuistir.
Daha sonra, kinetik denklemlerin kesirli genellestirilmesinde, rastgele yiiriiyiislerde ve
Lévy uguslarinda kullanilmistir [18, 21, 28]. Bu boliimde, iki klasik Mittag-Leffler

fonksiyonlarinin tanimi ve bazi 6zellikleri sunulacaktir.

Tamim 3.3.1: 7 C ve Re(4) >0 olmak iizere

0 Zk

E.(2)= ;m (3.7)

bigiminde tanimlanan E,(z) serisine Mittag-Leffler fonksiyonu denir.

A’nin 6zel degerleri icin asagidaki esitlikleri elde edilir:

1
L EO(Z):E )

e E(2)=¢",
e E,(z)=cosvz,

e E(2)= %{ezm +2e" 2 cos (% ﬁzmﬂ :

e E,(2) =%[cos(z”4)+cosh(z“)}.

A=neN ve feC olmak iizere E (Az") fonksiyonunun diferensiyel formiilleri,

2] epr)=sm(o7) 39

(ijr[z“En (ﬁﬂz 'S (ﬁj (20) (3.9)
dz z" ™ z"

ve

seklinde tanimlanir.
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Ayrica, A=1/n (neN-{1}) olmak iizere E,,(z) fonksiyonu,

E,.(2)=¢" {1+ nfe (nZ_:FZk_/n)]dt} (3.10)

0

sekilinde tanimlanir.

E,,(z) fonksiyonunda 6zel olarak n=2 alinirsa
E,,(2)=€" {1+ijetzdt}
n \/; )

olup, dahasi asimptotik tahminle E,,(z) ~ 2e? (|z| — o0;|arg(z)| < %j elde edilir.

Bunlara ek olarak Mittag-Leffler fonksiyonunun integral temsili,

1t
E.(2)= 27tttz

(3.11)

Cc

bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 3.3.2 (Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu): z, € C ve Re(4)>0 olmak

uzere
£, @)-3—2 (3.12)
# oo L(AK + )
seklinde tanimlanan fonksiyonlara genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu ad1 verilir.
H1=1 06zel degerleri igin (3.12) denkleminde verilen genellestirilmis Mittag-Leffler

fonksiyonu (3.7) denkleminde tanimlanan klasik Mittag-Leffler fonksiyonuna doniisiir.

Ayrica, (3.12) denkleminde Ave u 6zel degerleri i¢in asagidaki sonuglar elde edilir:

i E12(Z):e2_11
' y
- sinh(«/?)
* z,z(z)—T .
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E,, fonksiyonunun tamimindan da goriildiigii gibi bu fonksiyon normalize degildir yani
A smifina ait degildir. Bu fonksiyonun normalize formu Re(1)>0, A,u,zeC,

1ely=4{0,-1..,—n,..} olmak iizere EM(Z) ‘U—>C

E, (2)=T(W)E, ()= i };rf“)f)l » (3.13)

seklinde verilir. Buna normalize edilmis genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu

denir. (3.13) denkleminde A ve u parametrelerinin 6zel degerleri i¢in asagidaki

fonksiyonlar elde edilir:

~ z
e Ey(2)= 17"

e E, (2)=2ze
e E,(29)=¢"-
. E,S(Z)—Z(ez_z l),
Z
R i

e E,(2)=12 cosh(xﬁ),
« E,,(2)=+zsinh(z),
J 23(z) Z[Cosh(\/;) 1},

. .- [smh(\/«/? «E}
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3.4. Analitik Fonksiyonlarin Baz: Integral Operatérleri

Bu bdliimde tezin ana unsuru olan asagidaki genellestirilmis integral operatorleri

tanimlanmustir.

Tamm 3.4: Kabul edelim ki ne N i¢in q=(0,,0,,...q,) €R], 24 =(14, 15, 11,) € R
, AeR ve B E(C\{O} olsun. (3.13) ile tanimlanan EA] , normalize edilmis Mittag—
Leffler fonksiyonu olmak iizere F%% ™ ve G/ integral operatdrleri

Ay 4 1eees

Fiet U C

Ay Hy e
[ Gz B @ ( )| U (3.14)
iﬁw #() jll Ze .
L
ve
Gy, U>C
. yp
={ﬁjwﬁémxom} , zeU (3.15)
0

bi¢iminde tanimlanir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde (3.14) ve (3.15) ile tammlanan F%%% ve G/, integral operatrlerinin

konveksligi icin yeter sartlar elde edilmistir.

Ilk olarak, ana teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan lemma asagida verilmistir.

Lemmad4.1: A>1 ve u >y, olsun. Burada, 1, =1.618
p—p=1=0 (4.1)
denkleminin bir kokiidiir. O halde her z U icin (3.13) ile tanimlanan E (2 U>C

fonksiyonu,

-1I<— 4.2)
esitsizligini saglar.

Ispat. Her €U igin Ez, H(Z) normalize edilmis Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimi

kullanilirsa,

2(E,@) | |2(E.@) - ..
E,.(2) E,.(2) ‘
(4.3)

SO . | & (=D
| Zraenyen” |, ETee-n)

= I'(n) N ()
2rG-nrm° | T ETG-n

z

+

esitsizligi elde edilir.

A>1Lligin I(n=1+ ) <T(A(N-1) + w), neN esitsizligi saglanir ve bu esitsizlik

M 1 iy (4.4)
F(AM-D+u) (o

esitsizligine denktir.
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Burada  (w),=T(n+)/T() = p(ue+1)---(u+n-1), (1), =1  Euler Gamma

fonksiyonunun terimlerinde tanimlanmis Pochhammer (Appell) semboliidiir.

(4.4) esitsizligi kullanilarak,

> (n=DIri(w) - n-1 & n 1 < 45
N i Y e W W (#3)

esitsizligi elde edilir.

Ayrica her ne N/{l} ve u>1igin

n 1 (4.6)
(1) m(u+1)
esitsizligi dogrudur. (4.6) esitsizligi (4.5) esitsizliginde dikkate alinirsa,
= F(ﬂ(n V) p Suur)" 4 us (ﬂ+1) U
esitsizligi yazilir.
Ayni sekilde
i I'(w) N1
LA -D+u) =),
olur.
Ayrica,
(1)py = s(u+) - (u+n-2) > p(u+1)"* neN (4.8)
esitsizligi dogrudur ve 1/ (1), , <1/ u(u+1)"?, neN esitsizligine denktir.
(4.8)’u kullanarak
v W Z BED SN L (4.9)
2 L(AN=1)+ u) ﬂ(ﬂ+1) o (u+)" p

esitsizligi elde edilir.
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(4.9), (4.7) ve (4.3)’den

esitsizligi elde edilir.

Boylece, Lemma 4.1¢in ispat1 tamamlanmis olur.
q1q2 ..... dn Ayk( ) dt . t 1 t.. e k k 1.‘,. .. t t
Flm, (2) = I lk_[ integral opereatoriiniin konveksligi igin yeter sa
0 1

asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.2: A>1, n bir dogal sayi, a€[0,1) ve q,q,,0,..,0, sifirdan farkh

kompleks sayilar, x> gy, p= mll’l{,uk k=12,. }, M, =1.618 (4.1) denkleminin

bir pozitif kokii olmak iizere

: (-a)(u’ —u-1)
<
;|qk| 2u+1l

sartt saglanirsa  (3.14) ile tammlanan F%-% :U—C  fonksiyonu C(«)

sinifindandir.

eA ve FY%% <o A dy, Fr% q” EA

Ak g ooy My Akl by

Ispat. Her k=1,2,...,n igin

Eiv/lk

fonksiyonunun C(«) siifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

Z qlqz """ n "
Re{l i (2 )J>a, zeU

P @)

olmasidir. Bunun i¢in

. ”
z /lqlﬂf zuz qn/‘n ( )

/lql%t? 2/’1;’%/4 (Z)

<l-q,zeU (4.10)

oldugunu gostermek yeterlidir.
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(3.14) esitliginde her iki tarafin birinci mertebeden tiirevi alinirsa

(F&®, @) = ﬁ{—E“’k (Z)] (4.12)

k=1 z

elde edilir.

(4.11) in her iki tarafinin logaritmik tiirevi aliip z ile ¢arpilirsa

2(Free, @) o |2(E.,@)
_3g | Do)y
( [ ()) k=1 E..(2)

Aoty My ooy

(4.12)

sonucuna ulasilir.

Her bir x4, (k=12,...,n) ve her zeU igin (4.2) kullanilarak

Z( fl/t?zﬂz qn#n( ))
(Fae-. @) ‘

esitsizligi elde edilir.

Zn:| === ( ”k(Z)) —ilqklfﬂk—ﬂl (4.13)

/1;, (2) k=t M —Hc—

h(x) ==X (4.14)
X°=x-1

ile h: (1.2581, +OO) — R fonksiyonunu tanimlayalim. Kolaylikla goriilebilirki (4.14) ile
tanimlanan :(1.2581, +oo)—>R fonksiyonu azalandir. Dolayistyla her g,
(k=12,..,n) i¢in g=min{z : k=1,2,...,n} oldugundan

21, +1 < 2u+1

< (4.15)
pE = =1t -1
olur.
(4.15) ve (4.13) esitsizliklerinden
th 1250000 ( ) " n
( Ay g e My ? < 2,U+1 Z| k| (416)

M= =11

(Fi®. @)
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elde edilir.
Eger (4.16) esitsizligindeki son ifade (1—«) ile sinirlandirilirsa (4.10) esitsizliginin

dogru oldugu goriiliir. Yani

: (-a)(u’ -u-0)
<
élqkl 20+1

dir. Boylece Teorem 4.2 nin ispat1 tamamlanmis olur.
Teorem 4.2 de « =0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.3: A =1, N bir dogal say1 ve Q,,0,,0s,...,q, sifirdan farkli kompleks sayilar,
w> iy, p=min{gy : k=12..,n}, g =1618 (4.1) denkleminin bir pozitif kokii

olmak tizere
2 —(22|qk|+lj ﬂ_(z|qk|+1Jzo
k=1 k=1

sart1 saglanirsa (3.14) ile tanimlanan F*% %" U — C fonksiyonu C sinifindandr.

Teorem 4.2 de n=1, q, =0, & = u olarak alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.4: A=1, q sifirdan farkli  bir kompleks sayi, = u>u,,

L =min {,uk tk=12,.., n}, M, =1.618 (4.1) denkleminin bir pozitif kokii olmak tizere

(1-a)u’ —(2|q|—a+1),u—(|q|—a+1)20

sart1 saglanirsa
((E, (1))
Ff’#(z):f[%()} dt, zeU
0

ile tammlanan F;! :U— C fonksiyonu C(a) smifindandur.
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Sonug 4.4 de o =0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.5 A=1, q sifirdan farklh  bir  kompleks sayi, u> ),
p=min{y : k=12,.,n}, 1, =1.618 (4.1) denkleminin bir pozitif kokii olmak iizere

~(2lal +1) #=(jo]+2) = 0

sart1 saglanirsa

Fj#(z):j‘(w]th, 2eU

0

ile tanimlanan F; :U — C fonksiyonu C(0) smifindandir.

A ”

. vp
Z):{,B I tﬂ’zﬁﬂy y(t)dt} integral opereatoriiniin  konveksligi igin yeter sart
0

asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.6: A>1, a€[0,1), BeC oyleki BeZy,={0,-1-2,...—N,..}, u>u,,
M, =1.618 (4.1) denkleminin bir pozitif kokii olmak tizere
(-a)u’ - @+ B-Y-a)u-(2+|f-1-a)=0 (4.17)

sart1 saglanirsa (3.15) ile tanimlanan Gf - U—C fonksiyonu C(«) smifindandur.

Ispat - EM (z) e A oldugu i¢in Gf# e A dir, yani, Gfﬂ 0)= Gfﬂ' (0)—1=0 normalize
sartlarin1 saglar. Gf . € A fonksiyonunun C(«) sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter

sart

ﬁ 14
Re[l %G, (Z)J>a,ZeTU (4.18)
G/, (2)

olmasidir.
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Bunun i¢in

G/ "(z)

1 <l-a,zeU (4.19)
G7,(2)

oldugunu gostermek yeterlidir.

(3.15) esitliginin ilk 6nce birinci tlirevi, daha sonra her iki tarafinin logaritmik tiirevi

alinip z ile garpilirsa

2G7 " (2) _1-8 2’7E, ,(2) (E,u( )

)
4 +(B-2)
Gl/@ /P jtﬁzEM(t)dt £ ()

: (4.20)
2(E,, () -E..()
SO

1 LD sy,

P [t72E, , @t

sonucuna ulasilir.

(3.13), (4.20) esitliginde dikkate alinirsa

N ﬂ _ (ﬂ_l)r(,u) n+p-1 S (n 1)r(ﬂ) n
G/ "(z)_nz;‘(nw—l 1Jm(n—1)+u)z BRI TN

G/ (2) ,» I'(u) ne 1 N I'(u) n
| ‘ +Zn+,8 TN -1)+ 1) - e ZZ‘F(/i(n—l)+y)Z

(4.21)
olur.
(4.21) esitliginde her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
[ p j -4 (w) 5 (0-Dr()
61, @ = n+epATOOD 4w | ETGO-Dr0) 40
L@ 1y A W iy Tw
Sin+-UT(A(N-1)+ w) =S T(AN-1)+ )

yazilir.
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Ayrica, (4.22) esitsizligi asagidaki gibi de yazilabilir:

S ((-p+|p-1)— LW 5 DG 5 [F-4r()

G}, (z >|< = LN -D+p) _ i TAM-D+4) STAN-D+u)
G/, (2) N IN07) '~ ['(u)
o 2T (a0 -1) + D! 2 M-+
(4.23)
(4.23) esitsizliginde (4.7) ve (4.9) esitsizlikleri kullanilirsa
2,u+1 y+1
2G/ "(z)‘ +1p- ]4 2,u+1+|ﬂ—1|(,u+1) (4.2
Gﬂ '(Z) ‘ 1_;1-;1 ,le—,Ll—l .

esitsizligi elde edilir.

Eger (4.24) esitsizligindeki son ifade (1—«) ile sinirlandirilirsa (4.19) esitsizliginin
dogru oldugu goriiliir. Yani
(U-a) (4~ p=1)=[ B -4 (u+D) - (2 +1) 20

dir. Boylece Teorem 4.6 nin ispati tamamlanmais olur.

Teorem 4.6 da « =0 alinarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.7: A>1, BeC dyleki f¢Z;=1{0,-1-2,..,—N,..}, >, 1, =1.618 (4.1)
denkleminin bir pozitif kokii olmak {izere
# =B+ B-Du-2+|p-1)>0

sart1 saglanirsa (3.15) ile tanimlanan Gf , - U—C fonksiyonu ¢ simifindandr.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda ilk olarak EL ,(2) ile gosterilen normalize edilmis Mittag-Leffler
fonksiyonunu igeren
G2 o (T Mlk( )
ﬂvﬂlﬂz ﬂn() Ilk_[ ZGU
0 k=1

ve

yp
GZ,( {,Bj.t’} ZEM(t)dt} , 2eU

integral operatorleri tanimlandi. Daha sonra, bu integral operatorlerinin C(«) sinifina

ait olmasi i¢in yeter sartlar elde edildi.

Bu konuda calisacak olan arastirmacilar, farkli 6zel fonksiyonlari normalize edip bu
normalize edilmis 6zel fonksiyonlar yardimiyla yeni integral operatorleri tanimlayip bu
integral operatdrlerin {inivalentligi, konveksligi ve yildizillig1 gibi geometrik

ozelliklerini inceleyebilirler.
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