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BAZI SINGULER INTEGRAL OPERATORLER ICEREN LINEER OLMAYAN
BiR SINGULER INTEGRAL DENKLEMIN NEWTON-KANTOROVICH
YONTEMIYLE COZUMU

Mesut KARA
Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

OZET

o

Bu tez ¢aligmasi “ Bazi Singiiler integral Operatorler Igeren Lineer Olmayan Bir Singiiler

Integral Denklemin Newton-Kantorovich Yéntemiyle Coziimii’* konusu iizerine hazirland.

Tezde temel pargaciklar ve sagilma teorisinde Onemli uygulamasi olan bir lineer

olmayan singiiler integral denklemi (SID) ele alindi:

@(t) = FO){@?(t) + [1 = Sp(®) + uS,e(O)]?}, t € [0,1],
burada,

1

1 1(,o(r) 1 e
S(p(t)—;jt_tdr Ves+(p(t)_Efr+t

0 0

dt

f(t) reel degerli fonksiyon, A ve u parametreleri (1 + u)A = 0 sartin1 saglamaktadir.

Bu yiiksek lisans tezi ¢(t) denkleminin ¢Oziimiiniin varhigr ve tekligi iizerine bir
calismadir. Tezde ¢@(t) denkleminin igerdigi S@(t) ve S,@(t) operatorlerinin bazi
ozellikleri incelenir. Bu Ozelliklerden yararlanarak asagidaki sekilde tanimlanan A

operatoriiniin bir daralma doniisiimii oldugu gosterilir:

Ap(t) = f®O{@*(@) + [A — Sp®) + uS+e(®)]?},  te[01].

Sonra ¢(t) denkleminin ¢éziimiiniin varhigi ve tekligi i¢in Daralma Doniisiim Prensibi

uygulanir.

Anahtar Kelimeler: integral operator, lineer olmayan singiiler integral denklem, Newton

metodu



AN ANALYSIS OF THE NON-LINEAR SINGULAR INTEGRAL DENKLEMIN
NEWTON-KANTIOROVICH PROCESS WITH SOME SINGULAR INTEGRAL
OPERATORS

Mesut KARA
Master Thesis

Thesis Advisor: Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

ABSTRACT

This thesis study has been prepared on the topic of "The Solution of a Singular Integral
Equation with Some Singular Integral Operators and a Newton-Kantorovich Method
Without Linearity".

The nonlinear nonlinear singular integrals equation (SID), which is an important

application in the theory of basic particles and scattering, is studied in the thesis:

o) = fO{p*() + [A = Se(®) + uS,®)]?},t € [0,1],

here,

1 1
1 1
Sp(t) = ;j‘;ﬂ(_T)th veS,p(t) = ;f

0 0

@(7)
T+t

dt

The real-valued function f(t) provides the A and u parameters (1 + u)A = 0.

This master thesis is a study on the existence and uniqueness of the solution of the
equation ¢(t). Some properties of S (t) and S, ¢(t) operators included in the thesis
@ (t) equation are examined. Utilizing these properties, it has been shown that operator

A, defined by the following, is a contraction transformation:

Ap(t) = fFO{@*(t) + [ — Sp) + uS;e®)]1?},  te[01].

Then the solution of the ¢(t) equation is applied and the Shrinking Transformation

Principle is applied for unity.

Key words: integral operator, nonlinear singular integral equation, Newton method
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SEMBOL DiZiNi

SEMBOL ANLAMI

N Dogal Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

R* Negatif Olmayan Reel Sayilarin Kiimesi

w(p, o) ¢’nin stireklilik modiili

H(p,a) H(p,a) = sup {w(x‘i’x); 0<x< 1}

Cla, b] [a, b] c R iizerinde siirekli fonksiyonlar
kiimesi

Jo Jo ={w e clo1]: fo“’(‘g’f) d§ < +oo}

H,(X) X’de Holder kosulunu saglayan

fonksiyonlar kiimesi

I’ (x) Freshet turevi



1. GIRIS

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tamimlanmakla birlikte, bu tanim yetersiz kalmaktadir [1]. Integral
denklemlerin  tamamin1 kapsayacak teoriyi kurmak imkéansizdir. Bu nedenle,
birbirinden ayr1 o6zellikteki integral denklemleri tek tek incelemek gerekir. Bu
sebepten genis bir arastirma sahasi agilmis olmakta ve konu bu oranda dagmik bir

inceleme tarzi gosterir [1].

Integral denklemler ile ilgili ilk c¢aligmalar 19. yiizyiin baslarinda yapildi [1].
Onceleri daginik ve rastgele yapilmisken, ayni yiizyilin sonlarma dogru daha diizenli
ve bilingli arastirmalarin yapildigi ve birtakim sonuglarin elde edilmeye baslandigi
gozlenmektedir. Abel 1823 yilinda bir mekanik problemini inceledigi esnada ilk defa
integral denkleme rastladig: bilinmektedir [1]. ilk defa integral denklem ifadesini Du

Bois REYMOND’un 1888 yilinda yayinlanan bir ¢alismasinda 6nerdigi bilinmektedir.

19. yiizyilda Abel’in integral denklemi iizerine olan ¢alismalarindan etkilenen
matematikgilerin bazilar1; Rouche, Sonine ve Bois-Reymond’dir. N. Sonine tarafindan
elde edilen Abel tipi integral denklemlerin bazi sonuglar1 LeviCivita tarafindan
genellestirilmistir. Goursat, Abel tipi integral denklemlerin ¢6ziimii ile ilgilenmekle
birlikte integralin  tersi problemi ile de ugrasti. Myller, Fredholm integral
denklemleri ile beraber mekanikte kullanilan Abel tipi integral denklemleri ile
ilgilenmistir. Abel’in ¢alismalarindan uzun miiddet sonra Tamarkin ve Tonelli gibi

inlii matematikgiler Abel integral denklemlerini ¢alismislardir [2].

Volterra ile birlikte 1895 yilindan itibaren integral denklemler teorisi igin yeni bir
donem basladi. Volterra kendisinden once ¢alisan matematikgilerin  ¢ogundan
farkli olarak formiillerle integral denklemlerin  ¢6ziimiinii bulmakla birlikte
sonradan Volterra denklemleri olarak bilinen integral denklemlerinin 6zel bir tipini
bulmayr amagladi. Volterra integral denklemi ilk olarak E. Picard’in
danismanhiginda tezini yazan T. Lalecso ifade etmistir. Volterra daha genel integral
denklemleri c¢aligmistir. Ayni zamanda, fonksiyonel analize olan bakis agisi1 ve

integral operatorlerinin tersi ile ilgili varlik problemleri ile ugrasmasindan dolay1



Volterra, fonksiyonel analizin kurucularindan biri olarak bilinmektedir. Volterra’nin
integral denklemler teorisine olan ilk &nemli katkisindan kisa bir siire sonra,
Fredholm integral denklemlerle ilgili parametre iceren Yeni bir teori insa etti. Banach
da Banach uzaylarini ve Riesz-Sz.-Nagy lineer uzaylarinda soyut operatérler igin
Fredholm teorisini gelistirdi. Fredholm’un ¢aligmalarin1 takiben bu yiizyilda iinli
matematikgilerin ~ (Picard, Schmidt, Poincare, Weyl, Hilbert, Frechet, Heywood-
Frechet) Fredholm teorisinin gelismesinde onemli rolleri vardir. Onlar bu teorinin
diger bilim dallarina olan baglantilarina da vurgu yaptilar. Ozellikle, Hilbert ve
Schmidt simetrik ¢ekirdege sahip olan integral denklemler teorisini gelistirdiler. Bu
baglamda, ortogonal (diklik) seriler hakkinda onemli sonuglar elde edildi. Fredholm
teorisinin ortaya cikisiyla birlikte Volterra integral denklemleri bu teorinin gerisinde
kaldi. Ornegin, integral denklemler {izerine ¢alisan matematikciler Volterra
integral denkleminin sifir degere sahip oldugunu gorerek baslangigta Volterra
integral denklemi ilging bulunmadi. Sonradan Volterra, Volterra integral denkleminin
diger bilim dallar ile olan iligkisini inceledi. Bu integral denklemini mekanikteki
uygulamalari Boltzmann’a dayanir. Ayrica, Volterra integral denklemleri popiilasyon

dinamiginde olduk¢a 6nemli uygulamalara sahiptir.

Carleman ve Von Neuman integral operatérlere katkida bulunan {inlii matematikgilerdir.
Ozellikle, Carleman sinirsiz lineer integral operatorlere yaptigi katkilari ile bilinir [2].
Sinirsiz - lineer integral operatorler teorisi hala gelisime agik bir  konudur.
Korotkov, Carleman’in sinirsiz  lineer  integral  operatorleri  iizerine olan
calismalarina ek olarak bu konuda bir monografi yazd: [2]. Integral operatdrlerinin
spektral teorisi gelecek vaat eden diger 6nemli konulardan biridir [2]. Bu konuda,

Pietsch ve Elstner-Pietsch 6nemli katkilarda bulunmuslardir.

Bilindigi lizere tabiat kanunlart diferansiyel denklemler yardimi ile ifade
edilebilirler. Bundan dolayi, yakin ¢evre incelendiginde evrenin tamaminda gegerli
tabiat kanunlarinin bulunabilecegi sonucu ¢ikarilabilir. Belki de tinlii bilim adam1 Albert
Einstein’in ‘‘Bu tabiatin en anlasilmaz yonii anlasilabilir olmasidir.”” soziiniin

altinda yatan gergekler bunlardan bir tanesidir.

20. yiizy1lin bas1 ve sonuna dogru SID ¢ok gelismistir. Bu yillarda SID teorisinde ve
SID’in yaklasik ¢dziimiine N. I. Muskhelisvili, F. A. Gakkov, A. Hiiseynov, V. Salaev,



A. A. Babaev, B. I. Musaev gibi iinlii Sovyet ve Azerbaycan matematikgilerin katkisi

biiyiiktir.

Lineer ve lineer olmayan SID’in teorik incelenmesi ve yaklasik ¢oziimlerinin
bulunmast iizerine bir¢ok ¢alisma vardir. Bunlardan &6rnek olarak N. 1.
Muskhelisvili’nin [3], A. Hiiseynov’un [4], V. Salaev’in [5], A. A. Babaev’in [6], B. I.
Musaev’in [7], N. M. Mustafa(yev)’in [8] ¢alismalarini verilebilir.

Integral denklemler biitiin uzay iizerinden integral alinmasi gerektirdiginden
dolay1 global (evrensel) denklemlerdir. Bu da aranan fonksiyonun bir noktadaki
degerinin 0 fonksiyonun biitin uzay izerinden integralini igeren ifadeler
cinsinden bulunmas1 demektir. Integral denklemler genel olarak ¢dziilmesi zor

olan denklemlerdir.

Diferansiyel denklemlerin  6nemli bir 6zelligi, tek baslarina bir  problemi
tanimlamaya yetmemesidir. Onlara sinir sartlarimin  da ilave edilmesi gerekir.
Integral denklemler ise, bir problemin tam tamimii verirler. Ilave sartlara gerek
yoktur. Ancak, sinir sartlart da uzayin bitiiniinde onlarin ilgilenilen bolgeye
etkisinin dolayli yoldan denklemlere dahil edilmesi olarak yorumlanabileceginden,
integral denklemler ile diferansiyel denklemler arasinda 6nemli bir iligkinin

olmast dogaldir.

Singiiler integral denklemler teorisinin matematigin bir ¢ok problemlerinde,
matematiksel fizik, hidrodinamik ve elastikiyet teorisi gibi birgok teorik ve pratik

arastirmalarda genis uygulamalari oldugu iyi bilinir [3,9].

Ayrica, singiiler integral denklemlerin teorik analizi ve yaklasik ¢6ziimii iizerine
bir¢ok ¢alisma vardir [5,6,7,8,10].

Bu tip arastirmalar, integral denklemlerin igerdigi integral operatorlerin incelenmesini
onemli kilar [10].

Temel parcaciklar ve sagilma teorisinde dnemli uygulamasi olan bir lineer olmayan

singiiler integral denklemi (SID) ele alinr:

o) = fF(O{P*(®) + [1 = Se(®) + uS+ ()]}, t €[0,1], (1.1)

burada,



1

1
Sp(t) = %f ?(®) dt ve S, p(t) = %f (®) dt (1.2)

T—t T+t
0 0

f(t) reel degerli fonksiyon, A ve u parametreleri (1 + u)A = 0 sartim saglamaktadir.
(1.1) denkleminin ¢oziimiiniin varliginin incelenmesinde (1.2) operatorlerini incelemek

Onemlidir.

Bu yiiksek lisans tezi (1.1) denkleminin ¢dziimiiniin varligi ve tekligi iizerine bir
calismadir. Tezde (1.1) denkleminin igerdigi (1.2) operatorlerinin bazi o6zellikleri
incelenir. Bu ozelliklerden yararlanarak asagidaki sekilde tanimlanan A operatdriiniin

bir daralma doniisiimii oldugu gosterilir:

Ap(t) = fO){@*(@®) + [1 - Sp@®) + uS+e®)]?},  te[01]. (1.3)

Sonra (1.1) denkleminin ¢oztimiiniin varlig1 ve tekligi i¢cin Daralma Dontistim Prensibi

uygulanir.



2.TEMEL BiLGILER

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilacak bazi temel bilgileri verilecektir.

Tanim 2.1: L bostan farkli bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

Eger +:LXL — L ve : KXL — L fonksiyonlar1 ve Vx,y,z € Lve a, f € K i¢in
i) x + y € L (kapalilik &zelligi)

i) x+ (+2z)=(x+y)+z (birlesme oOzelligi)

Iii) x + 8 = 0 + x olacak sekilde 6 € L vardir (birim elemanin varligi)

iv) x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardir. (ters elemanin varligi)
V) x +y =y + x (degisme ozelligi)

vi) a.x € L (skalerle ¢arpma isleminde kapalilik)

vila.(x+y) =a.x+a.y

vii) (@ +B).x =a.x+ B.x

iX) (af).x = a.(B.x)

X) 1 € K birim eleman olmak iizere 1.x = x

sartlar1 saglanmyorsa L kiimesine bir [lineer uzay (vektor uzayt) denir.

Tanim 2.2: X, elemanlar1 u, v, w, .... olan bir kiime olsun. XXX Kartezyen ¢arpiminda
tamimli  negatif olmayan bir d fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa

d’ye bir metrik denir.

i) d(u,v) = 0ved(u,v) = 0ancak ve ancak u = v ise
i) d(u,v) =d(v,u)

i) d(u,v) <d(u,w) + d(w,v)

d, X’de tanmmmli bir metrik olmak iizere (X,d) c¢iftine bir metrik uzay denir.



Tanim 2.3: X,R cismi iizerinde bir lineer uzay olmak iizere |.]:X » R*

fonksiyonu her x,y € X veher a € Rigin
N1) [|lx|]| = 0,]|x]| =0 &= x=0

N2) llax|| = lalllxI|

N3) llx + yll < llxIl + llyl

sartlarin1 sagliyor ise ||.||’ye X tizerinde bir norm, (X, ||.|]) ikilisine ise normlu uzay

denir.

Tanim 2.4: (x,) bir reel sayr dizisi ve a € R olsun. Ve > 0 igin n > n,
oldugunda |x,, — a| < € olacak sekilde &’na bagli bir ny sayist bulunabiliyorsa

(xy,) dizisi a’ya yakinsaktir denir ve

lim x, = aveyax, - an— o
n—oo

seklinde gosterilir.

Tanim 2.5: Bir X kiimesi iizerinde tanimhi f,: X - R,n = 1,2,3, .... fonksiyon dizisi
ve f: X — R fonksiyonu verilmis olsun. Ve > 0 icin sadece €’nabagh  In=n. €N

sayis1 varsa ki, Vn > n, ve Vx € X i¢in |f,,(x) — f(x)| < € olsun. Diyecegiz ki
i X->Rn=123,..

dizisi f:X — R fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Diizglin yakinsama kisaca  f, 3 f
ile gosterilir.
Tanim 2.6: (x,) bir reel terimli dizi olsun. Ve > 0 i¢gin m,n > n, oldugunda

|, — x,,| < €olacak sekilde bir ny(e) € N varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.7: (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir elemana

yakinsiyorsa bu uzaya tamdur denir.

Tanim 2.8: Uzerinde bir norm tanimlanmis olan bir X lineer uzayina lineer normlu uzay

denir.

Tanim 2.9: X normlu lineer uzay olsun. X uzayi, d(x,y) = |lx — y|l, (x,y € X) norm

metrigine gore tam ise X’e bir Banach uzay: denir.



Tanim 2.10: Bos olmayan X c R kiimesi, f: X — R fonksiyonu ve a € X noktasi
verilmis olsun. Eger, Ve > 0 ve Vx € X igin |x —a| < § = |f(x) — f(a)| < € olacak
sekilde € sayisina ve a’ya bagh bir § = &(g,a) > 0 sayis1 varsa f fonksiyunu X

kiimesine gore a € X noktasinda siireklidir denir.

Tanim 2.11: X ve Y bos olmayan, herhangi tiirden kiimeler ve E € X olsun. E
kiimesinin her elemanina Y kiimesinin bir elemanini karsilik getiren bir kurala

E’den Y’ye bir doniisiim veya operatér denir.

Bir A operatoriiniin x € E elemanina karsilik getirdigi eleman A(x) ile gosterilir ve x’in

A altinda goriintiisii olarak adlandirilir.

Bu durumda E’ye A operatoriiniin tanum kiimesi denir ve genellikle D(A) ile gosterilir.
RA) ={yeY:y=A(x),x € D(A)}

kiimesine A operatdriiniin deger (veya goriintii) kiimesi denir.

Tanim 2.12: L ve L' aym bir F cismi {izerinde iki lineer uzay olsun. T:L — L’

operatorii x,y € L ve a € T igin,
T(x+y)=Tx)+T(y) ve T(ax) = aT(x)
sartlarin1 saglhiyorsa T’ye lineer operator denir.

Tanim 2.13: Lineer L operatérii X uzayindan Y uzayina doniisiim yapiyorsa ve

ILEOly < Clixllx
esitsizligini sagliyorsa bu takdirde L operatoriine sinirli operator adi verilir.

Tanim 2.14:

1

y(t) = f k(t,7) x(r)dtikeny = Tx
0
ile tammlanan T:C[0,1] - C[0,1]’e integral operator denir. Burada, k belirli bir
fonksiyon olup c¢ekirdek olarak adlandirilir ve tt-uzaymnda G = [0,1]x[0,1] kapali

karesinde stirekli olarak kabul edilir.



Tanim 2.15: X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir doniisim olsun. Eger, Tx =

x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T doniisimiiniin sabit noktas: denir.

O halde Tx = x denkleminin ¢6ziimii veya ¢oziimleri T donisiimiiniin  sabit
noktalaridir. T donisiimiiniin tim sabit noktalarinin kiimesi F(T) veya Fix(T) ile

gosterilir. Ornegin;

1.X = R* olmak iizere T:X — X, Tx =2 (x =) igin F(T) = {—V3,V3 }tir.

2. X + @ olmak tizere I:X — X 6zdes donlisimi i¢in X’in her noktasi bir sabit
noktadir.

3. X=R,a+0 olmak iizere T:X->X,Tx=a+x seklindeki 0Oteleme

doniistimlerinin  sabit noktalar1 yoktur.
4.T:R - R, TX = x? doniisiimii i¢in x = 0 ve x = 1 sabit noktalardr.

5.T:R = R doniisiimii TX = x? — 3x + 4 seklinde tanimlansin. O zaman 2, T"’nin sabit

noktasidir. Ciinkii T2 = 22 — 3(2) + 4 = 2.
Tanim 2.16: X bir metrik uzay ve T:X — X bir dontisim olsun.

(i) Her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < kd(x,y) olacak sekilde bir k € (0,1) varsa T’ye

daralma doniistiimii ad1 verilir.
(i) Her x,y € X icin d(Tx, Ty) < d(x,y) ise T’ye genislemeyen déniistim ad1 verilir.

Tanim 2.17: X topolojik wuzayindaki bir S kimesi i¢in S’nin kendisine
tanimlanan her siirekli dontisim bir sabit noktaya sahipse S kiimesine sabit

nokta ozelligine sahiptir denir.

Tamm 2.18: Integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyon bulunduran denklemlere

integral denklemler denir.

Tanm 2.19: u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere

X

u(x) = F(x) + f K (x, u(t)dt 2.1)

a



formundaki bir integral denkleme integral operatoriiniin - u(x) fonksiyonuna gore

lineer olmasi durumunda lineer integral denklem adi verilir.

Daha genel olarak, ¢ lineer olmayan bir fonksiyon olmak lizere

ulx) = f(x) + f ¢lx, t,u(t)]dt (2.2)

integral denklemine de lineer olmayan integral denklem denir.

Tanim 2.20: (2.1) denklemindeki iki degiskenli K(x,t) fonksiyonuna c¢ekirdek
fonksiyon denir. Eger K(x,t) fonksiyonu siirekli degilse integral denkleme singiiler

(tekil) integral denklem denir.

Tanim 2.21: fla,b] > R, (—o < a < b < o) fonksiyonu verilmis olsun. Eger her
tl’ tz S [a, b] lgln

If(t1) — fED]| S A |t; — t,]®

olacak sekilde A > 0 ve a € (0,1] sayilar1 varsa f fonksiyonu [a, b] iizerinde « issii ve
A katsayisi ile Holder kosulunu saglar denir. A ve a sayilarina sirasiyla Holder
katsayisi ve Holder iistii denir. [a, b] tizerinde a stii ile Holder kosulunu saglayan

biitiin fonksiyonlar kiimesi H, [a, b] ile gosterilir.
Ozel durumda, @ = 1 i¢in Holder kosuluna Lipshitz kosulu denir.
Not 2.1: C[0,1] ile
1flleo = max{|f(®)|: ¢ € [0,1]}
maksimum normu ile [0,1]’de tanim siirekli fonksiyonlarin kiimesi gosterilir.
H sinifi fonksiyonlar asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1. Eger ¢ € H[0,1] ise ¢ € C[0,1]’dir. Yani, H[0,1] < C[0,1] dir.

2. Eger @ € Ho[0,1] ve 0 < f < a ise ¢ € Hg[0,1]’dir. Yani, efer 0 < < a ise
H,[0,1] € Hg[0,1].

3. Eger ¢, Y € H,[0,1] ise 0 zaman ¢ + ¢, .y, ¢/ € Hy, [0,1] (3 # 0) olur.



4. Eger @) € H,[0,1] ise 0 zaman ¢ + ¥, ¢.y ve
H(p +¢;a) = H(p; @) + H@; a)

H(p.¥; @) < H(g; Ol[Yllo + ll@lleo H (W; )

dir.

Cl0,1] = {f € C[0,1]: £(0) = 0 = £ (1))
ve

Ha[01] = (¢ € Hy: 9(0) = 0 = p(1))
olsun.

0
H,[0,1] ve H,[0,1] fonksiyon uzaylari

lplle = max(ll¢lle, H(p; @)

normu ile birer Banach uzaylaridir. Burada

w(p,x
H((p;a:)zsup{ (;Pa ):O<x31}

dir.

0 0
Calisma boyunca, aksi Dbelirtilmedikge H,[0,1] (Ha[O,l]) yerine H, <Ha)

kullanilacaktir.

llllao = max(lllle, H(e; @)
- 0 - - - -
ile ¢ € H, fonksiyonunun normu ifade edilmektedir.

0
Ayrica, 3: Hy, —» H, smurlt  lineer  operatoriinin - normu  asagidaki gibi tanimlanir:

ISelle 0 }
@ €EH,p +0;.
lollae - e ®

Sle =113 = su
ISle =10 p{

10



Buna ek olarak,

IS¢l 7
3 o = 3 =Su : €Ho 0 # 0
180 = ISl 0 ”{uq)ua,o v te?

1
(e, &)
Jo =3¢ € C[0,1]: < 4o
E
ve
Fw(p,§) Fw(p,§)
Z(w(p),t) =fw (g' d€+tjw ;pz' dé,t €[0,1]
0 t
olsun.

O halde asagidakiler saglanir:

0 0
1. Eger ¢ € Hy ise ¢ € J,’dir. Yani, H, C ], dr.
2. Z(w(e,"),t), [0,1]’de azalmayan bir fonksiyondur.

Tanim 2.22: Lineer ve homojen olup olmadiklarina bakilmaksizin

X

P(x) = JK("' Hu(t)dt

a

X

u(x) = fK(x, Hu(t)dt

a

X

ulx) = f(x) + f K(x,t)u(t)dt

a

X

d(ulx) = f(x) + f K(x,t)u(t)dt,x € [a, b]

a

gibi tanimlanan denklemlere Volterra integral denklemleri denir. Bu tir

denklemlerde, integral isaretinin st sinirinda (veya sinirlarindan birinde) x degiskeni

11



bulunmaktadir. x degiskeninin x = b gibi sabit bir degere esit olmasi halinde

yazilabilecek

b

H(x) = f K Cx, Ou(t)dt

a

b

u(x) = fK(x, Hu(t)dt

a

b

ulx) = f(x) + J K(x, t)u(t)dt

a

b

d()ulx) = f(x) + j K(x, t)u(t)dt

a

seklindeki denklemlere ise Fredholm integral denklemleri denir.

Tanim 2.23: X ve Y Banach uzaylart ve F:D c X —» Y lineer olmayan operatori
verilmis olsun. intD, D kiimesinin i¢ noktalarindan olusan bir kiime olmak tizere

her x € intD igin
F(x) =F(xg) + A(x — x0) + W(x — x) (2.3)
olacak sekilde bir A € L(X,Y) siirekli lineer operatdrii ve

W (x = xo)ll

lim =0 (2.4)

xoxo || = x|
olacak sekilde bir W:D —Y operatorii varsa F(x) operatorine x, € intD
noktasinda Freshet tirevienebilir ( 3- tiirevlenebilir) denir, burada L(X,Y) X’ten
Y’ye siirekli (sinirli) lineer operatorlerin  uzayidir. (2.3)’deki A operatoriine F(x)
operatoriiniin  x, noktasindaki Freshet tirevi (J3- tiirevi) denir. J3'(x,) veya DI (x,)

ile gosterilir. x — x, = h alinirsa (2.3) ve (2.4) esitlikleri sirasiyla

F(xo + h) — F(xo) = F'(xo)h + W(h) (2.5)
wmll
}II%W =0 (26)

12



seklinde yazilir.
Tanim 2.24: Smurli ¢: X — Y fonksiyonu verilsin.
w(@,8) = sup{lo(ty) — pt)|:t1, t; € X, [t; — ;] < 63},
6 € (0,%], ¢ = max{|t; — t;]: t1, t, € X} = diamX

seklinde tanimlanan w(g,§),8 € (0,¢] fonksiyonuna ¢(t),t € X  fonksiyonunun

stireklilik modiilii denir.

Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri asagida verilmistir:
1. Siireklilik modiilii stirekli bir fonksiyondur.

2. Siireklilik modiilii azalmayan bir fonksiyondur.

3. Her xq,x, > 0i¢in w(x; + x3) < w(x;) + w(xy)’dir.
4. w(0)=0

5. Herx > 0vea > 0igin @ ve % fonksiyonlar1 azalandir.

Teorem 2.1 (Daralma Dontusiim Prensibi veya Banach Sabit Nokta Prensibi): D, X

Banach uzayinda bos olmayan kapali bir kiime olsun ve A’min, D’nin  i¢inde
daralma operatorii oldugunu varsayalim: A(D) < D. O zaman, D’de A’nin tek bir x*

sabit noktasi vardir; bagka bir deyisle
x = Ax
denkleminin D’de tek bir x* ¢dziimi vardir.

Teorem 2.2 (Ortalama Deger Teoremi): f:[a,b] > R  fonksiyonu siirekli ve
(a, b)’da tiirevlenebiliyorsa, f(b) — f(a) = f'(c)(b —a) olacak sekilde en az bir

tane ¢ € (a, b) sayisi vardir.
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Teorem 2.3(Lineer Olmavyan Operatorler Icin Ortalama Deger Teoremi): F: X —» Y

operatorii dig biikey bir D c X kiimesinde siirekli F — tiirevlenebilir olsun. Bu

durumda her bir x, x € D igin

1

F(x) — F(xy) = f F’(xo +0(x — xo)) (x — xy)d6 (2.7)
0

Lagrange formiilii dogrudur[29].
Ispat: x = G(8) = xy + 0(x — x,),0 < 0 < 1(G:[0,1] = D) olmak iizere

FoG:[0,1] » Y operatoriinii géz Oniine alalim. G'(8) = x — x, olacagindan zincir

kural1 dolayisiyla
(F°G)'(0) =F'(G(6)).G'()
veya
d
EF(XO +0(x —x0)) = F'(x0 + 0(x — x0) ) (x — x¢)

= F'(xo + 0(x — x¢) )d(x0 + 0(x — x¢))

olur. O zaman

Xo+Ax
f F'(x)dx = F(xy + Ax) — F(x,)
formiiliine gore
jF’(xO +0(x — xo)) (x —x)dB = J F’(xo +0(x — xo)) d(xo +0(x — xo))
0 0

X

_ f F'(t)dt = F(x) — F(xo)

X0

oldugu ve dolayisiyla (2.7) formiiliiniin dogrulugu elde edilir.
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Simdi Banach Sabit Nokta Prensibini kullanilarak asagidaki teorem ispatlanir:

Teorem 2.4: K(t,s,x) fonksiyonu G iizerinde siirekli 3. degiskene gore Lipshitz

kosulunu saglasin. Yani her (¢t, s, x,), (t,s,x,) € G igin
|K(t,s,x1) — K(t,s,x3)| < L|x; — x (2.8)

olacak sekilde L > 0 sayis1 var olsun. Bu durumda,
b
x(t) = Aj K(t,s,x(s))ds (2.9)
a

denkleminin  |A] < Ay oldugunda Cl[a,b] uzayinda tek bir x*(t) ¢oziimii vardur.

Burada

" A 1 T
0= mm{L(b—a)'rL(b —a) +L}

b
L = max flK(t,s,oIds: t € [a,b]
a

r > 0 ve L ise (2.8) Lipshitz kosulunun saglandigi sayidir. Herhangi baslangic  x, €

Cla, b], ||x]l < r fonksiyonu i¢in
b

x,(t) = Af K(t, s,xn(s))ds,n =12, ... (2.10)
a

seklinde tanimlanan (xn(t)) dizisi x*(t) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir ve

n

ll2tn = 27 lloo < T llx1 = Xolloo, @ = [AIL(D — @) (2.11)

-«

degerlendirmesi dogrudur [30].

Ispat: (2.8) kosulunun r herhangi bir pozitif say1 olmak {izere
G={(tsx)ER*a<ts<b-r<x<r}

tizerinde saglandigin1 varsayalim. C|[a, b] uzaymin

S.(8) ={x € Cla,b]:||x|| <1}
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kapal1 yuvarinda

b
Ax(t) = lf K(t, s,x(s))ds (2.12)

operatorii verilsin.

X1, X5 € S,.(0) fonksiyonlari i¢in (2.8) kosulundan

b
|Ax,(t) — Ax,(t)] < |A] f|K(t, S, xl(s)) - K(t, s,xz(s))|ds

< allxy = x2lle, @ = [AIL(b — @)

1
L(b-a)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla a < oldugundan (2.12) seklinde tanimlanan A

operatorii daralma operatorii olur. |A| < Ay oldugundan (2.9) denkleminin tek bir
x*(t) € Cla, b] ¢ozimii vardir ve (2.10) bi¢ciminde taniml (xn(t)) dizisi x*(t)
fonksiyonuna [a, b] iizerinde diizgiin yakinsaktir ve (x,) dizisinin x* ¢oziimiine

yakinsama hiz1 (2.11) ile verilir.
Boylece Teorem 2.4 ispatlanmis olur.

Lineer olmayan

x(t) = Jf(t, 5,%(s))ds + g(©),0 <t <T (2.13)
0

Volterra integral denklemi verilmis olsun. Burada x(t) bilinmeyen bir fonksiyon
olup f(t,s,x) ve g(t) fonksiyonlari ise sirasiyla asagidaki kosullar1 saglasin. f ve g

fonksiyonlar1
{(t,s,x) ER3:0<t,s<T —o0 < x < o}
ve [0, T] tizerinde verilen siirekli fonksiyonlar ve her
(t,s) €[0,T]? x,y € (—,)

icin
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|f(t’ S, .X') —f(t, S,)’)| < a(t, S)lx - }’| (214')

olsun. Burada, a(t,s) [0,T]? iizerinde negatif olmayan siirekli bir fonksiyondur.
x(t) € C[0,T] igin

t
Ax(t) = ff(t, s,x(s))ds +g(t),0<t<T
0

seklinde tanimlanan A:C[0,T] — C[0,T] operatoérine bakalim ve x € C[0,T]

fonksiyonunun normu
llx|lo = max{e L1 |x(t)|:t € [0, T]} (2.15)
seklinde tanimlansin. Burada L, pozitif bir sayidir. Her x € C[0, T] igin
e 1 lxlle < llxllo < llxlleo

esitsizligi dogru oldugundan (||x||, = max{|x(t)|:t € [0,T]}) C[0, T] tizerindeki ||. ||

ve ||. ||, normlari denktirler.

X,y € C[0,T] fonksiyonlar1 igin (2.14) kosulundan

t

|Ax(t) — Ay ()] < J|f(t, s,x(s)) — f(t, s,y(s))|ds < J a(t,s)|x(s) —y(s)lds
0 0
t

<|lx —yllofa(t, s)e l15ds
0

elde edilir. O halde,

t
e T Ax(t) — Ay(®)] < |lx — yllpe L1t f a(t,s)e 15ds
0

ve dolayistyla

t

|Ax — Ay|| < allx — y|ly, @ = max e‘thf a(t,s)e 15ds:t € [0,T]
0

elde edilir. Eger a(t,s) = L > 0 ise
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L(1- e‘th)_

L1 —e™MT)
Ly '

azmax{ tE[O,T]}— T

Eger a <1 ise (a(t,s) =L > 0 oldugunda L < L, ise) A operatorii (C[0,T],Il.llo)
uzayinda daralma operatorii olur. O halde Banach Sabit Nokta Teoremi geregince
(2.13) denkleminin tek bir x*(t) € C[0,T] ¢oziimii vardir ve her baslangi¢ x,(t) €
C[0, T] fonksiyonu i¢in

t
x,(t) = ff(t, S, xn_l(s))ds +g(t),n=12,... (2.16)
0

bi¢ciminde tanimlanan (xn(t)) dizisi x*(t) fonksiyonuna (2.15) normuna gore [0, T]
araliginda diizgiin yakinsaktir ve yakinsamanin hizi igin

n

llx, —x*lo < |2, — xollo (2.17)

T l-a
degerlendirmesi dogrudur.

(2.8) kosulunda K(t,s,x) = K(t,s)h(s,x) alalim. Burada K(t,s) ve h(s,x)
fonksiyonlar1 sirasiyla [0,T]%,G = {(s,x) ER?*:0<s <T,—o0 < x < o0} liizerinde
stirekli fonksiyonlardir ve her s € [0,T], x,y € (—o0, ) igin

|h(s,x) — h(s,¥)| < a(s)|x — y|

olacak sekilde [0, T] tizerinde negatif olmayan ve siirekli a(s) fonksiyonu vardir. Bu

durumda
a(t,s) = |K(t,s)la(s)

oldugundan

t

a = max e‘thJIK(t, s)la(s)e t15ds:t € [0,T]
0

olur. Her (t,s) € [0,T]? igin |K(t,s)| < L ve her s € [0,T] igin a(s) < lise

1 _— e—LlT

=Ll
a I

18



olur. Bununla beraber

t

Ax(t) = fl((t, s)h(s,x(s))ds + g(t),x € C[0,T]

0
i¢in

lAx — Ayllo < allx — yllo
elde edilir. Eger a < 1 ise (her (¢t,s) € [0,T]? igin |K(t,s)| < L ve a(s) < [ oldugunda
Ll < L, ise) A operatorii daralma operatorii olur. Bu durumda

t

x(t) = fK(t, s)h(s,x(s))ds + g(t) (2.18)

0
denkleminin tek bir x*(t) € C[0,T] ¢6ziimii vardir. Her baslangi¢ x, € C[0,T]
fonksiyonu i¢in

t

x,(t) = fl((t, S)h(s, xp_1(s)ds + g(t),n=1.2,.....
0

bigiminde tammlanan (x,(t)) dizisi x*(t) fonksiyonuna (2.15) normuna

gore yakinsar ve (2.17) degerlendirmesi dogrudur.

Lineer olmayan fonksiyonel denklemlerin ¢o6ziimlerinin  bulunmasi igin en
cok kullanilan metotlardan biri de Newton Metodudur. Ilk kez bu metod reel

degiskenli ve reel degerli F: R - R fonksiyonlari i¢in
F(x)=0 (2.19)

seklindeki denklemler igin Newton tarafindan ileri  siriilmiis ve Banach
uzaylarinda verilen operatorlii denklemler i¢in L. V. Kantorovich tarafindan

genellestirilmistir [27].

(2.19) denkleminin x* kokii komsulugunda F kesin artan ve yukari dis biikkey bir

fonksiyon olsun. x* kokiine yeteri kadar yakin olan x, baglangi¢ yaklagimini se¢elim.

M, (xo, F (xo)) noktasindan y = F(x) egrisine ¢izilen
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y = F(xq) + F'(xo)(x — x)

teget denklemini ele alalim. F'(x,) # 0 oldugunda bu dogru ile x ekseninin kesistigi

nokta

o F(xo)
TR TG

olur. Ayrica My (xy, F(x,)) noktasindan y = F(x) egrisine cizilen teget denklemi
y=F(x) + F (x)(x —x)
bulunur ve F'(x;) # 0 oldugunda bu dogru ile x ekseninin kesistigi nokta

F(xy)
F'(x,)

xzle_

olarak bulunur. F'(x,) # 0,n = 0,1,2, .... oldugunda bu siire¢ benzer sekilde devam
ettirilerek

F(xp-1)

o —— e — n=12,...
& Fl(xn—l)

Xn =

bi¢giminde tanimlanan (x,,) € R dizisi elde edilmis olur.

|x, —x*| yeteri kadar kiigiik oldugundan (x,) dizisi x* kokiine yiiksek hizla
yaklagir. Skaler denklemler igin tanimlanan bu yOnteme Newton Tegetler Yontemi

denir.

X ve Y Banach uzay1 ve F: X — Y bir operator olmak tizere F(x) = 0 seklindeki
denklemini ele alahm. F operatorii > 0 yarigaph S, (x,) yuvarinda (x, € X olarak
F(x) = 0 denkleminin istenen x* ¢oziimii i¢in baslangi¢ yaklagimi kabul edilir.) J-

tiirevlenebilir olsun. Ardisik yaklagimlarin
Xp = Xpoq — [F' (xp_ )] F(x,—1), n=12,.... (2.20)
formiilii (iterasyon prosesi) yardimiyla hesaplanabilir.

Sonsuz boyutlu uzaylar halinde [F’(x,_;)]~! ters operatorlerin bulunmas: yeteri
kadar karmasik bir problem oldugundan (2.20) formiilii yardimiyla bulunan (x,,) dizisi

yerine
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Xp = Xpn_q1 — [F' (xo)]"1F(x,—1), n=12,.... (2.21)

bi¢iminde tanimlanan (x,) dizisine bakilmast uygun olur. (2.21) dizisini
bulmak igin [F'(x,)]”! ters operatorii her adimda hesaplanmaz ancak x
argiimentinin tek bir x = x; degerinde hesaplanir. Kaynaklarda (2.20) yontemine
esas, (2.21) yontemine ise sekli degistirilmis Newton Metodu denir. Simdi (2.20) ve

(2.21) iterasyon proseslerinin yakinsakligi ile ilgili asagidaki teoremler verilebilir [30].
Teorem 2.5: X ve Y Banach uzaylar1 F: X — Y operatorii su kosullar1 saglasin:
1) r > 0 ve x, € X olmak tizere F operatorii S, (x,) € X yuvarinda J-tiirevlenebilirdir.
2) F'(x) tirevi S,-(x,) yuvarinda [ > 0 katsayisi ile Lipschitz kosulu saglanir.
3) F'(x): S, (xy) = L(X,Y) operatoriiniin siirekli tersi var ve Vx € S,.(x,) igin

IIF (I <m (2.22)
olacak sekilde bir m > 0 sayis1 vardir.
4 IF xll = 7.

Bu durumda eger

_L ‘In<1
q_Zm Ui
ve
r = mnz @ l<r (2.23)
k=0

ise (2.19) denkleminin (2.20) Newton iterasyon prosesinin yaklastigi bir
x* € §,(x) ¢oztimii vardir ve terimleri (2.20) bi¢iminde tanimlanan x,, dizisinin x* ‘a
yaklagma hizi

2"-1

e, — x| < m g

esitsizligi yardimiyla verilir.
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Teorem 2.6: X Banach uzayi, F:X — X operatori S,(x,) € X yuvarinda J-

tiirevlenebilir ve her x,y € S,.(x,) i¢in

IF'(x) = F'DIl < Ulx =yl (2.24)

olacak sekilde [ > 0 sayis1 mevcut olsun. Ilave olarak F'(x,) € L(X) operatdriiniin

[F'(xo)]~* tersi var ve
IF' (x)] Ml < m I[F' ()] TP F ()l < 1 (2.25)

olacak sekilde m > 0 ve n > 0 sayilar1 var olsun. Eger 2min < 1 ve

_(1=y1-2min) <1
. ml -

To

ise F(x) = 0 denkleminin x* € S, (xo) tek bir ¢oziimii vardir ve (2.21) bigiminde

tanimlanan Newton iterasyon prosesi bu ¢dziime

(1 —J1- 2mln)n
J1—2mlin

I, — 27|l < m (2.26)

hizla yaklasir.
Simdi F (x) operatdriiniin
F(x) = Fi(x) + F,(x)

seklinde  gosterilebildigini  varsayalim. Eger F;(x) operatoriinin  Fj(x), 3-
tiirevinin [F;(x)]~! tersi varsa ve kolayca hesaplanabiliyorsa, F,(x) operatorii ise

norma gore yeteri kadar kii¢iik bir operator ise
Fi(x) +F,(x)=0 (2.27)
denkleminin tahmini ¢dziimiiniin bulunmasi i¢in
Xn = Xn-1 = [F' Otn-D)] 7 (FiCtn-1) + Fo(xp-1)) ,n=12,....  (2.28)
biciminde veya

Xn = X1 = [FIO)] T (FL(tn-1) + Fo(xp-1)) ,m=12,...  (2.29)
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seklinde tanimlanan iterasyon proseslerinden birisinin kullanilmasi faydali olur.

Ornegin (2.29) prosesinin yakinsakligina dair su teorem ispatlanabilir:

Teorem 2.7: X bir Banach uzayi, F;: X — X operatoriic S, (xy) € X yuvarinda -

tirevlenebilir ve her x,y € S,(x,) igin

IF{(x) = Fi Il < Lllx =yl (2.30)

olacak sekilde I; > 0 sayis1 ve Fj(x,) € L(X) operatoriiniin [Fy (x,)] ™! tersi mevcut

ve
I[F1 (o)1~ HI < my, I[Ff (xo)] 7 FL (x| < my (2.31)
olacak sekilde m; > 0 ven, > 0 sayilart var olsun. F,: X — X operatorii her
x € S.(xp) i¢in
I[F{ (xo)] F (o) Il < m, (2.32)
ve her x,y € S,(x,) i¢in

I1F1(x) = R, < Lllx =yl (2.33)

olacak sekilde 1, > 0, [, > 0 sayilar1 var olsun. Eger

1— J1 —2myly(n, +1n,)

<r
myly

milZ <1-2myly(n, +n,) ved, =

ise (2.27) denkleminin tek bir x* € S5 (xo) ¢0ziimii vardir ve terimleri (2.29)

bi¢iminde tanimlanan iterasyon prosesi x* ¢oziimiine

ql == 1 - Jl - Zmlll(nl + 772) + mllz

olmak lizere

n

91
1-q;

”xn - x*” < (771 + 772) (234)

hizla yaklagir.
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Not 2.2: Teorem 2.5, Teorem 2.6 ve Teorem 2.7’lin kosullarindan goriildiigii gibi
(2.20), (2.21) ve (2.29) iterasyon proseslerinin  yakinsakligi x, baslangi¢
yaklasiminin  (2.19) denkleminin x* ¢6ziimiine yeteri kadar yakin oldugu
durumda gergeklesebilir. Bu nedenle s6z konusu ozellige sahip baslangic

yaklagimlarin 1yi segilmesi onem tasimaktadir.

Not 2.3: F;(x) =0 denkleminin bir x; ¢6ziimii varsa (2.29) prosesinde x,
baglangic yaklasimi olarak x; elemani veya x; elemanina yakin olan herhangi bir

elemanin alinmasi faydali olur.
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3. BAZI SINGULER INTEGRAL OPERATORLER

0 0
Bu boliimde, (1.2) formiilii ile tanimlanan S: H, = H, ve S.:H, — H, operatorlerinin

bazi1 6zellikleri verilecektir [10].

0 0
Teorem 3.1: ¢ €J, ve S:H, > H, ve S,:H, - H, operatorleri (1.2) seklinde

tamimlanmis olsun. O halde, her x € (0,1] i¢in

w(Sp,x) < c1Z(w(ep,),x) (3.1)
w(S+9, %) < c2Z(w(@,), x) (3.2)
esitsizligi dogrudur. Burada
1 /67 2
1 = E<?+ln3> ve ¢, = p

belirli sabitlerdir.

Ispat: Asagidaki fonksiyonlar1 tanimlayalim:

_ (o, t € [0,1] icin
¢@)—{0, t € [—-1,2]/[0,1] icin
ve
1 2
Fo© == [P te-12)

-1

0
F:H, — H, operatoru

Fo(t) =

2
1 (¢@—¢@®) 1 2-t
;deT+E¢(t)ln1—H, te(-12)
-1

olarak yazilabilir.

t,t, €[01,0<t; <t, <1(0<t, —t; <1)vee= tzz;tl olsun. Bu durumda,
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”(F¢(t1) - F¢(t2))

2 2
(9@ — (L) ¢(r) — d(ty) 2—t;
= J ?d‘[ - J ?d‘[ + ¢(t2) In 1+ t,
2—t,
— ¢o(t1) ln1 T,
t,— t,—€
d(r) — P(t2) p d(t) — p(ty)
- | REZ | BETON
T—t, T—t
ti—¢ ti—¢
ti1—¢& ) )
o 6@ = 9t) _$@ = d(e)]
J T—t, T—t;
2
(P(1) — (L)  P(r) — P(ty)] 2—1t,
+t2£_ T—-t, 14 _dT+¢(tZ)1nl+t2
2—t
= ¢(t1) lnl )
ty—¢ ty—¢
d(r) — p(t2) p d(1) — ¢(ty)
= — = dr - —_——d1
. T— 10, el T— Ut
t1—¢& ) )
n J ¢(T) - ¢(t1) _ ¢(T) - ¢(t1) n ¢(t1) - ({b(tz) dt
J T—t, T—t T—t,
. ] B0 =9t 0 = d(t) | ¢t = (&)
AR T—t T—t
L2 h 2=t
+ ¢(t2) n1+t2 — ¢(ty) n1+t1
Tow-0w T e@-9w)
= —dr - ———drt
T—1t, T—1t
ti—€ ti—¢
ORI o
¢(r) — P(ty T
it~ 1) f S A+ () — $(0) f —
2 2
d(t) — ¢(t2) drt
+(ty —tl)t[g(f_tl)(r_tz) dr + [d)(tl)_d)(tznt[f‘“
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t1

2—
+¢(t2)ln1 —¢( Dl n

ty—€
(1) — P(tz) dr — ¢(T) — ¢(ty) dr

T— tz T— tl
tl—s tl—S

1

t1—¢€ 2
(1) — P(ty) (1) — ¢(t2)
'””‘mlju—m@—@ﬁ’””‘m.[@—m@—aﬂ’

+ [p(t1) — d(t)][In]t; — & — t5| — In(1 + t)]

2 —
+[p(t) = p(e)In(2 — &) = Inlt — & = &1 1] + p(t2) In— ti

t1

— ¢(t1) ln

1

yazilabilir. Basit hesaplamalar sonucunda

[¢(t1) — p(E)][In]t; — & — t5| —In(1 + ;)]

2 —
+[#(t) — ¢t — 1) —Inlt; —e = ta]] + $(tz) In T 5

(t)Ine— 2
ot T+t

3
= [p(6) = $(6)] [In5 (& — ) = In(1 + 15)]

+ [ (t1) — P (¢2)] :ln(2 —t)—1In t2 ; tl]
+ ¢(t2)[In(2 — t5) — In(1 + t2)] — P(¢)[In(2 — ¢1) — In(1 + t,)]

= [$(t) — d(t)] [In3 + In 2=

—In(1+ tz)]

+[p(t) - ()] [1n2 - 1) -0 22

+ ¢(t2)[ln(2 - tz) —In(1+ tz)] —¢(t)[In(2 — t1) —In(1 + t;)]

= ¢(t1) 1n + ¢ (t2) 1n + [¢(t1) — ¢(¢2)]1n3

yazilir. Boylece

7
n(Fp(t) — Fop(t) = D 1,
v=1
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yazilabilir.

Burada,

J ¢>(T) ¢(tz)

T—t,

ORI O

L =—
2 T—t,

ti—¢&

) NIOREICH
bl fl G-t

2
I = (t, — t,) j’ (¢(T) — ¢(t3) dr,

a T—t)(T—tp)

1+t
I: = (t)] :
5 ¢(1)n1+t2

I, = ¢(t,)] 27tk
6 = (L, n2—t1'

I; = (¢(t1) - ¢(t2)) In 3.

Simdi v =1, ....,7 i¢in |I,|’nin degerlendirmesini ele alalim. O halde,

ty—¢& etty—ty t,—tq
w@lt—t) (@8 [ w@E+e)
s | Shmes | Tees | e
t,—tq
Sf w(?f)dSa
0

saglanir. Benzer sekilde,

28



tz—g tl tz—s
w(@, |t —t4]) w(p,t; — 1) w(p,T—t;)
|t — t;] t;— 1 T—1t
tl—g tl—g tl
ty—tg tr—ty

L [0@8) [ wE/2) w($,§)
-2 Sta-z | S Sarse | 2

d§

0
yazilabilir. Ayrica,

tl—g 1+t1
w(p,t; — 1) _ w(,$)
|I3| < (tz_tl) _,[ (tl_T)(tz _T)d (tZ tl) f f(f‘l’tz _tl) Z

yazilabilir. Burada,

@ _ . L w(g,9)
7=z~ 1) J ey o
1
@ _ (¢, — _ 0@
= tl)t_ft f(f"‘tz_tﬂdf

1+t4
@) _ w($,§)
= tl)! -

IV ve I8 igin
ty—ty c e tr—t;
1D < EJ w(?'f)df=0fw((§'j:€)dfsbfw(?ad€= J w(¢:§/2)df
t—ty
< Of w((?f) i

19 < (6~ 1) f YDt = (-t f ALY

tr—ty

elde edilir. Ayrica,
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1+t;

@ _ ., w(¢,$) o w(¢p,§+1)
S tl)lf Ere-m “)Of(eﬂ)(fﬂz—tl)d‘z

t1
w(p,$)
= _tl)of G-

Bu integralin degerlendirilmesinde iki durumu dikkate almak gerekir:t; <t, —t;

Ve tl > tz _tl'

Durum 3.1: Eger t; < t, — t; iSe, 0 zaman

t, tr—ty
3) _ M - M
13 < (t, tl)of FE+6—10) dé < (t, — ty) J EE+t,—t)) dé
0,
w )
< | Sgra

0

Durum 3.2: Eger t; > t, — t; iSe, 0 zaman

t1
@ < — ey [ 2@
I < (¢, t1)0f FE+t,—1) ds

" w9 (0.0

2~ t) ! €+t _t1)d€+(t2 _tl)t ft €+t _151)df
Ek olarak,
w(,©) 0,0

tz_tl)bf f(f"‘tz_tﬂdfs f ¢ 4.

w($,$) (¢ f)

= | | s < @ -n) f
<(t,— 1) f (¢ f)
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yazilabilir. Bundan dolay1,

-ty

1§3)Sf (? E)df+(t2 t) f (¢> f)
0

-ty

elde edlir. Boylece, 13(1), 1352) ve 13(3) dikkate alindiginda

tr—ty

w(p, ) (¢> f)
|I3] <2 dé + (t, — t1)
oj J

$

ty—tg
elde edilir.

Simdi [,’0 degerlendirelim.

o lt—t) s
w(o, |t —t
|4 < (t; — t1) fl i - dT:ZUf
ty— v=1

T_t1||T_t2|

yazilir. Burada

t2
W _ g w(p,T—t;)
L7 =(t t1)t[ C—6L)—t) dr,

ty+e

@ _ _ w(P,T—t3)
fa ‘“Zt”J CETSTcErn

2
@ _ w(p,T—t3)
Ol k= =
tote
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I( )i i¢in

—t,
w(p,t; —t; — &)

la “Ztﬂfﬁa—q 54 =t “)J R
o AW  0(9,6/2)
w(p,t; —t; — ¢ w(p,§/2
gzsf e df—z 2Of - ds
09,0
(¢,
<2 d¢
E
elde edilir. Benzer sekilde,
£ £ tr—t
2 _ B (‘)((I)r {T) “)(¢r {T) > w((;b' 5/2)
N tl)!f(fﬂz—tl)dfgj e " Of g @
ty—t;
Sf w(?'f)df
0
yazabilir. I{> igin
2
@ _ w(P, T —t) _ w(e,$) )
=t | G = tl)f AETPED R Z’

tr+e

esitligini yazilir. Burada

(31 _ _ e w(¢' ’f)
s _“Ztﬂj STk

G2 _ w(p,$)
L= —t) f €+t —ty) 4.
2-t,

(33 _ (¢, — _ 0@
= —t) I §E+t,—ty) ds

seklinde tanimlanir.
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1(3 D ve I(3 2) i¢in,

tr—tg e
G _ o w(¢,$) e w($,§ +¢)
L7 =(t—ty) f —E(E'*‘ 1) dé = (t; t1)0f(§+8)(§+ 3 dé

—tl)fw(¢€+e) fw(¢,€+e)d€< fw(qbf) "
K

E+¢ E+¢ &

ty—t
2 wE) 2 [ w(@d)
=3 f € =3 f g %

G2 _ o g w(p,$) w(d) &)
182 = (6, - 1) f—g(fﬂz_tl)df_(tz &) f as

= (t; —t1) j w(¢ E)

yazilabilir.

Simdi IF'B) gbz Oniine alalim.

Ik olarak,

2-t, 1-t,
199 = (t, - t) _0@d d§ = (t; — t1) (b ¢+ 1)
* 1J §(§ f ¢

a— DE+n-%
w0
< (z—t) OJ G-

yazilabilir.

Burada iki durumu dikkate almak gerekir:1—t, <t,—t;vel—t, >t,—t;

Durum 3.3: Eger 1 — t, < t, — t; iSe, 0 zaman
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1-t, to—tq

(3.3) _ w(p,$) _ w($, &)
L= -t) bf E(E"‘Q‘Q)dfg(tz ) bf f(f"‘tz_ﬁ)df
0@,
A2
E
Durum 3.4: Eger 1 — t, > t, — t; iSe, 0 zaman
0@ T 0@
(3,3) _ w(P, _ w\Q,
L= -t) J- f(f+t2_t1)d€+(t2 tl)t._[ f(f+t2_t1)d€
@ T .9
w (¢, )
< dé + (t; — t1) d¢
[ = 1
t i
- f w(dg.f)df_l_(tz t) j‘ (¢> f) .
0 ty—t
Boylece, If’v),v = 1,2,3 ig¢in sonuglar1 Kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir:
ty—t; 1-t;
153) Sg f w(?f)d€+2(t2 £) f (¢ f)
0 ty—t

Benzer sekilde, I;,v = 1,2,3 i¢in sonuglar1 kullanarak asagidaki esitsizlik elde
edilir:

ty—t;
14 w($,$)
|1, < 3 J 3

(¢> 9

dE +2(t, — 1) f

tr—ty

Simdi, I,,, v = 5,6,7 gz Online alalim.
Ik olarak,
lIs| = |¢p(t)|(n(1 + t3) — In(1 + t4)).

olsun. Sag taraf i¢in, [1+t;,1 +t,] arahig tlizerinde ortalama deger teoremini

kullanirsak 6 € [0,1] i¢in asagidaki elde edilir:
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gl = 1 ()] 2 = () — (1) 2
5_¢ 1 2+t1+0(t2_t1)_¢ 1 ¢ 2+t1+9(t2_t1)
Buradan
=ty w(p,t; —t1) =ty
I] < , 14+t < 1+t
|5| w(¢ + 1)2+t1+9(t2_t1) tZ_tl ( + 1)2+t1+9(t2_t1)
2

< — < —
=9 + tl + B(tz _ tl)w(¢’ tZ tl) = w(d)l t2 tl)

elde edilir. Simdi,

Z_tz

I = () In5—

terimini g6z Oniine alalim. Bunun igin, In(2 — t;) — In(2 — t,) farki asagidaki gibi

yeniden yazilir:
In2-t)—-In@-t)=In(1+(1-¢t))—In(1+ (1 -t))).

1-t;, =wy,1—t, =w, dersek, w;,w, € [0,1] ve 0 < w, < w; < 1 sonucuna varilir.

In2-t)—-In(2-t,) =In(1 +w;) —In(1+w,)
oldugundan
1] = ¢ (t2)|(n(1 + wy) — In(1 + wy))

yazilir. Daha sonra, In(1 + w) fonksiyonu igin, bir oOncekine benzer sekilde, 6 €

[0,1] iken [1 + w4, 1 + w,] araliginda ortalama deger teoremi uygulanirsa

gl = |t s 2 = [p(t,) — B(0)| .
et ¢ z 2+W2+6(W1—W2)_ ¢ z ¢ 2+W2+9(W1_W2)
olur. Burada,
th—1t tp—t t, —ty w(P, t; —t1)
I.| = - < <
1ol = 19(6) = $Ol o gy < gt (bt < 2R
Sw(({b:tz_tl)

2

dir.
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Ek olarak

11;] = |¢p(t1) — d(t2)|In3 < w(p, t; —t;)In3

yazilabilir. Bundan dolay1 asagidaki esitsizlik elde edilir:

3
| + L] + |1, < (E +1In 3) W(d,ty — t,).

Ayrica,
( ) e,
Sl w(,§
t, —t1 f
0
ifadesi yerine yazilirsa
ty—ty
3 )
|15|+|16|+|I7|§(§+1n3) j w(? é’)dg

0

elde edilir. Ancak bunun yaninda her x € (0,1] i¢in w(¢@,x) = w(¢p,x) ve her t €

[0,1]] icin F¢p(t) = Se(t), onceki goézlemler kullanilarak

67
IS (t2) = Sop(t)l < e1Z(w(p),t; —t), e =~ +1In3 (3.3)
sonucuna varilir. Simdi S, @(t,) — S, @(t,) farkini diisiinelim.

Sio(ty) —Sio(ty)

ta—t; ta—ty

1 @(7) 1 @(7)
=— dr — — ——dt
s T+, s T+t

0 0
g (0)
t, —t
+ 2 L LAY dt
T (t+t)(t+ty)
ty—tq

yazilir ve |@(1)| < | (1) — ¢(0)] < w(¢, T) oldugundan
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IS+ @(tz) — Sy(ty)]

tr—ty t2—ty

1 1
=y 0@ 1 [ 0@
m T+t, m T+t
0 0
1
=t @(1) .
s (t+t)(t+ty)
to—tq
to—tq 1
2 w(p,$) -1t w(p,$)
<Z <= —
= j 3 dé + p J 72 d¢ Z(a)((p,) t; — t1)
0 tr—tg
elde edilir. Boylece,
2
1Sy (ty) = Sip(t)] < c1Z(w(@,), t; —t1),¢1 = ; (3.4)

Z(w(p,),t) fonksiyonu, t € [0,1]’de azalmayan oldugundan, (3.3) ve (3.4)
esitsizliklerinden (3.1) ve (2.2) esitsizliklerinin dogrulugu ¢ikar.

Boylece, Teorem 3.1’in ispat1 tamamdir.

0 0
Teorem 3.2: S:H, - H, ve S,:H, - H, operatorleri (1.2) denklemindeki gibi

tanimlanmis olsun. Bu durumda
ISlle < A(2), IS4l < B(a), (3.5)
ISllo < C(a), lIS+1leo < D(a) (3.6)

esitsizlikleri dogrudur. Burada A(a), B(a), C(a) ve D(a) a parametresine bagh
sabitlerdir.

Ispat: Teorem 4.1’¢ gore, her ¢ € J, ve x € (0,1] icin

w(¢,$) df_l_xjw(qﬁ,f)

w(S‘P: .X') S C1Z(w(§0"),x) = Cl EZ dE
w($, &) (¢> $)
= ¢, 22 pa-lgg 4 x ge-2gs | b
[0 280
- x* x*1-1 3 x%(1 — ax®*™1)
=allleal gt )=alled—a g
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yazilir. Boylece

w(Sp,x) < ﬁx"%((p, a)

ve
H(Sg,a) < (1 )H(w.a)_ (1 )Ilwllao (3.7)
yazilir. Benzer sekilde
w(S+qa,x)<ﬁ x“H(p, )
ve
H(S o, a) < (1 )H(w.a)_ (1 )Ilfpllao (3.8)

yazilir. F¢p(t) operatoriiniin tanimindan

2
|F(t)] < fw

-1

t 2
_ fw(¢'t_r)dr+fw(¢'T_t)
t—71 T—t
21 t
1+t

f w(¢,$)

0

dt + w(¢p,1+t)In2

dt + w(¢,1+t)In2

dé + f (¢€)d€+ (6, 1+t)In2

1+t 2—t

< H(p, ) J ga-lqe +f £214E + (1 +£)%In 2

0 0

Hip, @) <(1 +t)%*+ (2 -1t)°

+(1+ t)“an)
a

2
<2¢ (E+ln2)H(<p,a)

yazilir. O halde

a a

29 /2 29 /2
S ws—(— ] 2>H , s—(— ] 2) 3.9
ISell —|z+n (p, ) —|7tn el o (3.9)
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yazilabilir. Bundan dolay1

a

2% /2
ISlles < C (), C(a) = ?(a + mz).

Ayrica (3.7) ve (3.9)’dan

€1
< = - -
ISpllo < Al@)ll@llg0, Ala) = max (a(l = a).C(a)>
elde edilir. Son olarak
ISl < A(a)
olur. Simdi S, ¢’yi gz 6niine alalim.
1 1 1
1 (@) 1 (o) —(0) 1 (@) —90) *
S, =— dtr=—| ——————dt=— dt
m) T+t T T+t T ¢ T+t
0 0 0
yazilirsa

1 1
H(p,a) [ ¢ H(p, ) H(p,a) 1
< < algr=—1"""<
Sl < =22 [ Tode < =88 [remngr = 228 < g
0 0

elde edilir. Boylece,
1
I1S+¢lleo < —llplla0 (3.10)
olur. Buna gore,
1
IS+lleo < D(a),D(a) = —
ar

olur. (3.8) ve (3.10)’den

IS+@lle < B()ll@llg0 Bla) = max( ,D(a)>

C2
a(l—a)

elde edilir.
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Son olarak
IS+1le < B(a)
elde edilir.

Boylece, Teorem 3.2°nin ispati tamamdir.
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4. (1.1) SINGULER INTEGRAL DENKLEMININ COZUMU

Bu boliimde, (1.1) denkleminin ¢6ziimiinin varligi ve tekligi ispatlanacaktir. (1.1)

denklemini asagidaki operatér denklem seklinde yazalim:

p(t) =Ap(t),t € [0.1]. (4.1)

0 0
Burada, A: H, = H, operatorii (1.3) formiilii ile tanimlanir. (4.1) operator denklemine,

Banach daralma doniisiim prensibi uygulanacaktir [31].

0 0 0
Teorem4.1:r > 0igingp € H, Ve Hy , = {(p € Hy: ll@llgo < r} olsun. Eger

p(@) = Ifllgolr? + (1Al + C(a) + |uID(a)7)?}

+201f o fr?

+ (121 + (C(@) + |uID(@)r) (ﬁ+ mﬁ) r} <r

q(e) = 2l|fllao {37
+ (121 + r(C(@) + 1uID(2))) (C(@) + 44(@) + |ul(4B(a) + D(2)) )}

<1
_ 0 ) 0
ise, 0 zaman (4.1) denkleminin H, , kiiresinde tek bir ¢* € H,, ¢oziimii vardir.
0 0
Ayrica, keyfi @ € Hy, icin asagidaki ardisik yaklasimlar H, , kiiresinde (4.1)
denkleminin ¢* ¢6ziimiine yakinsar.
Pn(t) = App1(O),n=12,... (4.2)

Ardisik yaklasimin yakinsama hizi i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur:

(q(@)"

——||lo: — ®ollgon = 1,2, .... . 4.3
1—q() @1 — Polla,o (4.3)

lon = @ llao <
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Ispat:
u(t) =21 —S¢() + pS,o(t)
olsun. (1.1) denkleminden
o(6) = FO(P*(®) +u?(®) = f(Og(®)
9 = ¢*(©) +u*(®)
yazariz. Asagidaki esitsizlik kolayca ispatlanabilir:
H(p,a) < H(f, D)llglle + H(g, DIIf ll -
Ayrica,
gl < llll% + llullZ
ve Teorem 3.4 kullanilirsa
llulloo < 121+ (C(@) + 11D (@) 1@ lla0 (4.4)
yazilabilir. Boylece,
gl < llgllZ + (11 + (C(@) + [kID(@) @l o) (45)
elde edilir. Diger taraftan
H(g,a) < H(¢p? a) + Hu? a)
< 2(H(p, Dllollo + H(u, a)llullw). (4.6)
Ek olarak, (2.15) ve (2.16) esitsizliklerini ve wu(t) fonksiyonunun tanimi kullanilirsa

c
1 n m
a(l—a) a(l—-a

H(u,a) < ( )cz> H(p,a) 4.7)

elde edilir. O zaman, (4.4), (4.6) ve (4.7) esitsizliklerinden

H(g,a) <2 (H(w, Dllelleo + (a(lci ot a(llﬂ_l ) 62> H(yp, a))

x (011 + (€@ + 11D (@) l19llao)) (48)
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elde edilir. H(¢g, @) i¢in verilen esitsizlik ve (4.5) ve (4.8) esitsizlikleri dikkate alinirsa
2
H(p,@) < H(F,a) {llgl12 + (121 + (C(@ + [KID(@)lllleo)’)

! |l
420l (H("” Mol + (™5 + s 1o “)) (49)

x(12] + (€(@) + luID(@)llplla0)

elde edilir. Ayrica, (4.5) esitsizligi ve ¢(t) ifadesi kullanilarak

olles < Nf o llgllcs
<l lleo {lloliZ + (121 + (C(@) + uID(@))llpllag)”}  (410)

yazilir. O zaman, (4.9) ve (4.10) kullanilarak

lollao < Iflleo {llolZe + (121 + (C(@) + IuID(@)lI9llao) }

c |l
+2||f||oo{||<P||§z,o +< -

t(d-o) el -a) Cz) l@lla,o (12 + (C(a) + |N|D(a))||§0||a,o)}

elde edilir.
- - 0
Bir onceki esitsizlik ve (4.1) denklemi her ¢ € H,, igin

1A@lar < Ifllao {2 + (121 + (C(@) + D (@)r)’}

+ 20l {7 + 121+ (€@ + D @)) (o + Ikl i o5) )

0 0
esitsizligini saglar. A: H, = H, operatoriiniin bir i¢ine doniisiim oldugunu bu son

esitsizlik ve teoremin varsayimi gosteriyor.

0 0
Simdi A: H, ,, —» H, , operatoriiniin bir daralma operatorii oldugunu gosterecegiz.

Her ¢,y € I(-)Ia,r igin
Ap(t) — Ay(t) = fF(DG(t)
G(t) = *(t) — P2 (t) + u?(t) — v*(t)

v(t) = A= SP@) + uS, (o)
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yazilir. Ayrica
H(Ap — Ay, a) < H(f, DGl + H(G, O f Il o (411)
Ek olarak
Gl < llep = Plloo Ul plloo + [Pl co) + llu = vileo (lull o + 17]100)

lu = vlle < (C(@) + [KID(@)) @ = Pllao

ve
Ivlleo < 141+ (C(a) + luID () H(W, @)
ifadesinden

X(H((p, a)+ HQY, a))
X[l = Yllao (4.12)
yazilir. Simdi, H(G, a)’yi goz Oniine alalim.

H(G,a) = H(@? —y?,a) + Hu? —u? a)

<H(p -y, Dllg + Yl + Hlo + ¥, )l = Plle
+Hu—v,dllu+vle+Hu+v,allu—-vle

oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica,
H(u—v,a) < (A@) + |ulB@)llp = Pllao
e+ vlles < (2121 + (C(@) + 1ID(@))) llp + Pllaro

H(u+v,a) < (A@) + |ulB(@)llg + Pllao

ve

lu = vllo < (C(@) + [ID(@)) @ = Pllao

ifadesinden
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H(G,a) <H(p -y, a)|lg + Pl + Hlp + P, a)|l¢ — Y|l
+ (A(@) + lulB(@)llo — Yllao

x (2121 + (C(@) + 1uID(@))) o + Pllao + (A@) + 1l B@) o + Pll o

x(C(a) + uID(@)llp = Pllao
olur. Baska bir deyisle

lo + Yl + H(p + ¢, @)

H(G,a) < {+4(A(0£) + |ulB(@) (|,1| +(C(a) + IulD(a))) llo + 4l

}Ilgo ~ Plla,0(4.13)

(4.11)’de (4.12) ve (4.13) esitsizlikleri kullanilirsa
H(Ap — A, a)

< {H(F, @ {Ulplle + 1Pll.n)

+ (C(@) + [ulD(@)) (2121 + (C(@) + 1uID(@))) (H (g, @)

+ H(p, )}

+{llo + Wl + H(p +,)

+4(A(a) + |ulB(@)) (121 + (C(@) + 1uID(@))) llg + Yl } I1fllen}

X/l = Yligo (4.14)

0 0
elde edilir. O zaman onceki esitsizlikleri ve A:H,, — H,, operatoriiniin tanimi

kullanilarak

149 = APllcs < If oo {Il@lleo + IPlles + (C(@) + 11D ()
+ (2121 + (C(@) + |uID(@)) (H(p,@) + Hp, )}

Xllo = Pllao (4.15)

elde edilir. Boylece, (4.14) ve (4.15)’den
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1A — Allq,o
< {I1flleo {1910 + b1l + (€(@) + 11D @)
+ (2121 + (¢@ + ID(@)) (H(g, @) + H@p, @)}
+flles {llp +lloo + Hgp + 9, )

+4(4(@) + [1IB@) (121 + (C(@) + [kID(@)) g + Yo}
xllo = Plao

Bu son esitsizlikten keyfi (ve farklt) ¢, € 1?1a,r icin
lAg — Al
< {2l flleo {37
+ (141 + (C(@) + uID(@)) ) (C(@) + 44(a)
+ 11l (4B(@ + @)1l - Yllao

0 0 0
dogrudur. Sonug olarak, teoremin varsayimindan dolay, A: H, . = H, ;- operatorii H, ,

kiiresinin i¢inde bir daralma doniisiimudiir.

0
Boylece, Teorem 2.4’e goére (4.1) denkleminin ¢* € H,, seklinde tek bir ¢oziimii
vardir. Kolayca bu ¢ozim (4.2) iterasyon dizisinin  limiti  oldugu ve (4.3)

tahmininin dogru oldugu ispat edilebilir.
Boylece, Teorem 4.1’in ispat1 tamamlanir.
Simdi ((pn(t)), n € N (4.2)’de tanimlanan dizi olmak {izere
lim g,(6) = ¢° (0
oldugunu ve (4.3) degerlendirmesinin dogru oldugunu gdsterelim.

(pn+1(t) = A(pn(t)' (Pn(t) = A(Pn—l(t)rn =23, ..

oldugundan
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l@n+1 — @nll = llA@n — A@p_1ll < q(@)l@n — @pll

Benzer sekilde

lon = @n-1ll < q(@)llPn-1 — @n-2ll
Bu siirece devam edilirse
ll92 = @1l < g(@llp1 — ol
yazilabilir.

O halde

@nsr — @all < (q(@)" o1 — @oll.

Buradan Vp,n € N igin

||§Dn+p - (pn” < ||§Dn+p - (Pn+p—1|| + ||(pn+p—1 - (pn+p—2||+---+”(pn+1 - (pn”

<{@@)""7 + (q@)" 7+ (a@) "} llgr — poll =

n+p-2

_1-(q@)"

1-q(@) (q(@) " lp1 = @oll (4.16)

yazilir.
O halde rlll_{lc}o (q(a))n = 0 oldugundan yukaridaki esitsizlikten ((pn(t)) dizisinin bir
Cauchy dizisi oldugu elde edilir. Ayrica, I(-)Ia,r uzay1 bir Banach uzayr oldugundan
P, (t) = @™ (t) € I(-)Ia,r limiti vardir.

l9n+1 — A@7|l = [[Apn — A@[| < q(@)lg, — @7l
ve ¢, — ¢* oldugundan ¢, ,; = A" olur. Ayrica, ¢,,+1 = ¢* oldugundan

0<llo” =A@l < llo™ = @niall + llons1 — Ag7||
esitsizliginden ¢* = A¢@”* oldugu goriiliir.

(4.16)’da p — oo iken limite gegilirse
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(q(@)"

lon — "Il <

degerlendirmesinin dogrulugu goriiliir.

Ispat tamamdr.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda (1.2) operatorlerinin sinirlilik 6zellikleri incelenir. Bu 6zelliklerden
yararlanilarak bu operatorleri iceren (1.1) SID’nin Newton-Kantorovich ydntemiyle tek
bir ¢ozlimiiniin varligit ve bu ¢oziimiin kurulan iterasyon dizisinin limiti oldugu

gosterilir.
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