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BAZI SİNGÜLER İNTEGRAL OPERATÖRLER İÇEREN LİNEER OLMAYAN 

BİR SİNGÜLER İNTEGRAL DENKLEMİN NEWTON-KANTOROVİCH 

YÖNTEMİYLE ÇÖZÜMÜ 

Mesut KARA 

Yüksek Lisans Tezi 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Nizami MUSTAFA 

ÖZET 

Bu tez çalışması ‘’ Bazı Singüler İntegral Operatörler İçeren Lineer Olmayan Bir Singüler 

İntegral Denklemin Newton-Kantorovich Yöntemiyle Çözümü’’ konusu üzerine hazırlandı. 

Tezde temel parçacıklar ve saçılma teorisinde önemli uygulaması olan bire lineere 

olmayan singüler integrale denklemi (SİD) ele alındı: 

𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡){𝜑2(𝑡) + [𝜆 − 𝑆𝜑(𝑡) + 𝜇𝑆+𝜑(𝑡)]2}, 𝑡 ∈ [0,1], 

burada, 

𝑆𝜑(𝑡) =
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏

1

0

 ve 𝑆+𝜑(𝑡) =
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 + 𝑡
𝑑𝜏

1

0

 

𝑓(𝑡) reel değerli fonksiyon, 𝜆 ve 𝜇 parametreleri (1 + 𝜇)𝜆 = 0 şartını sağlamaktadır.  

Bu yüksek lisans tezi 𝜑(𝑡) denkleminin çözümünün varlığı ve tekliği üzerine bir 

çalışmadır. Tezde 𝜑(𝑡) denkleminin içerdiği 𝑆𝜑(𝑡) ve 𝑆+𝜑(𝑡) operatörlerinin bazı 

özellikleri incelenir. Bu özelliklerden yararlanarak aşağıdaki şekilde tanımlanan 𝐴 

operatörünün bir daralma dönüşümü olduğu gösterilir: 

𝐴𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡){𝜑2(𝑡) + [𝜆 − 𝑆𝜑(𝑡) + 𝜇𝑆+𝜑(𝑡)]2}, 𝑡 ∈ [0,1]. 

Sonra 𝜑(𝑡) denkleminin çözümünün varlığı ve tekliği için Daralma Dönüşüm Prensibi 

uygulanır. 

Anahtar Kelimeler: integral operatör, lineer olmayan singüler integral denklem, Newton 

metodu 
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AN ANALYSIS OF THE NON-LINEAR SINGULAR INTEGRAL DENKLEMIN 

NEWTON-KANTIOROVICH PROCESS WITH SOME SINGULAR INTEGRAL 

OPERATORS 

Mesut KARA 

Master Thesis 

Thesis Advisor: Prof. Dr. Nizami MUSTAFA 

ABSTRACT 

This thesis study has been prepared on the topic of "The Solution of a Singular Integral 

Equation with Some Singular Integral Operators and a Newton-Kantorovich Method 

Without Linearity". 

The nonlinear nonlinear singular integrals equation (SID), which is an important 

application in the theory of basic particles and scattering, is studied in the thesis: 

𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡){𝜑2(𝑡) + [𝜆 − 𝑆𝜑(𝑡) + 𝜇𝑆+𝜑(𝑡)]2}, 𝑡 ∈ [0,1], 

here, 

𝑆𝜑(𝑡) =
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏

1

0

 ve 𝑆+𝜑(𝑡) =
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 + 𝑡
𝑑𝜏

1

0

 

The real-valued function 𝑓(𝑡)  provides the 𝜆 and 𝜇 parameters (1 + 𝜇)𝜆 = 0. 

This master thesis is a study on the existence and uniqueness of the solution of the 

equation 𝜑(𝑡). Some properties of 𝑆𝜑(𝑡) and 𝑆+𝜑(𝑡) operators included in the thesis 

𝜑(𝑡) equation are examined. Utilizing these properties, it has been shown that operator 

𝐴, defined by the following, is a contraction transformation: 

𝐴𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡){𝜑2(𝑡) + [𝜆 − 𝑆𝜑(𝑡) + 𝜇𝑆+𝜑(𝑡)]2}, 𝑡 ∈ [0,1]. 

Then the solution of the 𝜑(𝑡) equation is applied and the Shrinking Transformation 

Principle is applied for unity. 

Key words: integral operator, nonlinear singular integral equation, Newton method 
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𝑥𝛼
; 0 < 𝑥 ≤ 1} 

𝐶[𝑎, 𝑏]                                                         [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ üzerinde sürekli fonksiyonlar  

                                                                     kümesi 

𝐽0                                                                  𝐽0 = {𝜑 ∈ 𝐶[0,1]: ∫
𝜔(𝜑,𝜉)

𝜉
𝑑𝜉 < +∞

1

0
} 

𝐻𝛼(𝑋)                                                          𝑋’de Hölder koşulunu sağlayan 

                                                                     fonksiyonlar  kümesi 
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1. GİRİŞ 

 

İntegral denklemler, bilinmeyene fonksiyonune integrale işareti altında bulunduğu 

denklemler olarak tanımlanmakla birlikte, bu tanım yetersiz kalmaktadır [1]. İntegrale 

denklemlerine tamamınıe kapsayacake teoriyie kurmake imkânsızdır. Bu nedenle, 

birbirindene ayrıe özelliktekie integrale denklemlerie teke teke incelemek gerekir. Bu 

sebepten geniş bir araştırma sahası açılmış olmakta ve konu bu oranda dağınık bir 

inceleme tarzı gösterir [1]. 

İntegrale denklemlere ile ilgili ilke çalışmalare 19. yüzyılın başlarındae yapıldı [1]. 

Öncelerie dağınıke ve rastgelee yapılmışken, aynıe yüzyılıne sonlarınae doğru daha düzenli 

ve bilinçli araştırmaların yapıldığı ve birtakım sonuçların elde edilmeye başlandığı 

gözlenmektedir. Abel 1823 yılında bir mekanik problemini incelediği esnada ilke defa 

integrale denkleme rastladığı bilinmektedir [1]. İlk defa integral denklem ifadesini Du 

Bois REYMOND’un 1888 yılında yayınlanan bir çalışmasında önerdiği bilinmektedir. 

19. yüzyılda Abel’in integrale denklemie üzerinee olane çalışmalarındane etkilenene 

matematikçilerine bazıları; Rouche, Sonine ve Bois-Reymond’dır. N. Sonine tarafından 

elde edilene Abel tipi integrale denklemlerine bazı sonuçları LeviCivita tarafından 

genelleştirilmiştir. Goursat, Abel tipi integrale denklemlerine çözümü ile ilgilenmeklee 

birliktee integraline tersi problemie ile de uğraştı. Myller, Fredholm integrale 

denklemlerie ilee berabere mekaniktee kullanılane Abel tipi integrale denklemleri ile 

ilgilenmiştir. Abel’in çalışmalarından uzun müddete sonra Tamarkin ve Tonelli gibi 

ünlü matematikçilere Abel integrale denklemlerini çalışmışlardır [2]. 

Volterra ile birlikte 1895 yılındane itibarene integrale denklemlere teorisie içine yeni bir 

döneme başladı. Volterra kendisindene öncee çalışane matematikçilerine çoğundane 

farklıe olarake formüllerlee integrale denklemlerine çözümünüe bulmakla birlikte 

sonradan Volterra denklemleri olarake bilinene integrale denklemlerinine özel bire tipini 

bulmayı amaçladı. Volterra integrale denklemie ilke olarake E. Picard’ın 

danışmanlığında tezini yazan T. Lalecso ifade etmiştir. Volterra daha genele integrale 

denklemlerie çalışmıştır. Aynı zamanda, fonksiyonele analizee olan bakış açısı ve 

integrale operatörlerinine tersie ilee ilgilie varlıke problemlerie ile uğraşmasından dolayı 
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Volterra, fonksiyonele analizine kurucularındane biri olarak bilinmektedir. Volterra’nın 

integrale denklemlere teorisine olan ilk önemli katkısından kısa bir süre sonra, 

Fredholm integral denklemlerle ilgili parametre içerene yeni bir teori inşa etti. Banach 

da Banach uzaylarını ve Riesz-Sz.-Nagy lineere uzaylarında soyut operatörlere için 

Fredholm teorisini geliştirdi. Fredholm’un çalışmalarınıe takibene bue yüzyıldae ünlüe 

matematikçilerine (Picard, Schmidt, Poincare, Weyl, Hilbert, Frechet, Heywood-

Frechet) Fredholm teorisinin gelişmesindee önemlie rollerie vardır. Onlare bue teorinine 

diğere bilime dallarınae olan bağlantılarına da vurgu yaptılar. Özellikle, Hilbert ve 

Schmidt simetrike çekirdeğe sahip olan integrale denklemlere teorisinie geliştirdiler. Bu 

bağlamda, ortogonal (diklik) serilere hakkındae önemlie sonuçlare eldee edildi. Fredholm 

teorisinine ortaya çıkışıyla birlikte Volterra integrale denklemlerie bu teorinine gerisindee 

kaldı. Örneğin, integrale denklemlere üzerinee çalışane matematikçilere Volterra 

integrale denkleminine sıfıre değeree sahipe olduğunu görerek başlangıçta Volterra 

integrale denklemi ilginç bulunmadı. Sonradan Volterra, Volterra integrale denkleminin 

diğer bilim dalları ile olan ilişkisini inceledi. Bu integrale denkleminie mekanikteki 

uygulamalarıe Boltzmann’a dayanır. Ayrıca, Volterra integrale denklemleri popülasyon 

dinamiğinde oldukça önemli uygulamalara sahiptir.  

Carleman ve Von Neuman integral operatörlere katkıda bulunan ünlü matematikçilerdir. 

Özellikle, Carleman sınırsız lineere integrale operatörlere yaptığı katkıları ile bilinir [2]. 

Sınırsıze lineere integrale operatörlere teorisi hala gelişimee açıke bire konudur. 

Korotkov, Carleman’ın sınırsıze lineere integrale operatörlerie üzerinee olane 

çalışmalarınae ek olarake bue konudae bire monografi yazdı [2]. İntegral operatörlerinin 

spektral teorisi gelecek vaat eden diğer önemli konulardan biridir [2]. Bu konuda, 

Pietsch ve Elstner-Pietsch önemli katkılarda bulunmuşlardır. 

Bilindiği üzeree tabiate kanunlarıe diferansiyele denklemlere yardımıe ile ifade 

edilebilirler. Bundan dolayı, yakıne çevree incelendiğindee evrenine tamamında geçerli 

tabiat kanunlarının bulunabileceği sonucu çıkarılabilir. Belki de ünlü bilim adamı Albert 

Einstein’ın ‘‘Bue tabiatıne ene anlaşılmaze yönüe anlaşılabilir olmasıdır.’’ sözününe 

altındae yatane gerçeklere bunlardane bire tanesidir. 

20. yüzyılın başı ve sonuna doğru SİD çok gelişmiştir. Bu yıllarda SİD teorisinde ve 

SİD’in yaklaşık çözümüne N. İ. Muskhelişvili, F. A. Gakkov, A. Hüseynov, V. Salaev, 
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A. A. Babaev, B. İ. Musaev gibi ünlü Sovyet ve Azerbaycan matematikçilerin katkısı 

büyüktür.  

Lineere ve lineere olmayan SİD’in teorik incelenmesie ve yaklaşıke çözümlerinin 

bulunması üzerine birçok çalışma vardır. Bunlardan örnek olarak N. İ. 

Muskhelişvili’nin [3], A. Hüseynov’un [4], V. Salaev’in [5], A. A. Babaev’in [6], B. İ. 

Musaev’in [7], N. M. Mustafa(yev)’in [8] çalışmalarını verilebilir. 

İntegrale denklemlere bütüne uzaye üzerindene integrale alınmasıe gerektirdiğinden 

dolayı global (evrensel) denklemlerdir. Bue dae aranane fonksiyonune bire noktadaki 

değerinine oe fonksiyonune bütüne uzaye üzerindene integralinie içerene ifadeler 

cinsindene bulunmasıe demektir. İntegrale denklemlere genele olarake çözülmesie zor 

olan denklemlerdir. 

Diferansiyele denklemlerine önemlie bire özelliği, teke başlarınae bire problemi 

tanımlamaya yetmemesidir. Onlarae sınıre şartlarınıne dae ilavee edilmesie gerekir. 

İntegrale denklemlere ise, bire problemine tame tanımınıe verirler. İlave şartlara gerek 

yoktur. Ancak, sınıre şartlarıe dae uzayıne bütünündee onlarıne ilgilenilen bölgeye 

etkisinine dolaylı yoldane denklemlere dahil edilmesi olarak yorumlanabileceğinden, 

integrale denklemlere ile diferansiyele denklemlere arasında önemlie bire ilişkinine 

olmasıe doğaldır. 

Singüler integral denklemler teorisinin matematiğin bir çok problemlerinde, 

matematiksel fizik, hidrodinamik ve elastikiyet teorisi gibi birçok teorik ve pratik 

araştırmalarda geniş uygulamaları olduğu iyi bilinir [3,9]. 

Ayrıca, singüler integrale denklemlerine teorike analizi ve yaklaşık çözümü üzerine 

birçok çalışma vardır [5,6,7,8,10]. 

Bu tip araştırmalar, integral denklemlerin içerdiği integral operatörlerin incelenmesini 

önemli kılar [10]. 

Temel parçacıklar ve saçılma teorisinde önemli uygulaması olan bire lineere olmayan 

singüler integrale denklemi (SİD) ele alınır: 

𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡){𝜑2(𝑡) + [𝜆 − 𝑆𝜑(𝑡) + 𝜇𝑆+𝜑(𝑡)]2}, 𝑡 ∈ [0,1],                       (1.1) 

burada, 
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𝑆𝜑(𝑡) =
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏

1

0

 ve 𝑆+𝜑(𝑡) =
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 + 𝑡
𝑑𝜏

1

0

                                (1.2) 

𝑓(𝑡) reel değerli fonksiyon, 𝜆 ve 𝜇 parametreleri (1 + 𝜇)𝜆 = 0 şartını sağlamaktadır. 

(1.1) denkleminin çözümünün varlığının incelenmesinde (1.2) operatörlerini incelemek 

önemlidir. 

Bu yüksek lisans tezi (1.1) denkleminin çözümünün varlığı ve tekliği üzerine bir 

çalışmadır. Tezde (1.1) denkleminin içerdiği (1.2) operatörlerinin bazı özellikleri 

incelenir. Bu özelliklerden yararlanarak aşağıdaki şekilde tanımlanan 𝐴 operatörünün 

bir daralma dönüşümü olduğu gösterilir: 

𝐴𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡){𝜑2(𝑡) + [𝜆 − 𝑆𝜑(𝑡) + 𝜇𝑆+𝜑(𝑡)]2}, 𝑡 ∈ [0,1].                         (1.3) 

Sonra (1.1) denkleminin çözümünün varlığı ve tekliği için Daralma Dönüşüm Prensibi 

uygulanır. 
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2.TEMEL BİLGİLER 

 

Bu bölümdee teze çalışmasındae kullanılacake bazıe temele bilgileri verilecektir. 

Tanım 2.1: 𝐿 boştane farklıe bire kümee ve  𝐾 reele veyae komplekse sayılare cismi olsun. 

Eğer +: 𝐿×𝐿 → 𝐿 ve ∙: 𝐾×𝐿 → 𝐿 fonksiyonları ve ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 için 

i) 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐿 (kapalılıke özelliği) 

ii) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (birleşmee özelliği) 

iii) 𝑥 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥 olacak şekilde 𝜃 ∈ 𝐿 vardır (birime elemanıne varlığı) 

iv) 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde −𝑥 ∈ 𝐿 vardır. (ters elemanın varlığı) 

v) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (değişmee özelliği) 

vi) 𝛼. 𝑥 ∈ 𝐿 (skalerlee çarpmae işlemindee kapalılık) 

vii) 𝛼. (𝑥 + 𝑦) = 𝛼. 𝑥 + 𝛼. 𝑦 

viii) (𝛼 + 𝛽). 𝑥 = 𝛼. 𝑥 + 𝛽. 𝑥 

ix) (𝛼𝛽). 𝑥 = 𝛼. (𝛽. 𝑥) 

x) 1 ∈ 𝐾 birim eleman olmak üzere 1. 𝑥 = 𝑥 

şartlarıe sağlanıyorsae 𝐿  kümesinee bire lineer uzay (vektör uzayı) denir. 

Tanım 2.2: 𝑋, elemanları 𝑢, 𝑣, 𝑤, …. olan bir küme olsun. 𝑋×𝑋 kartezyen çarpımında 

tanımlı e negatif e olmayan e bire 𝑑  fonksiyonue aşağıdakie  aksiyomlarıe sağlıyorsa 

𝑑’ye bir metrik denir. 

i) 𝑑(𝑢, 𝑣) ≥ 0 ve 𝑑(𝑢, 𝑣) = 0 ancak ve ancak 𝑢 = 𝑣 ise 

ii) 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑣, 𝑢) 

iii) 𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑑(𝑢, 𝑤) + 𝑑(𝑤, 𝑣) 

𝑑, 𝑋’dee tanımlıe bire metrike olmake üzeree (𝑋, 𝑑)  çiftinee bire metrik uzay denir. 
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Tanım 2.3: 𝑋, ℝ cismie üzerindee bire lineere uzaye olmake üzere e ‖. ‖: 𝑋 → ℝ+ 

fonksiyonue here 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve here 𝛼 ∈ ℝ için 

N1) ‖𝑥‖ ≥ 0, ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

N2) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

N3) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

şartlarını sağlıyor ise ‖. ‖’ye 𝑋 üzerinde bir norm, (𝑋, ‖. ‖) ikilisine ise normlu uzay 

denir. 

Tanım 2.4: (𝑥𝑛) e bir e reel e sayı e dizisi ve  𝑎 ∈ ℝ olsun. ∀𝜀 > 0 için 𝑛 > 𝑛0 

olduğunda |𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜀 olacak e şekilde e 𝜀’nae bağlıe  bire 𝑛0 sayısı  bulunabiliyorsa 

(𝑥𝑛) dizisi 𝑎’ya yakınsaktır denir ve 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 veya 𝑥𝑛 → 𝑎, 𝑛 → ∞ 

şeklinde gösterilir.  

Tanım 2.5: Bire 𝑋 kümesie üzerindee tanımlıe 𝑓𝑛: 𝑋 → ℝ, 𝑛 = 1,2,3, …. fonksiyon dizisi 

ve 𝑓: 𝑋 → ℝ fonksiyonu verilmiş olsun. ∀𝜀 > 0 için sadecee 𝜀’na bağlı      ∃𝑛 = 𝑛𝜀 ∈ ℕ 

sayısı varsa ki, ∀𝑛 > 𝑛𝜀 ve ∀𝑥 ∈ 𝑋 için |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 olsun. Diyeceğiz ki 

𝑓𝑛: 𝑋 → ℝ, 𝑛 = 1,2,3, …. 

dizisie 𝑓: 𝑋 → ℝ fonksiyonunae düzgün yakınsar. Düzgüne yakınsama kısacae    𝑓𝑛 ⇉ 𝑓  

ilee gösterilir. 

Tanım 2.6: (𝑥𝑛) bire reele terimlie dizie olsun. ∀𝜀 > 0 içine 𝑚, 𝑛 > 𝑛0 olduğundae 

|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| < 𝜀 olacake şekildee bire 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ varsae (𝑥𝑛) dizisine Cauchy dizisi denir. 

Tanım 2.7: (𝑋, 𝑑) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir elemana 

yakınsıyorsa bu uzaya tamdır denir. 

Tanım 2.8: Üzerinde bir norm tanımlanmış olan bir 𝑋 lineer uzayına lineer normlu uzay 

denir.  

Tanım 2.9: 𝑋 normlu lineer uzay olsun. 𝑋 uzayı, 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖, (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋) norm 

metriğine göre tam ise 𝑋’e bir Banach uzayı denir.  
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Tanım 2.10: Boşe olmayane 𝑋 ⊂ ℝ kümesi, 𝑓: 𝑋 → ℝ fonksiyonu eve 𝑎 ∈ 𝑋 noktasıe 

verilmişe olsun. Eğer, ∀𝜀 > 0 ve ∀𝑥 ∈ 𝑋 için |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀 olacak 

şekilde 𝜀 sayısınae ve 𝑎’ya bağlıe bire 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑎) > 0 sayısı varsa 𝑓 fonksiyunu 𝑋 

kümesine göre 𝑎 ∈ 𝑋 noktasında süreklidir denir. 

Tanım 2.11: 𝑋 vee 𝑌 boşe olmayan, herhangie türdene kümelere vee 𝐸 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐸 

kümesinin here elemanınae 𝑌 kümesinine bire elemanını  karşılık  getirene bire kurala 

𝐸’den 𝑌’ye bir dönüşüm veya operatör denir. 

Bir 𝐴 operatörünün 𝑥 ∈ 𝐸 elemanına karşılık getirdiği eleman 𝐴(𝑥) ile gösterilir ve 𝑥’in 

𝐴 altında görüntüsü olarak adlandırılır. 

Bu durumdae 𝐸’ye 𝐴 operatörününe tanım kümesi denir ve genellikle 𝐷(𝐴) ile gösterilir. 

ℜ(𝐴) = {𝑦 ∈ 𝑌: 𝑦 = 𝐴(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴)} 

kümesine 𝐴 operatörünün değer (veya görüntü) kümesi denir.  

Tanım 2.12: 𝐿 ve 𝐿′ e aynıe bire 𝐹  cismie üzerindee ikie lineere uzaye olsun. 𝑇: 𝐿 → 𝐿′  

operatörü 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve 𝛼 ∈ 𝑇 için, 

𝑇(𝑥 + 𝑦) = 𝑇(𝑥) + 𝑇(𝑦)  ve  𝑇(𝛼𝑥) = 𝛼𝑇(𝑥) 

şartlarını sağlıyorsa 𝑇’ye lineer operatör denir.  

Tanım 2.13: Lineere 𝐿 operatörüe 𝑋  uzayındane 𝑌 uzayınae dönüşüme yapıyorsa ve 

‖𝐿(𝑥)‖𝑌 ≤ 𝐶‖𝑥‖𝑋 

eşitsizliğini sağlıyorsa bu takdirde 𝐿 operatörüne sınırlı operatör adı verilir. 

Tanım 2.14:  

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏)

1

0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏 iken 𝑦 = 𝑇𝑥 

ilee tanımlanane 𝑇: 𝐶[0,1] → 𝐶[0,1]’e integral operatör denir.  Burada, 𝑘 belirlie bire 

fonksiyon eolupe çekirdek olarake adlandırılır vee 𝑡𝜏-uzayında 𝐺 = [0,1]×[0,1] kapalı 

karesinde sürekli olarak kabul edilir. 
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Tanım 2.15: 𝑋 boşe olmayane bire  kümee ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bire dönüşüme olsun. Eğer, 𝑇𝑥 =

𝑥 olacake şekildee bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇 dönüşümünün sabit noktası denir. 

O halde 𝑇𝑥 = 𝑥 denkleminine çözümüe veyae çözümlerie 𝑇 dönüşümününe sabit 

noktalarıdır. 𝑇 dönüşümünün tüm sabit noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) veya 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ile 

gösterilir. Örneğin; 

1. 𝑋 = ℝ+ olmake üzeree 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 =
3

2
(𝑥 −

1

𝑥
) için 𝐹(𝑇) = {−√3, √3 }’tür. 

2. 𝑋 ≠ ∅ olmake üzeree 𝐼: 𝑋 → 𝑋 özdeşe dönüşümüe içine 𝑋’ine here noktası bir sabit 

noktadır. 

3. 𝑋 = ℝ, 𝑎 ≠ 0 olmake üzeree 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑎 + 𝑥 şeklindekie öteleme 

dönüşümlerinine sabite noktalarıe yoktur. 

4. 𝑇: ℝ → ℝ, 𝑇𝑋 = 𝑥2 dönüşümü için 𝑥 = 0 ve 𝑥 = 1 sabit noktalardır. 

5. 𝑇: ℝ → ℝ dönüşümü 𝑇𝑋 = 𝑥2 − 3𝑥 + 4 şeklinde tanımlansın. O zaman 2, 𝑇’nin sabit 

noktasıdır. Çünkü 𝑇2 = 22 − 3(2) + 4 = 2. 

Tanım 2.16: 𝑋 bir metrike uzaye vee 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bire dönüşüme olsun. 

(i) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) olacak şekilde bir 𝑘 ∈ (0,1) varsa 𝑇’ye 

daralma dönüşümü adı verilir. 

(ii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ise 𝑇’ye genişlemeyen dönüşüm adı verilir. 

Tanım 2.17: 𝑋  topolojik e uzayındaki e bir e 𝑆  kümesi e için e 𝑆’nin e kendisine 

tanımlanan her sürekli dönüşüme bire sabite noktaya e sahipse e 𝑆  kümesine e sabit 

nokta özelliğine sahiptir denir. 

Tanım 2.18: İntegrale işareti altında bilinmeyene fonksiyon bulunduran denklemlere 

integral denklemler denir. 

Tanım 2.19: 𝑢(𝑥) bilinmeyene fonksiyone olmake üzere 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

                                         (2.1) 
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formundaki bir integrale denkleme integrale operatörününe 𝑢(𝑥) fonksiyonunae göre 

lineere olması durumunda lineer integral denklem adı verilir.  

Daha genele olarak, 𝜙 lineere olmayane bire fonksiyone olmak üzere 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝜙[𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡)]𝑑𝑡

𝑥

𝑎

                                            (2.2) 

integral denklemine de lineer olmayan integral denklem denir.  

Tanım 2.20: (2.1) denklemindeki ikie değişkenli 𝐾(𝑥, 𝑡) fonksiyonuna çekirdek 

fonksiyon denir. Eğer 𝐾(𝑥, 𝑡) fonksiyonue süreklie değilse integrale denkleme singüler 

(tekil) integral denklem denir. 

Tanım 2.21: 𝑓[𝑎, 𝑏] → ℝ, (−∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞) fonksiyonu verilmiş olsun. Eğer her 

𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

|𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2)| ≤ 𝐴. |𝑡1 − 𝑡2|𝛼 

olacak şekilde 𝐴 > 0 ve 𝛼 ∈ (0,1] sayıları varsa 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝛼 üssü ve 

𝐴 katsayısı ile Hölder koşulunu sağlar denir. 𝐴 ve 𝛼 sayılarına sırasıyla Hölder 

katsayısı ve Hölder üstü denir. [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝛼 üstü ile Hölder koşulunu sağlayan 

bütün fonksiyonlar kümesi 𝐻𝛼[𝑎, 𝑏] ile gösterilir. 

Özel durumda, 𝛼 = 1 için Hölder koşuluna Lipshitz koşulu denir. 

Not 2.1: 𝐶[0,1] ile 

‖𝑓‖∞ = 𝑚𝑎𝑥{|𝑓(𝑡)|: 𝑡 ∈ [0,1]} 

maksimum normu ile [0,1]’de tanımlı sürekli fonksiyonların kümesi gösterilir. 

𝐻 sınıfı fonksiyonlar aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

1. Eğer 𝜑 ∈ 𝐻[0,1] ise 𝜑 ∈ 𝐶[0,1]’dir. Yani, 𝐻[0,1] ⊂ 𝐶[0,1]’dir. 

2. Eğer 𝜑 ∈ 𝐻𝛼[0,1] ve 0 < 𝛽 ≤ 𝛼 ise 𝜑 ∈ 𝐻𝛽[0,1]’dır. Yani, eğer 0 < 𝛽 ≤ 𝛼 ise 

𝐻𝛼[0,1] ⊆ 𝐻𝛽[0,1]. 

3. Eğer 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐻𝛼[0,1] ise o zaman 𝜑 ± 𝜓, 𝜑. 𝜓, 𝜑/𝜓 ∈ 𝐻𝛼 , [0,1] (𝜓 ≠ 0)  olur. 
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4. Eğer 𝜑,𝜓 ∈ 𝐻𝛼[0,1] ise o zaman 𝜑 + 𝜓, 𝜑. 𝜓 ve 

𝐻(𝜑 + 𝜓; 𝛼) = 𝐻(𝜑; 𝛼) + 𝐻(𝜓; 𝛼) 

𝐻(𝜑. 𝜓; 𝛼) ≤ 𝐻(𝜑; 𝛼)‖𝜓‖∞ + ‖𝜑‖∞𝐻(𝜓; 𝛼) 

dır. 

𝐶
0

[0,1] = {𝑓 ∈ 𝐶[0,1]: 𝑓(0) = 0 = 𝑓(1)} 

ve  

𝐻
0

𝛼[0,1] = {𝜑 ∈ 𝐻𝛼: 𝜑(0) = 0 = 𝜑(1)} 

olsun. 

𝐻𝛼[0,1] ve 𝐻
0

𝛼[0,1] fonksiyon uzayları 

‖𝜑‖𝛼 = 𝑚𝑎𝑥(‖𝜑‖∞, 𝐻(𝜑; 𝛼)) 

normu ile birer Banach uzaylarıdır. Burada  

𝐻(𝜑; 𝛼) = 𝑠𝑢𝑝 {
𝜔(𝜑, 𝑥)

𝑥𝛼
: 0 < 𝑥 ≤ 1} 

dir. 

Çalışma boyunca, aksi belirtilmedikçe 𝐻𝛼[0,1] (𝐻
0

𝛼[0,1]) yerine 𝐻𝛼 (𝐻
0

𝛼) 

kullanılacaktır. 

‖𝜑‖𝛼,0 = 𝑚𝑎𝑥(‖𝜑‖∞, 𝐻(𝜑; 𝛼)) 

ile  𝜑 ∈ 𝐻
0

𝛼 fonksiyonunun normu ifade edilmektedir. 

Ayrıca, ℑ: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻𝛼 sınırlı e lineer e operatörünün e normu e aşağıdaki gibie tanımlanır: 

‖ℑ‖𝛼 = ‖ℑ‖
𝐻
0

𝛼→𝐻𝛼

= 𝑠𝑢𝑝 {
‖ℑ𝜑‖𝛼

‖𝜑‖𝛼,0
: 𝜑 ∈ 𝐻

0

𝛼 , 𝜑 ≠ 0}. 
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Buna ek olarak, 

‖ℑ‖∞ = ‖ℑ‖
𝐻
0

𝛼→𝐶[0,1]
= 𝑠𝑢𝑝 {

‖ℑ𝜑‖∞

‖𝜑‖𝛼,0
: 𝜑 ∈ 𝐻

0

𝛼, 𝜑 ≠ 0} 

𝐽0 = {𝜑 ∈ 𝐶[0,1]: ∫
𝜔(𝜑, 𝜉)

𝜉

1

0

< +∞} 

ve 

𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑡) = ∫
𝜔(𝜑, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡

0

+ 𝑡 ∫
𝜔(𝜑, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡

, 𝑡 ∈ [0,1] 

olsun. 

O halde aşağıdakiler sağlanır: 

1. Eğer 𝜑 ∈ 𝐻
0

𝛼 ise 𝜑 ∈ 𝐽0’dir. Yani, 𝐻
0

𝛼 ⊂ 𝐽0’dır. 

2. 𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑡), [0,1]’de azalmayan bir fonksiyondur. 

Tanım 2.22: Lineere vee homojene olupe olmadıklarına bakılmaksızın 

𝜙(𝑥) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

𝑢(𝑥) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

𝜙(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

gibi tanımlanane denklemleree Volterra integral denklemleri e denir. Bu e tür 

denklemlerde, integralr işaretinine üste sınırında (veya sınırlarından birinde) 𝑥 değişkeni 
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bulunmaktadır. 𝑥 değişkeninin 𝑥 = 𝑏 gibi sabite bire değeree eşite olması halinde 

yazılabilecek 

𝜙(𝑥) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

𝑢(𝑥) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

𝜙(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

şeklindeki denklemlere  ise  Fredholm integral denklemleri denir.  

Tanım 2.23: 𝑋 ve 𝑌 Banach uzayları ve 𝐹: 𝐷 ⊂ 𝑋 → 𝑌 lineere olmayane operatörü 

verilmiş olsun. 𝑖𝑛𝑡𝐷, 𝐷 kümesinine içe noktalarındane oluşane bire küme olmak üzere 

here  𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐷 için 

𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥0) + 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝑊(𝑥 − 𝑥0)                             (2.3) 

olacak şekilde bir 𝐴 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌) sürekli lineere operatörü ve 

lim
𝑥→𝑥0

‖𝑊(𝑥 − 𝑥0)‖

‖𝑥 − 𝑥0‖
= 0                                             (2.4) 

olacak şekilde bir 𝑊: 𝐷 → 𝑌 operatörüe varsae 𝐹(𝑥)  operatörünee 𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐷 

noktasındae Freshet türevlenebilir ( ℑ- türevlenebilir) denir,  burada e 𝐿(𝑋, 𝑌) 𝑋’ten 

𝑌’ye sürekli (sınırlı)e lineere operatörlerine uzayıdır. (2.3)’deki  𝐴 operatörüne 𝐹(𝑥) 

operatörününe 𝑥0  noktasındakie Freshet türevi (ℑ- türevi) denir. ℑ′(𝑥0) veya 𝐷ℑ(𝑥0) 

ile gösterilir. 𝑥 − 𝑥0 = ℎ alınırsa (2.3) ve (2.4) eşitlikleri sırasıyla 

𝐹(𝑥0 + ℎ) − 𝐹(𝑥0) = 𝐹′(𝑥0)ℎ + 𝑊(ℎ)                                (2.5) 

lim
ℎ→0

‖𝑊(ℎ)‖

‖ℎ‖
= 0                                                 (2.6) 
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şeklinde yazılır. 

Tanım 2.24: Sınırlı 𝜑: 𝑋 → 𝑌 fonksiyonu verilsin. 

𝜔(𝜑, 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝{|𝜑(𝑡1) − 𝜑(𝑡2)|: 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑋, |𝑡1 − 𝑡2| ≤ 𝛿},  

𝛿 ∈ (0, ℓ], ℓ = 𝑚𝑎𝑥{|𝑡1 − 𝑡2|: 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑋} = 𝑑𝑖𝑎𝑚𝑋 

şeklindee tanımlanane 𝜔(𝜑, 𝛿), 𝛿 ∈ (0, ℓ] fonksiyonunae 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑋 e fonksiyonunun 

süreklilik modülü denir.  

Süreklilike modülününe özelliklerie aşağıdae verilmiştir: 

1. Süreklilik modülü sürekli bir fonksiyondur. 

2. Süreklilik modülü azalmayan bir fonksiyondur. 

3. Her 𝑥1, 𝑥2 > 0 için 𝜔(𝑥1 + 𝑥2) ≤ 𝜔(𝑥1) + 𝜔(𝑥2)’dir. 

4. 𝜔(0) = 0 

5. Her 𝑥 > 0 ve 𝛼 > 0 için 
𝜔(𝑥)

𝑥
 ve 

𝜔(𝑥)

𝑥𝛼  fonksiyonları azalandır.  

Teorem 2.1 (Daralma Dönüşüm Prensibi veya Banach Sabit Nokta Prensibi): 𝐷,e 𝑋 

Banach uzayında boş olmayan kapalı bir küme olsun eve  𝐴’nın,  𝐷’nin e içindee 

daralmae operatörüe olduğunu varsayalım: 𝐴(𝐷) ⊂ 𝐷. O zaman, 𝐷’de 𝐴’nın teke bire 𝑥∗ 

sabite noktası vardır; başka bire deyişle 

𝑥 = 𝐴𝑥 

denkleminin 𝐷’de teke bire 𝑥∗ çözümü vardır. 

Teorem 2.2 (Ortalama Değer Teoremi):e𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ e fonksiyonue süreklie ve 

(𝑎, 𝑏)’da türevlenebiliyorsa, 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑐)(𝑏 − 𝑎)e olacake şekilde en az bir 

tane 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) sayısı vardır. 
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Teorem 2.3(Lineer Olmayan Operatörler İçin Ortalama Değer Teoremi): 𝐹: 𝑋 → 𝑌 

operatörü dış bükeye bire 𝐷 ⊂ 𝑋 kümesinde sürekli ℱ − türevlenebilir olsun. Bu 

durumda here bire 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐷 için 

𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑥0) = ∫ 𝐹′(𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0))

1

0

(𝑥 − 𝑥0)𝑑𝜃                    (2.7) 

Lagrange formülü doğrudur[29]. 

İspat: 𝑥 = 𝐺(𝜃) = 𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0), 0 ≤ 𝜃 ≤ 1 (𝐺: [0,1] → 𝐷) olmak üzere 

 𝐹 ∘ 𝐺: [0,1] → 𝑌 operatörünü göz önüne alalım. 𝐺′(𝜃) = 𝑥 − 𝑥0 olacağından zincire 

kuralı dolayısıyla 

(𝐹 ∘ 𝐺)′(𝜃) = 𝐹′(𝐺(𝜃)). 𝐺′(𝜃) 

veya 

𝑑

𝑑𝜃
𝐹(𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0)) = 𝐹′(𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0))(𝑥 − 𝑥0) 

                                                               = 𝐹′(𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0))𝑑(𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0)) 

olur. O zaman 

∫ 𝐹′(𝑥)𝑑𝑥

𝑥0+∆𝑥

𝑥0

= 𝐹(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥0) 

formülüne göre 

∫ 𝐹′(𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0))

1

0

(𝑥 − 𝑥0)𝑑𝜃 = ∫ 𝐹′(𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0))

1

0

𝑑(𝑥0 + 𝜃(𝑥 − 𝑥0)) 

                                     = ∫ 𝐹′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

= 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑥0) 

olduğu ve dolayısıyla (2.7) formülünün doğruluğu elde edilir. 
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Şimdi Banach Sabit Nokta Prensibini kullanılarak aşağıdaki teorem ispatlanır: e 

Teorem 2.4: 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥)efonksiyonue 𝐺 üzerindee süreklie 3. değişkene göre Lipshitz 

koşulunu sağlasın. Yani her (𝑡, 𝑠, 𝑥1), (𝑡, 𝑠, 𝑥2) ∈ 𝐺 için e 

|𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥1) − 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥2)| ≤ 𝐿|𝑥1 − 𝑥2|                                  (2.8) 

olacak şekilde 𝐿 > 0 sayısı var olsun. Bu durumda, e  

𝑥(𝑡) = 𝜆 ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑏

𝑎

                                            (2.9) 

denkleminin e |𝜆| < 𝜆0 olduğundae 𝐶[𝑎, 𝑏] e uzayındae teke bire 𝑥∗(𝑡) çözümü vardır. 

Buradae 

𝜆0 = 𝑚𝑖𝑛 {
1

𝐿(𝑏 − 𝑎)
,

𝑟

𝑟𝐿(𝑏 − 𝑎) + 𝐿
} 

𝐿 = 𝑚𝑎𝑥 {∫|𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑜|𝑑𝑠: 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

𝑏

𝑎

} 

𝑟 > 0 ve 𝐿 ise (2.8) Lipshitz koşulunun sağlandığı sayıdır. Herhangi başlangıç      𝑥0 ∈

𝐶[𝑎, 𝑏], ‖𝑥‖∞ ≤ 𝑟 fonksiyonu içine e 

𝑥𝑛(𝑡) = 𝜆 ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛(𝑠))𝑑𝑠

𝑏

𝑎

, 𝑛 = 1,2, ….                              (2.10) 

şeklindee tanımlanane (𝑥𝑛(𝑡)) dizisie 𝑥∗(𝑡) fonksiyonunae düzgüne yakınsaktır ve e 

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖∞ ≤
𝛼𝑛

1 − 𝛼
‖𝑥1 − 𝑥0‖∞, 𝛼 = |𝜆|𝐿(𝑏 − 𝑎)                     (2.11) 

değerlendirmesi doğrudur [30].  

İspat: (2.8) koşulunun 𝑟 herhangi bir pozitif sayı olmak üzere 

�̅� = {(𝑡, 𝑠, 𝑥) ∈ ℝ3: 𝑎 ≤ 𝑡, 𝑠 ≤ 𝑏, −𝑟 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟} 

üzerinde sağlandığını varsayalım. 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayınıne 

𝑆𝑟(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑥 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]: ‖𝑥‖ ≤ 𝑟} 
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kapalı yuvarındae 

𝐴𝑥(𝑡) = 𝜆 ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑏

𝑎

                                                 (2.12) 

operatörü verilsin. 

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆𝑟(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ fonksiyonları için (2.8) koşulundan 

|𝐴𝑥1(𝑡) − 𝐴𝑥2(𝑡)| ≤ |𝜆| ∫|𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥1(𝑠)) − 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥2(𝑠))|𝑑𝑠

𝑏

𝑎

 

≤ 𝛼‖𝑥1 − 𝑥2‖∞ , 𝛼 = |𝜆|𝐿(𝑏 − 𝑎)                                   

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla 𝛼 <
1

𝐿(𝑏−𝑎)
 olduğundan (2.12) şeklinde tanımlanan 𝐴 

operatörüe daralmae operatörüe olur. |𝜆| < 𝜆0 olduğundan (2.9) denkleminine tek bir  

𝑥∗(𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] çözümüe vardıre ve e (2.10) biçimindee tanımlı (𝑥𝑛(𝑡)) dizisi 𝑥∗(𝑡) 

fonksiyonuna [𝑎, 𝑏] üzerinde düzgün yakınsaktır ve (𝑥𝑛) dizisinin 𝑥∗ çözümüne 

yakınsama hızı (2.11) ile verilir.  

Böylece Teorem 2.4 ispatlanmış olur. 

Lineer olmayane 

𝑥(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝑔(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                           (2.13) 

Volterra integrale denklemi verilmiş olsun. Burada 𝑥(𝑡) bilinmeyene bire fonksiyon 

olup 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥) ve 𝑔(𝑡) fonksiyonları ise sırasıyla aşağıdaki koşulları sağlasın. 𝑓 ve 𝑔 

fonksiyonları 

{(𝑡, 𝑠, 𝑥) ∈ ℝ3: 0 ≤ 𝑡, 𝑠 ≤ 𝑇 − ∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞} 

ve [0, 𝑇] üzerinde verilen sürekli fonksiyonlar ve here e 

(𝑡, 𝑠) ∈ [0, 𝑇]2, 𝑥, 𝑦 ∈ (−∞, ∞) 

için 
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|𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥) − 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑦)| ≤ 𝑎(𝑡, 𝑠)|𝑥 − 𝑦|                              (2.14) 

olsun. Burada, 𝑎(𝑡, 𝑠) [0, 𝑇]2 üzerindee negatife olmayane süreklie bir fonksiyondur. 

𝑥(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇] için  

𝐴𝑥(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝑔(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 

şeklinde tanımlanan 𝐴: 𝐶[0, 𝑇] → 𝐶[0, 𝑇] operatörüne bakalım ve 𝑥 ∈ 𝐶[0, 𝑇] 

fonksiyonunun normue 

‖𝑥‖0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑒−𝐿1𝑡|𝑥(𝑡)|: 𝑡 ∈ [0, 𝑇]}                                  (2.15) 

şeklinde tanımlansın. Burada 𝐿1 pozitif bire sayıdır. Here 𝑥 ∈ 𝐶[0, 𝑇] için 

𝑒−𝐿1𝑡‖𝑥‖∞ ≤ ‖𝑥‖0 ≤ ‖𝑥‖∞ 

eşitsizliği doğru olduğundan (‖𝑥‖∞ = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥(𝑡)|: 𝑡 ∈ [0, 𝑇]}) 𝐶[0, 𝑇] üzerindeki ‖. ‖∞ 

ve ‖. ‖0 normları denktirler. 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶[0, 𝑇] fonksiyonları içine (2.14) koşulundan e 

|𝐴𝑥(𝑡) − 𝐴𝑦(𝑡)| ≤ ∫|𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠)) − 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑦(𝑠))|𝑑𝑠

𝑡

0

≤ ∫ 𝑎(𝑡, 𝑠)|𝑥(𝑠) − 𝑦(𝑠)|𝑑𝑠

𝑡

0

≤ ‖𝑥 − 𝑦‖0 ∫ 𝑎(𝑡, 𝑠)𝑒−𝐿1𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

 

elde edilir. O halde, 

𝑒−𝐿1𝑇|𝐴𝑥(𝑡) − 𝐴𝑦(𝑡)| ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖0𝑒−𝐿1𝑡 ∫ 𝑎(𝑡, 𝑠)𝑒−𝐿1𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

 

ve dolayısıyla e 

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖ ≤ 𝛼‖𝑥 − 𝑦‖0, 𝛼 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑒−𝐿1𝑡 ∫ 𝑎(𝑡, 𝑠)𝑒−𝐿1𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

: 𝑡 ∈ [0, 𝑇]} 

elde edilir. Eğer 𝑎(𝑡, 𝑠) = 𝐿 > 0 ise e 
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𝛼 = 𝑚𝑎𝑥 {
𝐿(1 − 𝑒−𝐿1𝑡)

𝐿1
: 𝑡 ∈ [0, 𝑇]} =

𝐿(1 − 𝑒−𝐿1𝑇)

𝐿1
. 

Eğer 𝛼 < 1 ise (𝑎(𝑡, 𝑠) = 𝐿 > 0 olduğunda 𝐿 ≤ 𝐿1 ise) 𝐴 operatörüe (𝐶[0, 𝑇], ‖. ‖0 ) 

uzayındae daralmae operatörüe olur. Oe haldee Banach Sabit Nokta Teoremi gereğince 

(2.13) denkleminin teke bire 𝑥∗(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇] çözümüe vardıre vee heree başlangıç 𝑥0(𝑡) ∈

𝐶[0, 𝑇] fonksiyonu içine e 

𝑥𝑛(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝑔(𝑡), 𝑛 = 1,2, ….                          (2.16) 

biçiminde tanımlanan (𝑥𝑛(𝑡)) dizisi 𝑥∗(𝑡) fonksiyonuna (2.15) normuna göre [0, 𝑇] 

aralığında düzgün yakınsaktır ve yakınsamanın hızı içine 

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖0 ≤
𝛼𝑛

1 − 𝛼
‖𝑥1 − 𝑥0‖0                                       (2.17) 

değerlendirmesi doğrudur. 

(2.8) koşulunda 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥) ≡ 𝐾(𝑡, 𝑠)ℎ(𝑠, 𝑥) alalım. Burada 𝐾(𝑡, 𝑠) ve ℎ(𝑠, 𝑥) 

fonksiyonları sırasıyla [0, 𝑇]2, 𝐺 = {(𝑠, 𝑥) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇, −∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞} üzerinde 

sürekli fonksiyonlardır ve her 𝑠 ∈ [0, 𝑇], 𝑥, 𝑦 ∈ (−∞, ∞) için 

|ℎ(𝑠, 𝑥) − ℎ(𝑠, 𝑦)| ≤ 𝑎(𝑠)|𝑥 − 𝑦| 

olacak şekilde [0, 𝑇] üzerindee negatife olmayane vee süreklie 𝑎(𝑠) fonksiyonu vardır. Bu 

durumdae 

𝑎(𝑡, 𝑠) = |𝐾(𝑡, 𝑠)|𝑎(𝑠) 

olduğundane 

𝛼 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑒−𝐿1𝑡 ∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|𝑎(𝑠)𝑒−𝐿1𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

: 𝑡 ∈ [0, 𝑇]} 

olur. Her (𝑡, 𝑠) ∈ [0, 𝑇]2 için |𝐾(𝑡, 𝑠)| ≤ 𝐿 ve her 𝑠 ∈ [0, 𝑇] için 𝑎(𝑠) ≤ 𝑙 ise 

𝛼 = 𝐿𝑙
1 − 𝑒−𝐿1𝑇

𝐿1
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olur. Bununla berabere 

𝐴𝑥(𝑡) = ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠)ℎ(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝑔(𝑡), 𝑥 ∈ 𝐶[0, 𝑇] 

için   

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖0 ≤ 𝛼‖𝑥 − 𝑦‖0 

elde edilir. Eğer 𝛼 < 1 ise (her (𝑡, 𝑠) ∈ [0, 𝑇]2 için |𝐾(𝑡, 𝑠)| ≤ 𝐿 ve 𝑎(𝑠) ≤ 𝑙 olduğunda 

𝐿𝑙 ≤ 𝐿1 ise) 𝐴 operatörü daralma operatörü olur. Bu durumda 

𝑥(𝑡) = ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠)ℎ(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝑔(𝑡)                                    (2.18) 

denkleminin teke bire 𝑥∗(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇] çözümü vardır. Here başlangıç 𝑥0 ∈ 𝐶[0, 𝑇] 

fonksiyonu içine 

𝑥𝑛(𝑡) = ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠)ℎ(𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝑔(𝑡), 𝑛 = 1,2, … .. 

biçiminde e tanımlanan e (𝑥𝑛(𝑡)) e dizisi e 𝑥∗(𝑡) e fonksiyonuna e (2.15) e normuna 

göre yakınsar ve (2.17) değerlendirmesi doğrudur. 

Lineere olmayan e fonksiyonele denklemlerine çözümlerinin e bulunması e içine ene 

çok kullanılan metotlardan biri de Newton Metodudur. İlke keze bue metode reele 

değişkenli ve reele değerli 𝐹: ℝ → ℝ  fonksiyonları içine e 

𝐹(𝑥) = 0                                                         (2.19) 

şeklindeki denklemlere içine Newton e tarafından e ileri e sürülmüşe vee Banach 

uzaylarında verilene operatörlü denklemlere içine L. V. Kantorovich tarafından 

genelleştirilmiştir [27]. 

(2.19) denkleminin 𝑥∗ kökü komşuluğunda 𝐹 kesine artan ve yukarı dış bükeye bire 

fonksiyon olsun. 𝑥∗ köküne yeteri kadar yakın olan 𝑥0 başlangıç yaklaşımını seçelim. 

𝑀0(𝑥0, 𝐹(𝑥0)) noktasından 𝑦 = 𝐹(𝑥) eğrisine çizilene e 
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𝑦 = 𝐹(𝑥0) + 𝐹′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

teğet denklemini ele alalım. 𝐹′(𝑥0) ≠ 0 olduğunda bu doğru ile 𝑥 ekseninin kesiştiği 

nokta 

𝑥1 = 𝑥0 −
𝐹(𝑥0)

𝐹′(𝑥0)
 

olur. Ayrıca 𝑀1(𝑥1, 𝐹(𝑥1)) noktasından 𝑦 = 𝐹(𝑥) eğrisine çizilene teğete denklemi  

𝑦 = 𝐹(𝑥1) + 𝐹′(𝑥1)(𝑥 − 𝑥1) 

bulunur ve  𝐹′(𝑥1) ≠ 0 olduğundae bue doğrue ilee 𝑥 ekseninine kesiştiğie nokta 

𝑥2 = 𝑥1 −
𝐹(𝑥1)

𝐹′(𝑥1)
 

olarak bulunur. 𝐹′(𝑥𝑛) ≠ 0, 𝑛 = 0,1,2, …. olduğundae bue süreçe benzere şekilde devam 

ettirilerek 

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 −
𝐹(𝑥𝑛−1)

𝐹′(𝑥𝑛−1)
 , 𝑛 = 1,2, … .. 

biçiminde tanımlanan (𝑥𝑛) ⊂ ℝ dizisi elde edilmiş olur. 

|𝑥𝑛 − 𝑥∗| yeteri e kadar e küçük e olduğundan e (𝑥𝑛) e dizisie 𝑥∗ kökünee yüksek hızla 

yaklaşır. Skaler denklemlere içine tanımlanane bue yönteme Newton Teğetler Yöntemi 

denir. 

𝑋 ve 𝑌 Banach uzayı ve 𝐹: 𝑋 → 𝑌 bire operatöre olmak e üzere e 𝐹(𝑥) = 0 şeklindeki 

denklemini ele alalım. 𝐹 operatörü 𝑟 > 0 yarıçaplı 𝑆𝑟(𝑥0) yuvarında (𝑥0 ∈ 𝑋 olarak 

𝐹(𝑥) = 0 denkleminine istenene 𝑥∗ çözümüe içine başlangıç yaklaşımı kabul edilir.) ℑ-

türevlenebilir olsun. Ardışık yaklaşımların 

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 − [𝐹′(𝑥𝑛−1)]−1𝐹(𝑥𝑛−1) ,    𝑛 = 1,2, … ..                      (2.20) 

formülü (iterasyon prosesi) yardımıyla hesaplanabilir. 

Sonsuz boyutlu uzaylar halinde [𝐹′(𝑥𝑛−1)]−1 terse operatörlerine bulunması yeteri 

kadar karmaşık bir probleme olduğundan (2.20) formülü yardımıyla bulunan (𝑥𝑛) dizisi 

yerine  
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𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 − [𝐹′(𝑥0)]−1𝐹(𝑥𝑛−1) ,    𝑛 = 1,2, … ..                      (2.21) 

biçiminde e tanımlanan e (𝑥𝑛) e dizisine e bakılması e uygun e olur. E (2.21) dizisini 

bulmak için [𝐹′(𝑥0)]−1 terse operatörü here adımdae hesaplanmaze ancake 𝑥 

argümentinine teke bire 𝑥 = 𝑥0 değerindee hesaplanır. Kaynaklardae (2.20) yöntemine 

esas, (2.21) yöntemine ise şekli değiştirilmiş Newton Metodu denir. Şimdi (2.20) ve 

(2.21) iterasyon proseslerinin yakınsaklığı ile ilgili aşağıdaki teoremler verilebilir [30]. 

Teorem 2.5: 𝑋 ve 𝑌 Banach uzayları 𝐹: 𝑋 → 𝑌 operatörü şu koşulları sağlasın: 

1) 𝑟 > 0 ve 𝑥0 ∈ 𝑋 olmak üzere 𝐹 operatörü 𝑆𝑟(𝑥0) ⊂ 𝑋 yuvarında ℑ-türevlenebilirdir. 

2) 𝐹′(𝑥) türevi 𝑆𝑟(𝑥0) yuvarında 𝑙 > 0 katsayısı ile Lipschitz koşulu sağlanır. 

3) 𝐹′(𝑥): 𝑆𝑟(𝑥0) → 𝐿(𝑋, 𝑌) operatörünün sürekli tersi var ve ∀𝑥 ∈ 𝑆𝑟(𝑥0) için 

‖[𝐹′(𝑥)]−1‖ ≤ 𝑚                                                     (2.22) 

olacak şekilde bir 𝑚 > 0 sayısı vardır. 

4) ‖𝐹(𝑥0)‖ ≤ 𝜂. 

Bu durumda eğer e 

𝑞 =
1

2
𝑚2𝑙𝜂 < 1 

ve e 

𝑟′ = 𝑚𝜂 ∑ 𝑞2𝑘−1

∞

𝑘=0

< 𝑟                                               (2.23) 

ise e (2.19) e denkleminin e (2.20) e Newton e iterasyon e prosesinin e yaklaştığı e bir 

𝑥∗ ∈ 𝑆𝑟(𝑥0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  çözümü vardır ve terimleri (2.20) biçiminde tanımlanan 𝑥𝑛 dizisinin 𝑥∗ ‘a 

yaklaşma hızı e 

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ ≤ 𝑚𝜂
𝑞2𝑛−1

1 − 𝑞2𝑛 

eşitsizliği yardımıyla verilir. 
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Teorem 2.6: 𝑋 Banach uzayı, 𝐹: 𝑋 → 𝑋 operatörü 𝑆𝑟(𝑥0) ⊂ 𝑋 yuvarında ℑ- 

türevlenebilir ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑟(𝑥0) için 

‖𝐹′(𝑥) − 𝐹′(𝑦)‖ ≤ 𝑙‖𝑥 − 𝑦‖                                    (2.24) 

olacak şekilde 𝑙 > 0 sayısıe  mevcute olsun. İlavee olarake 𝐹′(𝑥0) ∈ 𝐿(𝑋) operatörünün 

[𝐹′(𝑥0)]−1 tersi var ve 

‖[𝐹′(𝑥0)]−1‖ ≤ 𝑚 , ‖[𝐹′(𝑥0)]−1𝐹(𝑥0)‖ ≤ 𝜂                        (2.25) 

olacak şekilde 𝑚 > 0 ve 𝜂 > 0 sayıları var olsun. Eğer 2𝑚𝑙𝜂 < 1 ve  

𝑟0 =
(1 − √1 − 2𝑚𝑙𝜂)

𝑚𝑙
≤ 1 

ise 𝐹(𝑥) = 0 denkleminin 𝑥∗ ∈ 𝑆𝑟0
(𝑥0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ teke bire çözümü vardır ve (2.21) biçiminde 

tanımlanan Newton iterasyon prosesi bu çözüme 

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ ≤
(1 − √1 − 2𝑚𝑙𝜂)

𝑛

√1 − 2𝑚𝑙𝜂
𝑚𝜂                               (2.26) 

hızla yaklaşır. 

Şimdi 𝐹(𝑥) operatörünün 

𝐹(𝑥) = 𝐹1(𝑥) + 𝐹2(𝑥) 

şeklinde e gösterilebildiğini e varsayalım. Eğer e 𝐹1(𝑥) e operatörünün e 𝐹1
′(𝑥), ℑ- 

türevinin [𝐹1
′(𝑥)]−1 tersi varsa ve kolayca hesaplanabiliyorsa, 𝐹2(𝑥) operatörü ise 

norma göre yeteri kadar küçük bire operatör ise 

𝐹1(𝑥) + 𝐹2(𝑥) = 0                                              (2.27) 

denkleminin tahmini çözümünün bulunması içine 

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 − [𝐹′(𝑥𝑛−1)]−1(𝐹1(𝑥𝑛−1) + 𝐹2(𝑥𝑛−1)) , 𝑛 = 1,2, ….          (2.28) 

biçiminde veya 

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 − [𝐹1
′(𝑥0)]−1(𝐹1(𝑥𝑛−1) + 𝐹2(𝑥𝑛−1)) , 𝑛 = 1,2, ….          (2.29) 
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şeklindee tanımlanane iterasyone proseslerindene birisinin  kullanılması faydalı olur. 

Örneğin (2.29) prosesinin yakınsaklığına dair şu teorem ispatlanabilir: 

Teorem 2.7: 𝑋 bire Banach uzayı, 𝐹1: 𝑋 → 𝑋 operatörüe 𝑆𝑟(𝑥0) ⊂ 𝑋 yuvarındae ℑ- 

türevlenebilire vee here 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑟(𝑥0) içine 

‖𝐹1
′(𝑥) − 𝐹1

′(𝑦)‖ ≤ 𝑙1‖𝑥 − 𝑦‖                                         (2.30) 

olacake şekildee 𝑙1 > 0 sayısıe vee 𝐹1
′(𝑥0) ∈ 𝐿(𝑋) operatörünün [𝐹1

′(𝑥0)]−1 tersi mevcut 

ve  

‖[𝐹1
′(𝑥0)]−1‖ ≤ 𝑚1, ‖[𝐹1

′(𝑥0)]−1𝐹1(𝑥0)‖ ≤ 𝜂1                       (2.31) 

olacake şekildee 𝑚1 > 0 ve 𝜂1 > 0 sayılarıe vare olsun. 𝐹2: 𝑋 → 𝑋 operatörü her  

𝑥 ∈ 𝑆𝑟(𝑥0) için 

‖[𝐹1
′(𝑥0)]−1𝐹2(𝑥0)‖ ≤ 𝜂2                                            (2.32) 

ve here 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑟(𝑥0) içine 

‖𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑦)‖ ≤ 𝑙2‖𝑥 − 𝑦‖                                       (2.33) 

olacake şekildee 𝜂2 > 0, 𝑙2 > 0 sayılarıe vare olsun. Eğer  

𝑚1
2𝑙2

2 < 1 − 2𝑚1𝑙1(𝜂1 + 𝜂2)  ve 𝛿0 =
1 − √1 − 2𝑚1𝑙1(𝜂1 + 𝜂2)

𝑚1𝑙1
≤ 𝑟 

ise (2.27) denkleminine teke bire 𝑥∗ ∈ 𝑆𝛿0
(𝑥0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  çözümüe vardıre vee terimleri (2.29) 

biçimindee tanımlanane iterasyone prosesie 𝑥∗  çözümüne  

𝑞1 = 1 − √1 − 2𝑚1𝑙1(𝜂1 + 𝜂2) + 𝑚1𝑙2 

olmak üzere 

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ ≤
𝑞1

𝑛

1 − 𝑞1
(𝜂1 + 𝜂2)                                   (2.34) 

hızla yaklaşır. 
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Not 2.2: Teorem 2.5, Teorem 2.6 ve Teorem 2.7’üne koşullarındane görüldüğüe gibi 

(2.20), (2.21) ve (2.29) iterasyone proseslerinine yakınsaklığıe 𝑥0 başlangıç 

yaklaşımınıne (2.19)  denkleminine 𝑥∗  çözümünee yeterie kadare yakıne olduğu 

durumda gerçekleşebilir. Bue nedenlee söze konusue özelliğee sahipe başlangıç 

yaklaşımlarınıne iyie seçilmesie öneme taşımaktadır. 

Not 2.3: 𝐹1(𝑥) = 0 denkleminine bire 𝑥0
∗ çözümüe varsae (2.29) prosesindee 𝑥0 

başlangıçe yaklaşımıe olarake 𝑥0
∗ elemanı veya 𝑥0

∗ elemanınae yakıne olane herhangi bir 

elemanın alınması faydalı olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



25 
 

3. BAZI SİNGÜLER İNTEGRAL OPERATÖRLER 

 

Bu bölümde, (1.2) formülü ile tanımlanan 𝑆: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻𝛼 ve 𝑆+: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻𝛼 operatörlerinin 

bazı özellikleri verilecektir [10]. 

Teorem 3.1: 𝜑 ∈ 𝐽0 ve 𝑆: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻𝛼 ve 𝑆+: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻𝛼 operatörlerie (1.2) şeklinde 

tanımlanmışe olsun. O halde, her 𝑥 ∈ (0,1] içine 

𝜔(𝑆𝜑, 𝑥) ≤ 𝑐1𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑥)                                        (3.1) 

𝜔(𝑆+𝜑, 𝑥) ≤ 𝑐2𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑥)                                        (3.2) 

eşitsizliği doğrudur. Buradae 

𝑐1 =
1

𝜋
(

67

6
+ ln 3)  ve 𝑐2 =

2

𝜋
 

belirlie sabitlerdir. 

İspat: Aşağıdakie fonksiyonlarıe tanımlayalım: 

𝜙(𝑡) = {
𝜑(𝑡)  ,                𝑡 ∈ [0,1] için

0  , 𝑡 ∈ [−1,2]/[0,1] için
 

vee 

𝐹𝜙(𝑡) =
1

𝜋
∫

𝜙(𝜏)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏

2

−1

, 𝑡 ∈ (−1,2) 

𝐹: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻𝛼 operatörüe 

𝐹𝜙(𝑡) =
1

𝜋
∫

𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏

2

−1

+
1

𝜋
𝜙(𝑡) ln

2 − 𝑡

1 + 𝑡
, 𝑡 ∈ (−1,2) 

olarak yazılabilir. 

𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,1], 0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 ≤ 1(0 < 𝑡2 − 𝑡1 ≤ 1) ve 𝜀 =
𝑡2−𝑡1

2
  olsun. Bu durumda, 
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𝜋(𝐹𝜙(𝑡1) − 𝐹𝜙(𝑡2))

= ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
𝑑𝜏

2

−1

− ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
𝑑𝜏

2

−1

+ 𝜙(𝑡2) ln
2 − 𝑡2

1 + 𝑡2

− 𝜙(𝑡1) ln
2 − 𝑡1

1 + 𝑡1

= ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

− ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

+ ∫ [
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
−

𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
] 𝑑𝜏

𝑡1−𝜀

−1

+ ∫ [
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
−

𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
] 𝑑𝜏

2

𝑡2−𝜀

+ 𝜙(𝑡2) ln
2 − 𝑡2

1 + 𝑡2

− 𝜙(𝑡1) ln
2 − 𝑡1

1 + 𝑡1

= ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

− ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

+ ∫ [
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡2
−

𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
+

𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
] 𝑑𝜏

𝑡1−𝜀

−1

+ ∫ [
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
−

𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡1
+

𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡1
] 𝑑𝜏

2

𝑡2−𝜀

+ 𝜙(𝑡2) ln
2 − 𝑡2

1 + 𝑡2
− 𝜙(𝑡1) ln

2 − 𝑡1

1 + 𝑡1

= ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

− ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

(𝜏 − 𝑡1)(𝜏 − 𝑡2)
𝑑𝜏

𝑡1−𝜀

−1

+ [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)] ∫
𝑑𝜏

𝜏 − 𝑡2

𝑡1−𝜀

−1

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

(𝜏 − 𝑡1)(𝜏 − 𝑡2)
𝑑𝜏

2

𝑡2−𝜀

+ [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)] ∫
𝑑𝜏

𝜏 − 𝑡1

2

𝑡2−𝜀
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+ 𝜙(𝑡2) ln
2 − 𝑡2

1 + 𝑡2
− 𝜙(𝑡1) ln

2 − 𝑡1

1 + 𝑡1

= ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

− ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

(𝜏 − 𝑡1)(𝜏 − 𝑡2)
𝑑𝜏

𝑡1−𝜀

−1

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

(𝜏 − 𝑡1)(𝜏 − 𝑡2)
𝑑𝜏

2

𝑡2−𝜀

+ [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)][ln|𝑡1 − 𝜀 − 𝑡2| − ln(1 + 𝑡2)]

+ [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)][ln(2 − 𝑡1) − ln|𝑡2 − 𝜀 − 𝑡1|] + 𝜙(𝑡2) ln
2 − 𝑡2

1 + 𝑡2

− 𝜙(𝑡1) ln
2 − 𝑡1

1 + 𝑡1
 

yazılabilir. Basit hesaplamalar sonucunda 

[𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)][ln|𝑡1 − 𝜀 − 𝑡2| − ln(1 + 𝑡2)]

+ [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)][ln(2 − 𝑡1) − ln|𝑡2 − 𝜀 − 𝑡1|] + 𝜙(𝑡2) ln
2 − 𝑡2

1 + 𝑡2

− 𝜙(𝑡1) ln
2 − 𝑡1

1 + 𝑡1

= [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)] [ln
3

2
(𝑡2 − 𝑡1) − ln(1 + 𝑡2)]

+ [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)] [ln(2 − 𝑡1) − ln
𝑡2 − 𝑡1

2
]

+ 𝜙(𝑡2)[ln(2 − 𝑡2) − ln(1 + 𝑡2)] − 𝜙(𝑡1)[ln(2 − 𝑡1) − ln(1 + 𝑡1)]

= [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)] [ln 3 + ln
𝑡2 − 𝑡1

2
− ln(1 + 𝑡2)]

+ [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)] [ln(2 − 𝑡1) − ln
𝑡2 − 𝑡1

2
]

+ 𝜙(𝑡2)[ln(2 − 𝑡2) − ln(1 + 𝑡2)] − 𝜙(𝑡1)[ln(2 − 𝑡1) − ln(1 + 𝑡1)]

= 𝜙(𝑡1) ln
1 + 𝑡1

1 + 𝑡2
+ 𝜙(𝑡2) ln

2 − 𝑡2

2 − 𝑡1
+ [𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)] ln 3 

yazılır. Böylecee 

𝜋(𝐹𝜙(𝑡2) − 𝐹𝜙(𝑡1)) = ∑ 𝐼𝑣

7

𝑣=1
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yazılabilir. 

Burada, 

𝐼1 = ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

𝜏 − 𝑡2
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

 , 

 𝐼2 = − ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

 

𝐼3 = (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡1)

(𝜏 − 𝑡1)(𝜏 − 𝑡2)
𝑑𝜏

𝑡1−𝜀

−1

 ,  

𝐼4 = (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜙(𝜏) − 𝜙(𝑡2)

(𝜏 − 𝑡1)(𝜏 − 𝑡2)
𝑑𝜏

2

𝑡2−𝜀

, 

𝐼5 = 𝜙(𝑡1) ln
1 + 𝑡1

1 + 𝑡2
 , 

 𝐼6 = 𝜙(𝑡2) ln
2 − 𝑡2

2 − 𝑡1
 , 

 𝐼7 = (𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)) ln 3. 

Şimdie 𝑣 = 1, … . ,7 için |𝐼𝑣|’nın değerlendirmesini ele alalım. Oe halde, 

|𝐼1| ≤ ∫
𝜔(𝜙, |𝜏 − 𝑡2|)

|𝜏 − 𝑡2|
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

= ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝜀+𝑡2−𝑡1

𝜀

= ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 + 𝜀)

𝜉 + 𝜀
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

sağlanır. Benzer şekilde, 
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|𝐼2| ≤ ∫
𝜔(𝜙, |𝜏 − 𝑡1|)

|𝜏 − 𝑡1|
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1−𝜀

= ∫
𝜔(𝜙, 𝑡1 − 𝜏)

𝑡1 − 𝜏
𝑑𝜏

𝑡1

𝑡1−𝜀

+ ∫
𝜔(𝜙, 𝜏 − 𝑡1)

𝜏 − 𝑡1
𝑑𝜏

𝑡2−𝜀

𝑡1

= 2 ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝜀

0

= 2 ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 2⁄ )

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤ 2 ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

yazılabilir. Ayrıca, 

|𝐼3| ≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝑡1 − 𝜏)

(𝑡1 − 𝜏)(𝑡2 − 𝜏)
𝑑𝜏

𝑡1−𝜀

−1

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1+𝑡1

𝜀

= ∑ 𝐼3
𝑣

3

𝑣=1

 

yazılabilir. Burada, 

𝐼3
(1)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

𝜀

,  

𝐼3
(2)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

 

𝐼3
(3)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1+𝑡1

1

. 

𝐼3
(1)

 ve 𝐼3
(2)

 için 

𝐼3
(1)

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

𝜀

= ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 + 𝜀)

𝜉 + 𝜀
𝑑𝜉

𝜀

0

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝜀

0

= ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 2⁄ )

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

𝐼3
(2)

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉. 𝜉
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

 

elde edilir. Ayrıca, 
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𝐼3
(3)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1+𝑡1

1

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 + 1)

(𝜉 + 1)(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡1

0

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡1

0

 

Bue integraline değerlendirilmesindee ikie durumue dikkatee almak gerekir: 𝑡1 ≤ 𝑡2 − 𝑡1 

ve 𝑡1 > 𝑡2 − 𝑡1. 

Durum 3.1: Eğer 𝑡1 ≤ 𝑡2 − 𝑡1 ise, o zaman 

𝐼3
(3)

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡1

0

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

Durum 3.2: Eğer 𝑡1 > 𝑡2 − 𝑡1 ise, o zamane 

𝐼3
(3)

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡1

0

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡1

𝑡2−𝑡1

 

Ek olarak, 

(𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 , 

(𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡1

𝑡2−𝑡1

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

𝑡1

𝑡2−𝑡1

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1
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yazılabilir. Bundane dolayı, 

𝐼3
(3)

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

 

elde edlir. Böylece, 𝐼3
(1)

, 𝐼3
(2)

 ve 𝐼3
(3)

 dikkate alındığında 

|𝐼3| ≤ 2 ( ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

) 

elde edilir. 

Şimdie 𝐼4’üe değerlendirelim. 

|𝐼4| ≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, |𝜏 − 𝑡2|)

|𝜏 − 𝑡1||𝜏 − 𝑡2|
𝑑𝜏

2

𝑡2−𝜀

= ∑ 𝐼4
𝑣

3

𝑣=1

 

yazılır. Buradae 

𝐼4
(1)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜏 − 𝑡2)

(𝜏 − 𝑡2)(𝜏 − 𝑡1)
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡2−𝜀

 , 

 𝐼4
(2)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜏 − 𝑡2)

(𝜏 − 𝑡2)(𝜏 − 𝑡1)
𝑑𝜏

𝑡2+𝜀

𝑡2

 , 

  𝐼4
(3)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜏 − 𝑡2)

(𝜏 − 𝑡2)(𝜏 − 𝑡1)
𝑑𝜏

2

𝑡2+𝜀

. 
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𝐼4
(1)

 içine 

𝐼4
(1)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝑡2 − 𝑡1 − 𝜉)
𝑑𝜉

𝜀

0

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1 − 𝜉)

(𝑡2 − 𝑡1 − 𝜉)𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

𝜀

≤ 2 ∫
𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1 − 𝜉)

𝑡2 − 𝑡1 − 𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

𝜀

= 2 ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝜀

0

= 2 ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 2⁄ )

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤ 2 ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

elde edilir. Benzere şekilde, 

𝐼4
(2)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝜀

0

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝜀

0

= ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 2⁄ )

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

yazabilir. 𝐼4
(3)

 içine 

𝐼4
(3)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜏 − 𝑡2)

(𝜏 − 𝑡2)(𝜏 − 𝑡1)
𝑑𝜏

2

𝑡2+𝜀

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

2−𝑡2

𝜀

= ∑ 𝐼4
(3,𝑣)

3

𝑣=1

 

eşitliğini yazılır. Buradae  

𝐼4
(3,1)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

𝜀

 ,  

𝐼4
(3,2)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

 , 

  𝐼4
(3,3)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

2−𝑡2

1

 

şeklinde tanımlanır. 
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𝐼4
(3,1)

 ve 𝐼4
(3,2)

 için, 

𝐼4
(3,1)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

𝜀

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 + 𝜀)

(𝜉 + 𝜀)(𝜉 + 3𝜀)
𝑑𝜉

𝜀

0

≤
(𝑡2 − 𝑡1)

3𝜀
∫

𝜔(𝜙, 𝜉 + 𝜀)

𝜉 + 𝜀
𝑑𝜉

𝜀

0

=
2

3
∫

𝜔(𝜙, 𝜉 + 𝜀)

𝜉 + 𝜀
𝑑𝜉

𝜀

0

≤
2

3
∫

𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝜀

0

=
2

3
∫

𝜔(𝜙, 𝜉 2⁄ )

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤
2

3
∫

𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

𝐼4
(3,2)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉. 𝜉
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

 

yazılabilir. 

Şimdie 𝐼4
(3,3)

 göze önünee alalım. 

İlke olarak, 

𝐼4
(3,3)

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

2−𝑡2

1

= (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉 + 1)

(𝜉 + 1)(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1−𝑡2

0

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1−𝑡2

0

 

yazılabilir. 

Buradae ikie durumue dikkatee almak gerekir: 1 − 𝑡2 ≤ 𝑡2 − 𝑡1 ve 1 − 𝑡2 > 𝑡2 − 𝑡1. 

Durum 3.3: Eğer 1 − 𝑡2 ≤ 𝑡2 − 𝑡1 ise, o zamane 
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𝐼4
(3,3)

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1−𝑡2

0

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

. 

Durum 3.4: Eğer 1 − 𝑡2 > 𝑡2 − 𝑡1 ise, o zamane 

𝐼4
(3,3)

≤ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉(𝜉 + 𝑡2 − 𝑡1)
𝑑𝜉

1−𝑡2

𝑡2−𝑡1

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1−𝑡2

𝑡2−𝑡1

≤ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+ (𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

. 

Böylece, 𝐼4
(3,𝑣)

, 𝑣 = 1,2,3 içine sonuçlarıe kullanarake aşağıdakie eşitsizlike elde edilir: 

𝐼4
(3)

≤
5

3
∫

𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+ 2(𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1−𝑡2

𝑡2−𝑡1

. 

Benzere şekilde, 𝐼4
𝑣, 𝑣 = 1,2,3 içine sonuçlarıe kullanarake aşağıdakie eşitsizlik eldee 

edilir: 

|𝐼4| ≤
14

3
∫

𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+ 2(𝑡2 − 𝑡1) ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

. 

Şimdi, 𝐼𝑣, 𝑣 = 5,6,7 göz önüne alalım. 

İlke olarak, 

|𝐼5| = |𝜙(𝑡1)|(ln(1 + 𝑡2) − ln(1 + 𝑡1)). 

olsun. Sağe tarafe için, [1 + 𝑡1, 1 + 𝑡2] aralığıe üzerindee ortalamae değer teoreminie 

kullanırsak 𝜃 ∈ [0,1] içine aşağıdakie eldee edilir: 
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|𝐼5| = |𝜙(𝑡1)|
𝑡2 − 𝑡1

2 + 𝑡1 + 𝜃(𝑡2 − 𝑡1)
= |𝜙(𝑡1) − 𝜙(−1)|

𝑡2 − 𝑡1

2 + 𝑡1 + 𝜃(𝑡2 − 𝑡1)
. 

Buradane 

|𝐼5| ≤ 𝜔(𝜙, 1 + 𝑡1)
𝑡2 − 𝑡1

2 + 𝑡1 + 𝜃(𝑡2 − 𝑡1)
≤

𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1)

𝑡2 − 𝑡1

(1 + 𝑡1)
𝑡2 − 𝑡1

2 + 𝑡1 + 𝜃(𝑡2 − 𝑡1)

≤
2

2 + 𝑡1 + 𝜃(𝑡2 − 𝑡1)
𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1) ≤ 𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1) 

elde edilir. Şimdi, 

𝐼6 = 𝜙(𝑡2) ln
2 − 𝑡2

2 − 𝑡1
 

teriminie göze önünee alalım. Bunun için, ln(2 − 𝑡1) − ln(2 − 𝑡2) farkı aşağıdaki gibie 

yenidene yazılır: 

ln(2 − 𝑡1) − ln(2 − 𝑡2) = ln(1 + (1 − 𝑡1)) − ln(1 + (1 − 𝑡2)). 

1 − 𝑡1 = 𝑤1, 1 − 𝑡2 = 𝑤2 dersek, 𝑤1, 𝑤2 ∈ [0,1] ve 0 ≤ 𝑤2 < 𝑤1 ≤ 1 sonucuna varılır. 

Böylece, 

ln(2 − 𝑡1) − ln(2 − 𝑡2) = ln(1 + 𝑤1) − ln(1 + 𝑤2) 

olduğundane 

|𝐼6| = |𝜙(𝑡2)|(ln(1 + 𝑤1) − ln(1 + 𝑤2)) 

yazılır. Daha sonra, ln(1 + 𝑤) fonksiyonue için, bire öncekinee benzere şekilde, 𝜃 ∈

[0,1] iken [1 + 𝑤1, 1 + 𝑤2] aralığında ortalama değer teoremi uygulanırsa 

|𝐼6| = |𝜙(𝑡2)|
𝑤1 − 𝑤2

2 + 𝑤2 + 𝜃(𝑤1 − 𝑤2)
= |𝜙(𝑡2) − 𝜙(0)|

𝑤1 − 𝑤2

2 + 𝑤2 + 𝜃(𝑤1 − 𝑤2)
 

olur. Burada, 

|𝐼6| = |𝜙(𝑡2) − 𝜙(0)|
𝑡2 − 𝑡1

2 + 𝑤2 + 𝜃(𝑡2 − 𝑡1)
≤

𝑡2 − 𝑡1

2
(𝜙, 𝑡2) ≤

𝑡2 − 𝑡1

2

𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1)

𝑡2 − 𝑡1
𝑡2

≤
𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1)

2
 

dir. 
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 Ek olarake 

|𝐼7| = |𝜙(𝑡1) − 𝜙(𝑡2)| ln 3 ≤ 𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1) ln 3 

yazılabilir. Bundane dolayıe aşağıdakie eşitsizlike eldee edilir: 

|𝐼5| + |𝐼6| + |𝐼7| ≤ (
3

2
+ ln 3) 𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1). 

Ayrıca, 

𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1) =
𝜔(𝜙, 𝑡2 − 𝑡1)

𝑡2 − 𝑡1

(𝑡2 − 𝑡1) = ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

ifadesi yerine yazılırsa 

|𝐼5| + |𝐼6| + |𝐼7| ≤ (
3

2
+ ln 3) ∫

𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

 

elde edilir. Ancake bunune yanındae here 𝑥 ∈ (0,1] içine 𝜔(𝜑, 𝑥) = 𝜔(𝜙, 𝑥) ve her 𝑡 ∈

[0,1]] için 𝐹𝜙(𝑡) = 𝑆𝜑(𝑡), öncekie gözlemlere kullanılarak 

|𝑆𝜑(𝑡2) − 𝑆𝜑(𝑡1)| ≤ 𝑐1𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑡2 − 𝑡1), 𝑐1 =
67

6
+ ln 3                             (3.3) 

sonucuna varılır. Şimdi 𝑆+𝜑(𝑡2) − 𝑆+𝜑(𝑡1) farkını düşünelim. 

𝑆+𝜑(𝑡2) − 𝑆+𝜑(𝑡1)

=
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 + 𝑡2
𝑑𝜏

𝑡2−𝑡1

0

−
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 + 𝑡1
𝑑𝜏

𝑡2−𝑡1

0

+
𝑡2 − 𝑡1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

(𝜏 + 𝑡1)(𝜏 + 𝑡2)
𝑑𝜏

1

𝑡2−𝑡1

 

yazılır ve |𝜑(𝜏)| ≤ |𝜑(𝜏) − 𝜑(0)| ≤ 𝜔(𝜙, 𝜏) olduğundan 
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|𝑆+𝜑(𝑡2) − 𝑆+𝜑(𝑡1)|

≤
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 + 𝑡2
𝑑𝜏

𝑡2−𝑡1

0

−
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 + 𝑡1
𝑑𝜏

𝑡2−𝑡1

0

+
𝑡2 − 𝑡1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

(𝜏 + 𝑡1)(𝜏 + 𝑡2)
𝑑𝜏

1

𝑡2−𝑡1

≤
2

𝜋
∫

𝜔(𝜑, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑡2−𝑡1

0

+
𝑡2 − 𝑡1

𝜋
∫

𝜔(𝜑, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑡2−𝑡1

≤
2

𝜋
𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑡2 − 𝑡1) 

elde edilir. Böylece,  

|𝑆+𝜑(𝑡2) − 𝑆+𝜑(𝑡1)| ≤ 𝑐1𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑡2 − 𝑡1), 𝑐1 =
2

𝜋
.                                   (3.4) 

𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑡) fonksiyonu, 𝑡 ∈ [0,1]’de azalmayan olduğundan, (3.3) ve (3.4) 

eşitsizliklerinden (3.1) ve (2.2) eşitsizliklerinin doğruluğu çıkar. 

Böylece, Teorem 3.1’in ispatı tamamdır. 

Teorem 3.2: 𝑆: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻𝛼 ve 𝑆+: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻𝛼 operatörlerie (1.2) denklemindekie gibi 

tanımlanmış olsun. Bu durumda 

‖𝑆‖𝛼 ≤ 𝐴(𝛼), ‖𝑆+‖𝛼 ≤ 𝐵(𝛼),                                          (3.5) 

‖𝑆‖∞ ≤ 𝐶(𝛼), ‖𝑆+‖∞ ≤ 𝐷(𝛼)                                          (3.6) 

eşitsizlikleri doğrudur. Burada 𝐴(𝛼), 𝐵(𝛼), 𝐶(𝛼) ve 𝐷(𝛼) 𝛼 parametresinee bağlıe 

sabitlerdir. 

İspat: Teorem 4.1’e göre, her 𝜑 ∈ 𝐽0 ve 𝑥 ∈ (0,1]  için 

𝜔(𝑆𝜑, 𝑥) ≤ 𝑐1𝑍(𝜔(𝜑,∙), 𝑥) = 𝑐1 (∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

𝑥

0

+ 𝑥 ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

1

𝑥

)

= 𝑐1 (∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉𝛼
𝜉𝛼−1𝑑𝜉

𝑥

0

+ 𝑥 ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉𝛼
𝜉𝛼−2𝑑𝜉

1

𝑥

) ℎ

≤ 𝑐1𝐻(𝜑, 𝛼) (
𝑥𝛼

𝛼
+

𝑥𝛼−1 − 1

1 − 𝛼
) = 𝑐1𝐻(𝜑, 𝛼)

𝑥𝛼(1 − 𝛼𝑥𝛼−1)

𝛼(1 − 𝛼)
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yazılır. Böylece  

𝜔(𝑆𝜑, 𝑥) ≤
𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
𝑥𝛼𝐻(𝜑, 𝛼) 

ve 

𝐻(𝑆𝜑, 𝛼) ≤
𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
𝐻(𝜑, 𝛼) ≤

𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
‖𝜑‖𝛼,0                       (3.7) 

yazılır. Benzer şekilde 

𝜔(𝑆+𝜑, 𝑥) ≤
𝑐2

𝛼(1 − 𝛼)
𝑥𝛼𝐻(𝜑, 𝛼) 

ve  

𝐻(𝑆+𝜑, 𝛼) ≤
𝑐2

𝛼(1 − 𝛼)
𝐻(𝜑, 𝛼) ≤

𝑐2

𝛼(1 − 𝛼)
‖𝜑‖𝛼,0                     (3.8) 

yazılır. 𝐹𝜙(𝑡) operatörünün tanımından 

𝜋|𝐹𝜙(𝑡)| ≤ ∫
𝜔(𝜙, |𝜏 − 𝑡|)

|𝜏 − 𝑡|
𝑑𝜏

2

−1

+ 𝜔(𝜙, 1 + 𝑡) ln 2

= ∫
𝜔(𝜙, 𝑡 − 𝜏)

𝑡 − 𝜏
𝑑𝜏

𝑡

−1

+ ∫
𝜔(𝜙, 𝜏 − 𝑡)

𝜏 − 𝑡
𝑑𝜏

2

𝑡

+ 𝜔(𝜙, 1 + 𝑡) ln 2

= ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉
𝑑𝜉

1+𝑡

0

+ ∫
𝜔(𝜙, 𝜉)

𝜉2
𝑑𝜉

2−𝑡

0

+ 𝜔(𝜙, 1 + 𝑡) ln 2

≤ 𝐻(𝜑, 𝛼) (∫ 𝜉𝛼−1𝑑𝜉

1+𝑡

0

+ ∫ 𝜉𝛼−1𝑑𝜉

2−𝑡

0

+ (1 + 𝑡)𝛼 ln 2)

= 𝐻(𝜑, 𝛼) (
(1 + 𝑡)𝛼 + (2 − 𝑡)𝛼

𝛼
+ (1 + 𝑡)𝛼 ln 2)

≤ 2𝛼 (
2

𝛼
+ ln 2) 𝐻(𝜑, 𝛼) 

yazılır. O haldee 

‖𝑆𝜑‖∞ ≤
2𝛼

𝜋
(

2

𝛼
+ ln 2) 𝐻(𝜑, 𝛼) ≤

2𝛼

𝜋
(

2

𝛼
+ ln 2) ‖𝜑‖𝛼,0                   (3.9) 
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yazılabilir. Bundan dolayıe 

‖𝑆‖∞ ≤ 𝐶(𝛼), 𝐶(𝛼) =
2𝛼

𝜋
(

2

𝛼
+ ln 2). 

Ayrıca (3.7) ve (3.9)’dane 

‖𝑆𝜑‖∞ ≤ 𝐴(𝛼)‖𝜑‖𝛼,0, 𝐴(𝛼) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
, 𝐶(𝛼)) 

elde edilir. Son olarake 

‖𝑆‖∞ ≤ 𝐴(𝛼) 

olur. Şimdi 𝑆+𝜑’yi göz önüne alalım. 

𝑆+𝜑 =
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏)

𝜏 + 𝑡
𝑑𝜏

1

0

=
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏) − 𝜑(0)

𝜏 + 𝑡
𝑑𝜏

1

0

=
1

𝜋
∫

𝜑(𝜏) − 𝜑(0)

𝜏𝛼

𝜏𝛼

𝜏 + 𝑡
𝑑𝜏

1

0

 

yazılırsa 

|𝑆+𝜑| ≤
𝐻(𝜑, 𝛼)

𝜋
∫

𝜏𝛼

𝜏 + 𝑡
𝑑𝜏

1

0

≤
𝐻(𝜑, 𝛼)

𝜋
∫ 𝜏𝛼−1𝑑𝜏

1

0

=
𝐻(𝜑, 𝛼)

𝛼𝜋
≤

1

𝛼𝜋
‖𝜑‖𝛼,0 

elde edilir. Böylece, 

‖𝑆+𝜑‖∞ ≤
1

𝛼𝜋
‖𝜑‖𝛼,0                                               (3.10) 

olur. Buna göre, 

‖𝑆+‖∞ ≤ 𝐷(𝛼), 𝐷(𝛼) =
1

𝛼𝜋
 

olur. (3.8) ve (3.10)’den 

‖𝑆+𝜑‖𝛼 ≤ 𝐵(𝛼)‖𝜑‖𝛼,0, 𝐵(𝛼) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝑐2

𝛼(1 − 𝛼)
, 𝐷(𝛼)) 

elde edilir.  
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Son olarak 

‖𝑆+‖𝛼 ≤ 𝐵(𝛼) 

elde edilir.  

Böylece, Teorem 3.2’nin ispatı tamamdır. 
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4. (1.1) SİNGÜLER İNTEGRAL DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ 

 

Bu bölümde, (1.1) denkleminine çözümününe varlığıe vee tekliği ispatlanacaktır. (1.1) 

denkleminie aşağıdakie operatöre denklem şeklindee yazalım: 

𝜑(𝑡) = 𝐴𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [0.1].                                             (4.1) 

Burada, 𝐴: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻
0

𝛼 operatörü (1.3) formülü ile tanımlanır. (4.1) operatör denklemine, 

Banach daralma dönüşüm prensibi uygulanacaktır [31]. 

Teorem 4.1: 𝑟 > 0 için 𝜑 ∈ 𝐻
0

𝛼 ve 𝐻
0

𝛼,𝑟 = {𝜑 ∈ 𝐻
0

𝛼: ‖𝜑‖𝛼,0 ≤ 𝑟} olsun. Eğer  

𝑝(𝛼) = ‖𝑓‖𝛼,0{𝑟2 + (|𝜆| + 𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼)𝑟)2}

+ 2‖𝑓‖∞ {𝑟2

+ (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))𝑟) (
𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
+ |𝜇|

𝑐2

𝛼(1 − 𝛼)
) 𝑟} ≤ 𝑟 

𝑞(𝛼) = 2‖𝑓‖𝛼,0 {3𝑟

+ (|𝜆| + 𝑟(𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) (𝐶(𝛼) + 4𝐴(𝛼) + |𝜇|(4𝐵(𝛼) + 𝐷(𝛼)))}

< 1 

ise, o zamane (4.1) denkleminine 𝐻
0

𝛼,𝑟 küresindee teke bir  𝜑∗ ∈ 𝐻
0

𝛼,𝑟 çözümü vardır. 

Ayrıca, keyfi e 𝜑0 ∈ 𝐻
0

𝛼,𝑟 içine aşağıdakie ardışıke yaklaşımlare 𝐻
0

𝛼,𝑟 küresinde (4.1) 

denkleminin 𝜑∗ çözümüne yakınsar. 

𝜑𝑛(𝑡) = 𝐴𝜑𝑛−1(𝑡), 𝑛 = 1,2, ….                                         (4.2) 

Ardışık yaklaşımıne yakınsamae hızıe içine aşağıdakie değerlendirmee doğrudur: 

‖𝜑𝑛 − 𝜑∗‖𝛼,0 ≤
(𝑞(𝛼))

𝑛

1 − 𝑞(𝛼)
‖𝜑1 − 𝜑0‖𝛼,0, 𝑛 = 1,2, ….   .                    (4.3) 
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İspat:  

𝑢(𝑡) = 𝜆 − 𝑆𝜑(𝑡) + 𝜇𝑆+𝜑(𝑡) 

olsun. (1.1) denklemindene 

𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡)(𝜑2(𝑡) + 𝑢2(𝑡)) = 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 

𝑔(𝑡) = 𝜑2(𝑡) + 𝑢2(𝑡) 

yazarız. Aşağıdaki eşitsizlik kolayca ispatlanabilir: 

𝐻(𝜑, 𝛼) ≤ 𝐻(𝑓, 𝛼)‖𝑔‖∞ + 𝐻(𝑔, 𝛼)‖𝑓‖∞. 

Ayrıca,  

‖𝑔‖∞ ≤ ‖𝜑‖∞
2 + ‖𝑢‖∞

2  

ve Teorem 3.4 kullanılırsae 

‖𝑢‖∞ ≤ |𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑‖𝛼,0                          (4.4) 

yazılabilir. Böylece, 

‖𝑔‖∞ ≤ ‖𝜑‖∞
2 + (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑‖𝛼,0)

2
                        (4.5) 

elde edilir. Diğer taraftane 

𝐻(𝑔, 𝛼) ≤ 𝐻(𝜑2, 𝛼) + 𝐻(𝑢2, 𝛼)                     

≤ 2(𝐻(𝜑, 𝛼)‖𝜑‖∞ + 𝐻(𝑢, 𝛼)‖𝑢‖∞).                        (4.6) 

Ek olarak, (2.15) ve (2.16) eşitsizliklerinie vee 𝑢(𝑡) fonksiyonunune tanımı kullanılırsa 

𝐻(𝑢, 𝛼) ≤ (
𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
+

|𝜇|

𝛼(1 − 𝛼)
𝑐2) 𝐻(𝜑, 𝛼)                        (4.7) 

elde edilir. O zaman, (4.4), (4.6) ve (4.7) eşitsizliklerindene 

𝐻(𝑔, 𝛼) ≤ 2 (𝐻(𝜑, 𝛼)‖𝜑‖∞ + (
𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
+

|𝜇|

𝛼(1 − 𝛼)
𝑐2) 𝐻(𝜑, 𝛼)) 

× ((|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑‖𝛼,0))                                     (4.8) 
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elde edilir. 𝐻(𝜑, 𝛼) için verilen eşitsizlik ve (4.5) ve (4.8) eşitsizlikleri dikkate alınırsa 

𝐻(𝜑, 𝛼) ≤ 𝐻(𝑓, 𝛼) {‖𝜑‖∞
2 + (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑‖𝛼,0)

2
} 

+2‖𝑓‖∞ {
(𝐻(𝜑, 𝛼)‖𝜑‖∞ + (

𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
+

|𝜇|

𝛼(1 − 𝛼)
𝑐2) 𝐻(𝜑, 𝛼))

x(|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑‖𝛼,0)

}   (4.9) 

elde edilir. Ayrıca, (4.5) eşitsizliği ve 𝜑(𝑡) ifadesi kullanılarak 

‖𝜑‖∞ ≤ ‖𝑓‖∞‖𝑔‖∞

≤ ‖𝑓‖∞ {‖𝜑‖∞
2 + (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑‖𝛼,0)

2
}          (4.10) 

yazılır. O zaman, (4.9) ve (4.10) kullanılarak 

‖𝜑‖𝛼,0 ≤ ‖𝑓‖𝛼,0 {‖𝜑‖𝛼,0
2 + (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑‖𝛼,0)

2
}   

+2‖𝑓‖∞ {‖𝜑‖𝛼,0
2 + (

𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
+

|𝜇|

𝛼(1 − 𝛼)
𝑐2) ‖𝜑‖𝛼,0(|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑‖𝛼,0)} 

elde edilir. 

 Bire öncekie eşitsizlike vee (4.1) denklemie here 𝜑 ∈ 𝐻
0

𝛼,𝑟 için 

‖𝐴𝜑‖𝛼,𝑟 ≤ ‖𝑓‖𝛼,0 {𝑟2 + (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))𝑟)
2

}

+ 2‖𝑓‖∞ {𝑟2 + (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))𝑟) (
𝑐1

𝛼(1 − 𝛼)
+ |𝜇|

𝑐2

𝛼(1 − 𝛼)
) 𝑟} 

eşitsizliğini sağlar. 𝐴: 𝐻
0

𝛼 → 𝐻
0

𝛼 operatörününe bire içinee dönüşüm olduğunue bu son 

eşitsizlik ve teoremine varsayımıe gösteriyor. 

Şimdi 𝐴: 𝐻
0

𝛼,𝑟 → 𝐻
0

𝛼,𝑟 operatörünün bir daralma operatörü olduğunu göstereceğiz.  

Her 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐻
0

𝛼,𝑟 için 

𝐴𝜑(𝑡) − 𝐴𝜓(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝐺(𝑡) 

𝐺(𝑡) = 𝜑2(𝑡) − 𝜓2(𝑡) + 𝑢2(𝑡) − 𝑣2(𝑡) 

𝑣(𝑡) = 𝜆 − 𝑆𝜓(𝑡) + 𝜇𝑆+𝜓(𝑡) 
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yazılır. Ayrıca 

𝐻(𝐴𝜑 − 𝐴𝜓, 𝛼) ≤ 𝐻(𝑓, 𝛼)‖𝐺‖∞ + 𝐻(𝐺, 𝛼)‖𝑓‖∞.              (4.11) 

Ek olarake 

‖𝐺‖∞ ≤ ‖𝜑 − 𝜓‖∞(‖𝜑‖∞ + ‖𝜓‖∞) + ‖𝑢 − 𝑣‖∞(‖𝑢‖∞ + ‖𝑣‖∞) 

‖𝑢 − 𝑣‖∞ ≤ (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0 

vee  

‖𝑣‖∞ ≤ |𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))𝐻(𝜓, 𝛼) 

ifadesinden  

‖𝐺‖∞ ≤ {
(‖𝜑‖∞ + ‖𝜓‖∞) + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼)) (2|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼)))

x(𝐻(𝜑, 𝛼) + 𝐻(𝜓, 𝛼))
} 

×‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0                                                                                                   (4.12) 

yazılır. Şimdi, 𝐻(𝐺, 𝛼)’yi göz önüne alalım. 

𝐻(𝐺, 𝛼) = 𝐻(𝜑2 − 𝜓2, 𝛼) + 𝐻(𝑢2 − 𝑢2, 𝛼)

≤ 𝐻(𝜑 − 𝜓, 𝛼)‖𝜑 + 𝜓‖∞ + 𝐻(𝜑 + 𝜓, 𝛼)‖𝜑 − 𝜓‖∞

+ 𝐻(𝑢 − 𝑣, 𝛼)‖𝑢 + 𝑣‖∞ + 𝐻(𝑢 + 𝑣, 𝛼)‖𝑢 − 𝑣‖∞ 

olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca, 

𝐻(𝑢 − 𝑣, 𝛼) ≤ (𝐴(𝛼) + |𝜇|𝐵(𝛼))‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0 

‖𝑢 + 𝑣‖∞ ≤ (2|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) ‖𝜑 + 𝜓‖𝛼,0 

𝐻(𝑢 + 𝑣, 𝛼) ≤ (𝐴(𝛼) + |𝜇|𝐵(𝛼))‖𝜑 + 𝜓‖𝛼,0 

ve  

‖𝑢 − 𝑣‖∞ ≤ (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0 

ifadesindene 
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𝐻(𝐺, 𝛼) ≤ 𝐻(𝜑 − 𝜓, 𝛼)‖𝜑 + 𝜓‖∞ + 𝐻(𝜑 + 𝜓, 𝛼)‖𝜑 − 𝜓‖∞

+ (𝐴(𝛼) + |𝜇|𝐵(𝛼))‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0 

x (2|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) ‖𝜑 + 𝜓‖𝛼,0 + (𝐴(𝛼) + |𝜇|𝐵(𝛼))‖𝜑 + 𝜓‖𝛼,0 

                     x(𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0 

olur. Başka bir deyişle  

𝐻(𝐺, 𝛼) ≤ {
‖𝜑 + 𝜓‖∞ + 𝐻(𝜑 + 𝜓, 𝛼)

+4(𝐴(𝛼) + |𝜇|𝐵(𝛼)) (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) ‖𝜑 + 𝜓‖
} ‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0(4.13) 

(4.11)’de (4.12) ve (4.13) eşitsizlikleri kullanılırsa 

𝐻(𝐴𝜑 − 𝐴𝜓, 𝛼)

≤ {𝐻(𝐹, 𝛼) {(‖𝜑‖∞ + ‖𝜓‖∞)

+ (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼)) (2|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) (𝐻(𝜑, 𝛼)

+ 𝐻(𝜓, 𝛼))}

+ {‖𝜑 + 𝜓‖∞ + 𝐻(𝜑 + 𝜓, 𝛼)

+ 4(𝐴(𝛼) + |𝜇|𝐵(𝛼)) (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) ‖𝜑 + 𝜓‖𝛼,0} ‖𝑓‖∞}    

x‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0                                                                                          (4.14) 

elde edilir. O zamane öncekie eşitsizliklerie vee 𝐴: 𝐻
0

𝛼,𝑟 → 𝐻
0

𝛼,𝑟 operatörünün tanımı 

kullanılarak 

‖𝐴𝜑 − 𝐴𝜓‖∞ ≤ ‖𝑓‖∞ {‖𝜑‖∞ + ‖𝜓‖∞ + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))

+ (2|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) (𝐻(𝜑, 𝛼) + 𝐻(𝜓, 𝛼))} 

×‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0                                                                                        (4.15) 

elde edilir. Böylece, (4.14) ve (4.15)’den 
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‖𝐴𝜑 − 𝐴𝜓‖𝛼,0

≤ {‖𝑓‖𝛼,0 {‖𝜑‖∞ + ‖𝜓‖∞ + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))

+ (2|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) (𝐻(𝜑, 𝛼) + 𝐻(𝜓, 𝛼))}

+ ‖𝑓‖∞ {‖𝜑 + 𝜓‖∞ + 𝐻(𝜑 + 𝜓, 𝛼)

+ 4(𝐴(𝛼) + |𝜇|𝐵(𝛼)) (|𝜆| + (𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) ‖𝜑 + 𝜓‖𝛼,0}} 

x‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0.                                                                

Bu son eşitsizlikten keyfi (ve farklı) 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐻
0

𝛼,𝑟 için 

‖𝐴𝜑 − 𝐴𝜓‖𝛼,0

≤ {2‖𝑓‖𝛼,0 {3𝑟

+ (|𝜆| + 𝑟(𝐶(𝛼) + |𝜇|𝐷(𝛼))) (𝐶(𝛼) + 4𝐴(𝛼)

+ |𝜇|(4𝐵(𝛼) + 𝐷(𝛼)))}} ‖𝜑 − 𝜓‖𝛼,0 

doğrudur. Sonuçe olarak, teoremin varsayımındane dolayı, 𝐴: 𝐻
0

𝛼,𝑟 → 𝐻
0

𝛼,𝑟 operatörü 𝐻
0

𝛼,𝑟 

küresinin içinde bir daralma dönüşümüdür. 

Böylece, Teorem 2.4’ee göree (4.1) denkleminine 𝜑∗ ∈ 𝐻
0

𝛼,𝑟 şeklinde teke bire çözümü 

vardır. Kolayca bu çözüme (4.2) iterasyone dizisinin e limiti e olduğu e ve (4.3) 

tahmininin doğru olduğu ispat edilebilir. 

Böylece, Teorem 4.1’in ispatı tamamlanır. 

Şimdi (𝜑𝑛(𝑡)), 𝑛 ∈ ℕ (4.2)’de tanımlanan dizi olmak üzere 

lim
𝑛→∞

𝜑𝑛(𝑡) = 𝜑∗(𝑡) 

olduğunu ve (4.3) değerlendirmesinin doğru olduğunu gösterelim. 

𝜑𝑛+1(𝑡) = 𝐴𝜑𝑛(𝑡), 𝜑𝑛(𝑡) = 𝐴𝜑𝑛−1(𝑡), 𝑛 = 2, 3, …. 

olduğundan 
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‖𝜑𝑛+1 − 𝜑𝑛‖ = ‖𝐴𝜑𝑛 − 𝐴𝜑𝑛−1‖ ≤ 𝑞(𝛼)‖𝜑𝑛 − 𝜑𝑛−1‖ 

Benzer şekildee 

‖𝜑𝑛 − 𝜑𝑛−1‖ ≤ 𝑞(𝛼)‖𝜑𝑛−1 − 𝜑𝑛−2‖ 

Bu sürece devam edilirse 

‖𝜑2 − 𝜑1‖ ≤ 𝑞(𝛼)‖𝜑1 − 𝜑0‖ 

yazılabilir. 

O haldee 

‖𝜑𝑛+1 − 𝜑𝑛‖ ≤ (𝑞(𝛼))
𝑛

‖𝜑1 − 𝜑0‖. 

Buradan ∀𝑝, 𝑛 ∈ ℕ içine 

‖𝜑𝑛+𝑝 − 𝜑𝑛‖ ≤ ‖𝜑𝑛+𝑝 − 𝜑𝑛+𝑝−1‖ + ‖𝜑𝑛+𝑝−1 − 𝜑𝑛+𝑝−2‖+. . . +‖𝜑𝑛+1 − 𝜑𝑛‖

≤ {(𝑞(𝛼))
𝑛+𝑝−1

+ (𝑞(𝛼))
𝑛+𝑝−2

+. . . (𝑞(𝛼))
𝑛

} ‖𝜑1 − 𝜑0‖ = 

=
1 − (𝑞(𝛼))

𝑝

1 − 𝑞(𝛼)
. (𝑞(𝛼))

𝑛
‖𝜑1 − 𝜑0‖                                             (4.16) 

yazılır. 

O halde lim
𝑛→∞

(𝑞(𝛼))
𝑛

= 0 olduğundane yukarıdakie eşitsizliktene (𝜑𝑛(𝑡)) dizisinin bir 

Cauchy dizisie olduğue elde edilir. Ayrıca,  𝐻
𝑜

𝛼,𝑟 uzayı bir Banach uzayıe olduğundan 

𝜑𝑛(𝑡) → 𝜑∗(𝑡) ∈  𝐻
𝑜

𝛼,𝑟 limiti vardır. 

‖𝜑𝑛+1 − 𝐴𝜑∗‖ = ‖𝐴𝜑𝑛 − 𝐴𝜑∗‖ ≤ 𝑞(𝛼)‖𝜑𝑛 − 𝜑∗‖ 

ve 𝜑𝑛 → 𝜑∗ olduğundan 𝜑𝑛+1 → 𝐴𝜑∗ olur. Ayrıca, 𝜑𝑛+1 → 𝜑∗ olduğundan 

0 ≤ ‖𝜑∗ − 𝐴𝜑∗‖ ≤ ‖𝜑∗ − 𝜑𝑛+1‖ + ‖𝜑𝑛+1 − 𝐴𝜑∗‖ 

eşitsizliğinden  𝜑∗ = 𝐴𝜑∗ olduğu görülür. 

(4.16)’da 𝑝 → ∞ iken limite geçilirse 
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‖𝜑𝑛 − 𝜑∗‖ ≤
(𝑞(𝛼))

𝑛

1 − 𝑞(𝛼)
‖𝜑1 − 𝜑0‖ 

değerlendirmesinine doğruluğue görülür. 

İspat tamamdır. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Bu tez çalışmasında (1.2) operatörlerinin sınırlılık özellikleri incelenir. Bu özelliklerden 

yararlanılarak bu operatörleri içeren (1.1) SİD’nin Newton-Kantorovich yöntemiyle tek 

bir çözümünün varlığı ve bu çözümün kurulan iterasyon dizisinin limiti olduğu 

gösterilir.  
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