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alinan singular integral denklem daralma sabit nokta denklemine indirgenir ve

indirgenmis denkleme Schauder teoremi uygulandi.
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SEMBOLLER DiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R* Negatif olmayan reel sayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi

F Cisim( F=R yada C)

I Norm

(C [a,b],]R) [a, b] tizerinde stirekli reel degerli fonksiyonlarin kiimesi
(C [a, b],(C) [a, b] tizerinde stirekli kompleks degerli fonksiyonlarin kiimesi

H,[a,b] [a,b] ‘de H6lder kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi

S, (2,) z, € C noktasinin r— komsulugu S, (z,)={zeC:|z—z,|<r}
Z z=X+1y € C nin eslenigi Z = x—iy

(X , d) d metrigi ile X metrik uzay1

(%) ||| normu ile X normlu uzay:

W,[-7,7z]  Sobolyev uzay:

L, [-7 7] [, 7]'de p. mertebeden integrallenebilir fonksiyonlarin uzay:

(D(a, b) , R) (a, b) araliginda diferansiyellenebilir (tiirevlenebilir) fonksiyonlar

kiimesi

(C(l) (a,b), X) Siirekli tiirevlenebilir f :(a,b) — X fonksiyonlarinin kiimesi



1. GIRIS

Abel’in 1823 yilinda bir mekanik problemini incelerken ilk kez integral

denkleme rastladigi, Du Bois Reymond’un 1888  yilinda yayinlanan bir
caligmasinda “integral denklem” terimini Onerdigi bilinmekte olup 19. yy’n ilk
yarisinda ugrasilmaya baslanan integral denklemler, giiniimiizde matematik fizik,
uygulamali matematik, elastiklik teorisi, aeorodinamik ve akigkanlar mekanigi gibi
farkli alanlarda genis uygulama alanina sahiptir. Bu ylizdendir ki glinlimiizde

integral denklemlerin ¢oziilebilirligi 6nemini koruyan bir problemdir.

Singiiler integral denklemler teorisi ise Poincare ve Hilbert tarafindan baslatildi.
Uzun siire 6nemi anlagilamamis olan teori, Muskhelishvili’nin ¢aligmalarinda
singiiler integral denklemler teorisini, Riemann-Hilbert Sinir Deger Problemlerini
incelerken kullanmasi ile gerekli ilgiyi gormeye basladi. Giiniimiizde hala aktif
olarak calisilan bir konu olan singiiler integral denklemler teorisi, fizik, matematik,
uygulamali matematik, akiskanlar mekanigi, elastiklik teorisi gibi bir¢ok alanda

kullandigindan &nemini korumaktadir.

Bu konu ile ilgili gegmisten glinimiize ¢ok sayida matematik¢i ¢alismis olup,
Pogorzelski [1], Gusejnov ve Mukhtarov [2], Wolfersdorf [3,4], Junghans ve Weber
[5,6], Ladoupoulos [7-10] bunlardan birkagidir.

Singiiler integral denklemlerde kendi iginde lineer ve lineer olmayan singiiler integral
denklemler olarak iki baslik altinda incelenir ve lineer ve lineer olmayan singiiler

integral denklemlerin yaklasik ¢6ziimii iizerine yapilmis bir¢ok ¢aligmalar vardir [11-
30].

Integral denklemlerle ilgili ilk galismalar 19. yiizyilin baslarinda baslamis olup, 19.
yiizyilin ikinci yarisinda sistematiklesmistir [31].

Cozimi lineer ya da lineer olmayan singiiler integral denklemlerin ¢éziimiine
indirgenen bir¢ok fizik, mekanik ve uygulamali matematik problemleri vardir [bkz.
31].



Diferansiyel denklemler dersinden de bilindigi iizere,

W _¢
dx

(X: y), Y(Xo) =Yo
sekilli Cauchy siir deger problemi, F (X, y) fonksiyonu gerekli kosullar1 sagladigi
zaman,

V()= Yo+ | F(s,y(s))s

Xo

sekilli integral denkleme denktir.

Simdi de ¢éziimii bir Hilbert ¢ekirdekli lineer olmayan singiiler integral denklemin
¢ozlimiine indirgenen bir problemi ele alalim.

D bolgesi sinir1 birim gembere ¢ok yakin olan ve denklemi polar koordinatlarda
p=1+1¢(6)

ile ifade edilen bir bélge olsun. Birim diski D bélgesine resmeden analitik bir f ()

f(2)

fonksiyonunu bulalim. Bunun i¢in In——=, z = e" alalim. Bu durumda,
VA

|n@ =In[1+2p(0)]+i(6-w)

yazilir.

In%z):uﬂv,

yani  u=In[1+1p(#)], v=60-y dersek analitik fonksiyonlar igin Hilbert

formiiliinden

B 1 + a—l//
G—W——Ziln[lJr/%(p(Q(a))]cot 5 da,
yada,

a_wda+0
2

W= iiln [l+ ﬂgo(@(a))] cot

elde edilir [40].



Bdylece, ele alinan problemin ¢éziimii Hilbert ¢ekirdekli bir lineer olmayan singiiler

integral denklemin ¢dziimiine indirgenmis olur [32].

Matematigin, fizigin ve mekanigin ¢ok sayida problemleri lineer olmayan singiiler
integral denklemlerin ¢6ziimiine indirgeniyor. Bu tiir denklemlerin incelenmesindeki
esas zorluklar bu tiir denklemlerdeki operatorlerin tamamen (es) stirekli olmamasindan

kaynaklaniyor.

20. asrin ortalarinda Hiiseyinov [31]
i S—X
f(x)= I F(x,s,u(x),ﬂ)cotTds =Sf
sekilli lineer olmayan singiiler integral denklemleri Holder sinifinda inceledi ve bu

sinifta denklemlerin ¢oziimiiniin varligini ve tekligini gosterdi.

Ele alinan tez ¢alismasinda, bu tiir denklemler Sobolyev uzayinda incelenir ve bu

tiirden bir denklemin ¢dziimiiniin varlig1 gosterilir.



2. GENEL BILGILER

Tez ¢alismasinin bu kisminda, kullanilacak olan bazi kavram ve tanimlar verelim.

Tanim 2.1: Bir x, € R noktasindan belli bir uzaklikta bulunan noktalarin kiimesine

X, ' bir komsulugu denir ve U (X,) ile gdsterilir [33].

Tanmm 2.2: Bir f :[a,b]—>R fonksiyonu ve X, e[a,b] noktas1 verilsin. Eger, her
U ( f (XO)) komsulugu ve her x eU (XO) icin f(x)eU ( f (XO)) olacak sekilde U (XO)
komsulugu varsa f fonksiyonu x; noktasinda sireklidir denir [33].

Bir [a,b]cR araliginin her noktasinda siirekli olan reel degerli fonksiyonlarin

kiimesi (C[a,b],]R) ile gosterilir.

Bir [a, b] < R araliginin her noktasinda siirekli olan kompleks degerli fonksiyonlarin

kiimesi de (C[a,b],C) ile gdsterilir.

Tamm 2.3: Bir f:[a,b] >R fonksiyonu, A sayist ve X, €(a,b) noktast verilsin.
Eger, her U (A) komsulugu ve her xeU (XO) icin f(X)eU(A) olacak sekilde
U(XO) komsulugu varsa f fonksiyonunun x, noktasinda limiti A'dir denir ve

lim f(x)=A yazlir [33].
X=Xy

Tamim 2.4: Bir f:[a,b] >R fonksiyonu ve X,e(ab) noktast verilsin. Eger,

lim f (X) —f (XO)

sonlu limiti varsa f fonksiyonu X, noktasinda tirevienebilirdir
X=Xy X_XO

denir. Bu limit degerine fonksiyonun X, noktasinda tirevi denir ve

IimM: f'(x,) yazilir [33].

X% X— X,



Bir (a,b)cR araligmin her noktasinda tiirevlenebilir reel degerli fonksiyonlarin

kiimesi (D(a, b),R) ile gosterilir.

Tirevi siirekli olan fonksiyonlara siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar denir. (a, b) cR

araliginda siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi C® [a,b] olarak gosterilir

[33].

Tamm 2.5: Bir y €(C[a,b],C) fonksiyonuna C’de bir egri, y(a) ve y(b)'ye de

sirastyla, y egrisinin baslangi¢ ve bitis noktalar: denir [33].
Baslangi¢ ve bitis noktalar1 (diizlemde ayni noktayir temsil eden) cakisan egrilere

kapali egriler denir.

Tanim 2.6: Bir y egrisi igin ye(C(l)[a,b],(C) oluyorsa bdyle egriye

diferansiyellenebilir egri denir [33].

Tanmim 2.7: Tanim araliginin her noktasinda diferansiyeli sifirdan farkli olan egrilere

diizgtiin (regiiler) egriler denir [33].

Tamim 2.8: Her t,t, [a,b] icin t, #t, iken y(t,)#»(t,) ya da bir baska deyisle
7(t,)=7(t,) ikent, =t, oluyorsa y egrisine basit egri denir. Basit egrilere Jordan

egrisi de denir [33].
Yani basit egriler grafigi kendisini kesmeyen egrilerdir.

Tanim 2.9: Bir z,€C noktasinin belirli bir Sr(ZO)z{Ze(C:|Z—ZO|<r}

komsulugunun her noktasinda diferansiyellenebilen bir f :C — C fonksiyonuna z,

noktasinda analitik fonksiyon denir [34].



Tamim bolgesinin her noktasinda analitik olan fonksiyona bu bélgede analitik

fonksiyon denir.

Yukaridaki tanimdan goriildiigi tizere, yani bir fonksiyonun noktada analitiklik

kavrami aslinda bolgesel bir kavramdir. Yan bir fonksiyon bir bolgede analitik olabilir.

Bu durumda sunu belirtmek 6nemlidir ki bir noktada analitik fonksiyon bu noktanin

belirli bir komsulugunda diferansiyellenebilir olmak zorundadir. Oyle ki, 6rnegin
f(z)=zRe(z)  fonksiyonu  C'de  siirekli ve z,=0  noktasinda
diferansiyellenebilirdir ve f’(0) =0. Fakat, bu fonksiyon z, =0 noktasinda analitik
degildir. Ciinkii z#0 noktalarinda f(z)=2zRe(z) fonksiyonu diferansiyellenebilir

degildir. Bu hiikkmiin dogrulugu

f(z+h)-f(z) 7, Re(z+h)—Re(z)+Re(Z+h)
h h

esitliginden goriliir. Dolayisiyla, f (Z) =i RE(Z) fonksiyonu z,=0 noktasinda

analitik degildir.
Boylece, diferansiyellenebilme analitiklik i¢in gerekli olup yeterli kosul degildir.

Tamm 2.10: Kompleks diizlemin her noktasinda analitik fonksiyona tam fonksiyon
denir [34].

Ornegin, €, sinz, cosz fonksiyonlari birer tam fonksiyonlardir.

Analitik fonksiyonlarin tanimi bazi kaynaklarda yakinsak serinin toplami olarak da

tanimlanir.

Tanim 2.11: Bir f:C—>C fonksiyonu bir z,eC noktasinin bir
S, (ZO) = {Z eC: |Z — ZO| < I‘} komsulugunda tanimli olsun. Eger, f (Z) fonksiyonu z,

noktastnin S (Z,) = {Z eC: |Z - ZO| <0 } komsulugunda diizgiin yakinsak



f(z):icn(z—zo)”, zeS,(z,)

n=0
serisinin toplamu seklinde gosterilebilirse f (Z) fonksiyonu z, noktasinda analitiktir

denir [34].

Buna gore, tam fonksiyonlar kompleks diizlemin her noktasinda diizgiin yakinsak

kuvvet serinin toplam1 seklinde yazilabilen fonksiyonlardir.

Tanim 2.12: Tanmim bdlgesinin bir noktasinda hem aciyl, hem de yonii koruyan

fonksiyona bu noktada konform fonksiyon denir [34].

Tamm 2.13: Tanim bdlgesinde bire-bir konform fonksiyonla verilen w= f (z)

doniisiimiine konform doniisiim denir [34].

Tanim 2.14. X bostan farkli bir kiime ve F cismi (R veya (C) verilsin. Eger,
+1XxX > X, (X,y)>x+y ve -:FxX > X, (a,x)>ax toplama ve ¢arpma
islemlerine gore her X,y,ze X vea,beF igin

1. X+y=y+X;

2. X+(y+2)=(x+y)+z;

3. Her xe X igin X+6 =X esitligini saglayacak bir tek & € X vardir;

4. Her xe X igin X+()~() =0 esitligini saglayacak bir tek X=—Xe€ X vardir;

5.Her xe X i¢in ex=X esitligini saglayan bir tek € € X vardir;

6. a(x+y)=ax+ay ;

7. (a+b)x=ax+bx;

8. (ab)x=a(bx)

kosullar1 saglaniyorsa X 'e F cismi tizerinde bir vektor (lineer) uzay denir. F =R

oldugunda X'e reel lineer uzay, F =C oldugunda da kompleks lineer uzay denir
[35,36] .



Tanim 2.15: X bostan farkli bir kiime ve d:X — R™ fonksiyonu verilsin. Her

X,Y,Z € X icin asagidaki

M. d(x,y)=0ved(x,y)=0x=Yy ;
M. d (6 y)=d(y0)
M,.d(x,y)<d(xz)+d(z,y)

kosullar1 saglaniyorsa d : X — R fonksiyonuna X iizerinde bir metrik veya uzaklik

fonksiyonu ve (X,d) ikilisine de metrik uzay denir [36].

Tanim 2.16: (X,d) bir metrik uzayr ve (Xn)CX,nEN dizisi verilsin. Eger,

(d (X, X)) cR",neN saysal dizisi sifira yakinsiyorsa, yani limd(x,,x)=0

n—oo

oluyorsa, (x,),neN dizisi (x'e) yakinsaktr denir ve bu durum limx, = x olarak

Nn—o0

belirtilir [35, 36].

Tanim 2.17: (X,d) bir metrik uzay1 ve (Xn) c X,neN dizisi verilsin. Eger, her
£>0 ve her nm>n,(¢) i¢in d (Xn , Xm) < ¢ olacak sekilde n,(¢) e N dogal sayisi
varsa, ya da her nn,(¢) ve her pe N igin d(x,,x,,,) <& olacak sekilde n,(s) e N

dogal sayisi varsa (X, ),neN dizisine bir Cauchy dizisi denir [35, 36].

Bilindigi tizere [35,36], bir metrik uzayda yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir. Fakat,
her Cauchy dizisi her metrik uzayda yakinsak degildir.

Ormegin, Xn:(1+lj ,neN olmak iizere (X,),neN dizisi Q rasyonel sayilar
n

metrik uzayinda mutlak deger metrigi ile bir Cauchy dizisidir. Fakat, bu dizi (Q,d)

metrik uzayinda yakinsak degildir.

Matematikte her Cauchy dizisi yakinsak olan metrik uzaylar ¢ok 6nem tasimaktadir.

Bu tiir uzaylara tam metrik uzaylar denir. Tam metrik uzaylarin tanimi asagida verilir.



Tamm 2.18: Her Cauchy dizisi yakinsak olan metrik uzaylara bir tam metrik uzay denir
[35, 36].

Omegin, RveC,R"veC" \neN uzaylar, srasiyla, d(xy)=|x-Y],

h 1/2
d(x,y)= [Z|Xk Y, |2j metrikleriyle birer tam metrik uzaylardir [35, 36].
k=1

Tamm 2.19: X uzay: F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. ||[{: X —R" fonksiyonu
N,. [{|=0=x=6;

N,. HeraeF ve herxe X icin |ax||=|a||x| ;

N,. Her x,y e X igin ||x+ y|| <||x|+|y|

kosullarin1 saglarsa [[{|: X - R* fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X||||)

ikilisine de bir normlu uzay denir [35, 36].

Normlu uzaylarda dizinin tanimi, dizilerin yakinsakliginin tanimi, Cauchy dizisinin

tanimu vS. metrik uzaylardakine benzer sekilde verilir [36].

Tamim 2.20: Tam normlu uzaya Banach uzay: denir. Uzay reel veya kompleks olusuna

gore reel yada kompleks Banach uzay adlandirilir [36].

Teorem 2.1: (bkz. [36]) X bir metrik (ya da normlu) uzay olsun. Asagidaki 6nermeler
dogrudur.

1. X'de her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir;

2. X'de her Cauchy dizisi sinirhidir;

3. X'de yakinsak alt dizi bulunduran her Cauchy dizisi yaknsaktir.

Tamim 2.21: Smrh f:[a,b]>R(yadaC) fonksiyonu verilsin. Eger, her
X, X, €[a,b] icin

(%)= (%) < K=,



olacak sekilde K >0, ae(O,l] sayilart varsa f fonksiyonu [a,b] araliginda K

sabiti ve « issi ile Hélder kosulunu saglar denir. Buradaki K sayisina Hélder

katsayisi ve «'ya da Hélder iissii denir.

[a,b] araliginda K Holder katsayisi ve a Holder iissii ile Holder kosulunu saglayan
fonksiyonlarin siifi KH, [a,b] ile gosterilir. Katsay1 s6z konusu olmadigr durumda

bu stmf H, [a,b] olarak belirtilir [36].

H,[a,b]=C[a,b] kapsamasinin dogrulugu kolayca gdsterilebilir.
H, [a, b] & € (0,1] kiimesinin fonksiyonlarin toplami ve skalerle ¢carpimi islemlerine

gore bir vektor uzay1 oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica, (Ha [a,b], ||||a) uzay1

[l =1 Fllay + H (Fie).

burada

[ legesy =max{[f ()] xe[a.b]},

H(f;a)sup{‘f(xl)_ f g)(Z)‘:xi;«txz,xl,x2 e[a,b]},
X = X,|

normu ile bir Banach uzayidir [36].

Tamm 2.22: X Banachuzayi ve A: X — X operatdrii verilsin.
AX =X (2.1)

denkleminin kokiine A operatoriiniin sabit noktasi denir [36].

Operatorlerin sabit noktalarinin varligi ve bulunmasi problemi matematikte dnemli

problemlerdendir. Bu konu genis ¢alisma alani olan bir problemdir.
Ele alinan tez ¢alismada konu ile ilgili olarak Daralma Doniisiim Prensibi veya Banach

Sabit Nokta Teoremi denilen teorem verilir. Bu teorem (2.1) sekilli operator

denklemlerin tek bir ¢oziimiiniin varlig1 ve bu ¢éziimiin yaklasik bulunmasi iizerine en
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yaygin olan bir yontemi vermektedir. Bu teoremi vermeden Once asagidaki tanimi

verelim.

Tanmim 2.23: X Banachuzaymin D < X altkiimesinde tanimli A: D — X operatdorii

verilsin. Eger, her X,y € D i¢in
=y < alx-y] 22)
olacak seckilde ae(O,l) sayist varsa A:D— X operatériine D'de bir daralma

doniigtimii (operatorii) denir [35, 36].

Teorem 2.2 (Daralma Doniisiim Prensibi veya Banach Sabit Nokta Teorem): X

Banach uzay1r ve kapali D < X alt kiimesi verilsin. Eger, A: X — X daralma
doniisiim operatdrii D kiimesini kendi i¢ine déniistiiriirse, yani A(D)< D oluyorsa
A operatoriiniin D'de bir tek X ¢oziimii vardir; baska birdeyisle (2.1) denkleminin

bir tek ¢oziimii vardir. Bu ¢6ziim terimleri

X = AX

n n-1?

n=12,.. (2.3)

seklinde tanimlanan ve iterasyon dizisi adlandirilan (x,),neN dizisinin limitidir.

Burada x, € D keyfi elemandir. (2.3) iterasyon dizisinin X~ ¢dziimiine yakinsama hizi

xn—x*Hsﬁ—a”xl—xO” (2.4)

esitsizligi ile verilir [36].

Simdi de tez c¢alismasinin Materyal ve Yontemler kisminda kullanacagimiz ve

Schauder teoremi olarak bilinen teoremi vermeden dnce asagidaki tanimi verelim.

Tamm 2.24: X bir topolojik uzay ve f e C(X) verilsin. x e X olmak iizere V& >0
her x, y eU icin igin, sup{‘f(x)— f (y)‘}<g zelliginde bir U agik kiimesi varsa,

f'e X kiimesi tizerinde tamamen (es) szireklidir denir [36].
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Teorem 2.3 (Schauder Teoremi): X bir Banach uzay1 ve Dc X kiimesi X'te
konveks kapali bir kiime olsun. Eger, A: X — X operatorii D kiimesini D kiimesine

doniistiiren tamamen (es) siirekli bir operator ise D'de bir sabit noktasi vardir [36].

Simdi de ¢calismanin konusu olan integral denklemlerden bahis edelim.

Integral denklemlerin en basit tamimim asagidaki gibi verilebilir.

Tanim 2.26: Bilinmeyen f (X) fonksiyonunu igeren

F(x,f(x),iM(x,s,f(s),l)dS]:O (2.5)

a

sekilli denklemlere integral denklem denir [31].

Ozel durumda,

b

a(x)f(x)=/1IM(x,s)f(s)dt+go(x) (2.6)

a

sekilli denklemlere lineer integral denklem denir [31]. Burada, a(x), M (X,s),

¢@(x) bilinen fonksiyonlar, f (x) bilinmeyen fonksiyon olup, A reel veya kompleks

bir parametredir.

a(x)# durumunda, (2.6) denklemi

f(x)=/1iK(x,s)f(s)dt+h(x) (2.7)

a

seklinde yazilir.

(2.7) sekilli denklemlere 2. ¢esit Fredholm integral denklemler,

f(x):;tj‘K(x,s) f (s)dt (2.8)

sekilli denklemlere de 2. ¢esit homojen Fredholm integral denklemler denir [31].
A bir parametre oldugundan (2.6) denklemi
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a(x)f(x)z_[M(x,s)f(s)dt+(p(x) (2.9)

sekilli denklemler ailesidir. &(x)=0 durumunda,
b

[M(x,5) f(s)dt+gp(x)=0 (2.10)

sekilli denklemlere 1. ¢esit Fredholm integral denklemleri denir [31]. Boylece, 1. ¢esit
Fredholm integral denklemlerde bilinmeyen fonksiyon sadece integral i¢indedir.
Goriildiigi tizere, 1. ve 2. ¢esit Fredholm integral denklemler (2.6) denkleminin 6zel
halidir. Bu yiizden (2.6) denklemine bazen 3. ¢esit Fredholm integral denklem denir
[31].

Yukaridaki tanimlardaki K(x,s)fonksiyonuna cekirdek  fonksiyon, (p(X)’e

fonksiyonuna integral denklemin sabit terimi denir. Degiskenler reel olup
f(x),¢(x),K(x,s) fonksiyonlar1 ve A parametresi genelde reel yada kompleks

degerler alabilirler.

Integral denklemler gekirdek fonksiyonun durumuna gére cesitlere ayrilirlar. Integral

denklemlerde ¢ekirdek fonksiyon siirekli ya da
b

integrali yakinsak olacak sekilli fonksiyon olabilir.

|K (x,5)[ dxds (2.12)

D e T

Cekirdegi, (2.11) sekilli inegral denklemlere zayif singiileriteli integral denklemler
denir [31].

H(X,s
Ayrica, ¢ekirdek fonksiyon K (X, s) = M burada H (X, S) degiskenlerin sinirh

(x-s)"

bir fonksiyonu, o € (0,1) "dir, seklinde olabilir.
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A(X,S) degiskenlerin diferansiyellenebilir fonksiyonu olmak iizere, ¢ekirdek

A(X,s)

fonksiyon K(x,s)= s

sekilli integral denklemlere singiiler (ya da tekil)

singiiler integral denklemler denir [31].

Yukarida bahis edilen integral denklemlerin disinda da integra denklemler vardir. Ust
sinirt degisken olan itegral iceren asagidaki sekilli integral denklemlere 2. ¢esit

Volterra integral denklemi denir [31]:

X

f(x):/IIK(x,s)f(s)ds+go(x). (2.12)

a

Asagidaki sekilli integral denkleme de 2. ¢esit homojen Volterra integral denklemi
denir [31]:

f(x)=/1JX'K(x,s) f(s)ds. (2.13)

a

(2.12) denkleminde ¢(x)=0 oldugu durumda,
J.K(x,s) f(s)ds+¢(x)=0 (2.14)

denklemine de 1. ¢esit Volterra integral denklemi denir [31].
Asagidaki
b

f(x)+J.K(x,s)F(s,f(s))ds=0 (2.15)

a

sekilli denklemlere Hammerstein integral denklemleri denir [31].

Eger, bir lineer olmayan denklem
f(x)+IK(x,s)F(s, f(s))ds=p(x) (2.16)

seklinde ise g(X) =f (X)—gp(x) ve G(S, g(S)) = F(S, f (S)+(p(s)) olmak {izere
(2.16) denklemi
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g(x)+iK(x,s)G(s,g(s))ds=0 (2.17)

seklinde yazilabilir.

Goriildiigi iizere lineer olmayan integral denklemlerde homojen ve homojen olmayan

integral denklemlerin ayica 6grenilmesini gerektirecek bir durum séz konusu degildir.

K (X, S, Z) fonksiyonu a <x,s <b,—o0 < z <400 bolgesinde tanimli olmak {izere

f(x)=

sekilli denklemlere Urison integral denklemleri denir [31].

D — T

K(xs, f(s))ds

Yukarida bahis edilen lineer olmayan integral denklemlerde gekirdek fonksiyonu
degiskenlerin siirekli fonksiyonlaridir. Fakat, bir ¢ok uygulamali problemlerin
indirgendigi integral denklemlerde ¢ekirdek fonksiyonu siirekli olmaya bilir. Bu tiir

integral denklemler lineer olmayan singiiler integral denklemler olarak biliniyor [31].

Bu tiir denklemlerin en 6nemli sinifi asagidaki sekilli lineer olmayan singiilar integral

denklemlerdir.

f(x):lIK(x,s, f (s))cotizxds. (2.18)

(2.18) tipinde singiiler integral denklemlere Hilbert ¢ekirdekli lineer olmayan singiiler

integral denklemler denir [31].
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

Calismanin bu boliimiinde, Samir M.A., Mohmed H.S., Marwa H.A.’nin bir ¢alismasi
[37] biitiin yonleri ile ele alindi. Adi gegen c¢alismadaki bir hata da diizeltilerek

literatiire katkida bulunuldu.

Calismada Lp [—72',72'],1< p<+oo ile [—7[,7[] kapali araligr tzerinde tanimli

Olciilebilir fonksiyonlarin Banach uzay1 gosterilir. Bu uzayda norm

1
b, =| oo 1p <

olarak tanimlanir.

Buna ek olarak, Wpl[—ﬂ',ﬂ'], 1< p<+oo ile tiirevi U'e L, [—77,7[] kosulunu saglayan
uel, [-7 7] olgilebilir fonksiyonlarin Sobolyev uzayr gdsterilir. Sobolyev

uzayinda norm asagidaki gibi verilir [36,38]

1

||u||1p :[I lu(s)|" ds+ J. u'(s)” ds}p 1< p<+w. (3.1)

W; [—7[, 72'] ,1< p <+ Sobolyev uzayi (3.1) normu ile bir Banach uzayidir [36, 38].

o(s), f (S),m(s,é?,qo(@)) pozitif fonksiyonlar

D, Z{S:S[—ﬂ',ﬂ']} ve D, ={(S,0,q0(49)):s,49€[—7z, z],pe(—o, +oo)}

tanim bolgelerinde siirekli fonksiyonlar ve

jw(s)dS:g>0 (3.2)
olmak tzere,
1% 0
o(s)+5- j m(s,H,go(H))cothd@: f(s) (3.3)
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Hilbert ¢ekirdekli lineer olmayan singiiler integral denklemi ele alalim.

Bu denklemin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
, 17 6-s
(p(s)+2—_|.m¢(s,0,(p(0))(p (H)COtTdQ F(s) (3.4)

T

elde edilir [38]. Burada, m,(s,6,¢(6)) fonksiyonu m(s,8,¢(6)) fonksiyonunun
ticiincli degiskene gore kismi tiirevidir. Ayrica,

T 0-s
F = - o, ,68,0(0 t——déa, 3.5
o= [[m.(5.0.0(0)) +m, (s.0.,0(0)) cot = (35)

-

m, (s,0,¢(0)), m,(s.6,¢(6)) fonksiyonlars, sirastyla, m(s,6,¢(6)) fonksiyonunun

birinci ve ikinci degiskenlerine gore kismi tiirevleridir.

Boylece, (3.3) Hilbert gekirdekli lineer olmayan singiiler integral denklemi (3.4) sekilli

bir denkleme denktir.

Simdi, (3.4) denklemini daralma doniisim denklemine indirgeyelim. Bunun igin

k(s,9,¢(0)):m¢ (s,&,go(@)) fonksiyonunun §>0 ve a €(0,1) i¢in

‘k (32!‘92'% (92))_ k (31"91’(01(91))‘ < é‘|:|sz - 51|a +|6’2 _91|lZ +|(Pz _(/71|a:| (3.6)

Lipschitz kosulunu sagladigini kabul edecegiz.

Singiiler integral denklemler teorisinden bilindigi iizere, (3.4) dnkleminin ¢oziimii
i T
2r

/4

v(s)ds=v(0)=0, u(s)=¢'(s) (3.7)
ek kosullariyla

u(s)+iv(s)=c(s) (3.8)

sekilli simir deger probleminin ¢6ziimiine denktir [19, 39].
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(3.8) simir deger probleminin ¢6ziimii, V(Z) (X y) (X y) ve [, bir sabit

olmak iizere,

1 7% )€
c(z)=G {2 jk 5,0,0(8))c(6)e""” 7

iH

d«9+|ﬂo} . (3.9)

sekilli bir fonksiyondur.

Eger,
iz i 1 % W (0 i0
" =+ ve y (2) = [ k(s.0,0(0))c(0)e ():m”da (3.10)
alinirsa
G(s)=(&+in)(w (s)+1f)=(& +in) Rey(s)+i(Imy(s)+4,) | (311)
yazilir.

k (S, 0, (p(@)) fonksiyonunun birim diskte analitik ve reel fonksiyon oldugunu dikkate

alirsak y ( Z) fonksiyonunun reel ve imajener kismi i¢in Schwartz formiiliinden [40]

Rey (s)=k(s,s,0(s))c(s)e"™ (3.12)
yazilir.
Ayrica,
e +z = e +e" =—i cotb (3.13)
eie —7 ei0 _eIS 2 '

oldugundan l//(Z) fonksiyonunun imajener kismi i¢in de

Imw(s):—% ]T. k(s.0,0(0))c(0)e™ )cot%de (3.14)

-

elde edilir.
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(3.12) ve (3.14) ifadelerini (3.11)’de yerine koyarsak

k (S, S,(o(s))c(s)ewl(S) n
G(s)=(&(s)+in(s)) {

i ﬂo—%ffk(s,e,go(e))c(g) ()Cot%de} =

§(S)k(s S, ¢( )) (S)ewl(s)_
r +
|:ﬂo__'|; 5,0,0(0 ()Cot%da}
{ T k(s,0,0(0 ()Cotﬁd9+
i J > _
n(s)k (Ssco( ))e(s)e™
. " ( ) ( ) ( ) oldugunu goz Oniinde bulundurursak yukaridaki
esitlikten
u(s)=£(s)k(s,s,.9(s))c(s)e™ -
L 0 60— (3.15)
n(s) ﬂo_z__[[k(s,e,@(ﬁ))c(g)e"\ﬁ( )cothde
ve de
V(s)=¢(s) 5, +77(5)k(8 s (p(s))c(s)ew(s)_
h 3.16
is)fk(s 0.0(0))c(0)e"” cot?"do (3.16)
72- T
elde edilir.

(3.7) kosulunun birincisinden

,[ g(s)ﬂo+77(S)k(S,S,(p(s))c(s)e"‘ﬁ(s)_
_I” %?Tk(5191¢(9))0(9)ewl(9)cot?de =0

-

dolayisiyla,

i . (3.17)
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elde edilir. (3.17) denklemi

£ £(s)ds+ [ m(s)k(s.5.0(s))c(s)e™ Vs -

] L , (3.18)
.[[k(s,a,go(&))c(e)e“(‘g)degJ;é( )cotTSds 0

seklinde yazilir.

Analitik fonksiyonlar i¢in Hilbert formiiliinden [39]

1 7 .
+1i — 0)o+i 3.19
f() (s 2n|~[f S 27z~[r§()d To (3.19)
yazilir. Ayrica,
i0
207 & tl45,46,r=¢"
l7—S € —Z

oldugundan (3.19) esitliginden

£(e)+in(e) =531 L [ S e(opon |

271 ° " —e

elde edilir, burada 7, = Zi .[ 17(6)d@ dir . Buradan, (3.13)%ii de dikkate alirsak
T

-

T

1 0 -
Z_J;é(s)cothds =1, —17(5)

yazilir. Bunu (3.18) denkleminde dikkate alirsak

pu] 605+ [r(s)k(s.5.0(5)o(s)e" s

ik(5,91¢(9))c(9)e“(9) {770 —%I{n(@)d@}de =0

denklemi elde edilir. Bu denklemi sadelestirirsek

T

ﬁojﬁf(s)ds—% | n(@)d@_]ik(s,@,q)(e))c(e)ewl(g)de:O (3.20)

-

elde edilir.
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Boylece, (3.15)’ten bulunur:

u(s)=¢(s)k(s,5,0(s))c(s)e™ +
# ik(s,@,gp(@))c(@)ewl(e) cot?dﬁ—ﬂon(s)_

(3.7)’nin u (S) = (p'(s) sartindan

x (3.21)
ﬂjk(s,e,gp(e))c(e) ) cotZ—=d6~ Byn(s)
4 -7
yazilir. (3.21) denkleminin her iki tarafini [O, S] araliginda integralledigimizde
o(s)=A+[K(s,0,0(0))do (3.22)
0
denklemi elde edilir. Burada, A=¢(0) ve
K(s,0,0(0))=¢&(s)k(s,s,0(s))c(s)e™ = Bm(s)+
(S) f w,(6) 0-s (3.23)
k(s,0,0(0 0)e t——do
T [K(so0(0)c(0)e " oot
olarak tanimlanir. S¢ operatdriinii
Sp=A+[K(s,0,0(0))do
0
olarak tanimlarsak (3.22) integral denklemi
Sp=¢ (3.24)

operator denklemi seklinde yazilir.

Boylece, (3.3) Hilbert g¢ekirdekli lineer olmayan singiiler integral denklem onunla

denk olan (3.24) operator denklemine indirgenir.

Simdi (3.24) operator denklemini inceleyelim. Bunun i¢in K (S, 0, (p(@)) cekirdeginin

sinirlihigr tizerine asagidaki teoremi verelim.

21



Teorem 3.1: Eger, &(s),7(s).c(s) vew,(s) fonksiyonlar1 Hélder simifindansa,
dolayisiyla
‘5(52)_5(51)‘311|52_51|a’ ‘U(Sz)_ﬂ(%)‘gﬂzbz_slrl
[o(s,)—c(s)| < Afs, =5, [w(s,)—w(s))[< A5, —s,[°

kosullar1 saglaniyorsa (3.23) formiili ile tammlananK(S,H,(p(H)) fonksiyonu

(3.25)

Lp [—7[, 7[] ,1< p <400 uzayinda sinirlidir.

Ispat: L, [—7[, 7[] ,1< p <+o0 uzayinda asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

HK(S,@,go(@))HLp <Al (). +IB.()]. +B. (s, - (3.26)
Burada,
B,(s)=£(s)k(s,s,0(s))c(s)e"® (3.27)
Ve
Bz(s):nz—;)ik(s,@,gp(@))c(@)e“’lw) cot?d@ (3.28)

olarak tanimlanir.

(3.25)’in ikincisinden

[~

()], { I \n(s)\pds}p S{I [n(0)+(2ﬂ)%}pds} -¢ (329)

elde edilir. Burada,

c, :[j [7(0)+(27)° ﬂq}ds}p ~(2)s [7(0)+(27)" 2, .

-

(3.27)’den Bl(S) igin

[B.5)],, <[¢(s)

ewl(s)

(550, o0

(3.30)

Ly, L

P3 Loy
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4
burada Zi _1 ‘dir, yazilir .
p

Ayrica, ||§ (s)”Lpl ve ||c(s)||Lps icin (3.29)’a benzer sekilde, sirasiyla,

§ dsfl s[j £(0)+(27) ﬂl}ds}; —c,  (331)

-

el | [

ve

1 1

e(s) . dsr < { J[e(0)+(2xy ﬂa]dsr =¢, (332

/2

| T

yazilabilir.

Hk (S, S, (/)(S))HL normunu degerlendirelim. (3.6) kosulu geregince, (3.29)’a benzer

1
P2
P ds} <
1

{j Uk(0,0,(p(0))‘+5[(2+5¢)(27r)a +‘(p(0)‘ﬂpz ds}pz —c,

-

sekilde

Hk(s,s,q)(s))HLpz :{Dk(s,s,go(s))

(3.33)

elde edilir. Burada, &, sayisi ¢ fonksiyonunun Holder katsayisi ve

k(0,0.0(0))|+6[ (2+,)(27)" +]0(0)] ||

1

¢, = (27 |

dir.

Simdi || normunu degerlendirelim. (3.25) varsayiminin dérdiinciisiinden

P4

1 1

s

< 1+U(‘Wl(O)‘+/l4(2ﬂ)a)p4}m}exp[ | (\Wl(o)\+z4(zﬂ)“)"“}p“s

Pa

ewl(s)

- -

{1+(2ﬂ)é [, (0)]+ 2, (zﬂ)“}}exp {(27[)914 [ (0)+ 2 (2;;)“]} ¢,

(3.34)
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yazilir.

Boylece, (3.31) - (3.34) ve (3.30)’dan
IB, (s)||Lp <€, = C,C.C,C (3.35)

elde edilir.

IB, (s)||L normu i¢in (3.28)’den (3.30)’a benzer sekilde

T k(s 0.0(0))c(0)e"” cot?d@ (3.36)

-

[B.(s)

1
<),

LpG

61 1,
yazilir. Burada, Z — =—"dir.

k=5 Mg

Bilindigi lizere, Hilbert ¢ekirdekli singiiler integral i¢in

]E k(s 0,0(0))c(6)e""” cot?d@

-

<c k(s 0.0(0))c(0)e" ),

P
LpG

(3.37)

degerlendirmesi dogrudur [4]. Ayrica,

k(so.0)e@)e] <[k(s0.00))]_ e

ewlw)HL . (3.38)

L
Pg 9

burada, ; i:i’dlr, yazar ve |[K(S,8,¢p(0 Jlc(é ve (€| normlari
> 0@, o), ve [,

k=7 pk 6 8 Py

icin (3.33), (3.32) ve (3.34) degerlendirmelerinin benzeri olan

1

ra
P ds} <
1

{Tjk(o,o,¢(0))\+5[(2+5¢)(2z)“ +\¢(0)\ﬂp7 ds}m —c,

¢ ds}pe s{j [c(0)+(2x) Ag}ds}pe “c,,

-

fs0.0(0)], - k(s.010)

(o)

| T
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ewl(‘?)

- -

Lg S{“U (e (0] + 2 (272)°)” F]eXpU (I (0)]+ 2, (22))” Fg <

1 “ 1 p
{1+ (27) | [ (0)] + A (27) }}exp {(2;:)% [ g (0)]+ 2, (27) }} =cq
degerlendirmelerini dikkate alirsak (3.37) ve (3.38)’den
r w(0) oot 98
J'k(s,é?,go(ﬁ))c(e)e cotTde

-7

<C, =C,CCp  (3.39)

Lps

elde edilir.

HU (S)HL normu i¢in (3.29)’a benzer sekilde

1 1

g ds}ps < “ [7(0)+(27) 2, | dsr —c,, (3.40)

-

sl =| Tl
burada,

Ps 1

= (27) | (0)+(27) %

elde edilebilir.

Béylece, |B, (s)||L normu igin (3.36), (3.39) ve (3.40) degerlendirmelerinden

|B,(s)|, <cw= %cllc12 (3.41)

P

yazilir.

Sonug  olarak HK(S,@,(p(@))HL normu icin (3.26), (3.29), (3.30) ve (3.41)

degerlendirmeleri geregince
HK(S,H,(D(H))HLP <€y =|B|C +Cs+Cy (3.42)

degerlendirmesi dogrudur.

Bununla Teorem 3.1’in ispat1 tamamdir.
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Simdi, (3.24) denkleminin ¢oziimiiniin varligi iizerine asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2: Teorem 3.1’in kosullar1 saglansin. Ayrica, D CW; [—72', 72'],

D= {(p EW;[—ﬂ',ﬂ']:|¢| < C15,‘(0(Sz)—(0(31)‘ < ,u|S2 —Sl|a 1S5, S, € [—7:,7[]},
l<p<+x
ve C, <Cg, |A|+(27z)§ C, <C; olsun. Bu durumda, (3.24) yani (3.3) denkleminin

W; [—7[, 72'] ,1< p <400 uzayinda tek bir ¢oziimii vardir.

Ispat: Oncelikle D kiimesinin konveks kapali bir kiime oldugunu gésterelim. Bunun

icin her ¢,y € D ve her t €[0,1] i¢in tg+(1—t)y € D oldugunu gdstermek yeterlidir.
¢ =tp+(1-t)y olsun. O halde,

#(s,)=4(s1) =t[0(s:) - () ]+ (1=1)[w(s.) v (s) ]
esitliginden

[6(s;) ()| <tle(s,) =@ ()] + (1-t)w (s,) —w (s,)] <

[tu+(1-t) u]ls, —s,|" = uls, —s)|",

dolayistyla, ¢ € D oldugu goriiliir.

Simdi de D kiimesinin kapali bir kiime oldugunu gosterelim. Bunun i¢in D' < D
baglantisinin saglandigini gostermek yeterlidir. Burada D’ kiimesi D ’nin yigilma

noktalar1 kiimesidir. Keyfi ¢ € D' alalim. O halde, kiimelerin y18ilma noktasinin

tanimundan  lim||g, —gp”lp =0 olacak sekilde bir (¢,)cD,neN dizisi vardir. Bu

durumda

2, (s,)—o, (Sl)‘s,u|sz—sl|a olur. Burada n—oo iken limite gegilirse

‘(p(sz)—(p(sl)‘ < ,u|82 —Sl|a , dolayisiyla @ € D bulunur. Bu da D ’nin kapali olmasi

anlamina gelir.
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Simdi (3.24) formiilii ile tamimlanan S operatoriinin D kiimesini kendi igine
doniistiirdiigiinii gdsterelim. (3.24)’den her se[-z,7]| ve ¢(s)eD i¢in, Holder

esitsizliginin integral formundan yararlanirsak [36]

So(s) |A|+” (6))|do <|A+|K(s,6,0(0))], (27)s  (3.43)

elde edilir, burada 1 + 1 =1 “dir. Ayrica, (3.42) geregince
P q

So(s) S|A|+(27r)é Cy (3.44)

olur. Her 0<s, <s, i¢in

Se(s,)—Se(s, ”K 5,0,0(0))|do
ve Holder esitsizligi ve (3.42)’den
1 1
[S(s,)-Se(s.) <K (5.6,0(8))]. Is:—s]s <csls, —s)Ja (3.45)

yazilir.

Boylece, (3.44) ve (3.45)’den goriildigi iizere eger, C, <Cg, |A| (27r)q Cy <Cpx
olursa S¢(s)eD saglamir. Yani, bu durumda (3.24) formiilii ile tammlanan S

operatorii D kiimesini kendi igine doniistiiriiyor.

Simdi de S operatoriiniin tamamen (es) siirekli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in D
kiimesinin keyfi ¢ € D elemanina diizgiin yakinsayan keyfi ((pn ) cD,neN dizisi
icin

lim[ Sg, (s)—-Se(s)]=0 (3.46)

nN—o0

oldugunu géstermemiz gerekir.

So, (S)— S(p(s) farki igin

oc._..m
I_I

S, (s 5,0,0,(0))-K(s,0,0(0)) |do
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yazilir. O halde,

S

S0, (5)-Se(s) < [[K (5.0.0,(6)) - K (5.0, 0(0))|dO (3.47)

0

dogrudur. (3.23) ‘ten [K (s,0,¢, (0))-K (s,e,q)(e))\ farki igin
‘ (0))-K(s.0.0(0 ‘ ‘5 ()[k(s s,0,(5))- k(S,S,(p(S)):”-i-

"0k (s.0,0, (0))—k(s,9,¢)(0))]cot?d9‘ =B, +B,

(5.
(_
2r

'-—;kl

degerlendirmesi elde edilir. Buna gore, (3.47)’den
S9, (s)—Se(s) < 27(B;+B,) (3.48)

yazariz.
Simdi B, ve B, i¢in degerlendirmeler yapalim.

B, icin (3.6)’dan

B, =[¢(5)c(s)e" [k (5.0, (5)) =k (s.5.9(5)) ] <
‘f )[e(s ‘ el (s s,0,(s))—k(s,s,0(s )‘S (3.49)
slE(s)[e(s)[e™[len(s)-(s)"
elde edilir. (3.25)’den |§(S)|, |C(S)| ve |g") i¢in, sirasiyla,
£(s)|<[e(0)|+ A (27)", (3.50)
lc(s)|<[c(0)]+ 4 (27)", (3.51)
e < e"")|(27)" < |1+ 4, (27) ], (3.52)
burada, €, = max{ " [—7[,7[]} , degerlendirmeleri dogrudur.

Boylece, (3.49) — (3.52)’den

B, <y e, (s)-0(s) . @<(0), (3.53)

burada, ch:5elD§( )|+ 4 (27) }Dc ‘+/13(2;z)“}[1+/14(27z)a]eldeedilir.
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(3.53)’den limB, =0 oldugu kolayca goriiliir.

B, i¢in

iS)]ic(@)ewl(g) [K(s.0.0,(0))-k(s,0.0(0))] cot?de <

7(s) ]r"C(S)Hewl(a)Hk(s,g,gpn(9))—k(s,9,(p(0))‘cot?d9

-

yazilir. (3.25)’den |77(s)| icin, (3.50)’ye benzer sekilde

n(s)] <[ (0) + 4 (27)°
yazar (3.51) ve (3.52)’yi de dikkate alirsak

17 0—
B, <Cy o [ k(5.0.0,(0)) ~k(s.0.0(6))|cot==d6,  (354)

burada, e, ([17(0)+ 4 (27))(|c(0)] + & (27)" )| 1+ 4 (27)" |, elde edilir. Buradan,

limB, =0 oldugu cikar.

Nn—o0

(3.48), (3.53) ve (3.54)’den
lim|Sg, (5)~Sp(s) =0

sonucuna variriz. Bu da (3.46) esitligini dogrular.

Boylece, S operatorii igin Teorem 2.3’{in varsayimlar1 saglandigindan adi gegen

teoremin hilkmii geregince (3.24) denkleminin, dolayisiyla da (3.3) denkleminin

Wp1 [—7[, 7[] ,1< p <400 uzayinda tek bir ¢oziimii vardir.

Bdylece, Teorem 3.2’°nin ispat1 tamamdir.
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4. SONUC VE TARTISMA
Bu tez calismasi bir kaynak taramasi olup konu ile ilgili ele alinan bir ¢alismadaki

hatalar da diizeltilerek literatiire katkida bulunuldu. Bu g¢alisma bu konuda

calisan yiiksek lisans ve doktora 6grencilerine bir 1s1k tutabilir.
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