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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Kompleks diizlem
Genellestirilmis kompleks diizlem
{z e C:|z| <1}, Birim disk

Z, merkezli r yarigapl agik disk

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Pozitif tam sayilar kiimesi

C diizleminde bir egri

f fonksiyonun n. dereceden tiirevi

U birim diskinde tanimhi f(z)=z+ Z:anzn seklindeki

n>2
analitik fonksiyonlarin sinifi

A ya ait tinivalent fonksiyonlarin sinifi
A ya ait bi-tinivalent fonksiyonlarin sinifi
Caratheodory simnifi

Schwarz fonksiyonlariin sinifi
A ya ait yildizil fonksiyonlarin sinifi
A ya ait konveks fonksiyonlarm simifi

f fonksiyonunun 9 fonksiyonuna subordinasyonu

Hankel matrisi
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1. GIRIS

Univalent fonksiyonlar teorisi, diger bir ad1 ile geometrik fonksiyonlar teorisi kompleks
analizin oénemli bir dalidir. Bu teori; “Kompleks diizlemin her basit baglantili bolgesi
konform olarak birim disk iizerine resmedilebilir.” ifadesiyle yani Riemann Doniisiim

Teoremi ile birlikte daha da onem kazanmistir. Koebe’ nin [19] 1907 deki

U={ZEC:|Z|<1} birim  diskindeki  birebir her  f(z)=z+a,z* +a,2° +...

doniisiimiiniin resim bolgesinde,

W| < ¢ diski kapsanacak sekilde mutlak bir ¢ sabitinin

ve sadece z ye bagli olan |f'(Z)| modiilii lizerindeki sinirlarin varligimi ispatladigi

calismasi da bu teorinin gelismesinde onemli bir rol oynamistir. Daha sonraki bir¢ok
matematik¢inin ¢alismalart da bu smirlart belirleme lizerinde yogunlagmistir. Boylece

tinivalent fonksiyonlarin siniflari ile ilgili problemler iizerindeki calismalar artmistir.

Bieberbach [2] tarafindan ortaya atilan “ f € S fonksiyonu igin n=2,3,... olmak iizere
|an| <N esitsizligi saglanir” tahmini uzun siire matematikgilerin g¢alistigi bir problem
olmustur. Alan teoreminin bir sonucu olarak [a,| <2 esitsizliginin dogrulugu ilk olarak
Bieberbach tarafindan 1916’da ispatlanmistir. Daha sonra Loewner [22] 1923’te
parametrik metod olarak isimlendirdigi kendi bulusuyla |a,|<3 esitsizligini, 1955°te
Schiffer ve Garabedian, Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a4| <4 esitsizligini,

1968°de Pederson |a;|<6 ve 1972°de Pederson ve Schiffer |as| <5 esitsizligini ispat

etmistir. Bu tahminin genellestirilmis hali yillarca matematikgilerin tizerinde calistigi

bir konu olmustur. 1985’te nihayet L. De-Branges, Loewner teorisini kullanarak biitiin

n=2,3,... igin |an| <N esitsizliginin dogrulunu ispatlamistir.

Bieberbach tahminin ispatlanmasindan sonra bu konuyla ilgilenen matematikgiler S
sinifinin bazi alt siniflar1 i¢in bir takim katsayr bagintilar1 elde etmislerdir. Bu alt

smiflarin en 6nemlerinden bazilar1 yildizil ve konveks fonksiyonlar siniflaridir.



Hem tersi hem de kendisi {inivalent olan fonksiyonlara bi-iinivalent fonksiyon denir. Bi-
tinivalent fonksiyonlarla ilgili ilk c¢alisma Lewin [20] tarafindan 1967 yilinda

yapilmistir. Bi-linivalent fonksiyonlarin sinifim1 ¥ semboliiyle gostererek bu sinifa ait

fonksiyonlar i¢in ikinci katsaymin |a2| <151 oldugu Lewin tarafindan ispatlanmistir.

1967 yilinda, Brannan ve Clunie [3] her f X igin |a,|< J2 oldugunu ortaya atmustir.
Sonra 1969 da Netanyahu [23] her f eX i¢in max|a2|:g ve 1985 te Tan [29]

|a2|31.485 oldugunu gostermislerdir. 1985 yilinda Kedzierawski [17], Brannan ve

Clunie’nin |a2|s\/§ konjektiirtinii bi-y1ldizil fonksiyonlar i¢in ispatlamistir. 1985 ve

1986 yillarinda Brannan ve Taha [4] «-mertebeden bi-yildizil ve bi-konveks

fonksiyonlar i¢in |a2| ve |a3| katsayilarinin sinirlariyla ilgili tahminler elde etmistirler.

a

n

Maalesef her n=2,3,... i¢in

nin st smir1 heniiz bulunamamistir. Diger bir

problem de bulunan smirlarin kesin olmayisidir. Son zamanlarda bi-linivalent
fonksiyonlarin cesitli alt siniflar1 icin katsayr tahminleri problemi ile ilgili bir¢ok

calisma yapilmistir ve bu konu halen giincelligini korumaktadir.

Hankel determinant1 probleminin iinivalent fonksiyonlar teorisinde &nemli bir yeri
vardir. Ciinkii Hankel determinanti yardimiyla birim diskte tanimli fonksiyonlarin
siirliligy aragtirilabilir yani integral katsayilarina sahip orijinin komsulugunda Laurent
serileriyle temsil edilen iki sinirli analitik fonksiyonun orami olarak gosterilen bir

fonksiyonun rasyonel oldugu gosterilebilir. Ayrica, Hankel determinanti yardimiyla

Fekete-Szegd problemi olarak bilinen ‘ag —aj‘ ve ikinci Hankel determinanti olarak

tanimlanan ‘aza4 — asz‘ i¢in Ust siur bulunabilir. 1976’da Noonan ve Thomas tarafindan

g. mertebeden Hankel determinanti tanimlanmistir. Bu determinant birgok matematikgi

tarafindan ele alimmistir. Ornegin Noor [24]

f(z)=z+) a2
n=2
seklindeki f fonksiyonu igin n—oo iken H_(n) nin biiylime oranim tespit etmistir.

Janteng [16] wyildizil ve konveks fonksiyon smiflarinin Hankel determinantini



calismigtir. Son zamanlarda Hankel determinant ile ilgili yapilan ¢aligmalari incelemek

icin 2016 yilinda Budak [5] tarafindan yazilan yiiksek lisans tezine bakilabilir.

2015 yilinda Deniz ve arkadaslari [9] ilk kez S -mertebeden bi-yildizil ve bi-konveks

fonksiyonlarin ikinci Hankel determinanti i¢in iist sinirlar bulmuslardir. Daha sonra bu
calisma 1s18inda; Orhan, Magesh ve Yamini [25], Altinkaya ve Yal¢in [1], Frasin,
Vijaya ve Kasthuri [11], Caglar, Deniz ve Srivastava [7] bi-linivalent fonksiyonlarin

belli alt siniflar1 i¢in ikinci Hankel determinanti problemini ¢alismislardir.

Bu tez ¢aligmasinda, bi-linivalent fonksiyonlarin belli bir alt sinifi olan ¥ 7,~v sinifi
icin ikinci Hankel determinanti problemi ele alinmistir. > 7,+ alt smifi asagidaki

bigimde tanimlanmuistir.

feX ve g=f " olsun. Eger f € fonksiyonu her z,we / igin
Re{1+Hf'(z)+fyzf”(z)—1”>0 0<~y<LreC/ 0
ve
Re{1+%[g’(w)+7wg”(w)—1H>0 0<~y<L7€C/ 0

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonu X 7,~ smifindandir denir.

Bu amag dogrultusunda;

Kuramsal temeller boliimiinde, tez boyunca kullanilacak olan temel tanimlara, 6nemli

bazi teorem ve sonuglara yer verilmistir.

Materyal ve yontem boliimiinde, bi-tinivalent fonksiyonlar, Cauchy, Hankel ve Toeplitz
Matrisleri, Hankel determinanti kavramlar1 ayrintili olarak verilmistir. Daha sonra, son
yillarda bi-iinivalent fonksiyonlarmn belli alt siiflar1 icin ikinci Hankel determinanti

problemi ile ilgili yapilan ¢aligmalar verilmistir.



Arastirma bulgular1 boliimiinde, yukarida tanimlanan > 7, smifinin ikinci Hankel

determinanti (H2 2= ‘a?a4 —a ‘) i¢in bir iist sinir elde edilmistir.

Tartisma ve sonug¢ boliimiinde, arastirma bulgulart bolimiinde elde edilen ana

teoremdeki parametrelerin 6zel durumlari i¢in sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1 (&-komsulugu): z,eC ve &£>0 olmak ilizere 2z, noktasinin ¢
komsulugu D(z,,¢) = {Z eCilz-1zy|< g} ile tanimlanan kiimedir. D(z,,&) kiimesine
agik disk de denir. D(z),£) ={z e C:|z—z,|<&} kiimesi ise kapali disk belirtir [28].

Ozel durumda, orijin merkezli acik birim disk ¢/ = {Z eC:|z]< 1} ile gosterilecektir.

Tamim 2.1.2 (i¢ Nokta): Bir z €S noktasi i¢in D(z,&) < S olacak sekilde bir & sayisi

mevcutsa, z noktas1 S kiimesinin bir i¢ noktasidir denir [28].

Tamm 2.1.3 (A¢ik Kiime): Eger her z€S noktasi S kiimesinin i¢ noktasi ise S

kiimesine ag¢ik kiime denir [28].

Tanim 2.1.4 (Kapah Kiime): Tiimleyeni acik olan S < C kiimesine kapali kiime

denir [28].

Tanmm 2.1.5 (Baglantih Kiime): Eger ScMUN, SA"M =0, SAN=J ve
SNM NN = olacak sekilde ayrik ve agitk M ve N kiimeleri bulunmuyorsa S = C
kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir [30].

Ornegin; C nin kendisi baglantilidir.

Tanim 2.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili olan kiimeye bolge denir [30].
C hem agik hem de baglantili oldugundan bir bolgedir.

Tanmm 2.1.7 (Siireklilik): S < C olmak iizere f:S— C bir fonksiyon ve z, €S
olsun. Her ¢ >0 ve |Z - Zo| < § sartini saglayan her ze S igin |f(Z) - f(ZO)| < ¢ olacak

sekilde & =05(z,,¢) >0 sayis1 varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir

[28].



Tamim 2.1.8 (Egri): [a, b]CR olmak tizere }/Z[a,b]—>(C stirekli fonksiyonuna C

diizleminde egri (yada yol) denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirasiyla egrinin

baslangi¢ ve bitim noktalar1 denir [28].

Tamm 2.1.9 (Kapah Egri): Baslangi¢c ve bitis noktasi ayn1 olan egrilere kapali egri
denir. y kapali egriise y(a)=y(b) dir [28].

Tamm 2.1.10:
a) Basit Kapah Egri: Ug noktalarin ¢akismasi harig, kendini kesmeyen egrilere basit

egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan egrisi denir.

b) Diizgiin Egri: » egrisi [a,b] kapali araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger [a,b]
kapali araliginda »' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine diizglin egri denir

[28].

2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve {inivalent fonksiyon kavramlari tanitilip bu fonksiyonlarla ilgili

bazi1 tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.2.1 (Diferensiyellenebilme): Ac C olmak iizere f: A— C bir fonksiyon ve

Z,, A nm bir i¢ noktasi olsun. Eger

- 1)

-7, -1,
sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu 2z, noktasinda diferansiyellenebilir (veya
tirevlenebilir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z =z, noktasinda f(z)

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir [30].



Tamm 2.2.2 (Analitiklik): f (z) fonksiyonu, z, noktas: ve bu noktanin uygun bir
komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse f (z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir. Eger f (z) fonksiyonu bir S < C kiimesinin her noktasinda analitikse
f(z) ye S kiimesinde analitik denir. Tiim diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam

fonksiyon denir [30].
Ornegin; f(z)=sinz bir tam fonksiyon olup f(z)=argz bir tam fonksiyon degildir.
Z=Xx+ly olmak ilizere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks degiskenli kompleks degerli
fonksiyonu analitik ise
ou ov ou ov
— X y)==(Yy) ve —(X,y)=——(X,
5 %) 6y( y) ay( y)=-= (%)
ile ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

Teorem 2.2.3 (Liouville Teoremi): Eger bir f(z) fonksiyonu tam ve sinirli ise bu

fonksiyon sabittir [30].

Analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan Cauchy-Tiirev formiili asagidaki

gibidir.

Teorem 2.2.4 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali y gevresi
icinde ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z;, bu egrinin i¢inde bir nokta olsun. Bu

durumda n=0,1,2... i¢in

oy N f(z)
f (Z(J)_z;zil(z-zo)“+l

olur [30].

Bu teoremin belirtmek istedigi en 6nemli nokta sudur: f, bir boélgede analitik bir
fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de o bolgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda



_19z,)
n!

f()=Ya,z-2,)",

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada
1. mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiliksek mertebeden tiirevi vardir

diyemeyiz.

Tamim 2.2.5 (Ayrik Tekil Nokta): w= f(z) fonksiyonu z, noktasmimn bir
U (ZO, 8)—{20} delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f

fonksiyonu i¢in z, noktasi bir ayrik tekil noktadir denir [30].

Teorem 2.2.6 (Laurent Teoremi): f(z) fonksiyonu A(R;;R,) halka bdlgesinde

analitik ise bu bolgede a, ve b, kompleks sayilar olmak {izere

=Ya,(z-2 z

n=0 Z —Z,
olur. Buna f(z) fonksiyonunun z;, noktasinin delinmis bir komsulugundaki Laurent

serisi (ag¢ilimi) denir [28].

Teorem 2.2.7 (Maksimum Modiil Prensibi): f(z), A bdlgesinde sabit olmayan
analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda |f(z)|, A bolgesinde maksimum deger

alamaz [28].

Sonuc¢ 2.2.8: A siirh bir bolge ve sabit olmayan f (z) fonksiyonu da bu bdlgenin
siirinda siirekli ve i¢inde analitik olsun. Bu durumda |f(Z)| maksimum degerini A

bolgesinin sinirinda alir.

Teorem 2.2.7 un énemli bir sonucu olan Schwarz lemmasi asagidaki gibidir.



Lemma 2.2.9 (Schwarz lemmasi): f(z), & birim diskinde analitik ve f(0)=0

olsun. Eger U birim diskinde |f (z)|<1 ise

f'(0)|<1 ve | f(2)|<|7| olur. #eR olmak

lizere f(z)=e"z fonksiyonu ile esitlik saglanir [28].

Teorem 2.2.10 (Minimum Prensibi): f(z), AcC bélgesinde sabit olmayan bir

fonksiyon ve her zeA igin f(z)#0 olsun. Bu durumda |f(z) . A bolgesinde

minimum deger alamaz [28].

Sonuc 2.2.11: Ac C smurh bir bolge, f (Z) sabit olmayan bir fonksiyon ve her ze A
icin f(Z);tO olsun. Ayrica f(Z) fonksiyonunun A bdlgesinin iginde analitik,

siirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda ‘f (Z)‘ minimum degerini A

bolgesinin sinirinda alir.

Tanim 2.2.12 (Univalent fonksiyon): f(z), Ac C bélgesinde tanimli bir fonksiyon
olsun. Her z,z,e A i¢in z #2z, oldugunda f(z)= f(z,) gerceklesiyorsa (veya
f(z)=f(z,) olmasi sadece z, =z, olmasmi gerektiriyorsa) f (z) fonksiyonuna A

bolgesinde tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir [10].
Ornegin; f (z) =7 bir iinivalent fonksiyondur.

Eger f (z), z, noktasimnin bir komsulugunda tnivalent ise f(z) ye yerel {inivalent

fonksiyon denir.

Teorem 2.2.13: Bir f(z) analitik fonksiyonunun z;, noktasinda yerel iinivalent

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f'(z,)#0 olmasidir [10].

f'(z,)#0 sart1 f(z) fonksiyonunun inivalentligi i¢in gerek sarttir fakat yeterli

degildir. Yani, f(z) fonksiyonu inivalent ise f'(z,)#0 dir. Tersi her zaman dogru



degildir. Bir kiimede yerel {inivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede tinivalent

olmasi gerekmez.

Ornek 2.2.14: f(z)=2" fonksiyonu A={z:1<|7|<2,0<argz<37/2} bolgesinde

yerel iinivalent olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z)=z> fonksiyonu,
A bolgesinde analitik ve her z, € A i¢in f'(z,) # 0 saglandigindan yerel iinivalenttir.
Fakat

5 .5 5 .5 . 25
fl =+i—4=|=f| ——F4=—-1—F=|=1—
W2 32 W2 32) 9

oldugundan f(z) = z* fonksiyonu A bélgesinde iinivalent degildir.

Eger Ac C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel tinivalent ise, bu durumda z € A
noktasinda f’(z) tiirevi, f nin yerel geometrik davranigini belirler. |f'(Z)| ve arg f'(2)
degerleri sirasiyla yerel biiyiime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna

ilaveten, f:AcC —C analitik doniisiimiiniin Jacobian determinanti Jf (z) =|f'(z)|2

ile verilmektedir. Jacobian determinantinin f’(z)|2 ifadesine esit oldugu Cauchy-

Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.2.12 den analitik
fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel iinivalentlik i¢in

gerek ve yeter sarttir.
Tanmm 2.2.15 (Konform doniisiim): Belli bir noktadan gecen iki diizgiin egri

arasindaki a¢iin biiytlikliiglinii ve yoniinli koruyan doniisiimlere bu noktada konform

dontisim denir. Eger bir f(z) fonksiyonu, bir Ac C bélgesinin tiim noktalarinda

konform ise f (z)bu bolgede konformdur denir [28].

Omegin; f(z) =z* doniisiimii C\ <{O} diizleminde konformdur.

Teorem 2.2.16: f(z) fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 sarti

saglantyorsa, f(z) konformdur [28].
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Bundan dolay1 bir bolgede analitik ve {inivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli

konform doniisiimlerden biri Mobius donilisiimiidir. Bu doniisiim; a,b,c,d eC,
ad-bc#0veT :(Cu{oo} >T :(Cu{oo} olmak iizere

az+b veya T(2) = af+b
cz+d cZ +d

T(2)=

bigiminde tanimlanir. Neden ad —bc # 0 olmalidir? Ciinkii z =W igin

az+b aw+b
cz+d cw+d
_ (ad —bc)(z—w)
- (cz+d)(cw+d)

T(2)-T(w)=

esitliginden goriiliir. Eger, ad —bc=0 ise T(z) =T(w) olur. Buda T nin sabit olmasi
anlamia gelir. Ayn1 zamanda ad —bc#0 alinmast T nin bire bir oldugunu gosterir.

Sabit fonksiyonun bire bir olmadig1 agiktir.

Teorem 2.2.17 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her

DcC(D=C) basit baglantili bolgesi konform olarak ¢/ birim diski iizerine
resmedilir. Ayrica, z, € D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,)>0 sartlarin1 saglayan ve

D bolgesini U birim diski tizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir [10].

2.3 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Analitik olarak, bir iinivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik
olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiirlir. Hem analitik hem de {inivalent
fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri yine basit baglantili bolgelere doniistiiriir.

Riemann doniigiim teoremine gore, bir keyfi basit baglantili bolgede tanimli f
tinivalent fonksiyonunun yerine &/ agik birim diskte tanimli bir f {nivalent
fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon i¢in f(0)=0, f’(0)=1 normalizasyon sartlar1 gz

Onune alinirsa

f(Z)=Z+ianZn (zeld) (2.1)
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biciminde olur. Burada (2.1) bi¢ciminde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis
analitik fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifi A ile

gosterilir ve

A= { f:vzelicinf(z)=z+ Z:anzn seklindeki analitik fonksiyon}

n=2

seklinde yazilir.

Tanim 2.3.1 (& Smmfi): U birim diskinde {inivalent olan f .4 fonksiyonlarin

olusturdugu smifa S simifi denir ve
S={feA:Vzel icin f —uUnivalent}

seklinde gosterilir [ 10].

S sinifina ait bazi fonksiyon ornekleri agsagida verilmistir.

(i) w= f(z):ﬁ fonksiyonu ¢/ birim diskini Re(w)>-1/2 sag yar diizlemine
resmeder.

z
1-2°

(i) f(2)=

fonksiyonu 2/ birim diskini C—{(—o0,~1/2]U(1/2,0]} bdlgesi

uzerine resmeder.

z
(1-2)*

(i) f(2)=

Koebe fonksiyonu ¢/ birim diskini C—(—o0,~1/4] bolgesi iizerine

resmeder.

Teorem 2.3.2: f € S olmasi durumunda asagidaki ifadeler dogrudur [10] :

(i) Eslenik alma: g(z) = f(Z)=z+a,z°+... ise g e S dir.

(i)  Dondiirme (Rotasyon): & € R olmak tizere

12



9(z)=ef(e"2) =2+ ) a "" (zel)

n=2
fonksiyonu S sinifina aittir.
(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0 <r <1 olmak {izere
g(z)=rf(rz)=z+> ar"'z" (zeu)

n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, € U/ olmak iizere

Z+17, |
i) v
@z f(z,)

9(z) = (zel)

fonksiyonu S sinifina aittir.

(v) Deger bolgesi dontisiimii: y fonksiyonu f (/) da inivalent ve w(0)=0

v'(0) =1 kosulunu gergekleyen bir fonksiyon ise wo f € S dir.

(vi) Cikarilmis deger doniisiimii: we f (/) olsun. Bu durumda

9= _

T tw A<

fonksiyonu S sinifina aittir.

(vii) n. kok doniisiimii: Eger n=2,3,... ise

9(z) ={‘/ f(z") =z +%z"”+2—:‘2(2na3 —(n=-Da2)z*"" +.., (zel)

fonksiyonu S sinifina aittir.

Tamm2.3.3 (P smfi): /¢ birim diskinde p(0)=1, Re p(z) >0 sartlarini saglayan
p(z) :1+ch2” bi¢cimindeki fonksiyonlarin olusturdugu smifa Caratheodory sinifi
n=1

veya P sinifi denir [10].
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Ornegin; p(z)=(@1+2)/1-z2),zeU fonksiyonu P smifina ait olup, & birim diskini
sag yar1 diizlem iizerine resmeden bir konform doniistimdiir. Ayrica P smifina ait bir
fonksiyonun {inivalent olmasi gerekmez. Ornegin; f(z) =1+ 2> fonksiyonu P smifina

ait olmasina ragmen {inivalent degildir.

Tamm 2.3.4 (Q smifi): U/ birim diskinde ¢(0)=0 ve |¢(Z)|<1 sartlarin1 saglayan

analitik fonksiyonlarin olusturdugu simif Schwarz fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir
ve Q ile gosterilir [10].

Bunlara ilaveten, P smifi ile Schwarz fonksiyonlari arasindaki 6nemli bag asagida
verilmistir:

1+ ¢(2)
1-¢(2)

P ve Q smiflarmin tanimlarindan sonra, S sinifinin iki 6nemli alt sinifini agagidaki

p(2)eP <= p(z2)= (¢(2) Q)

bicimde verilmistir.

Tamm 2.3.5 (8" smifi): B < C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir w, noktasin

her we B noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye

W, noktasma gore yildizil kiime (starlike kiime) denir. w, noktas1 6zel olarak orijin

secilirse, bu kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi verilir.

Eger bir f fonksiyonu ¢ birim diskini w, noktasina gore bir yildizil kiimeye
resmediyorsa, f fonksiyonuna W, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel
durumda, f fonksiyonu U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. f e .4 olmast durumunda yildizil fonksiyonlarin

siifi S” ile gosterilir [10].
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Sekil 1: w, noktasina gore Yildizil Bolge

Teorem 2.3.6: f .4 olsun. Bu durumda
zf'(2)

f(2)eS < =

eP

olur. Ayrica f(z)=z +Z:anzn €S =|a,|<n(n=23..) ifadesi dogrudur [13,14].
n=2

Yildizil fonksiyonlarin sinifini

S’ :{f e A:VzeU igin Re(zr(z)j>0}
f(2)

biciminde gosterebiliriz.

Omegin, S smifina ait fonksiyonlardan en 6nemlilerinden birisi Z € U olmak {izere,

zZ
Oy

2
seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon k(z):%li(?—zj —1}
-z

seklinde de yazilabilir. Ayrica k(z) fonksiyonu

u(z){—j 0(2) =1 (2), k(z)=%[g<z)—1]
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bi¢iminde yazilirsa U birim diskini —oo dan —1/4 e kadar negatif reel ekseni
cikartilmis kompleks diizlem tiizerine konform olarak doniistiirdiigii goriilebilir. k(z)

doniisiimii tinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde 6nemli rol oynar.

Sekil 2: Koebe Fonksiyonu

Yukaridaki sekilden k(z)= =7+ Z nz" € S* oldugu goriilebilir. Ayrica Teorem

n=2

2.3.8 kullanilarak da z =re'? v r<1,0<0< 27[) olmak tizere

i0
[ J l+z Re(“ repj
z 1—re'

1+r
1+r —2rcosH 1 r

elde edilir. Buradan da k(z) € S* oldugu goriiliir.

Koebe fonksiyonunun dénmeleri (rotation), her z € U igin,

k(2 )_(1 e'ez)

bigiminde tanimlanir ve k,(z) fonksiyonlart S simfina aittir. Bu déniisiim ile birim

diskin goriintiisii +o0 dan —e*i9/4 1s1n1 hari¢ kompleks diizlem olur. « € (0,2] ve

) 1|(1+zY)" . o
ZelU olmak iizere f(Z)=2— ) fonksiyonu, “genellestirilmis Koebe
a —

fonksiyonu” olarak adlandirilir ve S simifina aittir.
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Tamm 2.3.7 (C smft): Bc C kiimesi verilsin. Her w,,w, € B icin W, noktasini w,

noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B iginde kaliyorsa B ye konveks kiime

denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f e.A4 olmasi durumunda konveks

fonksiyonlarin siifi C ile gosterilir [10,27].

Sekil 3: Konveks Bolge

Konveks fonksiyonlarin analitik ifadesi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.3.8: f .4 olsun. O halde

f(z)ec@1+z1‘::;((zz))e7>

olur. Ayrica f(z)=z+) az"eC=a,|<1(n=23..) degerlendirmesi dogrudur
n=2
[13,14,27].

Teorem 2.3.9 (Alexander Teoremi): fe. A ve zell olmak iizere g(z)=zf'(z)

olsun. Bu durumda f eC olmasi igin gerek ve yeter sart geS  olmasidir

[10,13,14,27].
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Yukaridaki tanimlardan anlasildigi iizere bu siniflar arasinda C = S* <= S < A seklinde

bir iliski vardir.

Tamim 2.3.10: f ve g fonksiyonlar1 ¢/ birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon
olsun. ¢ birim diskinde f(z)=g(w(z)) olacak sekilde bir w e Q fonksiyonu varsa, f

fonksiyonu ¢/ da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir [10].

Eger g tinivalentise f <g < f(0)=g(0) ve f(U)< g(Uf) gerektirmesi dogrudur.

f nin g ye subordinasyonundan anlasilacak sey asagidaki sekille izah edilmistir.

Sekil 4: f < g Subordinasyonu

Subordinasyon prensibi (Lindelof Prensibi): Eger f fonksiyonu birim diskinde
analitik, tinivalent ve ¢ fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica

g(0)=f(@0) ve gUf)c f(u) ise, bu durumda U diskinde her r<1 igin

9'(0)| <[ f(0)| ve g(4,) = f(14,) dir [10].

Ozellikle, eger f < g ise
max| f (z)] < max|g(z)| (re(0,1))

|zl<r |z|<r

esitsizligi dogrudur. Ayrica,
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p(z)eP < p(z)<i—§ve H2)e & ¢(2)=<z

gerektirmeleri yazilir.

Tanmm 2.3.11 (R simf1): A sinifinda
Re(f'(z))>0 (zel)

sartin1 saglayan f (z) fonksiyonlarina R sinifindandir denir [13,14].

Univalentlik kriterlerinden en kolay ifade edilen ve ispatlananlardan biri asagidaki

Noshiro, Warschawski ve Wolff” un kriteridir:

e f fonksiyonu konveks bir DcC bolgesinde analitik ve her zeD igin

Re f’(z)>0 ise f fonksiyonu D bolgesi tizerinde {inivalenttir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ilk olarak bi-iinivalent fonksiyonun tanimi ve seriye agilimi gibi bazi
Ozellikleri verilmistir. Akabinde Cauchy, Hankel ve Toeplitz matrisi tanimlanarak bu
matrislere karsilik gelen Hankel ve Toeplitz determinanti kavramlar1 verilmistir. Son

olarakta, bi-iinivalent fonksiyonlarin gesitli alt siniflari igin ikinci Hankel determinanti
problemi (| H, (2)| = ‘aza4 - aaz‘) ile ilgili son yillarda yapilan ¢aligmalar tarihsel bir seyir

icinde sunulmustur.

3.1 Bi-iinivalent Fonksiyonlar

Tammm 3.1.1: Hem kendisi hem de tersi iinivalent olan fonksiyona bi-tinivalent

fonksiyon denir.

Bir f fonksiyonun tersi f ile gosterilirse
f(f(z)=12
yazilir. Diger taraftan Koebe-ceyrek teoremine gore her U diskinin f € S altinda
1
goriintiisii orijin merkezli 2 yarigapl diski ihtiva ettigini biliyoruz. Boylece her f e S

fonksiyonu
f(f(z))=2 (zel)

ve

fF(fw)=w, (|W|<r0(f),ro(f)2

NI

olacak sekilde f ™ tersine sahiptir.

Bu durumda f(z)=z+) az"eS almrsa, f*(z)=z+) bz" olacagi agiktir. Bu
n=2

= n=2

durumda
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F(£7w)= A (w)+a,[ £ (w) [ +a[ FH(w)] +..
=W+ ian" +a2[w+ibnw”} +a{w+ ibnw”} ..

=w+(a, +b,)W* + (b, + 2a,b, + a,)W® + (b, + 2a,b, + a,b,* +3ab, + a,)w’ +...
=W
olur. Buradan karsilikli w nin ayn1 dereceli kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse a, ile
b, ler arasinda
a+b,=0=b,=-a,
b, +2ab, +a,=0=h, =2a’ - a,
b, +2a,b, +a,b,’ +3ab, +a,=0=b, =-5a’ +53,a, —a,
seklinde bagintilar elde edilir. Boylece
f(w)=w-a,w +(2a; —a,)w’ —(5a; —5a,a, +a, )W +... (3.1)

olarak yazilir. Burada f(z) e A dir.

S sinifinda bi-tinivalent fonksiyonlarin olusturdugu siif > ile gosterilecektir. Yani
T={feS:vzeliginf(z) eS|
seklinde yazilir.

Ornegin; f(z)= ﬁ, f,(z) =—log (1— Z) , f.(2) =%|Og GJF—ZJ fonksiyonlart >,

2

gz(z)zz—%, 0,(2) =—

1-27°

-
1-z2)*

sinifina  ait olmasma ragmen; g,(z)=

fonksiyonlart ise X sinifina ait degildirler.

3.2 Cauchy, Hankel ve Toeplitz Matrisleri

Tamm 3.2.1: X =Yy, (X, Y, €C), 1<i, j<n olmak lizere elemanlari

ile tanimli C = [Cij lnj:l matrisine Cauchy matrisi denir [6].
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Tanim 3.2.2: n>1 olmak tizere

n-1
Hn—l(x’ X) = Z hi+inXj

i,j=0

quadrik formuna Hankel formu denir. Bu forma uyan matrise de Hankel matrisi denir ve

n-1
anl - (hi+j )i,j:o
olarak gosterilir [15].
Bir Hankel matrisinin acik gosterimi,
I hO hl hn n-1 |
hl h2 hn+l hn+2
H.,=| : :
hn n+1 h2n—4 h2n—3
_hn+1 n+2 h2n—3 th—2_

seklindedir. Goriildiigii gibi Hankel matrisi simetriktir. Ayrica sonsuz mertebeden

Hankel matrisi de

olarak tanimlanir.

Tanimm 3.2.3: n>1ve t ;e C olmak uzere

n-1 _
T 06X) = Dt XX,

i,j=0

kuadrik formuna Toeplitz formu denir [15].

Bu forma tekabiil eden,

Ta= (ti—j ):1_0

matrisine de Toeplitz matrisi denir. Toeplitz matrisi agik olarak,
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t0 t—1 o t—n+2 t—n+1
tl t0 —n+3 t—n+2
T,=|: P
tn—2 tn—3 T to t—l
_tn—l tn—z tl to |

seklinde yazilir. Burada goriildiigii gibi bir Toeplitz matrisinin elemanlari esas kosegene

paralel kosegenler boyunca aynidir. Ayrica sonsuz mertebeden bir Toeplitz matrisi de

T.= (tifj ):j:O
olarak tanimlanir.
3.3. Hankel Determinanti
g>1 ve n = 1olmak iizere
a, a . anqul
o= T e
Anig1 An12(g-0)

determinantina . mertebeden Hankel determinanti denir [26].

Buradan g ve n nin 6zel durumlarinda

laa
0=l e,
a
Hz(z)zai Zz:a‘ZaA_a’f’
a 8, g
H,D=la, & a4=a3(a2a4—a§)—a4(a4—a2a3)+a5(a3—a22), (a, =1)
& 4 &

determinantlar1 yazilir.
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Lemma 3.3.1: p(z) =1+c,z+c,z* +... seklinde verilen bir kuvvet serisinin ¢/ diskinde

P smifindan bir fonksiyona yakinsamasi igin gerek ve yeter sart her N e N* i¢in

2 C, C, C,

C, 2 G Coa

Dn =1C, C, 2 Coz
C— n C— n+1 C— n+2 2

Toeplitz determinantinin ¢ , =C, katsayilarinin negatif olmayan sayilar olmasidir.

Ayrica bunlar, n<m-1i¢in D, >0 ve n=m i¢in D, =0 olmas: durumunda k= j,

t#t; ve t, reel ve p, >0 olmak iizere

JORWNNCES

fonksiyonu haricinde kesinlikle pozitiftir [12].

Lemma 3.32: peP olsun. k=12,..i¢in |Ck|S2 esitsizligi dogrudur. Bu smir

kesindir [10].

Lemma3.3.3: peP olsun. |X|£1 ve |Z| <1 olacak sekilde X ve z degerleri igin
2¢c, = + x(4—c?) 3.2)
ve
4c,= i+ 2¢,(4— c2)x — ¢ (4 —c2)x2 + 2(4 —c2)(A—|X")z (3.3)
olur [21].
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3.4. Bi-iinivalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Siiflar1 I¢in Ikinci Hankel Determinanti

Bi-linivalent fonksiyonlarmn alt siniflarina ait fonksiyonlar ic¢in ikinci Hankel
determinantinin st sinirin1 belirleme problemi ilk defa 2015 yilinda Deniz ve

arkadasglar1 [9] tarafindan ¢alisilmistir. Onlar ¢alismalarinda A. mertebeden bi-yildizil
ve f. mertebeden bi-konveks fonksiyonlar igin ikinci Hankel determinantinin ist

siirlarin asagidaki sekilde elde etmislerdir.

Tamm 3.4.1: f € ve g=f " olsun. Eger f €, fonksiyonu her z,we i/ igin

Re[z;c;(zz))j>,8 (0<pB<1)
ve
Re[%)>ﬂ (0<B<1)

sartlarin1 saglhiyorsa f fonksiyonuna . mertebeden bi-yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin olusturdugu simif S (3) ile gosterilir [9].

Teorem 3.4.2: f eSS () olsun. Bu durumda

SA-p) s -8p ) ﬂe{O,@}

32
la,a, —a3| <
(1357 -148-7 29137
=7 (16ﬁ2—26ﬂ+5]’ ﬂe( 32 ’1J

dir [9].

Ispat: f €S (p) ve g=f* olsun. O halde

L = g - ) (3.4)
@
ve
MM - g v 1-p)aw) (35)
g(w)
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olacak sekilde P smifindan p(z)=1+cz+c,z°+... ve q(w)=1+d,w+d,wW +...

fonksiyonlar1 vardir.

(3.4) ve (3.5) esitliklerinde f(z) ve g(w) yerine yazilip polinom esitligi kullanilirsa
asagidaki katsayilar elde edilir:

a, = (1-pB)c., (3.6)
2a, —a; = (1- p)c,, (3.7)
3a, —3a,a, +a = (1-p)c, (3.8)
ve

-a, = (1-p)d,, (3.9)
3a; —2a, = (1- B)d,, (3.10)
—10a} +12a,a, —3a, = (1- B)d.. (3.11)

(3.6) ve (3.9) esitliklerinden
c,=-d; (3.12)

bulunur.

(3.6), (3.7) ve (3.10) esitlikleri yardimiyla a, katsayisi asagidaki sekilde elde edilir:

1—
ag:(l—ﬂ)ch+( 4ﬂ)(c2—d2). (3.13)
(3.8) ve (3.11) esitlikleri taraf tarafa g¢ikarilip ¢ikan sonugta (3.6) ve (3.13) yerine
yazilirsa
_2 33,0 2 1
a _g(l_ﬂ) C +§(l_:8) Cl(Cz—d2)+6(l—,3)(C3—d3) (3-14)

katsayis1 bulunur.

Béylece (3.6), (3.13) ve (3.14) den

R R R AR IRCRLY
(3.15)

2

+%(1—ﬂ)2 Cl(cs_ds)_%(l_ﬁ)z (c; —d,)

elde edilir.

Lemma 3.3.3 e gore;

X|£1, |y|£1, |z|£1 ve |W|£1 olacak sekilde x,y,z ve w

degerleri igin ve ¢, =—d; oldugundan
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2c, =C2 +x(4—¢?) 4—
2_d2

Cr
= X=Y), 3.16
2d, =d} +y(4-d?) 2 (x=) (3.16)

4c,= 1426, (4—c7)x—c (4 —cA)x* + 2(4—c?)(L-|X[)z
4d3: d13+ 2C1(4_d12)y_d1(4_d12)y2 + 2(4_d12)(1_|y|2)w

(4-¢)

Cf +C1(42_C12) (X+y)_cl(44TC12) (XZ T

=ty = Y+

((1—|x|2)z—(1—|y|2)w) (3.17)
esitlikleri yazilir.
peP oldugundan |c|<2 dir. c=|c|, A=|X ve u=|y| olsun ve (3.15) esitliginde
(3.16) ve (3.17) dikkate alinip esitligin sag tarafina tiggen esitsizligi uygulanirsa

2,8, &l <T, +T,(A+ ) +Ty(A* + 1)+ T,(A+ )’ = F(A, 1) (A20,u<1)  (3.18)

esitsizligi elde edilir. Burada ¢ [0, 2] olmak iizere

T,=T,(c) = %[(1%(1—@2)& —2¢? +80} >0,

T2 =T(0) = 4%(1—/3)2 c*(4-c?)(7-3p) =0,
T,=T,(c) = 2—14(1—,8)2 c(4—c?)(c—2) <0,

T, =T,(c)= 6—14(1—,8)2 (4-c?)?>0

dir.
Simdi, F(Z4,u) fonksiyonunun S={(1,1):0<2<1,0<u<1} kapali bdlgesinde
maksimumunu inceleyelim.
ce(0,2) igin T, <0 ve T,+2T, >0 oldugundanF,, -F,, —(F,, )2 <0 dir. Boylece, F
fonksiyonu S bolgesinin i¢inde bir yerel maksimuma sahip degildir.
A=0ve 0< <1 (benzerolarak 1 =0ve 0< A<1) i¢in

F(O, 1) =G(u) = (T, +T,) 2 + T,u+T,

olur.

Simdi, F(A, ) fonksiyonunun S bolgesinin siirinda maksimumuna bakalim:
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.  T,+T,20  durumu: O<u<l ve 0<c<2 i¢in agktir ki
G'(n) = 2(T3 +T4) u~+T,>0dir, yani G(x) artan fonksiyondur. Dolayisiyla ¢ [0, 2)
icin G(u) fonksiyonu maksimum degerini gz =1 noktasinda alir ve

maxG(u) =G(1) =T, +T,+T,+T,
olur.
ii. T,+T,<0 durumu: O<u<1 ve 0<c<2 i¢in T,+2(T,+T,)>0 oldugundan

T, + 2(T3 +T4) < 2(T3 +T4),u+T2 <T, ve boylece G'(x)>0 dir. Dolayisiyla c<[0,2)

icin G(u) fonksiyonu maksimum degerini & =1 noktasinda alir. Ayrica C =2 igin

F(A, 1) = %(1— B) (4% 85 +5) (3.19)

olur.
(3.19), i ve ii durumlar1 géz 6niine alinirsa, 0< <1 ve 0<c<2 i¢in,
maxG(u) =G(1) =T, +T,+T,+T,
dir.
A=1ve 0<pu<1 (benzerolarak 2 =1ve 0< A <1) i¢in
F(Lu)=H() = (T, +T,) 1 +(T, + 2T, ) u+ T, +T, + T, +T,
elde edilir.
Ayni sekilde, T, +T, toplaminin yukaridaki durumlari i¢in
max H () =H() =T,+2T, + 2T, + 4T,
yazilir.

cel0,2] i¢in G(1)<H(1) oldugundan, S bélgesinin sinirinda max F(A, u) = F(1,1)
olur. Boylece F maksimum degerini S kapali bolgesinin icinde 4=1 ve u=1
noktalarinda alir.

K :[0,2] >R,
K(c) =maxF(4, ) = F(,1) =T, +2T, + 2T, +4T, (3.20)
olsun.

Substituting the values of T,T, T, ve T, degerleri (3.20) de tanimlanan K

fonksiyonunda yerine yazilirsa
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K(c) = (145) [(mﬂ 26,B+5)c4+24(2—ﬂ)cz+48]

elde edilir.

Simdi K(c) fonksiyonunun c <[0,2] araliginda maksimumlugunu inceleyelim. K(c)
fonksiyonun tiirevi asagidaki gibidir:

1-p 3
K'(c) = ( 12) [(mﬂ ~264+5)c +12(2—ﬂ)c]. (3.21)
13-/89
" 16

1. Durum: 165°-26£+5>0, yani, fe|0 olsun. Boylece

ce(0,2) i¢in K'(c)>0 olur. K fonksiyonu (0,2) araliginda bir artan fonksiyon
oldugundan K fonksiyonu maksimum degerini c<[0,2] araliinin sinirinda yani
€ = 2 noktasinda alir. Boylece,

max K (c) = K(2)_f(1 B) (48° —8p+5)

0<c<2

olur.

2. Durum: 164° -26/+5<0, yani, ﬂe[lB_lg@,lj olsun. O halde, ¢, =0

veya ¢c, = _];2(2 —/) noktalart  K'(c)=0 n  krititk noktalaridir.
2 165° -265+5

13—+/89 29-.137
6 = 32

pe

oldugunda, Co, >2, yani, Co, noktas1 (0,2) araliginin

dusinda kalir. Bu nedenle K(c) fonksiyonu maksimum degerini Co, = 0 veya c= Co,
noktalarinda alir. K fonksiyonu (0,2) araliginda artan oldugundan, K fonksiyonu

maksimum degerini ¢ €[0, 2] araliginin sinirinda, yani, ¢ =2 noktasinda alir. Boylece,

max K (c) = K(2)_f(1 B) (48> -8+5)

0<c<2

olur.

e 29137
32

,1} oldugunda Co, <2 olur, yani, Cy, noktasi [0,2] araligimin bir i¢

noktasidir. K”(COZ) <0 oldugu i¢in K(c) fonksiyonu maksimum degerini C=0p,

noktasinda alir. Bu nedenle
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B B —122-) ) _ /4 a2 138°-148-7
ED&)Z(K(C)_K(COZ)_K{\/16,82—26ﬂ+5J_(1 p) (16ﬁ2—26,8+5J

yazilir. Buradan teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Tamm 3.4.3: f €Y ve g=f " olsun. Eger f €2 fonksiyonu her z,we/ igin

zf "(2)

ve

Re[l+ V;%’(’SVV)V)}/; (0<p<1)

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonuna . mertebeden bi-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm olusturdugu simf K () ile gosterilir [9].

Teorem 3.4.4: f e K () olsun. Bu durumda

(1-B)’ (58° +8B-32
24 | 352-3B-4

2
la,a, —a3| <

dir [9].

Ozel durum olarak yukaridaki tanim ve teoremlerde =0 almirsa asagidaki sonuglar

elde edilir.

fesi(0)=1es =aa-a<2,

feICZ(O)=ICZ:>‘a2a4—a§‘s%.
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Orhan ve arkadaglari [25] 2016 yilinda f. mertebeden bi-yildizil ve bi-konveks
fonksiyonlarin genellestirilmesi olan . mertebeden « —konveks fonksiyonlar igin

asagidaki sonuclari elde etmislerdir.

Tamm 3.4.5: f €Y ve g=f " olsun. Eger f €2 fonksiyonu her z,we / igin

Re[(l—a) Z:: ,((ZZ)) +a(1+ Z::,((ZZ))j]Z,B (0<a<1,0<p4<1)
ve
Re[(l—a)%+a[l+%nzﬂ (0<a<10<p<1)

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonuna p. mertebeden « —konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin olusturdugu smif MY (B3) ile gosterilir [25].

Teorem 3.4.6: f e M () olsun. Bu durumda

42-py’

m[m—ﬂ) +(l+a) ]

(1+a)[3(1+3a)+\/9(1+3a)2 —48(1+a)(1+3a)+128(1+2a)2}
16(1+22)

fe|01-

|a2a4 —a32|£
(- B)? [(1— B (1+3a)(13+ 7a) -12(1- B)(1+ a)(L+ 2)(1+3a) - 4(1+ @)’ (sm2 +8a+2)}

(1+a)(L+3a) [16(1- B)’ (1+ 20) - 61— B)(1+ &) L+ 3a) |(1+ 22) + (1+ 1)’ [ 3(1+ ) L+ 3) ~8(1+ 20)° |

(1+a) [3(1+3a)+\/9(1+3a)2 +128(1+2a)2}

1
32(L+2a)

Pe|l-

dir [25].

Teorem 3.4.6 da a =0 alinirsa Teorem 3.4.2; o =1 alinirsa Teorem 3.4.4 elde edilir.
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Tamm 3.4.7: f €Y ve g=f " olsun. Eger f €2 fonksiyonu her z,we/ igin

1-p
Re{(%j f'(z)}a (0<a<1,0<A<1)
ve
1-p
Re[[ﬁj g'(w)}a (0<a<1,0<A<1)

sartlarini sagliyorsa f fonksiyonu B(«, B) smifindandir denir [1].

Teorem 3.4.8: f eB((x,,B) olsun. Bu durumda

‘azazl_aaz‘
4(1‘05)2 2 2
W[z(wxw)a—a) +3(1+ )],
clo 1_3(1+,/3)(3+,B)+(1+ ﬂ)\/9(3+,8)2 +48(2+ B)’(3+ p)
| 8(2+p)'(3+5)
< 2
b 3[4 +58+6)(1-a)+ 1+ A)(5*+4p+6)|
@+B) (1 B2+ P (3+ ) 22+ B 3+ L= - 33+ B)(2+ P)(B+1L-a)-3(0+ B’ £ +48+5) ||

be 1_3(1+ﬁ)(3+ﬂ)+(1+ﬂ)\/9(3+ﬁ)2+48(2+ﬁ)3(3+ﬁ) .
8(2+5)'3+4) '

dir [1].

Teorem 3.4.8 de =0 alinirsa Teorem 3.4.2 deki sonuglar elde edilir.
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2016 yilinda Frasin ve arkadaslart [11], subordinasyon 6zelligini kullanarak Orhan ve

arkadaslarinin [25] calismalarini genellestirerek asagidaki sonuglari elde etmislerdir.

Tamm 3.4.9: f € ve g=f " olsun. Eger f €, fonksiyonu her z,we i/ igin

(1—a)(%j+a(1+ Zf "(( ))jw(z) (2>0)
ve
1- )(Wg((";’)}a[u Wgz(";’)]w(w) (a=0)

sartlarimi sagliyorsa f fonksiyonu F (¢, ) siifindandir denir [11].

Teorem 3.4.10: f e A (¢, a) olsun. Bu durumda

H(2), f (,B,B,,B,)>0, C(a,B,B,,B,)>0
82
2 aX{W, (2)} f(a,Bl,Bz,Bs)>O, C(a, Bl7BZ’BB)<0
] (0
4(1+—12a)2, f(a,Bl,BZ,BS)SO, C(a,Bl,BZ,BS)SO
max{H(t,),H(2)},  f( BB, B,)<0, C(a B, B,B,)>0
dir. Burada

B,[2B,— 2B, + B,|(1+ @)’ 1+ 2a)* + B/ (1+22)* + 2B B, — B, (1+2)*(1+2a)° \
31+ )’ (1+2a)*(1+3a)

Hlt = 2C(a,B;,B,,B;) | _ B/ _ [C(a’Bl’leBs)]z
°y\ f(a,B,B,,B,) | 4(1+2a)® 48(1+a)’(d+2a)*(1+3a)f(a,B,,B,,B,)’

H(2) =

f(a,B,,B,,B,) =4B,|2B, - 2B, + B,|(1+ @)’ (L + 22)* + 4B} (1 + 2)?
~3B}(L+ @)1+ 2a)(L+3a) ~12B2 (1+ )’ (L+ 2a)*
+3B2 (1+a) (L+3a),

C(a,B,,B,,B,;) =3B’ (1+ a)(1+ 2a)(1+3c) +8B, B, — B | (1 + &)*(1 + 2a2)°
+12B (1+ )’ (1+2a)* 6B/ (1+ )* (1 +3cx)
dir [11].
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2017 yilinda, Caglar ve arkadaglari [7], Tanim 2.3.11 deki alt smifi genellestirerek

asagidaki sonuglar elde etmislerdir.

Tamm 3.4.11: f €Y ve g=f " olsun. Eger f €. fonksiyonu her z,we { icin
Re(f'(z))>p (0<p<1)

ve
Re(g'(w))> (0<B<1)

sartlarimi sagliyorsa f fonksiyonu N () smifindandir denir [7].

Teorem 3.4.12: f € () olsun. Bu durumda

1-p)
2

(20-p)+1),  Be {o, 11_1;/?7}

2
‘a2a4—a3‘s

16 9% -158+1 12

1-pB)° [GOﬂZ —84,8—25} . (11—\/37 ’1J
dir [7].

Tanim 3.4.11 ve Teorem 3.4.12 de =0 alinirsa
3
f e Ny (0)= N :‘a2a4—a§‘£§

sonucu elde edilir.

Tamm 3.4.13: f € ve g=f " olsun. Eger f €Y. fonksiyonu her z,wel/ i¢in
larg(f'(2))| sa—z” (0<a<l)

ve
larg(g'(w))| < a_zzr (0<a<1)

sartlarini sagliyorsa f fonksiyonu N{ smifindandir denir [7].
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Teorem 3.4.14: f € Ny olsun. Bu durumda

2
4a , O<a$l
9 24
2 2
e, 2| <| % 64a2_144a+5 | lSaS1+\/§
48\ 1207 —120+1 )| 24 4
a?(Ba? +1) 1+J§<a<1
6 4 ~ 7

dir [7].

Bu tez c¢alismasinda, bi-linivalent fonksiyonlarin belli bir alt smifi olan X 7,~

asagidaki gibi tanmimlanarak, bu sinif i¢in ikinci Hankel determinanti problemi ele

alimmustir. Yani ‘aza4 — a,f‘ fonksiyoneli i¢in bir list sinir bulunmustur. Teoremin ispati

icin Deniz ve arkadaslarinin [9] 2015 yilinda yapmis olduklart ¢aligmanin ispat yontemi

kullanilmistir.
Tamm 3.4.15: f €Y, ve g = f " olsun. Eger f €. fonksiyonu her z,we l{ icin
Re{1+1[f’(z)+7zf”(z)—1”>o 0<~y<LreC/ 0
T
ve
Re{1+i[g’(w)+ng”(w)—l]}>0 0<~<1,7€C/ O
T

sartlarin1 saglhiyorsa f fonksiyonu X 7,~ smifindandir denir.

Tanim 3.4.15 de 7 ve y nin 6zel durumlar i¢in asagidaki alt siniflar da elde edilebilir.

Tamm 3.4.16: f € ve g=f " olsun. Eger f €Y. fonksiyonu her z,wel{ i¢in
Re f'(z)+~zf"(z) >0 0<~<1

ve
Re g'(w)+~wg”(w) >0 0<~<1

sartlarini sagliyorsa f fonksiyonu X 1,+ sinifindandir denir.
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Tamm 3.4.17: f € ve g=f " olsun. Eger f €Y, fonksiyonu her z,wel/ i¢in
Re f'(2)+zf"(z) >0

ve
Re g’ (w)+wg”(w) >0

sartlarin1 saghiyorsa f fonksiyonu X 1,1 simifindandir denir.

Tamim 3.4.18: f €Y ve g = f " olsun. Eger f €. fonksiyonu her z,we l{ icin
Re{1+ﬂf’(z)+zf”(z)—lu>o reC/ 0

ve
Re{l+Hg'(w)+wg”(w)—1”>0 reC/l 0

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonu ¥ 7,1 sinifindandir denir.

Tamm 3.4.19: f € ve g=f " olsun. Eger f €Y. fonksiyonu her z,wel/ i¢in

Re{l+£[f’(z)—l}}»>0 7eCl 0
T
ve
17,
Re{l+—[g (w)—1”>0 TeC/l 0
T

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonu Y 7,0 smifindandir denir.

Tamim 3.4.20: f €Y ve g=f " olsun. Eger f €. fonksiyonu her z,we / igin
Re f'(z) >0
ve

Re g'(w) >0

sartlarin1 saghiyorsa f fonksiyonu X 1,0 sinifindandir denir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu baslikta, bi-iinivalent fonksiyonlarin bir alt siifi olan ¥ 7, smifi i¢in ikinci

Hankel determinanti verilmistir. Ayrica parametrelerin 6zel degerleri i¢in yeni sonuglar

elde edilmistir.

Teorem 4.1: f eX(z,y) olsun. Bu durumda

aga, - Z‘S{max{H(Z—),H(to)}, 5€(0,6,)

H (2-), S e[8,,+)
dir. Burada
1+7)| (L+7)(1+3y)+/d
5o=5o(7)=( +y)6[((1++27)( +3) ]
7/)(1+3;/)

d =(1+7)(1+3y)| 36(1+27) ~15(1+7)(1+37) |

_ 5° ) 3

H(2-) = ST (1+37)[2(1+3y)5 +1+)'],
s 65
9(1+2y)" 144(1+2y) (1+3y)a(y,s) —a(y,9)

a(y,8)=9(1+2y)" (1+3y)6% —3(1+7)" (1+2y)(1+3y)5
+(1+7)’[4(2+7)(1+37)-9(1+27)' |,
b(y,8) =6(1+2)(1+3y)5 + 1+ )| 27(1+2y)* ~16(L+ )(1+3y) |, 5=[r],

dir [8].

Ispat: f eX(7,y) ve g=f olsun. O halde

1+Hf/(z)+7zf ”(z)—l}: 0(2) (4.1)
ve

1+ g/ (w)-+ ywg” (W) —1| = g(w @2)
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olacak sekilde P smifindan p(z)=1+cz+c,z°+... ve q(w)=1+d,w+d,wW +...

fonksiyonlar1 vardir.

(4.1) ve (4.2) esitlikleri acik olarak

1+3[2 1+~ a,2+31+2y a,2° +4 1+3y a,2° +...
T (4.3)
=1+cz+c,2° +c,2° +...

ve

1412 1+v a,w+31+2vy 2al—a, W +4 1+3y (-5a +53,a, —a4)w3+...}

-
=1+ d,w+d,W +d W +....
(4.4)
seklinde de yazilabilir.
(4.3) ve (4.4) de polinom esitligi kullanilirsa asagidaki katsayilar elde edilir:
7C
a,=—23 45
2 21+y) (#3)
zC,
= , 4.6
% 3(1+2y) (4.6)
7Cq
a, = , 4.7
t4L+3y) #.7)
ve
P (4.8)
2(1+y)
d
282 —a,=——2 _, 4.9
2% T 311 2y) (49)
583 +5a,a, —a, =8| (4.10)
2 41+3y)
Buradan (4.5) ve (4.8) esitliklerinden
c,=-d,, (4.11)
(4.5), (4.6) ve (4.9) esitlikleri yardimiyla a, Katsayis1
2.2 _
a,=—t 0, 10 (4.12)

T AQ+y)? 6(1+2y)
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ve (4.7) ve (4.10) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilip ¢ikan sonugta (4.5) ve (4.12) yerine

yazilirsa a, katsayisi

_ 572C1(C2_d2) +T(Ca_d3)

, = (4.13)
24(1+7)A+2y) 8(1+3y)
olarak bulunur.
Boylece (4.5), (4.12) ve (4.13) den
4C4 T3C12
a,a, —a’|=|-—2 c,—d
‘ 2 3“3‘ 16(1+y)* 48(1+2y)(1+y)2( 2 =)
26 , (4.14)
7°C T 2
+ c,—d,)-——— (¢, —d
16(1+37/)(1+7/)( 2~ 0a) 36(1+27/)2( 2~ )
elde edilir.

Diger taraftan Lemma 3.3.3 e gore;

X|£1, |y|£1, |z|£1 ve |W|£1 olacak sekilde x,Y,
Z ve w degerleri i¢in ve ¢, =—d; oldugundan

2¢c, =C +X(4—¢?)
2d, =d} +y(4—-d?)

2
}: c,—d,= 4_201 (x-y), (4.15)

4c,= 1426, (4—c7)x —c (4 —cP)x* + 2(4—c2)(L-|X[)z
=
4d3: d13+ 2C1(4_d12)y_d1(4_d12)y2 + 2(4_d12)(1_|y|2)w

(0,5 S ) SO ey o0 (o (1fyf ) 426

esitlikleri yazilir.
peP oldugundan |c|<2 dir. Kolayhk agisindan t=|c,|, 5=|c], A=|x| ve u=|y|

olsun. Bu durumda (4.14) esitliginde (4.15) ve (4.16) dikkate alinip esitligin sag tarafina

ticgen esitsizligi uygulanirsa
2,8, - & <T,O)+T,O)(A+ ) + T,O)A° + £°)+ T, )4+ 4)° = F (4, 1) (420, u<1) (4.17)

esitsizligi elde edilir. Burada t [0, 2] olmak tizere
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ot
32(1+3y)(1+ 7)4

T(t) = {[26°W+3y)+ W+ 7)° ] +2(4-1)A+7)°} 20,

52 (4-1%)
96(1+2)(1+3y)(1+y)?

T,(t) = [6(1+3y) +31+y)1+2y)] 20,

_S(A-t)(t-2)t <0
B4+ ) (1+3y)

T5()

T,(t) = % >0

dir.

Simdi, F(A,x) fonksiyonunun S = {(ﬂ, 1#):0<A<10<u< 1} kapali bolgesinde
maksimumunu inceleyelim. F(A,x) fonksiyonunun kat sayilar1 t degiskenine bagl
oldugundan S bolgesinde t=0, te(0,2) ve t=2 durumlarinda fonksiyonun

maksimumuna bakilmalidir.

2
9(L+2y)?

2 2

sarzy T A gy

1. t=0 olsun. Bu durumda F(4,u)= (A+u)*, (Au)eS olur.

F/(Au)= (A+ ) =0 denklemlerinden ve

F(4, ) fonksiyonunun tanimindan kolaylikla goriilityor ki fonksiyon S bolgesinin
icinde bir kritik noktaya sahip degildir, yani, fonksiyon S bolgesinin iginde bir yerel
maksimuma sahip degildir.

Simdi, F(A, ) fonksiyonunun S bolgesinin siirinda maksimumuna bakalim:

2 2
1.1. A=0, 0< <1 olsun. Bu durumda F(O,,u):g—'u2=qol(u) olur. Her
9(1+2y)
L, 5’ N : 3
,ue[O,l] icin gol(y):mzo oldugundan ¢, (x) fonksiyonu [0,1] araliginda
Ty

artandir. Dolayisiyla ¢, (1) fonksiyonu g =1 de maksimum degerini alir ve

52
max 0<ult=p)=——
{o(1):0< <1} =) W 2)
dir. Boylece,
2
max{F(@, u):0< u<ll=———
{F(0,u):0< <1} 0+ 27)
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olur.
1.2. 4=0, 0<A<1 olsun. Bu durumda yukaridaki duruma benzer olarak

2

max{F(4,0):0<A<ll=——— Iir.
{ (4,0 } oL 2) yazilir
2
1.3. A=1, 0<u<1 olsun. Bu durumda F( u)=—— 1+ u)* =
7 ((y7) 9(1+2y)2( 1) =,(u)
2
olur. 1.1 durumuna benzer olarak max{F (L, x):0< u <1l =——— elde edilir.
{Fp):0<pu<l 2]

14. pu=1, 0<A<1 olsun. Bu durumda yukaridaki duruma benzer olarak

2

maX{F(/I,l):OS}tél} = > yazili.

9(1+2y)
Yukaridaki durumlar g6z 6niinde bulunduruldugunda sonug olarak t =0 icin

max{F(/I,y):Osﬂ,ysl}:ﬁ (4.18)

elde edilir.
2. te(0,2) olsun. Bu durumda F/(4,4)=T,[t)+2T,(t)A+2T,(t)(A+x) ve

Fi (A4, 1) =T, () + 2T, (1) s+ 2T, (1)(A + 4) dur.

_Tz (t)
2[T,(t)+2T,(t)]

Kolaylikla gbriiliir ki A, = 14, = T,(t)+2T,(t) A+ 2T, (t)(1+ ) =0 ve

T, (t) + 2T, (t) 1+ 2T, (t) (A + 1) = 0 denklemlerinin ortak ¢oziimiidiir.
Bu durumda her te(0,2) igin 4, =4, <0 veya 1<, =, Yani, (4. p)eS dir.
Boylece F(A,u) fonksiyonu S bolgesinin iginde bir kritik noktaya sahip degildir,

yani, fonksiyon S bdlgesinin i¢inde bir yerel maksimuma sahip degildir.

Simdi, F(A, ) fonksiyonunun S bélgesinin sinirinda maksimumuna bakalim:

2.1. A=0, 0< <1 olsun. Bu durumda
F(O, u) =T1(t)+T2(t)/,1+[T3(t)+T4(t)]/,z2 =@;() olur. Simdi ¢,(z) fonksiyonunun

[0,1] araliginda maksimumlugunu inceleyelim. ¢,(x) fonksiyonunun u ye gore tiirevi

@4 (1) =T, (0) + 2[T, (1) + T, ()] & dur.
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2.1.1. t€(0,2) igin T,(t)+T,(t) =0 olsun. Bu durumda ¢}(x) >0, yani, ¢,(u)

fonksiyonu [0,1] araliginda bir artan fonksiyondur.

_Tz (t) >
2[T,0)+T,(1)]

Oyleyse, T,(t) +2[T3 t)+T, (t)] >0 dir. Ayrica, kolaylikla goriilir ki her p € [0,1] icin

2.1.2. t€(0,2) igin T,(t)+T,(t) <O olsun. Bu durumda 0 dur.

T, +2[T,) +T, ()] =T, (t) +2[T,(t) +T,(t)] dir. Buradan ¢;(x)>0 oldugu
asikardir. Boylece ¢,(u) fonksiyonu [O,l] araliginda bir artan fonksiyondur. Sonug

olarak, her iki durumda da ¢,(x) fonksiyonu maksimum degerini z =1 noktasinda alir

ve
ax{(Pa(,U) 0<u Sl} =@, ) =T,() + T, (1) + To(t) + T, (1),
yani,
max{F(O, 1):0< u Sl} =F(0,) =T, (t) + T, (t) + T, (t) + T,(t)
dir.

22. p=0, 0<A<1 olsun. Bu durumda, 2.1 durumuyla benzer olarak
ax{F(4,0):0< A <1} =T, (t)+T,(t) +T,(t) +T,(t) yazilir.
2.3. A=1, 0< <1 olsun. Bu durumda
FULu) =Y T,0+[T0+2T,0]1+[T0O +T.0)] 42 =0, (1)
olur.

2.1 durumuna benzer olarak kolaylikla gosterilebilir ki ¢,(z) fonksiyonu [0 ,]Z
araliginda bir artan fonksiyondur. Dolayisiyla ¢,(x) fonksiyonu maksimum degerini
4 =1 noktasinda alir ve max{g,(1):0< u<1} =g, (1) =T,(t)+2[T,(t) + T,(t)] +4T,(1),
yani, max{F(L ):0<p<1}=F(L1)=T,(t)+2[T,(t)+T,(t)]+4T,(t) dir.

24, pu=1, 0<A<1 olsun. Bu durumda 2.3 durumuna benzer olarak
max{F(4,1):0< A< =T,(t)+2[T,(t) + T,(t) | +4T,(t) yazilir. Ayrica kolaylikla

gosterilebilir ki her t € (0,2) igin
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T,(1) + T, (t) + T, (t) + T, (t) <T,(t) + 2[T, (&) + T, (t) |+ 4T, (1)
dir.
Sonug olarak t € (0,2) durumunda
max{F (A4, 1) :0< A, <1} =T, (£) + 2[T,(£) + T, ()] + 4T, (t)
olur.
H:(0,2) >R, H(t)=T,(t)+2[T,(t)+T,(t)]+4T,(t) fonksiyonunu tanimlayalim.
T,(t), T, (), T,(t), T,(t) degerleri H (t) fonksiyonunda yerine yazilirsa

_ 45"
9(1+2y)?

ot?
14401+ 3y)(1+ 27)2(L+ )

H (t) [a(y, o) +2(1+7)°b(y,5) |+

olur. Burada
a(y,8) =9(L+2y)*(1+3y)5” =3(L+y)’ (L+27)A+3y)5 + A+ 7)° [ 4(L+ y)(A+3y) -9+ 27)* |
b(y,5) =6(1+2y)(L+3y)5 + (L+y) [ 27(1+2y)* ~16(L+ y)(1+3y) ]

dir.

Simdi, (0,2) araliginda H(t) fonksiyonunun maksimumlugunu inceleyelim. H(t)

fonksiyonunun t ye gore tiirevi asagidaki gibidir:

_ 5t
36(1+3y)(1+2y)* 1+ )"

H'(t) [a(y,0)t" +(1+7)°b(7,5) |.

H'(t) fonksiyonunun isaretini a(y,d8) ve b(y,5) fonksiyonlarinin isaretlerinin farkli
durumlarina bagl olarak incelemek gerekir. Her bir §>0 ve her ye[O,l] icin
b(y,8) >0 dir.

(i) Eger 6 > 6, ise a(y,0) >0 dir. Burada

(L+7)] @+ 7)A+3y)+d |
6(1+27)(1+3y)

S =0 (y)=

d = (1+7)(1+3y)[ 36(L+2)* ~15(1L+y)(L+3y) | > 0
dir. Boylece, eger 6>0, ise H'(t)>0 dir; yani, H(t)fonksiyonu artan Dbir
fonksiyondur. Bu nedenle & > ¢, igin

52
201+ %) (1+3y)

max {H(t):te(0,2)} =H(2-)=T,(2) = [252(1+3y) +(1+ y)3]

43



olur.

(i) Eger 0 <9, ise a(y,0)<0 dir. Bu durumda t, =(1+y) b(é/’?) , H(t)
aly,

fonksiyonunun bir kritik noktasidir. Kolaylikla gosterilebilir ki t, €(0,2) dir.

—-5°b(y,0)
18(1+7)*(+2y)* (1+3y)

H ”(to) =

<0 oldugu i¢in t, noktast H(t) fonksiyonunun bir

yerel maksimum noktasidir. Dolayisiyla,

45? B 5°b(y,d)
9(1+2y)° 144(1+2y)*(1+3y)a(y, o)

ax{H(t):te(0,2)} =H(t) =

olur.

. 45° 5° 45°
Her 5>0, 7 €[0,] icin H(0+)= > < ve - <H(t,)
91+2y) 2(A+y)A+3y) 9(1+2y)

oldugu i¢in
aX{H(O+), H(,), H(2—)} =max {H(2-), H(to)} (4.19)
dir.
3. Son olarak, t=2 olsun. Bu durumda F(A,u) fonksiyonu asagidaki gibi
sabittir:
F(A,u)=T,2)=H(2-). (4.20)
Boylece, (4.18), (4.19) ve (4.20) den Teorem 4.1 in ispat1 tamamlanir.

Bu kisimda, Teorem 4.1 deki 7 ve y parametrelerinin 6zel degerleri i¢in asagidaki

sonuglar elde edilmistir.

Sonug 4.2: f €3(1,7) olsun. Bu durumda
H(2-),H(t,);, o,€(01
‘a2a4—a§‘s max{ (2-) (o)} oe( ]
H(2-), 5, e (1,+0)
dir. Burada

_ 1+;/)[ (1+7)( 1+3}/)+«/_]

6(1+ 2;/)(1+ 37/)

0 = (1+7)(1+3) 36(1+27) ~15(1+7) (1+37) |
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H(2-)= 2(1+37)+(1+7) |,

2(1+ 7/)4 (l+ 37/) [

H(t) = : 2 bz(%l) ' t0:(1+7) br.) )
9(1+2y)" 144(1+2y) (1+3y)a(y,1) \!—a(y,l)

a(7,1) =9(1+2y)" (1+3y)-3(1+y)" (1+2y)(1+3y)
+(147)'[4(2+7)(1+37)-9(1+27)’ |,

b(y,1) =6(L+2y)(1+3y) + L+ »)[ 27(L+2y)* —16(1+ y)(1+3y) |,

dir.

Sonug 4.3: f €3(z,1) olsun. Bu durumda

‘aa —a§‘< max{H(2-),H(t,)}, 6€(0,5,)
- H(2-), 5 €[8,,+0)
dir. Burada
2 +/102
5,=3,(1) = +9 ,
5% (6% +1)
H (2_) = ’
16
2 2
H(to):45 _5%(1,5) =2 b1, &) |
81 5184a(l, o) )
a(l,6) =3245° —1446 —392,
b(1,8) =725 +115, 5 =[],
dir.

Sonug 4.4: f €%(7,0) olsun. Bu durumda

max {H (2-), H (t,)} 5e[o,1+gﬁJ
la,a, —a3| <
H(2-), 56{1+g/ﬁ,+oo]

dir. Burada
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Y (t)_452_52b(o,5) ‘ b(0,9)
9 144a(0,5) ° \-a(0,6)’
a(0,5) =952 -35-5

b(0,5) =65+11, 5=,

dir.

Sonu¢ 4.5: f €3(1,1) olsun. Bu durumda
la,a, —aj| i
8

dir.

Sonug 4.6: f €3(1,0) olsun. Bu durumda
3
a,a, —a | <—
2.8, —as <

dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, bi-iinivalent fonksiyonlarin bir alt smufi olan 2(z,y) ait

fonksiyonlar i¢in ikinci Hankel determinanti ele alinmis ve bu determinant icin tist
smirlar belirlenmistir. Ayrica bu smiftaki parametrelerin 6zel durumlarindan olusan bi-

tinivalent fonksiyonlarin 6zel alt siniflar1 i¢in {ist sinirlar verilmistir.

Bu calismadan yola ¢ikarak arastirmacilar, bi-iinivalent fonksiyonlar teorisinde ele

alman diger alt smiflara ait fonksiyonlar icin H,(1) ve Hj3(1) gibi Hankel

determinantlarinin tst sinirlarii bulabilirler.
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