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OZET

(Yiiksek Lisans Tezi)

KOMPLEKS POTANSIYELLI VE GRADYENT TERIMLI SCHRODINGER
DENKLEMI ICIN OPTIMAL KONTROL PROBLEMI
Vildan ERUCAN BASARAN
Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Gabil YAGUB

Bu tezde kompleks potansiyelli ve gradyent terimli lineer Schrédinger denklemi igin
optimal kontrol problemi incelendi. Bu tezin 2.1. kisminda oncelikle kompleks
potansiyelli ve gradyent terimli Schrodinger denklemi igin optimal kontrol problem
konuldu. 2.2. kisminda Galerkin yontemi kullanilarak birinci ¢esit baslangi¢ sinir deger
probleminin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi ispatlandi. Bu tezin 3.1.1. kisminda
inceledigimiz problemin ¢6ziimiiniin varligini ve tekligini gosteren teorem ispatlandi.
3.1.2. kisminda inceledigimiz problemin en az bir ¢oziimiiniin varligr ispatlandr. 3.2.1.
kisminda fonksiyonelin diferansiyellenebilirligi ispatlandi ve fonksiyonelin gradyenti
icin formiile ulagildi. Son olarak bu tezin 3.2.2. kisminda inceledigimiz problemin
¢Oziimii icin gerek sart elde edildi. Tezin tartisma ve sonu¢ kisminda ise s6z konusu
problemin daha Once ele alinan problemlerden farki ortaya konulmus ve ulasilan
sonuclarin daha Once incelenen problemlerin sonuglariyla ayni olmadigi da

belirtilmistir.

Anahtar Kelimeler: Schrodinger denklemi, optimal kontrol problemi, Galerkin

yontemi, gradyent terim.
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ABSTRACT

(M. Sc. Thesis)
THE OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR THE COMPLEX POTENTIAL
SCHRODINGER EQUATION WITH GRADIENT
Vildan ERUCAN BASARAN
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Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematic
Supervisor: Prof. Dr. Gabil YAGUB

In this thesis, the optimal control problem was investigated for the complex potential
linear Schrodinger equation with gradient. In section 2.1. of this thesis, firstly the
optimal control problem was introduced for the complex potential Schrédinger equation
with gradient. In section 2.2., the existence and uniqueness of the solution of the first
type of initial boundary value problem were proved by using the Galerkin method. In
section 3.1.1, the theorem shown the existence and uniqueness of the solution of the
problem examined was proved. In section 3.1.2, the existence of at least one solution of
the problem examined was proved. In section 3.2.1, the differentiability of the function
was proved and a formula for the function's gradient was reached. Finally, in section
3.2.2. of this study, necessary condition for the solution of the examined problem was
obtained. In the discussion and conclusion chapters of the thesis, the differences
between the problem in question and the previously discussed problems were revealed
and it was also stated that the results obtained were not the same as the results of the

problems examined earlier.

Key Words: Schrodinger equation, Optimal control problem, Galerkin method,
Gradient
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ONSOZ

Insanlik tarihi kadar eski olan, tarihin her ¢aginda insanlarin kiiltiirel, sosyal, ekonomik,
bilimsel ve yasamsal gelisimine en biiyiik katkiy1 vermis ve tiim ilimlerin ana kaynagi

olan matematik, giiniimiizde de tiim hiziyla insanligin ve bilimin hizmetindedir.

Matematik ilminin gelisiminde dahi olan bir¢ok ilim adamlarimiz tarihi konjonktiirde
yerlerini almig, adindan soz ettirmis ve tarihte hak ettigi degeri bulmuslardir.
Gliniimiizde acizane zatidlim de bu degerli bilim adamlarimizin eserlerinden
faydalanarak yiiksek lisans egitimimi tamamlamak amaciyla Kafkas Universitesi Fen
Edebiyat Fakiiltesi Matematik Anabilim Dalina miiracaat ettigimde kapilarin1 sonuna

kadar agmuislar, bana bu imkani ve firsat1 bahsetmislerdir.

Tez caligmalarimi, yukarida andigim iiniversitenin degerli bilim adami ve hocalari
tarafindan fevkalade katkilariyla tamamlamis bulunmaktayim. Tez caligmalarimda
biiyiik katkilar1 bulunan, arastirma konusunun se¢imi ve yiiriitiilmesi sirasinda degerli
bilimsel uyar1 ve &nerilerinden yararlandigim Kafkas Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Anabilim Dali Bagkanim Prof. Dr. Gabil YAGUB ile bilgi ve
deneyimlerini benden esirgemeyen, degerli zamanini benimle paylasan saym hocam
Doc. Dr. Nigar YILDIRIM AKSOY hocalarima ve tniversitenin diger degerli bilim

adamlarina tesekkiirii bir borg bilirim.

Bu zorlu siiregte, ayn1 zamanda bir matematik 6gretmeni olan ve benim de matematik
Ogretmeni olmamda biiylik katkilar1 olan basta sevgili babam ve beni bugiinlere
gelmemde anlatilmaz zorluklara katlanan ahlaki ve edep timsali anneme, tez calisma

siirecinde yakinimda olan ve sabirla destekleyen esime sonsuz tesekkiirler ediyorum.

Kars-2018 Vildan ERUCAN BASARAN
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Schrodinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri i¢in optimal kontrol
teorisi ¢agdas optimal kontrol teorisinin 6nemli alanlarindan biridir. Bu teorinin problemleri

cogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte ve ¢agdas fizigin
ve teknigin farkli alanlarinda ortaya glkar[8, 25, 37]. Bu nedenle boyle problemlerin

incelenmesi, gerek teorik gerekse pratik anlamda 6neme sahiptir. Schrodinger denklemi igin

optimal  kontrol problemleri daha o6nce farkli calismalarda ele alinmistir
[2—10,12—20, 28,3134, 37—42,44—46] .Soylememiz gerekir ki,[8, 37] calismalarinda,

yani A.G. Butkovski, Yu.l. Samoilenko, M.A. Vorontsov ve V.I. Smalgauzen’ in
calismalarinda kuantum mekanik siireglerinin optimal kontrol teorisinin teknik temelleri
atilmig ve ortaya c¢ikan problemler matematigin klasik yontemleri ile ¢6ziilmeye
calisilmistir. Ancak yukarida telaffuz ettigimiz calismalardan A.D. Iskenderov ve G.Yagub'
un 1980-90 11 yillardaki ¢alismalarini 6nemle dikkate almamiz gerekir ki, bu galigmalarda
A.D iskenderov ve G. Yagub tarafindan hem lineer hem lineer olmayan Schrédinger
denklemi ile ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol teorisinin matematiksel temelleri
ciddi bir bigimde atilmis ve ortaya ¢ikan problemlerin cagdas ¢Oziim yoOntemleri
olusturulmustur. Sonraki yillarda A.D Iskenderov, G. Yagub ve onlarin &grencileri
tarafindan kuantum mekanik siiregler igin optimal kontrol teorisi ve bu teorinin

problemlerinin ¢6ziim yontemleri ciddi bir bicimde gelistirilmistir.

Bu tez ¢alismasinda kompleks potansiyelli ve gradyent terimli Schrédinger denklemi igin

optimal kontrol problemi incelenmistir. S6ylemek gerekir ki, sanal katsayili gradyent iceren
lineer Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ilk kez [1, 33] caligmalarinda
ele alinmustir. Sanal katsayili gradyent igeren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin
optimal kontrol problemleri ise ilk kez [19,20, 46] calismalarinda incelenmistir. Bu tezde

ele alinan problem konulma agisindan onceki calismalardaki problemlerden ciddi bir
bicimde farklilik gostermektedir. Bir Onceki c¢alismalarda kontroller smifi ya uzay

degiskenine bagiml Slgiilebilir sinirli fonksiyonlar sinifindandir ya da zaman degiskenine



bagimli olup kendisi ve tiirevi karesel integrallenebilir fonksiyonlar sinifindandir. Bu tezde
ise ele alinan problemde olasi kontroller kompleks potansiyelin sanal ve reel kisimlari olup

Olctlebilir simirh fonksiyonlar sinifindan se¢ilmistir.

Bu tez calismasinda ilk oOnce ele alinan problemin iyi konulmasina ait sorular
cevaplandirilmistir. Bu amagla kompleks katsayili gradyent igeren lineer Schrodinger
denklemi i¢in I. ¢esit sinir deger probleminin hemen hemen ¢6zlimiiniin varlig1 ve tekligi
Galerkin yontemiyle ispatlanmistir. Bu teoremden yararlanarak s6z konusu optimal kontrol
probleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi incelenmis ve optimal kontrollerin varligi ve
tekligine ait hiikiimler ispatlanmistir. Daha sonra problemde kullanilan amag
fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligi incelenmis ve onun gradyenti i¢in formiil elde
edilmistir. Gradyent i¢in olan formiilden yararlanarak optimal kontrol probleminin ¢oziimii

icin varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart elde edilmistir.
1.2. Kuramsal Temeller

Burada tiim ¢alismamizda yararlanacagimiz teorem ve tanimlari inceleyecegiz.
Tamm 1.2.1. L,(0,1), Hilbert uzay: olup elemanlari (0,1) arahiginda dlgiilebilir ve

mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque uzayidir. Burada i¢

carpim ve norm asagidaki gibidir:

U)o J (X (x)

”u”Lz(O,I): <U’U>L2(o,|)
Burada \7(X) fonksiyonu V(X) fonksiyonunun kompleks eslenigidir.

Tamm 1.2.2. L,(Q)Hilbert uzayi olup elemanlari Q=(0,1)x(0,T) bélgesinde

Ol¢giilebilir ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque

uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki gibi tanimlanir:



(v, ¢ J.!// (x,t)p (x,t)dxdt,

”l//”Lz(Q) = <'/”‘/’>L2(Q)
Tamm 1.2.3. L, (0, |) , Banach uzay1 olup, (0, |) araliginda 6l¢iilebilir,sinirl ve sonlu

||u||Lm(O’I) = vraisup|u(x)| =ess sup{\u (x)|:xe(0,1 )}

xe(0,1)

normuna sahip u=u (X) fonksiyonlariin uzayidir.

Tanmm 1.2.4. L, (Q) , Banach uzay1 olup Q bdlgesinde dl¢iilebilir, sinirli ve sonlu

7% =vraisup|y ( x,t
” ”Lw(Q) (X’t)e(g)‘ ( )‘

normuna sahipy =y (X, t) fonksiyonlarinin uzayidir.
Tamm 1.2.5. CO([O,T], B) , Banach uzay: olup elemanlar1 [0,T] araliginda siirekli

olan ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm

asagidaki sekilde tanimlanir:
”u”CU([O’T]’B) t[o, T]”u ”
Burada B=R alinirsa C[0,T]=C° ([O,T], R) elde edilir.

Tamm 1.2.6. L, ([O,T], B) , Banach uzay1 olup elemanlari [0,T] araliginda 6lgiilebilir,

karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzayimna ait olan fonksiyon uzayidir.

Burada norm asagidaki sekilde tanimlanir:

1

bl o {J (O dt} <o



Tanim 1.2.7. W;(O,l) Hilbert uzay1 olup elemanlarmin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L2(0,|) uzaymdan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

-0 18
1oy = ¥ Dzony

0 l
W (O, I) uzayl1 W21 (0, |) uzaymin alt uzay olup, (0, |) araliginin ug¢ noktalarinda sifira

esit olan fonksiyonlarin uzayidir.

Tamm 1.2.8. W22 (0,|) , Hilbert uzayr olup elemanlarinin kendisi ve onlarin ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tirevleri L, (0, |)uzay1ndan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ ¢carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

i Bhsion - | (W(x)i <x>+"‘”(x)d‘z(xhdzwx)dza(qux

dx dx dx? dx?
9z o) = <l//'v/>wzz( o)

W2(0|) (0|)ﬁW2(0|)

Tammm 1.2.9. Wzl’0 (Q) , Hilbert uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin X

degiskenine gore 1. mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan

Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

OX OX

VBl i( aw(x,t) aﬁ(x,t)]dxdt,

”l//”WZl'O(Q) - <'//’ l//>w21’°(9)

0 10

Tanim 1.2.10. W (Q) uzaylt Wzl'O (Q) uzayinin alt uzayi olup bu uzayda QQ nin



siirinda sifira doniisen diizgiin fonksiyonlar her yerde yogundur.

Tanm 1.2.11. Wzo’l(Q) , Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarin t

degiskenine gore genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm su sekilde tanimlanmaktadir:

B = [ )8 00 LD

Q

”'//”w;-l(n) = <'//’W>w2°i(g)

Tamm 1.2.12. sz’l(Q) , Hilbert uzayr olup elemanlarinin kendisi ve onlarin X
degiskenine gore ikinci mertebeye, t degiskenine gore birinci mertebeye kadar
genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim

ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

<,/,,¢>W22|1(Q) = sjiz//(x,t)(/;(x,t)Jr awa()z(,t) 65;:(“) + azz/é)((z('t) azé(z(’t)}dxdt

+J{aw(x’t) ag(x't)}dxdt X

ot ot

Q

([ N (17 W
ve
021 010
W2 (Q)=W2(Q)W, (Q)
dir.



Tammm 1.2.13. Eger B Banach uzayindan olan {Uk} dizisi i¢in VceB"
lim(c,uk):<c,u> sarti saglaniyorsa bu taktirde {u,} dizisi ueB noktasma zayif
—0

yakinsiyor denir. Burada B* uzay1 B nin eslenik uzayidir.

Tanim 1.2.14. J (u) fonksiyoneli B Banach uzayinin U alt kiimesinde tanimlanmis
olsun. Eger, ueU noktasina zayif yakinsayan {uk} eU dizisi igin Eim J(u)=J(u)

sartt saglaniyorsa bu taktirde J (u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yar

surekli denir.

Tammm 1.2.15. Diyelim ki B herhangi Banach uzayi ve J(U) fonksiyoneli u

noktasinin herhangi bir a)(u, 7/) F {V 'veB, ||V —u|| < }/} komsulugunda tanimlanmis

olsun. Eger fonksiyonelin artisi igin

o(h,u)

im =0
M=o [l

olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)-J(u)= <J '(u),h>B +o(h,u) sartmi saglayan
J'(U)EB* elemani varsa, bu taktirde J(U) fonksiyoneli u noktasinda Freschet

anlaminda diferansiyellenebilirdir. Burada B" uzay1 B nin eslenik uzayidir.

Teorem 1.2.16. ( [36] ): Diyelim ki U , B Banach uzaymin konveks bir alt kiimesi,

J (u) fonksiyoneli bu kiimede 1. Mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve
U, :{u eU:J(u)=J, =ian(u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar

kiimesi olsun. Bu taktirde Yu* eU, igin <J ’(u*),u —u*> >0 sart1 saglanir.



Teorem 1.2.17. (Weierstrass teoremi, [36] ): U , B Banach uzayinda zayif kompakt
kiime olsun. J (u) fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve
alttan  zayif yann  sirekli olsun. Bu taktirde J,=infJ (u) >-—00

U, = {u eU:J (u) = J*} # ¢ zayif kompakttir ve U dan olan herhangi minimallestirici

dizi minimum noktalar kiimesine zayif yakinsar.

Teorem 1.2.18. (Goebel teoremi, [11] ): Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U

kiimesi X uzaymin kapali smirl kiimesi, | (V) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde
tanimlanan alttan sinirli ve alttan yar siirekli fonksiyonel ve « >0, #>1 verilen sayilar

olsun. Bu taktirde X uzayinda her yerde yogun olan 6yle G alt kiimesi vardir ki

YweG igin
J.(v)=1(v)+alv-of;

fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kugik degerini alir. Eger g>1 ise J, (V)

fonksiyoneli i¢in en kii¢lik degerini U kiimesi lizerinde bir tek noktada alir.

Lemma 1.2.19. (Gronwall lemmasi, [36] ): Eger g(t) fonksiyonu t, <t <t iizerinde

stirekli bir fonksiyon ve

0< g(t)sK+Lig(s)ds

f

esitsizligini saglarsa, t, <t <t, iizerinde

0<g(t)<K exp(L(t-t,))

dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir.



Lemma 1.2.20. (Cauch-Bunjakovskii esitsizligi, [23, 24] ) u,velL, (Q) elemanlar1 i¢in

J‘ uvdxdr
Q

1 1
< U|u|2 dxdrj2 [IMZ dxd TJZ
Q Q

esitsizligi gecerlidir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Optimal Kontrol Probleminin Konulmasi

‘]a (V) = HW("T ) - y”l(m) + OC”V - a)|||2-|

fonksiyonelinin

(2.1.1)

Y, :{v:v(x):v:(vo,vl),vj eL,(0,1), ] :0,1,‘vj(x)‘£bj, j =0,1,@X€(0,|)

kiimesi Uizerinde

.oy o'y oy

i——+a,—+ia (X)——a(X)y +V, (X)w +iv,(X)y = f (x,t),(xt)eQ,

ot OX? OX

w(x,0)=p(x),xe(0,1)

w(0,t)=y(l,t)=0, ,Vte[0,T]

2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini goz oniine alalim. Burada i =+-1

olup; 1>0 , Dy >0, >0, a,>0, T >0 , verilen sayilardir. XE[OJ] ,

te[O,T] ,

Q,=(0,1)x(0,t), Q=0 ; a(x),a,(x) reel degerli, dlgiilebilir siirli fonksiyonlardir

ve

0
Osa(X)SﬂOl VXE(O!I)’ ,uozsabl'[>0,

(2.1.5)



da ()
dx

0
S,uz,‘v’Xe(O,I),,ul,,uz=sabit>0, (2.1.6)

|®UNSM¢

sartlarmni saglar. (D(X), f (X,t), Y(X) ise kompleks degerli dl¢iilebilir fonksiyonlardir ve

02

peW2(0,1), f eW,(Q) (2.1.7)

yeL,(01) (2.1.8)

sartlarini saglar. @ € H verilen bir elemandir. H =L, (O, |)>< L, (O, I) dir.

Her bir veV igin (2.1.2)-(2.1.4) sartlarindan l//zy/(x,t)zz//(x,t;v) fonksiyonunun

bulunmasi problemi (2.1.2) lineer Schrédinger denklemi igin birinci gesit baslangi¢ sinir

deger problemdir. Burada (2.1.1) fonksiyoneli amag fonksiyoneli olarak adlandirilir.

Tammm 2.1.1: Her bir veV igin (2.1.2)-(2.1.4) baslangi¢ smir deger probleminin

021

0
¢6ziimii W, (Q) uzayina ait olan ve (2.1.2)-(2.1.4) sartlarm V(X,t) € Q i¢in saglayan

v =y (xt)=w(xt;v)fonksiyonudur.

Bu tanimi saglayan ¢6ziime (2.1.2)-(2.1.4) baslangi¢ simir deger probleminin hemen hemen

¢Ozlimii diyecegiz. Bu ¢oziimler sinifinda kullanilan amag¢ fonksiyonelinin birinci teriminin

21

anlama sahip oldugu, baska bir deyisle \/?/2 (Q)uzay1 C° ([O,T],I_Z(O,I)) uzayima

gomiildiiglinden fonksiyonelin birinci teriminin sonlu oldugu agiktir.

Soylemek gerekir ki, lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in baslangi¢ sinir
deger problemleri farkli bigimlerde dnceden [1, 12,13,16,17,33, 39,44] vs. ¢calismalarinda

genis bir bi¢imde incelenmistir. Ancak sanal katsayili gradyent igeren lineer ve lineer

olmayan Schrédinger denklemi i¢in baslangic simir deger problemleri ¢cok az incelenmistir

10



[1, 29,33, 43] . S6z konusu [1, 33] calismalarinda sanal katsayili gradyent iceren bir ve iki

boyutlu lineer Schrodinger denklemi igin baslangi¢ smir deger problemleri denklemin
katsayilarinin karesel integrallenebilir fonksiyonlar olmasi halinde ele alinmis ve Galerkin
yonteminin yardimiyla varlik ve teklik teoremleri ispatlanmistir. Sanal katsayili gradyent
igeren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin baslangi¢ sinir deger problemleri ise
[29,43] calismalarinda incelenmistir. Bu ¢alismalarda denklemin katsayilar1 uzay veya
zaman degiskenine bagimli olup oOlgiilebilir sinirli fonksiyonlardir ve denklemin lineer
olmayan kismimin katsayis1 da sanal sayidir. Soylemek gerekir ki, so6z konusu
problemlerden farkli olarak bu ¢alismada gradyent igeren Schrédinger denkleminde
kompleks potansiyel oldugunda s6z konusu baslangi¢ sinir deger problemi lineer
Schrodinger denklemi halinde az incelendiginden her bir veV igin (2.1.2)-(2.1.4)

baslangi¢ sinir deger probleminin incelenmesi her agidan bilimsel 6nem tagimaktadir.

2.2 Baslangi¢ Sinir Deger Probleminin Coziimii Icin Galerkin Yoéntemi

Baslangi¢ siir deger problemimizi inceleyelim:

Y0, T via (0% —a(y o (y vy = 1 (x1). (610, 221)
w(x0)=p(x),xe(0,1), (2.2.2)
w(0,t)=y(l,t)=0,te(0,T). (2.2.3)

Burada i=\/—_1 olup; >0, T>0, a,>0 verilen sayilardur. XE[O,'] , te[O,T] ,
Q= (O,I)X(O,t), Q=0Q, ;a(x),a1 (X) olgtilebilir, sinirhi fonksiyonlardir ve (2.1.5),
(2.1.6) sartlarini saglar; (o(X), f (X,t) kompleks degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlardir ve

(2.1.7) sartin1 saglar. Vv, (X),V1 (X) fonksiyonlart da dlgiilebilir, sinirlt fonksiyonlardir.

Yukarida bahsettigimiz lizere her veV igin (2.2.1)-(2.2.3) sartlarindan

v =y (X, t) = l//(X, t; V) fonksiyonunun bulunmasi problemi (2.2.1) denklemi igin

11



o 21
birinci ¢esit baslangi¢ sinir deger problemidir. Bu problemin ¢éziimii W > (Q) uzayinin

0
elemani olup (2.2.1)-(2.2.3) sartlarini V(X,t) € Q) i¢in saglayan y = l//(X,t) fonksiyonu

anlagilmaktadir.

Simdi bahsettigimiz problemin ¢6ziimiiniin varligini ve tekligini ispatlayalim.

Teorem 2.2.1 Farz edelim ki a(x),a,(x),@(x), f(xt) fonksiyonlar: (2.1.5)-(2.1.7)

sartlarin1 saglasin. O halde her veV igin (2.2.1)-(2.2.3) baslangic sinir deger

021
probleminin W, (Q)uzaylnda bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim i¢in asagidaki

kestirim gecerlidir:

W 5ol 1K | 224)

C, >0 sabit sayidir.

. . 02
Ispat. Ispat igin Galerkin yontemini kullanacagiz. Bu sebeple W2 (0,1) uzaymnda temel

fonksiyonlar olarak asagidaki

d?X

LX =8, —5+a(X) X =AX, X (0) = X (1) =0 (2.2.5)

0z deger probleminin A=24,k=12,... 06z degerlerine karsiik gelen
X =U, (X),k =1,2,... 6z fonksiyonlarini alahm.[23] caligmasindan bilindigi tizere L
operatoriiniin katsayisi bulunan a(x) fonksiyonu a(X)ZO olup A4.,k=12,.. 0z

degerleri gercel ve pozitiftirler.Ayrica U, =uk(x) k=12,.. 6z fonksiyonlar1 da

0l 02
gerceldir ve L, (O,I),Wz (O,I),Wz (O,I) uzaylarinda ortogonallik kosullarini yerine

12



getirirler [23]. Diyelim ki u,=u,(x) k=12,.. 6z fonksiyonlar1 L,(0,I)"de

ortonormal olsun ve asagidaki

|
(uk’um)Lz(O,l) ='|.uk (x)u, (x)dx =67, k,m=12,.. (2.2.6)
0

formiilii gecerli olsun. Formiilde gecen

o [Lk=m
op = k,m=12,..
0,k =m

0l ol 2
Kronecker sabitleridir. W2 (0,1) ve W2(0,l) uzaylarinda ortogonallik asagida verilen

gibidir:

¢ du, du,
[u,u,]=(u.u,) 9 { —X =M ta(x)u um}dx:ﬂkém,k,m:1,2,...(2.2.7)

U Uy b= (U Uy e ILu Lu dx =28, k,m=12,.. (2.2.8)

Bunun disinda diyelim ki uk(x),k =1,2,... fonksiyonlar1 asagida verilen kosulu da

saglasin:

o] <d.k=12.. (2.2.9)

W2(0,1)
d, >0 k=12,... sabit sayilardir.

(2.2.1)-(2.2.3) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimiiniin Galerkin yaklagimlarini su

sekilde arayabiliriz:

13



p (1) =D C (th (). (2.2.10)

N
k=1

Yukaridaki C,' (t)= (V/N (.,t),u, )L o) k=1..., N katsayilar1 asagida verilen Cauchy

probleminin ¢éziimiidiir:

i(agtN ’UkJ o) Z(LWN ("t)’uk )L2(0,|) _(VO(')l//N ("t)'uk) -

(o)

(2.2.11)

_[iai(,)M,ukj —i(vl(.)z//N ,uk)Lz(m) +f (t),k=1..,N

T (0) :(¢'uk)L2(o,|) =¢.,k=1..,N (2.2.12)
Burada f, (t)=(f(.t),u/) dir.

(2.2.11) denklemler sistemi homojen olmayan, sabit katsayili  lineer olmayan adi

diferansiyel denklemler  sistemidir. Bu  denklemin  sag  tarafindaki
f, eW21 (O,T ) k=12,..,N fonksiyonlari f, (t), k=12,...sartin1 saglayan
fonksiyonlardir. Adi diferansiyel denklemler teorisine goére (2.2.11), (2.2.12) Cauchy

probleminin W, (0,T) uzaymnda en az bir ¢éziimii vardir [30,36].

Simdi  (2.2.11), (2.2.12) Cauchy probleminin N’ e bagli ¢oziimleri igin kestirim

bulalim.

Lemma 2.2.1. (2.2.11), (2.2.12) Cauchy probleminin N’ e bagli ¢dziimleri i¢in

asagidaki kestirim dogrudur:

14



(s N 2 d k (t)2 N
e o) o JEEE O e <
0 k=1 0 k=
o [||¢, o0 I LZN;«QJ' (22.13)

ispat: (2.2.11) denkleminin k. denklemini C'(t) ile carpip, k=1 ’den k=N ’e

kadar toplar, [O,I] aralig1 lizerinden integrallersek asagidaki esitligi buluruz:

J[ia—w M (e (0 2 +iv1(X)\wN\2dedf=

= [ fy"dxdr,vte[0,T]

Q

Yukaridaki esitlikte U, (0) =Uu, (I) =0k=1,2,. sartlarinin yardimiyla sol tarafta yer

alan ikinci terimde kismi integrasyon formiiliinii uygularsak asagidaki esitligi buluruz:

2

oyt oy
I— - [ S
i[ el ao‘ >

—a(x)y" ‘2 +Vo (X)[p" ‘2 +ia1(x)aaLXN1,7N +iv, (X)|y" ‘Zjdxdr =

:j fyNdxdr.

Q

Bu esitligin kompleks eslenigi
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dir. Simdi sol taraftaki ikinci terimine kismi integrasyon formiilii uygulayarak
buldugumuz esitlikten yine Kkendisinin yukarida yazdigimiz kompleks eslenigini

cikarirsak

ooyt _y owt : oyt _ ot |
[ + dxdz+ |ia, (X)) —w " +—— dxdz +
i(@tl// a ({ai()axw x

+2i [ v, (x)p"[ dxdz = [ (7" - Fy" Ydxdz, Vte[0,T]
o o

esitligini elde ederiz . En son buldugumuz esitlikten de kolayca

I%‘WN‘Z dxdr+§£a1(x)a_ax‘l/,N‘2 dxdz +

Q,

+2Ivl(x)‘wN‘2 dxdrzzj Im( f" )dxdr,Vt e[0,T].
o o

esitligini yazariz. Yukaridaki esitligin her iki tarafina

terimini ekleyelim. Boylece asagidaki bagintiy1 elde edebiliriz:

gl//deXdT-F 9 a, (X z//N2 dxdz +2 | v, (x wdexdr:
o 2 (a(x) (3
Q

Q 10

- j(mi_(x)‘w“‘z dxdr+2j Im(fl/7N )dxdr
o dx

Q

U, (O) =U, (I ) =0,k=12,... sartlarim kullanirsak bu esitligin sol tarafindaki ikinci

terim sifira esit olur. Boylece asagidaki esitligi buluruz:
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I Ot e (00 =] 20D f e 2 im( 17 nae -
0

0 Q

Q
_2J. Vl(x)‘wN ‘2 dxdz
Q

Simdi Cauchy-Bunjakovski esitsizligini uygulaylp (2.1.6) sartin1 kullanarak su

esitsizligi elde edebiliriz:

2 2

ol <l 0

+(t +zb1+1)IHw (o)

Lo(0

0 dT+|| f ||i2(Q) . (2214)

La(01) La(o))

(2.2.10)’u kullanarak asagidakini buluruz:

" (1,0) =31 (01, (x) = X, () =" ().

k=1

Simdi de Parseval 6zdesligini kullanip asagidaki bagintiy1 bulabiliriz:

Ht//N (.,0)

2 N , N o
L =2erOf =Xl <Xlal =l - (22.15)
2 k=1 k=1 k=1 ,

Buldugumuz bagintiy1 (2.2.14)’1 de kullanarak asagidaki sekilde yazabiliriz:

2

. Vte[O,T].

2
L(Q

t
Jor" (,,t)Hi(m) < ||go||i(0,l)+(,u2 + 25, +1) [ (27| |) dr+|f
2\% 0 )

L,(0

Simdi Gronwall lemmasini kullanarak kolayca asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

o < Cl(“f””i(o,.) H ). Ve[0T, (2.2.16)
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Yukaridaki esitsizlikte ¢, >0o0lup N ’den bagimsizdir.

(2.2.11) sistemini asagidaki bigime doniistiirelim:

oy (1) J [ oy (1) dUk] N
R G v B P B Y A T A
[ ot oy Lo Tad) gy o

—(Vo (y" (-!t)'uk)Lz(OJ) _i(al(_) 8;; (,,t),ukJ

[ o%y" o’y du oy
'( ot ’ukj :(a“ ot ax ) AT -
L(0l) L(0l) L(01)

oy (1) N (o oyp"
- )— — J)— — . , 2.2.18
[VO() ot . L,(0.1) | ai() Otox 4 L,(0.1) | Vl() ot N L,(0.1) ( )

dC,’ (t
Simdi yukaridaki esitligin k. denklemini (kjt( ) ile carpalim ve k=1’den k=N e

kadar topladiktan sonra [O,I] araliginda integralleyelim. Boylece asagidaki esitligi elde

ederiz:

AN ou [ o ( oy ou" oyl
i(' ar ot | o | (%) ot +'a1(x)ax ot ) ot ¥ (x) a | "
N |2 _N
v, ()| % dxdz = | NV \gwdr, vte[0,T].
ot slot at

Bu esitligin kompleks eslenigi
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O oy oy oy o (o™ \oy™ oy [
i( o ot ox | a(x) ot a( )ax ot ) ot ¥ (%) a |
N2
—iv, (X) % dxdr:'[ o oy xdz, Vte[0,T]
ot alot ot

dir. Simdi bu esitlikleri taraf tarafa ¢ikaralim ve buldugumuz bagmntinin her iki tarafina

dxdz

dx

terimini ekleyelim. Boylece asagidaki bagintiy: elde edebiliriz:

N |2

ja W e +j )a'f” dxdz +2jv x)| 2| dxd =
Jat at
da, (x)|oy ot o Al @239
[ 7 e v2[m < " Vide —2j X)| 2L dxd ¢
o dx at & ot ot ot

U, (0)=u, (1)=0,k =12, ...sartlarint ve (2.2.10) kestirimini kullanarak su sartlar1 elde

edebiliriz;

oy (0.0) v (LY o i [0.7]. (2.2.20)
at at

Yukaridaki sartlardan yararlanarak (2.2.19) esitliginin sol tarafindaki 2. terim sifira
esittir. Boylece (2.2.20) ve (2.1.5) sartlarindan yararlanarak (2.2.19)’dan asagidaki

bagintiy1 yazabiliriz:
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M 2 < M 2 +Hq i +
ot L(0.1) ot L (o) ot L(01)
I 2
,L12+2bl+1J. dr, vt[0,T]. (2.2.21)
0 La(01)

Oncelikle yukaridaki bagmtmin sag tarafindaki ilk terimi ele alalm. (2.2.11) esitliginin

dC,' (0) .
dt

k. denkleminde t =0 alip bulunan denklemi

ile ¢carpalim. Daha sonra k =1°

den k = N ’e kadar toplarsak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

2

J:I v ( dx I[Ll// (x,0)—ia, (x )W—
Vo (X)yw" (x,0)+ f (x,O)] o7 (x.0) dx.

Yukaridaki bagintidan Cauchy-Bunjakovski esitsizligini kullanarak asagidaki bagintiy

yazabiliriz:

oy (LO)[
ot

oy (x,0)
OX

dx +

<5[Ly" (.0
L(0.))

5[ )

+5|£‘v0 (x)[ " (%, O)‘2 dx +5;[‘ f(x,0)| dx +5;[‘v1 (x)[ " (x, 0)‘2 dx.

v N (X, 0) = qu (X) esitligini ve denklemin katsayilar ile ilgili sartlart kullanip asagidaki

bagintiy1 elde edebiliriz:

20



2 2

N N
P T T o
ot L(0) o dx L(01)
5ozl +5||f (LO)[ ,, +50% e[
0y || L (o) H (" )LZ(O,I) by o L (o)
Bu bagintida
2 2
HL(DN HLZ(O,I) <G ”¢”v(\)/z(o,|) (2.2.22)
N 2
Hd(” <c, o[’ (2.2.23)
dx L)) W2(0,1)
2
N T (22.24
2
[ GO o <Gl flpsey WEE[OT]. (2.2.25)
esitsizliklerinden yararlanarak su kestirimi yazabiliriz:
oy (,0)[
%) SCG[”q)”ZOZ +||f||\i/20‘l(g)j. (2.2.26)
L2(0,|) W2(0,|)

Burada c,>0 sabit sayist N ’den bagimsizdir. Bu kestirimi (2.2.21) bagmtisinda

dikkate alip Gronwall lemmasini kullanirsak, kolayca su kestirimi yazabiliriz:
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oy (L)

2 2
p <¢, (”q)nvl\)/;(o,l) +| f ||W20,1(Q)j. vte[0,T]. (2.2.27)

L(0)

Burada c, >0 sabit sayist N ’den bagimsizdir.

N

Simdi 6;/ i degerlendirelim. (2.2.11)’ nin k. terimini A,C (t) ile carparak k =1
X

’den k =N ’e kadar toplayalim. Daha sonra [O,I] araliginda integrallersek su esitligi

elde edebiliriz:

N N
j[iaLLl/?N —‘Lz//“"z +ia1(x)aL Ly +v(x)y " L™ dedr:
o ot 19)4

= [ fLpdxdz, vte[0,T].

Q

L operatdrii i¢in olan ifadeden ve (2.2.20) sartlarindan yararlanirsak kismi integrasyonu

kullanarak yukaridaki esitlikten

_ofow" \ow" . ow" _y N2
ofov 1oV WV |y [ ldxd
g-!:(laoét[ ™ j ™ +ia(x) Pl ‘ % ‘ xdz +

N
+J(ia1(x) 8;; L™ +v, (X)y " L™ +iv, (X)y " Lg" jdxdr:

Q

= [ fLz"dxdr, vte[0,T].
Qt

bagintisini elde ederiz. Bu bagintinin kompleks eslenigi
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_ofow" Yoy . ow" N2
La, LN Y Y e () N L[ fxd
J[ 'a°at( X ] o 0T L] e
_N
+J‘(—ia1(x)% Ly ™ +v, (X)) Ly N —iv, (x) " Ly ™ jdXdT:
Q

= J. f_Ll//NdXdr,Vt e [O,T]

Q

dir. Yukaridaki iki bagint1 taraf tarafa ¢ikarilirsa su bagintiyr yazabiliriz.

j%{ao‘angNz]dxdr+j%(a(x)‘w’“r)dxdr
—Zjai(x)R [a;j L™ ]dxdr 2J'v )Im ("L Jixdz -

—j X)Re (" Liz" )dxdr+2j|m flLy" Jdxdz, vt [0, T].

Q

a(x) ve ai(X)ig:in verilen sartlari kullanarak {istteki bagintidan su bagintiyr elde

edebiliriz:
W GO o
% OX =% oX AVl o)
L,(0.1) L, (0.1
N
+2,u2J. %“LWN‘dXdT+2“VO(X)Hl//NHLl//N‘dXdT+2J.‘Vl(X)H(//NHL(//N‘dXdT
Q Q Q

+2 [ |f]|LyN|dxdz, vt [0, T].
Q

Cauchy-Bunyakovskii esitsizligini ve VO(X),Vl(X) fonksiyonlar1 i¢in verdigimiz sarti

kullanip asagidaki bagintiy1 yazariz:
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[ev" (0 ’ i
°lI ox

+'ulH‘//N ("O)Hiz(o,l) *

L(0))

ow" (.,0
=% #

L,(01)

oy (.7)
OX

2

©
L,(0.1) vt (2.2.28)

t t
+||f||i2(9)+yzj dT+(1+b1+b0+ﬂ2).[“Ly/N(.,T)
0 0

L,(0.)

+(by +by) (.,T)Hi(o,l)df,w e[0,T].

Simdi (2.2.15) kestiriminden ve " (X,0)=¢" (X) esitliginden yararlanarak su

bagintiy1 yazabiliriz:

2 2

oy (..1)
% OX

dr+
(o) (2.2.29)

<G (”(D

2 flev"(.7)
LZ(Q)]+C9-! OX

o+
L (o) W2(0,l)

t
+%£H Ly (w7, g d7¥E €[0T,

Yukarida yer alan ¢, >0, ¢, >0, ¢, >0 sabit sayillar1 N ’den bagimsizdirlar. $imdi
(2.2.29) esitsizliginin sag tarafinda bulunan son terimi ele alalim. (2.2.11) sisteminin k.

denklemini 4C; (t) ile carpalim ve k =1’ den k = N ’e kadar toplayalim. Boylece su

bagmtiy1 yazabiliriz:

':ULWN (x,t)‘2 dx = ﬂiai(x) ay/";)((x,t) +i aWN@EX’t) +V, (X)w™ (x,1)+

+v, (X)y" (x,t)— f (x,t)} Ly ™ (x.t)dx, vt [0,T].

Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden yararlanarak su bagmtiy1 yazabiliriz:

2

oy (L)

L(0.)

oy (..t)
OX

<5 +541 +

L(0))

+5b2 " (.,t)Hi(oyl) +50 [y (1) 1(0,.) +5) (1) l oy VEE[OT]

| ()

L,(0.1)
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(2.2.25) , (2.2.16) ve (2.2.27) kestirimlerinden yararlanarak kolayca su bagintiy1 elde
edebiliriz:

2
AL R (AT
N 2 (2.2.30)
‘e, v () vte[0,T].
OX
L(0.l)

Burada c,>0 ve c, >0 sabit sayillar1 N ’den bagimsizdirlar. Son bagmtidan ve

(2.1.2.29) kestiriminden de yararlanarak su esitsizligi yazabiliriz:

2 2

oy" (.t)

oy (..7)
OX OX

dr, vte[0,T].

L,(0,1)

t
< Il i o]
0

2
02
L(0]) Wl

Yukaridaki bagintida Gronwall lemmasini uygularsak su esitsizligi yazabiliriz:

oy" (1) ?
OX

+| f ||jvzo,1(g)j, vte[0,T]. (2.2.31)

<Cp [”(ﬂ

2
L(01) V(\)lz(O,I)
Burada c >0 sabit sayist N ’den bagimsizdir. Son esitsizligi kullanarak (2.2.30) dan

su kestirimi elde edebiliriz:

2

H Ly ("t)HLZ(O,I) = Cis {”gp

Rl ||jv20,1(9)], vte[0,T]. (2.2.32)

2
Wa(o.)
Burada c, >0 sabitsayis1 N ’den bagimsizdir.

L operatorii igin olan formiilii kullanarak su bagmtiy1 elde edebiliriz:

25



rwN (.t
I AL T
L,(o.l
Gzl/lN (.,t) \
23, 2 Lo H Hl// ("t)HLz(o,l) '
Boylece
oy (1) 1y on H, N
T L2(0,|) ggul_l// ("t)HLZ(OYI) +ng/l (l’t) LZ(OYI)

bagintisin1 yazabiliriz. Burada (2.2.16) ve (2.2.32) kestirimlerinden yararlanarak su
esitsizligi yazabiliriz:
2

oy (1)
ox?

<¢y [||¢||;§(O ) +|f ILZNZOJ(QJ. (2.2.33)

L(0)

Burada c,, >0 sabitsayist N ’den bagimsizdir

Daha once verilen (2.2.16), (2.2.27), (2.2.31) ve (2.2.33) kestirimlerini taraf tarafa

toplayalim ve [0,T] araliginda integralleyelim. Béylece su kestirimi yazabiliriz:

2

2 2
i < M, o @23)

2

Burada c, >0 sabit sayis1 N ’den bagimsizdir.

2
| b
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Yukaridaki baginti ve (2.2.34) esitsizliginden yararlanarak lemmanin hiikkmiiniin

gecerliligi sonucuna ulasiriz. Lemma 2.2.1 ispatlandi.

Simdi teoremin ispatina devam edelim.

ly, (1) =(v" ("t)’“k)Lz(o,.) KN =12,... (2.2.35)

Bigiminde I, (t) fonksiyonlarmi tanimlayalim. Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden

ve U, =U, (X) fonksiyonlariin ortonormallik sartindan yararlanarak asagidaki bagintiy1

yazabiliriz:

b (0] < ()

L(01) ”uk L(0.1) y HWN ("t)HLz(O,I) , Vte [O’T]

Simdi

HWN ("t)HLz(o,l) = Gy HWN E‘&?O(Q) (2.2.36)

bagmtisindan ve (2.2.13) esitsizliginden yararlanarak su esitsizligi yazabiliriz:

e () <cp vt e[0T]k,N=12,... (2.2.37)

Bu esitsizlikler Iy, (t),k,N=12,... fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda diizgiin

siirlt oldugunu gosterir. Bu fonksiyonlar ailesinin [O,T] araliginda belirlenmis k ve
VN >k i¢in es siirekli fonksiyonlar ailesi oldugunu gosterebiliriz. Gergekten (2.2.11)
kestiriminin k. denklemini (t,t+At) araliginda integralleyerek kismi integrasyon

uygularsak buldugumuz sonugtan kolayca su bagintiy1 yazabiliriz:
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t+At

oy (1 8001y, (0] < 2210

OX

du,
dx

dr

L,(0.1)

L,(01)

t+At al//N .11, t+At
vai [ 20D defu ot | Gl 7o
t 6X LZ(O,I) t 2(0.1)
t+At t+At

+oy .!‘ Hl//N ("T)HLZ(O,I) dT”uk”Lz(O,l) +b, .t[ HWN ("T)HLZ(O,I) dr+

t+At

I

)dr”uk

,vte[0,T].

L2(0'| LZ(O'I)

Simdi (2.2.9) ve (2.2.38)’ den su bagintiy1 elde edebiliriz:

e (t+A) =1 (D] < cpd, [AL, vEe[0,T] kN =12,...

(2.2.38)

(2.2.39)

Burada c, >0 sabit sayis1 N,kve At’den bagimsizdir. (2.2.39)’dan tespit edilmis k

ve VN =k icin {IN’k (t)} fonksiyonlar ailesinin [O,T] araliginda es siirekli oldugu

sonucuna ulagilir. {IN’k (t)} fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda diizgiin sinirlt ve es

stirekli (ayn1 dereceden siirekli) oldugu ispatlanmis oldu. Bu durumda kdsegen siireci

kullanarak 6yle N, ,m=12,... alt dizisi bulabiliriz ki buldugumuz alt dizi iizerinden

{le,k (t)}dizisi [0,T]araliginda her bir k=12,... i¢in |, (t) fonksiyonuna yakinsar.

I, (t) fonksiyonlarindan yararlanarak su fonksiyonu tanimlayalim:

v (60)= 3 (0, ()

k=1

00

(2.2.40)

Simdi {I//Nm (X,t)} alt dizisinin yukarida tanimladigimiz w(x,t)fonksiyonuna [O,T]

araliginda diizgiin olarak L, (0,|) de zayif yakinsakligimi gosterelim. Vg € L, (O,I) ve

Vte [O,T] icin [10] caligmasindaki yontemden yararlanarak Ve >0 verildiginde
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‘(WNm (. )=y (1), g)LZ(OJ) <e (2.2.41)

elde ederiz. Bu esitsizlikten gereken hiikmii kolayca bulabiliriz. (2.2.13) esitsizligine

gore yukarida tammladigimiz v (X,t) fonksiyonuna W, (Q) uzayinda {y/Nm (X,t)} alt
dizisinden zayif yakinsayan alt diziyi segebiliriz. ¥ (X,t)fonksiyonuna sectigimiz alt

diziyi {1//“m (X,t)} ile gosterelim. Boylece su limit bagntilarini yazabiliriz: m — oo igin

' >y L, (Q) da zayif, (2.2.42)
% N ‘Z_VX’ L, (Q)*da zayif, (2.2.43)
6261/)/(;m - 881—1/2/ L, (Q) ’da zayif, (2.2.44)
% > WL (0) da s (2.2.45)

yazabiliriz. Bu bagmtilardan yararlanarak daha once tanimladigimiz l//(X,t)

fonksiyonunun (2.2.1) ve (2.2.3) probleminin ¢6ziimii oldugunu ispatlayabiliriz. En
0

basta bu fonksiyonun (2.2.1) denklemini V(X,t) € Q i¢in sagladigin1 gosterelim. Bunun

icin de (2.2.11) sisteminin k. denklemini [O,T] araliginda siirekli olan V73, (t)
fonksiyonuyla carpalim. Daha sonra k=1’den k=N'<N’ e kadar toplayalim ve

[O,T]arahgmda integral alalim. Boylece su bagintiy1 yazabiliriz:

] av/N aZl//N ~ N ) ale
ﬂl v a(x)y" +ia (x) " (2.2.46)
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vt (x,t)=>nm (t)u(x). (2.2.47)

Simdi (2.2.42)-(2.2.45) limit bagintilarindan yararlanarak (2.2.46) ifadesinde N =N

alarak m — oo i¢in limit uygularsak su esitligi buluruz:

I{ia_w+ao Oy +ia1(x)%//—a(x)l//+vo(X)‘//”Vl(x)'//_ f (X’t)}(

ot Y (2.2.48)

7" (x,t)dxdt =0.

(2.2.47) seklindeki fonksiyonlarm L, (Q) uzaymda her yerde yogun oldugunu
bildigimizden N'—>oo i¢in yukaridaki (2.2.48) esitliginde limit uygularsak

Vnel, (Q) icin

ﬂi%ﬂﬂ% (?;’ZV +ia1(x)%—l)/(/—a(x)z//+vo(x)y/+iv1(x)l//— f (x,t)}ﬁ” (x,t)dxdt =0

0
esitligini yazariz. Béylelikle y (x,t)fonksiyonunun (2.2.1) denklemini V(x,t)eQigin

sagladigin1 sdyleyebiliriz.

7 (X,t) fonksiyonunun (2.2.2) sartini sagladigini gosterelim. [7] caligmasina gore

21

V?/z‘ (Q) uzayr C°([0,T],L,(0,1)) uzayma kompakt gomiildiigiinden m—> coigin

o (0 -v (0,

2(0l

0, vte[0,T]

limit bagintisini elde ederiz. t =0 alarak m — coigin

—0
Lp(01)

[ (.0)~w(.0)
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yazariz. Bu bagintiyr y'"" (X, 0) = (ole (X), Xe (0, |) sartin1 dikkate alip

b (-0)~l, 5 <l (-0)- (.0

) + H‘//Nm (-0) _(leLz(o,U

L(o,l

esitsizliginde limite gecersek

HW(" O) _q)HLz(o,l) =0

0
esitligini yazariz. Bu bagmtidan l//(X,t) fonksiyonunun ‘v’Xe(O,l) icin (2.2.2)

baslangi¢ sartini sagladigini sdyleyebiliriz.

Simdi l//(X,t) fonksiyonunun (2.2.31) sartin1 sagladigini gosterelim.

021

W2 (Q) uzay1 C° ([O, 1,1, (O,T)) uzayina kompakt gomiildiigiinden ([23,26] )
m — o0 i¢in

[ (s.)-w(s.), .., =0 s=01

L(0,T)

olur. Bu limit bagntilarini ve ' (st)=0,5=0,1te(0,T) sartlarim géz 6niinde

bulundurarak

v (s..)

L(0.T) < HW(S")_I/INm (S") ) +Hl//Nm (S,.)

L(oT L(0,T)

bagitisinda m — oo i¢in limit uygularsak
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w(0,t)=y(1,t)=0, Vte[0,T]

smir sartlarini yazabiliriz. Boylelikle w(x,t) fonksiyonunun (2.2.1)-(2.2.3) baslangig

0 21

sinir deger probleminin W2 (Q) simifindan ¢oziimii oldugu ispatlandi. (2.2.13)

0 21
esitsizliginde N =N, alarak m-—>oo i¢in limit uygularsak ve W: (Q)uzaynda

normun alttan zayif yari siirekli oldugunu goz 6niinde bulundurarak (2.2.4) kestiriminin
dogrulugunu ispatlariz. Bu kestirimden de Kkolayca diyebiliriz ki (2.2.1)-(2.2.3)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimii tektir. Teorem 2.2.1 ispatlanmustir.
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3. BULGULAR

3.1. Kompleks Potansiyelli ve Gradyent Terimli Schréodinger Denklemi icin

Optimal Kontrol Probleminin Iyi Konulmasi

Burada kompleks potansiyelli ve gradyent terimli Schrédinger denklemi igin (2.1.1)-
(2.1.4) optimal kontrol probleminin varligin1 ve tekligini ele alacagiz. Oncelikle o *nin
stfirdan biiyiilk olmasi durumunda bu optimal kontrol probleminin tek bir ¢ézliimiiniin
oldugunu ispatlayacagiz. Daha sonra bu problemin, « ’nin sifira esit ve sifirdan biyiik

olmasi durumunda en az bir ¢éziimiiniin varligin1 gésterecegiz.
3.1.1. Optimal Kontrol Probleminin Coéziimiiniin Varhg: ve Tekligi
Burada « ’nin sifirdan biiyiik olmasi durumunda optimal kontrol probleminin tek bir

¢Oziimii oldugunu ispatlayalim.

Teorem 3.1.1.1 Farz edelim ki Teorem 2.2.1. in sartlar1 saglansin. y € LZ(O,I) verilen

fonksiyon olmak tizere H =L,(0,1)xL,(0,1) uzaymnda her yerde yogun olan G alt

kiimesi vardir ki VoeG , a >0 ig¢in (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin tek

bir ¢6ziimii mevcuttur.

Ispat: Tk olarak
2
3o (V) =[w(.T)- VHLZ o (3.1.1.1)

fonksiyonelinin V kiimesinde siirekliligini ispatlayalim ve diyelim ki v+Av eV olacak

sekilde Avel, (0, I) elemam1  VYveV ye verilen artis olsun. Boylelikle
v =y (x,t)=w(Xt;v)fonksiyonunun artist Ay = Ay (Xt) =y (X,GV+AV)—p (X t;V)

dir. Buradaki l//(X,t;V) ve w(X,t;V+AV) fonksiyonlar1 (2.1.2)-(2.1.4) sartlarinin
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sirastyla veV ve v+AveV ye karsilik gelen ¢oziimleridir ve bu sartlardan agikca

diyebiliriz ki Al//(x,t) fonksiyonu asagida verilen baslangi¢ sinir deger probleminin

¢Ozliimiidiir:
. OA O’Ay . oA
i at‘//+ao 8X2‘”+|a1(x)a—)z”—a(x)Aw+(v0(x)+AvO(x))1//+ (31.12)
H (v, (X)+Av, (X)) = —1Av, (X)p (X, 5V) = AV, (X)w (X, V), (x,t) € Q,
Ay (x,0)=0,x€(0,1), (3.1.1.3)
Ay (0,t)=Ay(l,t)=0,te(0,T). (3.1.1.4)

(2.1.2)-(2.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin v+Av eV ye karsilik gelen ¢oziimii
buradaki v, =w, (xt)=w(X,t;v+Av) fonksiyonudur.

Simdi yukaridaki (3.1.1.2) esitliginin her iki tarafini Ay (X, t) ile ¢arpalim:

2

6gtWA +aoa A'// ia, (x ) !’//Al// a(x )|Al//|2+(V0(X)+AVO(X))|A(//|2+
+( AV, (X )|A1,//| +i (v, (x +Av1(x))|A¢//2:
:—AVO( )l//(XtV)AW( )—IAVl( )‘//(Xat;V)A',;(X,T),(X,t)eQ

Yukaridaki esitlikte €2, =(0,|)><(0,t) bolgesi tizerinden integral alirsak su bagintiyi

yazabiliriz:

j[l% v 68§WA +ia, (X )ag—XWAz/?—a(x)|Ay/|2dedr+

+£((v0(x)+Av( DIAw]” +i(v (x)+ v () Ay Jixde =
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=—j(Avo(x)y/(x,r;v)Ay?(x,r)—iAvl(x)w(x,r;v)Az/7(x,r))dxdr, vte[0,T].

Q

Yukaridaki esitlikte Ay (0, t) =Ay (I : t) =0te (O,T) sartlarindan yararlanarak sol

taraftaki ilk integralin ikinci terimine kismi integral uygulayalim. Boylelikle asagidaki

bagintiy1 elde edebiliriz:

2
J'(iaA_‘/’Al;_ao‘aA—w +ia1(X)aA—V/Al/7—a(X)|Al//|2]dXdT+
o 19)4 19)4

(46 00+ v, () g (5 )+ 43, (3)) sy e =

=—f(Avo(x)l//(x,r;v)Ax/7(x,r)—iAvl(x)z//(x,r;v)Azp(x,r))dxdr,Vt e[0,T].

Elde ettigimiz bu bagintinin kompleks eslenigini yazalim:

Ay Ayl . AT, 2
j{ - — Ay - ao‘—ax‘ |a1(x)—6x Ay —a(x)|Ay| }deT-i-

Q

+I< X)+ AV, ( )|A1,y| —|( (X )+Avl(x))|Az//|2)dxdr:

= —I (Avy (X)7 (X, 73V) Ay (X,7) +iAV, (X) @7 (X, 7:V) Ay (X,7) )dxd 7, vt €[0, T ].

Q

Kismi integral uygulayarak elde ettigimiz bagmtidan yine kendisinin kompleks

eslenigini ¢ikaralim. Boylelikle asagidaki bagintiy1 kolayca yazabiliriz:

j§|Aw|2dxdr+ja1( |Aa//| dxdr+2j X)+Av, (x))[Ay[ dxdr =
Q

Q

—Zjlm W x,t)A://(x,t))Avo( )dxdz —

Q

—ZIRe( (x,t) A (xt))Av, (x)dxdz, vt [0, T].

Qt
Son yazdigimiz bagintinin her iki tarafina
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jdai( )| Ay dxdz

Q

integralini ekleyelim. Boylece asagidaki bagintiy1 elde edebiliriz:

0 2
I5|Aw| dxdr+ja1( |A1//| dxdr——ZI Im (x,t)Aw(xt )Av x)dxdz +

Q O

+Ida1 )|A |dXdz' ZI +AV( ))|Al//|2dXdZ’

—2J.Re (x,t) Ay (x,t))Av, (x)dxdz, vt [0, T].
Qi
Elde ettigimiz bagmtinin sol tarafindaki son integral (3.1.1.4) sartlarindan dolay1

sifirdir. Bu bilgiyi dikkate alip At//(x, 0) =0,xe (O, I) sartindan yararlanarak asagidaki

bagintiy1 elde edebiliriz:

ﬂAw Xt| dX+ZI X)+ Ay, (x ))|A1//|2dxdr:

—ZIIm( (X.1) A7 (x,t))Av, (X dxdr+j da, ( )|A¢//| dxdz

&

—2'[Re( (x,t)Ap (Xt )Av x)dxdz — ZI X)+Av, (x )|Az//| dxdz, vt [0, T].

QI I

Simdi (2.1.5) ve (2.1.7) sartlarindan yararlanarak ‘V +AV( )‘<b1 oldugunu da

dikkate alip Cauchy-Bunjakovski esitsizligini kullanirsak asagidaki bagintiyr

yazabiliriz:

“1// (x,t)Av, )‘zdxdr+

HAW(’ go

2 (3.1.1.5)
+”1//(X,t Av, ( X‘ dxdr+(2+y2+b1)j|A(//| dxdz

Q Q

Burada su esitsizligi yazabiliriz:
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I A, (x)|2 | dxdz sj |z//(x,t)|2 dxdz |Av,, (x)||Lm(o’l) (3.1.1.6)
Ql

o

Son esitsizlikten ve (3.1.1.5) ile (2.2.4) kestiriminden yararlanarak asagidaki bagintiy1

elde edebiliriz:

dr+

Ay (-t)

t
2 2
L(0.1) S(24_'“2 +b1),([HAV/("T) L(0.1)

(3.1.1.7)
4 (|8 o +IAWJE )t E[OT]

Yukaridaki bagintida Gronwall lemmasi1 kullanalim. Elde ettigimiz bagimtiyr son

bagintida kullanarak asagidaki kestirimi ispatlariz:

2

L,(0.1)

[Aw (1)

SCx (”Avoni(o,n + ”AVl”i(o,n ) Vte[0T]. (3.1.1.8)
Burada c,, >0 sabit sayist Av - den bagimsizdir.

Simdi JO(V):Hl//(.,T)—y(X)HZL o) fonksiyonelinin Vv eV i¢in artisin1 arastiralim.

Boylece asagidaki esitligi elde edebiliriz:

Ay (V)=AJy(V+AV) =T, (V)=

- 2|j Re[(t//(x,T)— Y(X))AW(X,T):'dX+HAV/(_1T)Hiz(m) . (3.1.1.9)

0

Elde ettigimiz son esitlikte Cauchy-Bunjakovski esitsizligini kullanalim. (2.2.4) ve

(3.1.1.8) kestirimlerinden yararlanarak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

83, () < (1%l 1AL g #I0]gy + 0L ) @1220)

37



Burada Cy >0 sabit sayist  Av  den bagmmsizdir. (3.1.1.10) dan

NR (V) = Hl//(.,T ) — y(x)Hi o) formiiliiniin Vv eV igin siirekli oldugunu sdyleyebiliriz.
[AVa [l oy =0 M=0.1igin |AJy (v)| -0 (3.1.1.11)

dir. Ote yandan WveV igin Jo(v)>0 olur. V kiimesi L, (0,1)xL,(0,l) uzayinda
kapali, smirli ve konveks kiimedir. H=L,(0,1)xL,(0,1) uzay: da diizgiin konveks
uzay olup [11] calismasindaki teoremin biitiin sartlar1 saglanmistir. Bu teorem goz

oniinde bulundurularak diyebiliriz ki H =L, (0,1)xL,(0,l) uzaymnda her yerde yogun

bir G alt kiimesi vardir. Ayrica bu G kiimesinin herhangi weG elemani i¢in «
sifirdan biiylik olmak tizere (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin tek bir ¢oziimii
vardir diyebiliriz. Teorem 3.1.1.1 ispatlanmis oldu.

3.1.2. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg:

Daha 6nce a nin sifirdan biiyiik olmasi durumunda w e G igin (2.1.1)-(2.1.4) optimal
kontrol probleminin tek bir ¢6ziimii oldugunu ispatlamistik. Bu alt bolimde ise « nin
sifira esit ve sifirdan biiylik olmasi durumunda herhangi @ € H olmak iizere (2.1.1)-

(2.1.4) optimal kontrol probleminin en az bir ¢dziimiiniin varligini ispatlayacagiz.
Teorem 3.1.2.1. Farz edelim ki, Teorem 3.1.1.1 in sartlar1 saglansin ayrica « >0 sayisi

verilsin. Boyle bir durumda VYweH olmak iizere (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol

probleminin en az bir ¢6ziimii vardir.

Ispat: Herhangi {Vm} <V minimallestirici dizisini ele alirsak,

limJ, (v")=J . =infJ,(v).

M<¢—o0 veV

dir.
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Diyelim ki z//m(x,t)zz//(x,t;vm),m:1,2,... olsun. Her V" elemam1 V kiimesinden
oldugu i¢in Teorem 2.1.1 e dayanarak sOyleyebiliriz ki (2.1.2)- (2.1.4) baslangig sinir
deger probleminin ¢dziimii /(1) =U/I(X,t;Vm), m=1,2,... dir ve asagidaki kestirim
gecerlidir:

2

ale < [”"’”53 =l ||W20,1(Q)j —C,,m=12,.. (3.1.2.1)

Burada c,, >0 sabit sayist m den bagimsizdir. Daha 6nce belirtildigi gibi V kiimesi
L, (O,I)x L, (0,|) de kapali, sinirli ve koveks bir kiimedir. Ayrica L, (O,I)x L, (O,I)
uzay1 Banach uzay1 olup {v"‘} cV dizisinden veV ye x zayif yakinsayan alt dizi
secelim. Sectigimiz diziyi de {vm} ile gosterelim. Boylece V(Qe L1(0,|) olmak tizere

asagidaki esitligi elde edebiliriz:

lim vy (x)q(x)dx ='|.vp(x)q(x)dx, p=0,1 (3.1.2.2)

m—oo

0 21

Kestirim (3.1.2.1) den {l/lm (X,t)} dizisi W2 (Q) uzayinda diizgiin siirlidir sonucuna

ulasiriz. Bu sebeple {y/m(x,t)} dizisinden 6yle bir alt dizi segelim ki w(x,t)

0 21

fonksiyonuna W, (Q) uzayinda zayif yakinsasin. Segtigimiz bu diziyi de {l//m (X,t)}

ile gosterelim. Boylece m — oo i¢in asagidaki limit bagintilarini elde edebiliriz:

v, Dv LZ(Q) ’da zayif, (3.1.2.3)
8 m a 2
a_i_)a_t L, (Q)da zayif, (3.1.2.4)
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oy, Oy ,
ey L, (Q)da zayif, (3.1.2.5)

% - %// L, (Q) ’da zayif, (3.1.2.6)

Simdi l//(X,t) fonksiyonunun (2.1.2)-(2.1.4) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

0
oldugunu ispatlayalim. Oncelikle V(X,t)eQ olmak tizere l//(X,t) fonksiyonu (2.1.2)
esitligini saglar ifademizi kanitlayalim. Son yazdigimiz limit bagintilarindan
yararlanarak V7 el, (Q) olmak tizere m — oo i¢in kolayca asagidaki limit bagintisini

elde edebiliriz:

i(ial//m +a0 +|a1( )8(;/; —a(x)‘//mJﬁ(X,t)dth—)

ot
2 (3.1.2.7)
—>£(i%—l/:+ao aaxl/: +ia1(x)aa—‘)/(/—a(x)y/jﬁ(x,t)dxdt
Bundan sonra V7 € L, (Q) olmak {izere m— oo igin
Iv?(x)z//m(x,tﬁ(x,t)dxdt—>va(x)w(x,t)ﬁ(x,t)dxdt, p=0,1 (3.1.2.8)
Q Q

limit bagintisinin dogrulugunu kanitlayalim. Asagidaki bagintinin gecerliligi asikardir:

J.V V/m X t)T] X t)dth—i( 0 (X)—Vp (X))V/(Xftﬁ(X,t)dth—k
+_[v )(Wa (X0 —w (x,1))7(x.1) dxdt+jv v ()7 (x,t)dxdt, p = 0,1 (3.1.2.9)
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Simdi l//eW;’l(Q) ve neI_Z(Q) olmak tizere (3.1.2.2) limit bagintisindan

yararlanarak y (x,t)77(x,t) fonksiyonu igin
T
q(x):jy/(x,t)ﬁ(x,t)dt
0

fonksiyonunun Ll(O,I) den oldugu goz ontinde bulundurularak (3.1.2.9) bagintisinin

sagindaki ilk teriminin limiti m — oo i¢in sifirdir diyebiliriz. Boylece

lim (vm (x)-v, (x))z//(x,t)ﬁ(x,t)dxdt =0, p=0,1 (3.1.2.10)

m—o0 p

esitligini yazabiliriz. [7,23, 24, 26,27] calismalarina gore sz'l(Q) uzay1 L, (Q)

uzayina kompakt gomiildiigli icin m — oo olmak iizere
”l//m —(//||L2(Q) —0 (3.1.2.11)

limit bagintis1 gegerlidir.

Simdi (3.1.2.11) den yararlanarak (3.1.2.9) nin saginda ortadaki terimi degerlendirelim.
Boylece agagidaki bagintiy1 elde edebiliriz:

J.vg1 () (W () =W (x,1) )7 (x, ) dxalt] < HV:]HLw(O,I) |7

Q

L(Q) ”l//m I

L(Q) —

<b, 7l gy ¥ =¥ oy P =01

Son yazdigimiz limit bagintisindan yararlanarak bu bagmtinin her iki tarafina limit

uygularsak (3.1.2.9) un sagindaki ortadaki terimin limiti sifirdir.

lim [V (%) (w, (%) =y (x,1)J7 (x,t)dxdt =0, p=0,1 (3.1.2.12)

m—o0
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olur. Boylelikle bu son yazdigimiz limit bagintisindan ve (3.1.2.10) dan yararlanarak
(3.1.2.9) nin her iki yaninda m-—ocoolmak {izere limit uygularsak (3.1.2.8) in

dogrulugunu kanitlariz. Son olarak (3.1.2.7) ve (3.1.2.8) bagintilarindan yararlanip

2
i[i agm +a, 66)‘/(/2m +ia1(x)%—a(x)y/m +Vg (X)y, +iv)" (X)y,, — f (x,t)}x

xﬁ(x,t)dxdt =0

esitliginde 7 e LZ(Q) ve m-—ooolmak iizere limit uygularsak asagidaki esitligi

yazabiliriz:

2
I{ia—l//+a0 (ZXVZ/ +iai(x)%—l)/(/—a(x)y/+vo(x);u+iv1(x)y/— f (x,t)}r_/(x,t)dxdt =0
Yani y fonksiyonu (2.1.2) esitligini saglar diyebiliriz.
Bundan sonra (2.1.3) baslangig sartin1 i fonksiyonunun sagladigini gosterelim.

0 21
m-—->o ve Vie [O,T] olmak iizere W, (Q) uzayr C° ([O,T], L, (O,I)) uzayma

kompakt gomiildiigii i¢in [7] asagidaki bagintiy: elde edebiliriz:

0. (3.1.2.13)

o7 (- 1) = v (1)

L(01)

Elde ettigimiz bagintida t =0 olmak {izere ¥, (X, 0) = q)(X) X €E (O, I ), m=12,..

baslangi¢ sartlarindan da yararlanirsak,

v (:0) =01y <[ (- 0)=ya (-.0)

bagitisindan m — oo igin limit uygularsak

v (..0)-¢

L (o)) + Hl//m (" O) 9

L,(01)

=0

Lo(01)
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buluruz. Boylece

0

w(x0)=p(x),Vxe(01)

baslangi¢ sartin1 elde ederiz. Simdi w fonksiyonunun (2.1.4) sartin1 sagladigini

0 24
gosterelim. Fonksiyonlarin izi ile ilgili teorem geregi w, eW. (Q),m=12,...

fonksiyonlarmin LZ(O,T) den olan izi vardir ve m-—>oo olmak {lizere asagidaki

bagintiy1 yazabiliriz:

—0,5=0,1. (3.1.2.14)

(51w (.

L(0,T)
Son yazdigimiz baginti,

v, (0t) =y, (1,t)=0,te(0,T),m=12,...
sinir sartlarindan yararlanarak

,s=0,1

L(0T)

| (s.-)

L(0T) = Hl/l(s")_l//m (S") L(0T) +me (S")

yazilir. m— oo olmak iizere yukarida son yazdigimiz bagintinin her iki yaninda limit

uygularsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

v (s..)

):O,S:0,I

L(oT

Boylelikle

w(0.4)=y(1.)=0,7te(0T)

siir deger sartlarini yazabiliriz.
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Yani y fonksiyonu (2.1.1)-(2.1.4) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiidiir ve bu

021

fonksiyon W (Q) uzayina aittir. l//zl//(X,t)El//(X,t;V) dir ve w fonksiyonu ig¢in

(2.2.4) Kestirimi gegerlidir. Bunu da (3.1.2.1) esitsizliginde limit uygulayarak ve

021
W (Q) uzayinda normun alttan zayif yar siirekli olmasi1 g6z 6niinde bulundurularak

elde ederiz.

{(v"} <V minimallestirici alt dizisi L, (0,1)xL, (0,1) de, {w,(x.t)} dizisi L,(Q) da
w fonksiyonuna * zayif yakinsar. « sayisi sifira esit veya sifirdan biiyiik olup
LZ(O,l) ve H uzaylarinda normlar alttan zayif yari siireklidir. Biitiin bunlar goz
oniinde bulundurarak diyebiliriz ki J, (V) fonksiyoneli veV eleman iizerinde alttan
zay1f yari siireklidir. Boylelikle agsagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

3,23, (v)<limJ, (v')=J, .

Son bagntidan da J . =J, (V) yazabiliriz. Burada J, (V) yi minimum yapan eleman

veV elemanidir. Yani (2.1.1)-(2.1.4) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii veV dir.

Teorem 3.1.2.1 ispatlanmuistir.

3.2. Kompleks Potansiyelli ve Gradyent Terimli Schrédinger Denklemi i¢in

Optimal Kontrol Probleminin Céziimii i¢in Gerek Sart

Burada kompleks potansiyelli ve gradyent terimli Schrédinger denklemi igin optimal
kontrol probleminin ¢oziimii igin gerek sart elde etmeye ¢alisacagiz. Oncelikle
problemdeki amag¢ fonksiyonelinin Frechet anlaminda diferansiyellenebilirligini
gosterecegiz. Daha sonra gradyenti i¢in formiil elde edip varyasyon esitligi seklinde

gerek sart elde edecegiz.
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3.2.1. Fonksiyonelin Diferansiyellenebilirligi

Burada (2.1.1)-(2.1.4) baslangic smir deger probleminde ama¢ fonksiyonelin

diferansiyellenebilir oldugunu gosterecegiz. Simdi asagidaki eslenik problemini

inceleyelim:
12,7241 (a,(0)9)-a(x)9+v, (x)9- 1% (1) =0, (x1) < © (3.2.1.1)
$(xT)=-2i(y (xT)-y(x) x<(01) @212)
$(0.) =4(1,t)=0,t(0T) (3.2.1.3)

Daha 6nce buradaki i fonksiyonunun veV olmak iizere (2.1.2)-(2.1.4) probleminin

¢Oziimii oldugunu belirtmistik.

Tanm 3.2.1.1 (3.2.1.1)-(3.2.1.3) eslenik  probleminin  ¢oziimii  olarak

o 2.1

(o ([O,T], L, (O,I)) uzayina ait olan 771(X,0) =0 sartim saglayan V7, eW, (Q) icin

. 01, o', . on, _ _ . _
J‘¢(—|%+ao aTzl—lai(x)8—7)7(1—a(x)771 +V, (X) 77, —|vl(x)771]dxdt =
2 (3.2.1.4)

|
= —ZJ.(I//(X,T )=y (%)), (%, T )dx
0
Integral 6zdesligini saglayan ¢ = ¢(X, t) fonksiyonu anlagilir.

Simdi [16,7,23, 39] caligmalarinda oldugu iizere Galerkin yonteminden yararlanarak

asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 3.2.1.1 Diyelim ki a(x),a,(x),e(x), f(xt),y(x) fonksiyonlar1 (2.1.5)-

(2.1.8) sartlarim1 saglasin. Her bir veV olmak iizere (3.2.1.1)-(3.2.1.3) eslenik
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problemin C° ([O,T], L, (0,1 )) uzayinda bir tek ¢dziimii mevcuttur. Problemin ¢6ziimii

icin asagidaki kestirimi gecerlidir:

2

L,(0.) < Cy HW("T ) -y

2

L(0,)

(3.2.1.5)

lo(.t)

Yukaridaki esitsizlikte C,; >0 belirli bir sayidir.

Simdi teorem 3.2.1.1 i kullanarak amag¢ fonksiyonelin diferansiyellenebilirligini

ispatlayalim.

Teorem 3.2.1.2 Diyelim ki 3.2.1.1. teoreminin sartlari gegerli olsun. @ elemani
L, (0,1) uzayma ait olmak iizere J, (V) fonksiyoneli V kiimesinde Frechet anlaminda

diferansiyellenebilir olup gradyenti i¢in asagidaki esitlikler dogrudur:

3 (v)=(3% (V). 9%, (v))

olmak tizere,

T

3', (V)= [Re(w (x.t) 4 (x.t))dt+ 2 (v, (%) — @y (X))

0

ve

T

J (v)= —I Im( (X, t) 4 (x,t) )t +2a (v, ()~ e ()) (3.2.1.6)

0
dir.

Burada y fonksiyonu (2.1.2)-(2.1.4) probleminin ¢o6ziimii olup ¢ fonksiyonu da

(3.2.1.1)-(3.2.1.3) eslenik probleminin veV olmak iizere ¢6ziimiidiir.
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Ispat: WweV olmak iizere Ja(v) fonksiyonelinin artisini bulmak igin (2.1.1) ve

(3.1.1.9) esitliklerinden yararlanarak asagidaki bagintiyi elde edebiliriz:

A, (v)=3,(v+Av)-J,(v)= ZI Re[(y/(x,T)— y(x))Atp(x,T)}dx+

0

+2aj).(v0(x)—a)o(x))Avo(x)dx+2aI!(vl( (x))Av, (x)dx + (3.2.1.7)

2
IR (N e T

veV olmak tizere (3.1.1.2)-(3.1.1.4) probleminin ¢oziimii Ay fonksiyonudur ve

o0 21
VUELZ(Q) olmak iizere y fonksiyonu W> (Q) uzaymmn eleman: oldugu i¢in

kolayca asagidaki esitligi elde edebiliriz:

2
i(iﬁgtw+ao aai;//+ia1(x)ag—xw—a(x)Ay/}7(x,t)dxdt+

+I( X)+ AV, (X)) Ay +i (v, ()+AV1(X))Ay/)77(X,t)dxdt= (3.2.1.8)

Q

—jAv (X (x,t;v)7 (x,t)dxdt — IIAV (X (x,t;v)7 (x,t)dxdt

Elde ettigimiz en son esitlikle beraber Ay fonksiyonu (3.1.1.3) ve (3.1.1.4) sartlarin
saglar. Simdi bu son esitlikte L, (Q) uzaymnin elemani olan 7 Yyerine ¢(X,t)

fonksiyonunu alirsak asagidaki bagintiy elde ederiz:

i(i 82':// +a, 5;32‘// +ia1(x)ag_xw_a(X)Al//j¢7(X,t)dxdt+
[ ((vo (%) + AV, (X)) Ay +i (v, (X)+ AV, (X)) Ay ) 6 (x,t)dxct = (3.2.1.9)

= —IAV0 (X (x,t;v) @ (x,t)dxdt —iIAvl(x)w(x,t;v)@(x,t)dxdt

e}
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Ote yandan ¢(X,t) fonksiyonu eslenik probleminin ¢oziimiidiir ve bu sebeple (3.2.1.4)

0 21
esitligini saglayacaktir. Ay fonksiyonu W» (Q) uzaymnin elemani olup (3.1.1.3) ve

(3.1.1.4) sartlarin1 sagladigi i¢in (3.2.1.4) esitliginde 7, fonksiyonu yerine Ay

fonksiyonu yazarsak asagidaki bagintiy: buluruz:

Ay O*Ay . OAY _ o _
j¢(—|%+ao 8x;//_la1(x)%_a( )Az//+v0(x)Ay/—|vl(x)Ay/jdxdt:
o (3.2.1.10)

:_2J:(1//(X,T)— y(X))Ag7 (%, T )dx.

Yukaridaki son bagintinin kompleks eslenigini yazalim:

(615 4, 220 via ()22 —a(0) v ()8 41 ()0 e -
Q
|

g —ZI(W(X,T)—V(X))AW(X,T)dx

0

(3.2.1.11)

Simdi (3.2.1.9) bagintisindan (3.2.1.11) bagintisini ¢ikaralim:

2!(1/7(X,T)—V(X))At//(x,T)dx=iAVO(x)q/(x,t;v)(;?(x,t)dxdt+
+i_[Avl(x)y/(x,t;v)gz?(x,t)dxdt
+IAV ) Ay (X, t;V) (X, t)dxdt+|J'Av X)Aw (x,t;v)é (x,t)dxdt

(3.2.1.12)

Simdi de elde ettigimiz bu bagintinin kompleks eslenigini yazalim:
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Zi(t//(x,T)—y(x))Ay?(x,T)dx=£Av0(x)y7(x,t;v)¢(x,t)dxdt—
—i_[Avl(x)y7(x,t;v)¢(x,t)dxdt (3.2.1.13)
+IAV JAZ (X,1;v)p(x,t) dxdt — |J'Av X)AW (X, t;v)(x,t)dxdt

(3.2.1.12) ve (3.2.1.13) bagmntilarin1 taraf tarafa toplayalim. Boylelikle asagidaki
bagintiy1 yazabiliriz:

zj X)) Ay (x,T ) dx+2j X,T)=¥(x))Aw (x,T)dx =
—IAVO XW7 (%, t;V) (X, t) dxdt—ujAvl X7 (%, t;v) (Xt ) dxdt +
+jAv ) Ay (x4 v);Z(x,t)dxdtJrifAvl(x)Ay/(x,t;v);Z(x,t)dxdt+
+jAv ) A7 (%t v)¢(x,t)dxdt—iIAvl(X)A1/7(x,t;v)¢(x,t)dxdt+

+.[Av0 (X (x,t;v) @ (x,t)dxdt + ijAvl(x)gu(x,t;v)gzz(x,t)dxdt

Buradan da

ZIRe[(W(x,T)—y(x))Anﬁ(xT ]dx .[Av )Re(y (x,t;v) ¢ (x,t) Jdxdt -

0

—jAvl(x)Im( (x,t;v) @ (xt) dxdt+jAv0 )Re(Aw (x,t;v)é (x,t))dxdt— (3.2.1.14)

Q

—jAv |m(AW(xtv)¢7(x,t))dxdt

bagintis1 elde edilir. (3.2.1.14) ve (3.2.1.7) bagintilarin1 goz Oniinde bulundurarak

fonksiyonelin artisin1 asagidaki sekilde yazalim:

A, (v)=J,(v+Av)-J IAVO Re( (Xt;v) @ (x.t) )dxdt—

49



_lAvl(x)l (v (xtv)gg(x,t))dxdt+2a.:|;(vo(x (X))AV, (x)dx +

| (3.2.1.15)
+20¢J.(v1 (X)— e, (x))Av, (x)dx+ R(Av)
0
Bu esitlikteki R(AV) > yi
2
R(AV) :HAV/ L T (A e I N
(3.2.1.16)

+IAVO(X)Re(A1//(x t;v) 4 (x,t))dxdt - jAv )Im(Aw (x,t;v) 4 (x,t))dxdt

olarak gosterelim. Simdi Cauchy-Bunjakovski esitsizliginden yararlanarak R(AV)

kalan terimini su sekilde degerlendirelim:

2

R | S e I N

\/-F”¢”L2(Q) ”A W“LZ(Q) ”AVO ”Lx(o,l) + \/-F||¢||L2(Q) ”A W“LZ(Q) ”Avl”l_w(o )

R(sv< v (.T)

(3.2.1.17)
Simdi de R(Av) igin (3.1.1.10) kestiriminden yararlanarak asagidaki esitsizligi
yazabiliriz:

R(AV) < o (8]} 0,y +IAVIE o) (3.2.1.18)

Yukaridaki esitsizlikte C,; >0 , Av’ den bagimsizdir. B=L_(0,1)xL_(0,1) olmak

luzere

R(Av)=o(]av],) (3.2.1.19)

dir. Burada asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:
im R(AY)
Ja > || Av]|
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Boylece (3.2.1.19) esitligini goz oniinde bulundurarak fonksiyonelin artig1 formiiliinii su

sekilde diizenleyebiliriz:

AJ, '[Avo )Re(y (x,t;v) ¢ (x,t))dxdt - jAv Im(y(x,t;v) 4 (x,t))dxdt
(3.2.1.20)

120 ! (Vo (X) =@, (X) Ay, (x dx+2a.|' (x))Av, (x)dx+o(]Av], )

Bu esitlikten kolayca soyleyebiliriz ki J, (V) fonksiyoneli WvveV i¢in Frechet

anlaminda diferansiyellenebilirdir ve fonksiyonelin gradyenti i¢in

J',(v)= (J ' (v),J " (V)) olmak iizere,
J, (v):IRe( (xt) @ (xt))dt+2a (v, (X) -z (x)) Ve

3, (V) == Im(w (x1)¢ (xt) )t +2a (v, (x) ~ 5 (x)) (3.2.1.21)

formiilii yazilir ve bu formiil V kiimesinde gegerlidir. Teorem 3.2.1.2. ispatlanmustir.
3.2.2 Optimal Kontrol Probleminin Coziimii Icin Gerek Sart

Burada (2.1.1)-(2.1.4) probleminin ¢6ziimiiniin gerek sartiyla ilgili soruyu ele alacagiz.
Yukarida en son boliimde ulastigimiz (3.2.1.21) formiiliinden yararlanarak s6z konusu

problemin ¢oziimiinde varyasyon esitsizligi seklinde gerek sarta ulasacagiz.

Teorem 3.2.2.1 Farz edelim ki 3.2.1.2. Teoreminin sartlar1 gegerli olsun. Bu taktirde

(2.1.1)-(2.1.4) probleminin ¢6zliim kiimesi

V*:{v*eV:Ja(v*) J,. =infJ ()}

veV

olmak iizere V kiimesinin her v* eleman1 i¢in
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':[D. Re(l//* (x,t)¢" (X,t))dt+2a(v;‘ (X)— o, (x))+2a(vf (X)—aof (x))}x

0

—JLH 'm('//* (x.t)¢" (X,t))dt + Za(v; (x)-a, (x))+ Za(vl* (X)-af (x))}x
x[vl(x)—vl*(x)]dxzo, v eV (3.2.2.1)

bagintis1 dogrudur. Bu bagintida v' €V olmak iizere y/*(x,t)zy/(x,t;v*) (2.1.2)-
(2.1.4) baslangi¢ smir deger problemin ¢dzimii ve ¢*(x,t)z¢(x,t;v*) (3.2.1.1)-
(3.2.1.3) eslenik problemin ¢6ziimiidiir. Teorem, [36] calismasinda ve kuramsal

temellerde yer alan Teorem 1.2.16. nin sartinin saglanmasiyla [48] calismasinda

oldugu gibi ispatlanir.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Tezde ele alinan kompleks potansiyelli ve sanal katsayili gradiyent igeren bir boyutlu
lineer Schrodinger denklemi i¢in final fonksiyonelli optimal kontrol problem konulma
agisindan dnceki calismalardaki problemlerden ciddi bir bigimde farklidir. Oncelikle
sOylemek gerekir ki,uzay degiskenli kompleks potansiyelin reel ve sanal kisimlar1 olup

Olgiilebilir sinirli fonksiyonlar smifindan secilmistir. Kontrol roliinii oynayan reel
degerli potansiyeller 6nce [1, 33] calismalarinda sanal katsayili gradiyent iceren lineer
Schrodinger denklemi igin optimal kontrol problemlerinde ele alinmistir. Kontrollerin

uzay veya zaman degiskenine bagli olup dlgiilebilir sinirli fonksiyonlar olmasi durumu
ise sanal katsayili gradiyent i¢eren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin optimal
kontrol problemlerinde Onceki [19,20, 46] calismalarinda incelenmistir. Bu tez
calismasinda incelenen problem giincel ve konulma agisindan ciddi bir bigimde 6nceki
calismalarda incelenen problemlerden farkli oldugundan bu g¢alismada elde edilen
sonuclar da giincel olup gerek teorik gerekse pratik acidan bilimsel Onem arz
etmektedir. Bu tez c¢alismasinda alinan sonuglar onceki caligmalarda elde edilen

sonuglarla ortiismez.
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