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OZET
(Yiksek Lisans Tezi)
GRUPLARDA CIRCULANT VE HURWITZ TiPLi DiZiLER
Zafer ADIGUZEL

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Omiir DEVECI

Bu c¢alismada, Fibonacci-circulant, Padovan-circulant ve Jacobsthal-circulant dizilerinin
karakteristik polinomlari yardimiyla Hurwitz matrisleri elde edildi. Elde edilen bu
matrisler yardimiyla da Fibonacci-circulant-Hurwitz, Padovan-circulant-Hurwitz ve
Jacobsthal-circulant-Hurwitz dizileri tanimlandi. Bu anlamda, tanimlanan bu dizilerin
cesitli 6zellikleri elde edildi.

Ayrica, Padovan-circulant-Hurwitz ve Jacobsthal-circulant-Hurwitz ~ dizileri m
modiiliine gore incelendi ve bu dizilerin m modiiliine gére periyotlarin belirlenmesi
noktasinda ¢esitli kurallar verildi. Bu dizilerin iirete¢ matrislerinin m modiiliine gore
indirgenmeleri suretiyle bu matrisler iirete¢ olarak segilip devirli gruplar tretildi.
Uretilen devirli gruplarin mertebeleri ile dizilerin m modiiliine gre periyotlar: arasinda

bagintilar olusturuldu.

Buna ek olarak, (x, y) geren cifti i¢in SD,, semidihedral grubundaki birinci ve ikinci

tiir Fibonacci-circulant orbitlerinin periyotlar: belirlendi.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci-circulant-Hurwitz Dizileri, Padovan-circulant-Hurwitz
Dizileri, Jacobsthal-circulant-Hurwitz Dizileri, Circulant Matrisi, Hurwitz Matrisi,
Matris, Grup, Periyot.
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In this study, Hurwitz matrices were obtained with the characteristic polynomials of
Fibonacci-circulant, Padovan-circulant and Jacobsthal-circulant sequences. Fibonacci-
circulant-Hurwitz,  Padovan-circulant-Hurwitz ~ and  Jacobsthal-circulant-Hurwitz
sequences were defined with the aid of the obtained these matrices. In this sense,
miscellaneous properties of these identified sequences were obtained.

Furthermore, Padovan-circulant-Hurwitz and Jacobsthal-circulant-Hurwitz sequences
were examined modulo m and various rules were given to determine the periods of
these sequences modulo m. The cyclic groups have been obtained such that these
matrices are chosen as generators by reducing the generator matrix of these sequences
modulo m. The relations between the periods of the sequences modulo m and the
orders of the cyclic groups obtained were generated.

In addition, the periods of Fibonacci-circulant orbits of the first and second kind in

SD,, semidihedral groups which have (x,y) generating pair were determined.

Key Words: Fibonacci-circulant-Hurwitz Sequences, Padovan-circulant-Hurwitz
Sequences, Jacobsthal-circulant-Hurwitz Sequences, Circulant Matrix, Hurwitz Matrix,
Matrix, Group, Period.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

G/H
H<G
HAG

. Grubun birim elemani

. Reel sayilar kiimesi

. Tam sayilar kiimesi

. Kompleks sayilar kiimesi
. Dogal sayilar kiimesi

. Grup

: Grubun mertebesi

A dan iiretilen grup

G nin H ye gore boliim grubu
H, G ninalt grubu

H, G ninnormal alt grubu

: Halka

mxn boyutlu matris
Nxn boyutlu kare matris

A matrisinin transpozu

NxN mertebeden birim matris

. Elemanter matris

A matrisinin determinanti

A matrisinin permanenti

: Hurwitz matrisi

VXV tipli bir Companion matris

: Vandermonde matrisi

M ve K matrislerinin Hadamard ¢arpimi

. Fibonacci dizisi

k -basamak Fibonacci dizisi

. Pell dizisi



. Genellestirilmis k -Pell sayilari

. Jacobsthal dizisi

. Genellestirilmis k -Jacobsthal sayilari

Padovan dizisi

: Birinci tur Fibonacci-circulant matrisi
- Tkinci tiir Fibonacci-circulant matrisi

. Genellestirilmis Jacobsthal-circulant dizisi
. Birinci tiir Jacobsthal-circulant matrisi

. Ikinci tiir Jacobsthal-circulant matrisi

. Uciincii tiir Jacobsthal-circulant matrisi

. Birinci tiir Padovan-circulant matrisi

. Ikinci tiir Padovan-circulant matrisi

. Uciincii tiir Padovan-circulant matrisi

. Dordiinci tiir Padovan-circulant matrisi

. Birinci tiir Padovan-circulant-Hurwitz matrisi

. Ikinci tiir Padovan-circulant-Hurwitz matrisi

. Ucgiincii tiir Padovan-circulant-Hurwitz matrisi

. Dordiinct tiir Padovan-circulant-Hurwitz matrisi

: Birinci tir Fibonacci-circulant orbiti
- Tkinci tiir Fibonacci-circulant orbiti

: Birinci tiir Jacobsthal-circulant-Hurwitz matrisi
- Tkinci tiir Jacobsthal-circulant-Hurwitz matrisi

. Uciincii tiir Jacobsthal-circulant-Hurwitz matrisi



1. GIRIS

Bilindigi gibi modern bilimde indirgemeli dizilerin farkli disiplinlerde kurgulanan bazi
problemlerin ¢6ziimii noktasinda kullanildig1 veya dogrudan dogruya farkli bilimsel
disiplinlerdeki c¢esitli problemlerin, bu dizilerin yapisal 6zellikleri géz Oniine alinarak
kurgulandig1 sik¢a karsimiza ¢ikan bir durumdur. Bu tiir ¢aligmalara 6rnek olarak [1,

10, 35, 54, 63] daki bilimsel ¢alismalar1 verilebilir.

Cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin iirete¢ matrisi, iirete¢ fonksiyonu, Binet formiili,
istel, permanental, toplamsal temsilleri vb gibi ¢esitli 6zellikleri birgok bilim insani
tarafindan c¢alisilmis ve calisilmaya devam edilmektedir. Bu c¢aligmalardan giincel
olanlara 6rnek olarak [11, 21, 23, 24, 26, 28, 29, 35, 36, 39, 44, 50, 55, 84, 89] deki
caligmalar1 verilebilir. Bu ¢alismalarin birgogunda ¢esitli sonuglar elde edebilmek igin

indirgemeli dizilere karsilik gelen matrisler kullanilmigtir.

Bu durumun tam tersine matrisler kullanilarak indirgemeli dizilerin tanimlanmasi ise ilk
olarak [4, 20, 21, 23, 24, 26, 28, 29] deki ¢alismalarda ortaya atilmis yeni bir yontemdir.
Deveci, Adigiizel ve Dogan, [30] daki ¢alismalarinda iirete¢ matrislerinin karakteristik
polinomlarina karsilik gelen Hurwitz matrisleri yardimiyla Fibonacci-circulant-Hurwitz
dizisini tanimlamislardir. Tanimlanan bu dizinin determinant ve permanent degerlerini,
tiretec fonksiyonlarini, {iirete¢ matrislerinin kuvvetlerini ve yapisal o6zelliklerini
kullanarak Binet formiillerini, permanental, {istel ve toplamsal temsillerini ve sonlu

toplamlar1 gibi gesitli 6zelliklerini belirlemislerdir.

Adigiizel, Erdag ve Deveci, [2] deki ¢alismalarinda iirete¢ matrislerinin karakteristik
polinomlarina karsilik gelen Hurwitz matrisleri yardimiyla Padovan-circulant-Hurwitz
dizilerini tanimlamiglardir. Tanimlanan bu dizinin determinant ve permanent
degerlerini, lirete¢ fonksiyonlarini, permanental, iistel ve toplamsal temsillerini ve sonlu
toplamlar1 gibi ¢esitli 6zelliklerini belirlemislerdir. Ayrica, [3] deki caligmalarinda

Padovan-circulant-Hurwitz dizilerinin m modiiliine gore periyotlarini incelemisglerdir.



Golbasi, Adigiizel ve Deveci, [41] deki calismalarinda (X, y) geren ¢ifti icin SD2m

semidihedral grubundaki birinci ve ikinci tiir Fibonacci-circulant orbitlerinin

periyotlarini belirlemislerdir.

Deveci, Adigiizel ve Akiiziim, [31] deki ¢aligmalarinda iirete¢ matrislerinin karakteristik
polinomlarina karsilik gelen Hurwitz matrisleri yardimiyla Jacobsthal-circulant-Hurwitz
dizilerini tanimlamislardir. Tanimlanan bu dizinin determinant ve permanent
degerlerini, lirete¢ fonksiyonlarini, permanental, iistel ve toplamsal temsillerini ve sonlu
toplamlar1 gibi gesitli 6zelliklerini belirlemislerdir. Buna ek olarak, Jacobsthal-circulant-

Hurwitz dizilerinin m modiiliine gore periyotlarini incelemislerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Cebirsel Yapilar

Tanmim 2.1.1: K bir kiime olsun. K x K dan K ya taniml
# KxK>K, (xy)oxxy
fonksiyonuna K iginde bir ikili igslem denir. Bu takdirde (K,*) ikili islemine cebirsel

yapi denir [51].

Ornek 2.1.1: ®:RxR—>R ve a,beR icin a®b=a+b seklinde tanimlanan baginti

bir ikili islemdir.

Tanmim 2.1.2: K bostan farkli bir kiime ve * K iizerinde bir ikili islem olsun. Eger
asagidaki sartlar saglanirsa (K , *) cebirsel yapisina bir grup denir.

I. VX,y e K i¢in x*y e K (Kapalilik sart1)

ii. VX, y,zeK igin x*(y#*z)=(x*y)*z (Birlesme 6zelligi)

iii. YxeK i¢in x*e=e*X=X olacak sekilde bir e K (Birim elemanin
varlig1)

iv. K kiimesindeki her bir X i¢in €, K nin biri eleman1 olmak {izere

X#kX =X *X=¢

olacak sekilde X' € K vardir (Ters elemanin varligr).

Ornek 2.1.2: 7., Q, R, C kiimeleri bilinen toplama islemine gére bir gruptur.

Tamm 2.1.3: (K,*) bir grup olmak iizere VX,yeK igin x*y=y*x ise bu gruba

degismeli (abelyen grubu) grup denir.

Tamm 2.1.4: Tamim 2.1.2 deki sadece i. ve ii. sartlar1 saglanirsa, (K,*) cebirsel

yapisina bir yar1 grup denir.



Teorem 2.1.1: (G,*) bir grup olsun. Buna gore
i. G nin birimi tektir.
ii. G nin her elemaninin tersi tektir.
lii. aeG i¢in a*a=a ise a=e dir.
iv. G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 gegerlidir. Yani a,b,ceG
i¢in
a*b=ax*c ise a=c (soldan kisaltma kural1)

b*xa=cx*a ise b=c (sagdan kisaltma kurali)

v. 8,beG i¢in a*x=Db ve y*a=Db denklemlerinin G deki islemleri tektir.
. 4 -1
vi. aeG igin (a_l) =a dir [81].

Tamm 2.1.5: G bir grup ve H c G bostan farkli bir alt kiime olsun. H, G de

tanimlanan ikili isleme gore bir grup ise H a, G nin bir alt grubu denir ve H <G ile

gosterilir.

Tamm 2.1.6: H :{e} ve H =G alt kiimeleri daima G grubunun alt gruplaridir.

H= {9} alt grubuna agikar alt grup ve G den farkli her H alt grubuna da 6z alt grup

denir. Eger H, G nin bir 6z alt grubu ise H <G ile gosterilir.

Tamm 2.1.7: G bir grup ve = AcG olsun. G grubunun A y1 igeren biitiin alt
gruplarinin ailesinin ara kesitini < A> ile gosterelim. Bu takdirde < A>, G nin bir alt
grubudur. Bu alt grup A y1 igeren en kiigiik alt gruptur ve A tarafindan iiretilen alt grup

olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.8: G bir grup ve H <G olsun. Eger her g €G igin gHg™ =H oluyorsa H

a, G nin bir normal alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.



Tamm 2.1.9: N, G nin bir normal alt grubu olsun. G/N kiimesi iizerinde

(Ng)(Nh) =N (gh) ile bir ¢carpim tanmimlansin. Bu takdirde G/N bu g¢arpima gore

mertebesi [G: N] olan bir gruptur. Bu gruba N ile G nin béliim (faktdr) grubu denir.

Tamm 2.1.10: G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. H <G ve H <K <G den

K =G elde edilirse H a, G nin bir maksimal alt grubu denir.
E ={e} olmak iizere E<H ve E<XK<H dan K=E elde edilirse H a, minimal alt

grup denir.

Tamm 2.1.11: G bir grup olmak lizere H :{a” :neZ} alt grubuna G nin a

elemant tarafindan iiretilen devirli alt grubu denir ve (a) ile gosterilir.
Yani,

a={a":ne Z}=H
dir. Buradan hareketle devirli grup su sekilde de tanimlanabilir:

G bir grup olmak tizere G de G= {a” ‘ne Z} olacak sekilde bir @ elamani varsa o

zaman G grubuna devirli grup denir. Boylece bir @ elamanina G nin {ireteci denir ve

G= <a> seklinde gosterilir [81].

Tamm 2.1.12: G bir grup ve a€G olsun. @ nm irettigi (a) devirli grubunun

mertebesine @ elemaninin mertebesi denir ve o(a) ile gosterilir [18].
Teorem 2.1.2: Her devirli grup degismelidir [81].
Teorem 2.1.3: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir [81].

Teorem 2.1.4: G bir grup, a€G ve @ nin mertebesi N yani o(a)=n olsun. Buna

gore [81]:



I. Eger @ nin mertebesi sonsuz ise bu takdirde a nin biitiin farkli kuvvetleri

grubun farkli elemanlaridir.

ii. Eger a nm mertebesi sonlu ise yani a" =€ sartim saglayan en kiiciik pozitif
tam say1 n ise bu takdirde a nin irettigi devirli grubun yani (@) nin mertebesi de n
dir.
Diger bir deyimle,

<a>={e,a,a2,...,a"‘l}

dir.

iii. @ nin mertebesi sonlu ve N olmak iizere 8“ =a' olmasi i¢in gerek ve yeter

sart k =1(mod n) olmasidur.

iv. o(a)=n sonlu olmak iizere a“=e olmasi icin gerek ve yeter sart n|k

olmasidir.

Sonug¢ 2.1.1: G=a sonlu bir devir grubu ve o(G)=k <ooolsun. H ={e} ve a" eH

olacak sekilde n >0 pozitif tam sayilarinin en kiiciigii M olmak iizere H =a™ oldugu
kabul edilsin. O halde,

mik ve o(H):%

dir [81].

Uyari 2.1.1: G =<a> sonsuz mertebeli bir devir grubu ise o takdirde @™ nin biitiin

kuvvetleri farkli olacagindan H = <am> devir grubu da sonsuz olur [81].

Teorem 2.1.5: G =<a> ve 0(G)=n olan bir devirli grup olsun. O takdirde G nin a*
tarafindan iretilmesi i¢in yani G :<ak> olmasi i¢in gerek ve yeter sart K ile N nin

aralarinda relatif asal yani (k,n)=1 olmasidir [81].



Ispat: =: Olmayana ergi yontemi ile birlikte ispat1 yapalim. Bir an igin (k,n)=d >1
oldugunu varsayalim. O zaman buradan d|k ve d|n ya da sirasi ile k =dt ve n=dr

yazilir. Bu durumda,

oyle ki
o(a)<r<n
dir. Bu ise @* nin G nin bir iireteci olmadigin gdsterir. Ciinkii
G=(a")
olsaydi o zaman G =(a) oldugundan o(a)=n dolayisi ile o(ak) =n olmaliyd:. Bu bir
celiskidir. Dolayzist ile eger G = <ak> ise 0 zaman (k,n)=1 olmahdur.
<: (k,n)=1 olsun. Buna gére G = <ak> oldugu gosterilmelidir.
Gc <a">
oldugu agiktir. Ciinkii a“eG ve G bir grup oldugundan kapalilik 6zelliginden dolay1
a* nm kuvvetleri G ye aittir. Simdi ters kapsama gosterilir ise,
(k,n)=1=ku+nv=1
olacak sekilde U,V tam sayilar1 vardir. O halde
a= gl — gkigm
yazilir. Diger taraftan G = <ak> ve 0(G)=n oldugundan o(a)=n dir. Boylece
a" =(a") =e'=e
olup buradan a=a" esitligi elde edilir. Buna gore a" € G ise o takdirde
=@ = ()" <(a)
yazilir. Bu da,
Gc <ak>

olmasin1 gerektirir. Boylece G = <ak> esitligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.



Sonug 2.1.2: Bir k tam sayisinin (Zn , +) grubunun bir iiretici olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (k, n)=1 olmasidir [81].
Bir H kiimesi ile bu kiime iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (.) ikili islemlerinden

olusan cebirsel yap1 (H,+,.) ile gosterilir.

Tamm 2.1.13: (H,+,.) cebirsel yapisi verilmis olsun. Eger H kiimesindeki her X,Y,Z
elemanlari i¢in
K(y+2)= () +()
ise, ( H,+, ) da sol dagilma ozelligi vardir denir. Her X,Y,Z € H igin
(x+y)z=(xz)+(yz)
ise, (H,+, .) da sag dagilma 6zelligi vardir denir [51].

Tamm 2.1.14: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin herhangi
bir elemant S nin sonlu sayidaki elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin bir

carpimi olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi iizerinde serbesttir denir

[48].

Tamm 2.1.15: X bir kiime; F(X), X lizerinde serbest grup ve RgF(X) olsun.

G=(X:R) ye G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine

tanimlayici gerenler kiimesi, I € R igin I =€ olacak sekildeki denklemlerin kiimesine
tanimlayict bagintilar kiimesi ve r elemanlarina da bagintilar denir.

Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak tizere bir G grubu (X :R) seklinde takdim

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir [48].

Tanmim 2.1.16: G:<X:R> ve H:<Y:S> olmak tizere GxH direkt carpim,

[X.Y]={[xy]:xeX,yeY}|
GxH=(X,Y:R,S,[R,S])

seklinde tanimlanir [48].



Tanmim 2.1.17: G, j-gerenli bir grup ve

X :{(xi,xz,...,xj)eGxGx_---xGK{xl,xz,...,xj}}:G}

]

esitligi verilsin. O halde (xi,xz,...,xj) ye G nin bir geren j -lisi denir.

Tamm 2.1.18: 1,m,n>1 igin (I,m,n) binary polyhedral grubu

<x,y,z:xI =y"=7" :xyz>
takdimi ile tanimlanur.

| =2 oldugu zaman <2, m, n> takdimi icin

<y,z y"=2" :(yz)2>

elde edilir.

Tamm 2.1.19: Her m> 4 igin SD,, grubu
SD,, = <x, yixZ =y?=e, yxy = x‘1+2m72>

seklinde takdim edilirse 2" mertebeli bir semidihedral grubu olarak tanimlanir. Burada

X Ve y nin mertebeleri sirastyla 2™ and 2 dir.

Tamm 2.1.20: n>3 igin Q,, quaternion grubu

2 2"2 1

Qy :<X’V:X2H =&y =X ,y’xy=X’1>

takdimi ile tanimlanir.

Tamum 2.1.21: n>3 i¢in 2n mertebeli D,, Dihedral grubu
D,, :<a,b :a" =b? = (ab)’ :e>

takdimi ile tanimlanir.



Tanim 2.1.22: Bostan farkli bir R kiimesi iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (.) denilen
iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman (R,+,.)
cebirsel yapisina bir halka denir.
i. (R,+) degismeli bir gruptur.
ii. R kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir. Yani Va,b € Rigin abeR dir.
ili. R kiimesi c¢arpma islemine gore birlesme Ozelligine sahiptir. Yani
Va,b,c eR i¢in a(bc) =(ab)c dir.
iv. Carpma isleminin toplama islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma ozelligi
vardir. Yani Va,b,ceR ic¢in
a(b+c)=ab+ac
ve
(b+c)a=ba+ca

dir [81].

Ornek 2.1.4: (Z, +, ) bir halka olup bu halkaya tam sayilar halkas1 denir. Benzer sekilde

(Q,+,.), (R,Jr,.) ve ((C,+,.) cebirsel yapilar1 da birer halka olup bu halkalara da siras1

ile rasyonel sayilar halkasi, reel sayilar halkasi ve kompleks sayilar halkasi denir [81].

Tanmim 2.1.23: Birimli ve degismeli bir H halkasinin sifirdan farkli her elemani tersinir

ise H ye bir cisim denir.

2.2 Matris Cebiri

Tamm 2.2.1: F bircisimve a; e F (1<i<m, 1< j<n) olmak iizere

8, &, ... a,
ay 8y ... By,
a, @ a

ml m2 mn

10



seklindeki bir dikdortgen tabloya matris denir. i=12,...,m i¢in r,=[a,,a,...,a,]

i *1hn

&
ifadesine matrisin satirlar1 ve j=12,...,n i¢in C; = : ifadesine de matrisin
amj
stitunlart denir. M satirli N siitunlu bir matrise MxN boyutlu (mertebeli) ya da kisaca
bir mxn matrisi denir. i-inci satir ve j-inci siitunun kesisiminde bulunan cismin

elemanina matrisin (i, j)-inci elemam denir. Matris kisaca A:(aij) notasyonu ile

mxn

gosterilir [80].

Teorem 2.2.1: A B ve C ayni mertebeden matrisler ve 4,, A, birer skaler olmak iizere,
I. A+B =B+ A (degisme 6zelligi)
ii. A+(B+C)=(A+B)+C (birlesme 6zelligi)
iii. A+0=0+ A= A (etkisiz eleman)
iv. A-A=0

v. 4 (A+B)= LA+ 4B
Vi. (4 +4)A= LA+ LA

vii. (44,) A= 4 (4A)
viii. 1: A= A1= A

ozellikleri vardir [7].
Tamm 2.2.2: Bir satir matris ile bir slitun matrisinin carpilabilmesi i¢in onlarin her
Vl

birinin ayn1 elemana sahip olmasi gerekir. Eger u = [ul, e um] ve v=| : | ise, 0 zaman

uv asagidaki gibi tanimlanan 1x1 bir matristir [80]:

uv =[UV, +U,V, +...+u,v, | = {iuivj } :
j=1

11



Tamm 2.2.3: A:[aij] bir mxr-matris ve B:[bij] bir rxn-matris ise bunlarin

carpmu 1=12,...m; j=12,...,n igin
r
c; =a.by; +a,b,; +...+a,b, :Zaikbkj
k=1

olmak tizere AB = [cij ] , Mmxn-matristir [7].

Teorem 2.2.2: Eger A=(g;) B=(;).. ve C=(c;),, ise, 0 zaman matrislerin

carpma islemine gore birlesme (assosyatif) kurali denilen asagidaki kural gecerlidir
[80]:
A(BC) =(AB)C (2.1)

Ispat: Ispat igin matrislerin esitligi tammmi kullanilacaktir. Buna gore eger (2.1)

esitliginin  her iki tarafindaki matris carpimlarindan elde edilen matrislerin

mertebelerinin ve karsilikli elemanlarinin esit oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir.

Once (2.1) esitliginin sol tarafin1 g6z oniine alalim. BC =D ve D nin genel elemanini

d; ile gosterilirse, o zaman

BC=(by),,,(¢),, =(d),, =D

ve
t
dj = > _byC;, (2.2)
k=1
yazilir. Simdi ise det(AB)=(detA)(detB) A(BC)=AD=E ve E nin genel eleman

g; olarak alinirsa, bu takdirde

AD = (a'ij)mxn (dij)nxq = (eij )qu = E (23)
ve
€ = i a‘isdsj (2'4)

yazilir. (2.2) ifadesinden

t
dg = stkckj (2.5)
k=1

12



esitligini yazmak miimkiindiir. (2.5) ifadesi (2.4) de yerine yazilirsa

Zn: a, (z byCy j

s=1
t

2.

k

M:

ais (bskckj ) (26)

I
LN

S

Il
S e

I
M,.

(aIS bsk ) ij

F

=1 s=
elde edilir. Simdi de esitligin sag tarafin1 goz oniine alalim. AB=F ve F nin genel

elemamna f; denilirse, 0 zaman

AB = (aii )mxn (bij )nxt :( fy )mxt =F

ve
f, —Za,s : (2.7)
yazilir. Bu defa da (AB)C=FC =G ve G nin genel elemanina g; denirse, 0 zaman
da
(AB)C FC ( fu )mxt (Cu )txq ( )qu G (28)
ve
t
g; = Z fikaj (2'9)
P}

yazilir. (2.7) ifadesinden

Za,s ¥ (2.10)

yazmak miimkiindiir. (2.10) ifadesi (2.9) da yerine yazilirsa

oh :Zt:( n a by ]ij
A (2.10)
z z (alsbsk )

elde edilir. Boylece (2.3) ve (2.8) ifadelerinden E ve G matrislerinin

mertebelerinin esit oldugu, (2.6) ve (2.11) den E ve G nin karsilikli elemanlarinin

13



esit oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Yani E=G olur. Bu ise (2.1) esitliginin dogru

oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.3: i. A= (aij )mxn, B= (bij )nxt ve C :(Cij)  olmak tizere, sol dagilma kurali

denilen
A(B+C)=AB+AC (2.12)
kurali gegerlidir.

ii. A= (a.. )mxn, B= (bij )txm ve C= (Cij )txm olmak iizere, sag dagilma

]

kurali denilen

(B+C)A=BA+CA (2.13)

kural1 gecerlidir [80].

Ispat: i. Once (2.12) nin sol tarafin1 géz oniine alalm. B+C =D ve D nin genel

elemam d;; olsun. Bu durumda

7 & (b'l )nxt +(Cij )nxt - (dij )n><t =D

ve
d; =b; +¢; (2.14)
yazilir. Simdi de A( B+ C) =AD=E ve E nin genel elemanin €; oldugunu
farzedelim. Buna gore
AD = (&) g (A ) = (€)ma = E (2.15)
ve
¢, = anllaikdkj (2.16)
yazilir ve (2.14) den
dkj = bkj +Cy (2.17)

yazilabilecegi kolaylikla goriiliir. Boylece (2.17) ifadesi (2.16) da yerine yazilirsa

€ = kiaik (bkj +Cy ) = i(aikbkj + &Gy )
)

14



= aikbkj + Z aikaj (2'18)
k=1

k=1
elde edilir. Simdi de (2.12) ifadesinin sag tarafi goz oniline alalim. Burada da AB=Y ;

Y nin genel elemant y;, AC=Z ve Z nin genel elemanm Z; oldugu kabul edilsin.

Buna gore
AB = (a'lj )mxn (bu )nxt = (yij )mxt = Y (219)
ve
Yii = zaikbkj (2.20)
k=1
yazilir. Yine ayn sekilde
AC = (aij)mxn (Cij)nxt = (Zij)mxt = Z (221)
ve
Zj =D &G (2.22)
k=1

ifadeleri yazilir. Son olarak AB+AC =T ve T nin genel eleman: t; ile gosterilirse o
Zaman

AB+AC=Y+Z=(y,) +(z)

mxt

(yu + ZIJ mxt (tlj )mxt :T (223)
tij = Z aikbkj + Z Gy (2-24)
k=1 k=1

ifadeleri elde edilir. Bu durumda (2.15) ve (2.23) den E ve T matrislerinin mertebeleri
esit oldugu, yine (2.18) ve (2.24) den Eve T matrislerinin elemanlarinin esit oldugu
sonucu elde edilir. Bu da matrislerin esitligi tanimina gére E =T olmasini gerektirir.
Bu esitlik ise (2.12) ifadesinin dogru oldugunu gosterir.

ii. igin ispat benzerdir.

Tamim 2.2.4: Her elemani sifir olan matrise sifir matris denir. Sifir matris 0 ile

gosterilir [7].

Tanim 2.2.5: Satir say1s1 siitun sayisina esit olan bir matrise kare matris denir.

15



-2 )

matrisi 2x2 mertebeden bir kare matristir [7].

Tamm 2.2.6: A=|a; ], nxn mertebesinden bir kare matris ise a;,a,,8y,...,a,

elemanlarma A nin asal kosegen elemanlari denir. Bir kare matriste asal kdsegen

disindaki elemanlar sifirsa bu matrise kosegen matris denir [7].

Tamm 2.2.7: Bir kosegen matriste asal kosegen elemanlari birbirine esitse yani

a, =a,, =a, =...=4a,, =K ise matrise skaler matris denir [7].

Tamnum 2.2.8: Bir skaler matriste asal kdsegen lizerindeki biitiin elemanlar1 1 ise bu

matrise birim matris denir. NxN mertebeden birim matris | ile gosterilir [7].

Ornegin;

matrisleri birer birim matristir.

Tamm 2.2.9: Bir n-kare A= [aij ] matrisi; j>i, her i, je{L2...,n} igin
a; = 0 iken alt tdg¢gen matris ve j<i, her i je {1, 2,..., n} icin
a; =0 iken iist tiggen matris diye adlandirilir.

Buna gore; n-kare A= [a“] altve B= [bij] list tiggen matrisler;

fa, 0 0 - 0] b b, b, o b
a, a, 0 - 0 0 b, b, - b,
A= a, &, g - 0 (ve B=|0 0 b33 bsn
&y &, a; - a,] _O 0 o - bnn_

seklindedir [9].
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Tamm 2.2.10: Bir n-kare A matrisi; A" = A olmasi halinde simetrik matris ve

A" =—A olmasi halinde de ters simetrik matris diye adlandirilir.

o 1 -2 7
1 5 2
1 3 4 5, . o
A= simetrik bir matris ve B=|-5 4 3| ters simetrik
-2 4 3 1
-2 -3 6
7 -5 1
bir matristir.

Tamm 2.2.11: Eger A:(aij) _kare matrisi igin &;1=La,=1 ve diger biitiin

nx

elemanlar sifir oluyorsa o zaman A matrisine permiitasyon matris denir[80].

Tamm 2.2.12: Eger A bir nxn kare matrisve |, nxn birim matris olmak tizere,
AB=BA=1

olacak sekilde bir nxn tipli bir B matrisi varsa, 0 zaman B matrisine A matrisinin

tersi denir ve B=A" ile gosterilir. Tersi olan matrislere de ters cevrilebilir (diizgiin,

tekil olmayan) matrisler denir [80].
Teorem 2.2.4: Bir kare matrisin tersi varsa o zaman bu ters tektir [80].

Ispat: Bir A kare matrisin B ve C gibi iki tane tersinin oldugunu varsayalim. Bu
durumda ters matrisin tanimindan dolayr A matrisinin tersi B ise,

AB=BA=1 (2.25)
ve eger A matrisinin tersi C ise,

AC=CA=1I (2.26)
yazilir. Eger B=C oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Bunu igin (2.25) ve
(2.26) ifadelerini ve matrislerin ¢arpma islemine goére birlesme 6zelligini g6z Oniine
alarak

B=1 B=(CA)B=C(AB)=C I=C

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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Tanum 2.2.13: Bir terse sahip olan A kare matrisine tekil olmayan veya ters ¢evrilebilir
bir matris denir. Eger A matrisi terse sahip degilse, o takdirde A matrisine tekil veya

ters ¢evrilemez matris denir [80].

Teorem 2.2.5: Eger A ve B ters cevrilebilir iki nxn tipli matris ise, 0 zaman AB
carpimi da ters c¢evrilebilirdir ve

(AB) ' =B'A™
dir [80].

Ispat: Eger A ve B matrisleri ters gevrilebilir matrisler ise, o takdirde ters matris

tanimindan
AA'=A"A=1 ve BB'=B'B=I
yazilir. Diger taraftan matris carpiminin birlesme 6zelligini kullanarak
(AB)(B*A™)=1 ve (B*A*)(AB)=1
yazilir. Boylece bunlari birlestirerek
(AB)(B*A™")=(B*A™")(AB)=1I
yazmak miimkiindiir. Bu son ifade ise ters matris tanimi geregince AB matrisinin
tersinin B™A™ oldugunu ifade eder. Boylece AB ters cevrilebilirdir ve bu ters(invers)
tek oldugundan
(AB) ' =B'A™

yazilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tamm 2.2.14: A sifir olmayan bir N kare matris olmak tizere

AB=0
olacak sekilde sifirdan farkli bir B, N kare matris varsa, 0 zaman A matrisine sol sifir
boélen matrisi denir. Yine A sifirdan farkli bir N kare matris olmak {izere

CA=0
olacak sekilde sifirdan farkli bir C, n-kare matris varsa, 0 zaman da A matrisine sag
sifir bolen matrisi denir. Eger A matrisi hem sol sifir bdlen matrisi hem de sag sifir

bdlen matrisi ise, o takdirde A matrisine sadece sifir bolen matris denir[80].
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Teorem 2.2.6: A sifir olmayan bir kare matris olmak iizere eger tersi mevcut ise, o

takdirde A matrisi bir sifir bolen matrisi degildir [80].

Ispat: Eger AB=0 yada CA=0 ve A matrisinin tersi A™ ise, o takdirde
A'(AB)=(A'A)B=1B=B=0

veya
(CA)A*=C(AA")=CI=C=0

yazilir. Buise A matrisinin bir sifir bélen matrisi olmadigini gosterir.

Tamm 2.2.15: Bir matris asagidaki sekilde ise satirca indirgenmis formdadir denir [7]:

i. Ik k tane satir sifirdan farkli ve (k +l) -inci satir ile bundan sonraki satirlarin
tiim elemanlart sifirdir.

ii. Her bir satirdaki sifirdan farkl ilk eleman 1 dir ve bu 1 ler S, <8, <...<S,

olacak sekilde §;-inci siitunda bulunurlar.

iii. Bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman @; =1 ise j-inci siitundaki &; nin
altinda bulunan tiim elemanlar sifirdur.
Yukaridaki iii kosulu ‘@&; nin bulundugu siitundaki diger tiim elemanlar sifirdir’
seklinde alinirsa, i-ii kosullarini saglayan matrise satirca indirgenmis esolon formdadir

denir. Satir yerine siitunlar alinarak siitunca indirgenmis form ve siitunca indirgenmis

esolon form elde edilir[6].

Tamm 2.2.16: |, NxN birim matris olmak tizere | dan sadece bir elemanter satir
islemi ile elde edilen bir nxn matrise bir elemanter matris denir ve E ile gosterilir
[80].

Teorem 2.2.7: i. Eger B, mxn matrisi; bir elemanter satir isleminin uygulanmasi ile
A, mxn matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde B matrisi A matrisi ile bu

elemanter satir islemlerine karsilik gelen MxM elemanter matrisin ¢arpimina esittir.

Yani eger ¢ ile elemanter satir islemi gosterilirse, o zaman
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B=¢(A)=¢(I,)A
dir.

ii. Her elemanter matris ters gevrilebilirdir. Ustelik her elemanter matrisin tersi de yine

bir elemanter matristir [80].

Ispat: i. Ej ile 1, <>1; elemanter satir islemine karsilik gelen elemanter matris, o # 0
olmak iizere E («) ile r<>af, satir islemine karsilik gelen elemanter matris ve

E; (a) ile r < +af; satir islemine kargilik gelen elemanter matris gosterilsin. Buna

gore A=(a, matris olmak iizere,
1 mxn

&; &, ... &,
a, 4a, .. a,
EijA: . 4 .
a'll ai2 ain
_aml - amn_

seklinde bir matris olur. Bu da E;A matrisinin i-inci satir ile J-inci satirmn yer

degistirilmesi ile elde edilen bir matris oldugunu gosterir. Gergekten |, mxm birim

matris olmak iizere bu birim matrisin i -inci satir1 ile ] -inci satirin yer degistirilmesi ile
elde edilen matrise £(1,,) denilir ise ve bu matris ile A matrisi soldan carpilirsa yine
E; A matrisi elde edilir. Bu da E; elemanter matrisi igin
B=E;A=¢(A)=5(l,)A
oldugunu gosterir. Benzer sekilde,
B=E (a)A=c(A)=¢(I

ve

oldugu gosterilebilir.

ii. Basit bir hesap ile



1

(Eij (0‘))7

oldugu goriilebilir. Buradan gercekten elemanter matrislerin ters ¢evrilebilir oldugu ve

=E;(-a)
ayni zamanda elemanter matrisin tersinin de bir elemanter matris oldugu sonucu ¢ikar.

Tamm 2.2.17: &, &,,, &,;, &,, reel sayilar olmak tizere 2x2 tipinde bir
A:{an aiz}
a21 a22

detA = a,;8,, —a,a8,

formiilii ile tanimlanan bir reel sayidir [80].

Mmatrisinin determinanti

Not 2.2.1: Determinant her bir 2x2 matrisine bir reel say1 karsilik getiren bir
fonksiyondur. Bu fonksiyon ilk ii¢li bir 2x2 matrisin iizerinde satir iglemlerinin etkin
oldugu, asagidaki dort onemli 6zellige sahiptir [80]:
i. Eger B matrisi; bir k reel sayisi ile A matrisinin bir satirinin ¢arpilmast ile A
matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde
detB = k.detA
dir.
ii. Eger B matrisi; A matrisinin satirlarinin yer degistirilmesi ile A dan elde
edilen bir matris ise, 0 zaman
detB = —detA
dir.
iii. Eger B matrisi; A nin bir satirinin bir skaler katinin A nin diger satirina
ilave edilmesi ile A matrisinden elde edilen bir matris ise, 0 zaman

detB = detA
dir.
10
iv. det =1 dir.
01
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Teorem 2.2.8: Her nxn tipli matrise bir reel sayiyr karsilik getiren ve asagidaki
Ozelliklere sahip olan bir ve yalnizca bir fonksiyon, det vardir [80]:
i. B matrisi; verilen bir nxn tipli A matrisinin bir satirinin bir o =0 reel
sayisi ile carpilmasi sonucu A matrisinden elde edildigi her zaman
detB = adetA
ii. B matrisi; verilen bir nxn tipli A matrisinin herhangi iki satirinin yer
degistirilmesi ile A dan elde edildigi her zaman
detB = —detA
iii. B, nxn tipli A matrisinin bir satirinin bir skaler katinin diger bir satira

ilave edilmesi ile A dan elde edildigi matris oldugunda

detB = detA
iv. |, Nnxn birim matris olmak tizere
detl =1

dir.

Teorem 2.2.9: A bir nxn kare matris olsun. Buna gore [80]:
i. Eger A matrisinin iki satir1 esit ise , 0 zaman detA=0 dur.

ii. Eger A matrisi bir sifir satirina sahipse, o zaman detA=0 dir.

Ispat: i. A matrisinin iki satirinin esit oldugunu farzedelim. B matrisi esit satirlarin yer
degistirilmesi ile A dan elde edilen bir matris olsun. Bu durumda
detB = —detA yazilabilir. Halbuki yer degistirilen satirlar esit oldugundan B=A dir.
Sonug olarak buradan detA=detB oldugu goriiliir. Béylece

detA = detB = —detA
ifadesinden detA=0 bulunur.

Ii. A matrisinin bir satirinin sifir oldugunu varsayalim. A nin herhangi bir bagka
satirni segelim ve onu bir B matrisi elde etmek igin sifir satirina ilave edilsin. Bu
durumda detA=detB yazilabilir. Halbuki B matrisi iki esit satira sahip oldugundan
detB =0 yazmak miimkiindiir. Bundan dolay1 detA=0 olur.
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Teorem 2.2.10: Bir kdsegen matrisin determinantt matrisin kosegen elemanlarinin

carpimina esittir [80].
fa, O 0
Ispat: A= 0 2 olsun. detB = adetA 6zelligi kullanilarak:
_0 0 N
fa, 0 .. O 1 0 .. 0
detA = det 0 % =a,,det 0 2 .. 0
0 0 .. a 0 0 .. a,
0 0 1 0
=a,,a,,det = 0 .= a,,8,..4, det 0
00 .. a 00 .. 1

=a;,a,,...a,, detl
=a,a,,...4,

n

elde edilir.

Teorem 2.2.11: Bir iist liggen (ya da alt liggen) matrisin determinanti, matrisin kosegen

elemanlariin ¢arpimina esittir [80].

Ispat: Ispat iist liggen matris igin yapilir. Benzer diisiince ile alt iiggen matrisler igin

ispat yapilabilir.
8 8, ... @&,
A 0 a, .. a,
0 0 .. a

nn

olsun. detB = adetA ve detB =detA 6zelliklerini kullanarak;
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8 8p ... 8y 8, &, ... &,

detA = det 0 8 . & —a_det 0 a, ... a,
O O ann 0 : 1

& 0

=a,,84,...,,det 0 0

0 0 . 1

1 0

=a,,8,,...a,,det 0

00 .1

yazilir.

Teorem 2.2.12: Bir A kare matrisinin determinanti ile A nin transpozunun determinant

degeri aynidir. Yani

detA = detA’
dir [80].

Tamm 2.2.18: A(aij) bir nxn kare matris olsun. A matrisinin i. satir ve j . siitununun

silinmesiyle elde edilen matrise A matrisinin alt matrisi denir ve A; ile gosterilir [80].

Teorem 2.2.13: Eger E, bir elemanter matris ise, 0 zaman [80]:
i. detE =0,

ii. detE" = detE,

iii. E7* bir elemanter matristir.
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Ispat: a#0 olmak iizere P (a) ile r, <> ar, elemanter satir islemine karsilik gelen

elemanter matris, P

; ile I <1 elemanter satir islemlerine karsilik gelen elemanter

matris ve P

(a) ile <> +ar, satir islemine karsilik gelen elemanter matris

gosterilsin. Buna gore bu {i¢ farkl tipten elemanter matrislerin determinantlar1 alinir ise,

o takdirde

detP, (o) = detP (05)T = (i=12,...,n)
detP, =detP," =-1 (i,j=12...n)
detP, () = detP, () =1 (i,i=12...,n)

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) yi ispatlar. (iii) i ispatlamak igin sirasiyla
P(a) =P (a‘l)

P1=P

ij ij

R (“)71 =R (—@)

oldugunu g6z 6niine almak yeterlidir.

Teorem 2.2.14: Eger E, nxn tipli bir elemanter matris ise, 0 zaman her nxn tipli A

matrisi i¢in
det (EA) =(detE)(detA)
dir [80].

Teorem 2.2.15: Bir A kare matrisinin ters g¢evrilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
detA = 0 olmasidir [80].

Ispat: Eger A ters cevrilebilir bir matris ise, o zaman
EE,..EA=1
olacak sekilde E,E,,..., E, elemanter matrisleri vardir. Boylece
det(E,)det(E,)...det(E, )det(A)=detl =1

yazilir. Bundan dolay1 detA =0 sonucu elde edilir.

Tersine; eger A ters gevrilebilir bir matris degilse, o zaman
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EE,...ELA=R
olacak sekilde E,E,,...,E, elemanter matrisleri vardir. Burada R, bir sifir satirini

kapsayan Nxn bir esolon matristir.

Boylece detR=0 olur ve detE =0 (i =1,2,...,k) oldugundan detA=0 oldugu

goruliir.

Teorem 2.2.16: A ve B, nxn tipinde iki matris olsun. Bu takdirde
det( AB) = (detA)(detB)

dir [80].

Ispat: Eger A bir elemanter matris ise, o zaman iddianin dogru oldugu soylenebilir. A

matrisi elemanter matrislerin bir ¢arpimi oldugundan esitlik yine dogrudur. Gergekten
E, ve E, elemanter matrisler olmak iizere
A=EE,
ise, 0 zaman elemanter matris i¢in determinant 6zelligi iki kez art arda uygulanmasi ile
det( AB) = det(E,E,B)=det(E,)det(E,B)
=det(E, )det(E, )det(B)

=det(E,E, )det(B)

=det(A)det(B)
yazilir. K > 2 olmak iizere

A=EE,...E

oldugu zaman da ispat benzer olarak yapilabilir. Diger taraftan her ters g¢evrilebilir

matris elemanter matrislerin bir ¢arpimi olarak yazilabildiginden A matrisinin ters

cevrilebilir oldugu her zaman

det (AB) =det(A)det(B)
esitligi gecerlidir. Eger A matrisi ters gevrilebilir degilse, o takdirde detA=0 ve
det(AB)=0 dir. Béylece bu durumda da det(AB)=(detA)(detB) ifadesi gegerlidir.
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Tamm 2.2.19: C,, C,, ..., C,, sayilarmm NxnN tipli Circulant matrisi:

I Co Cin o G G |
G Co G G
Cn _| . . . .
Cio Gz -+ G C,
1[G G 0 G Gy |

seklinde olup (n—1)-inci dereceden P(x)=c,+cx+---+c _,x"" polinomu da C,

matrisinin yardimci polinomu olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.20: n-inci dereceden P reel polinomu
P(X)=a,x" +ax"" +:--+a,_X+a,

sekinde verilmis olsun. P polinomuna karsilik gelen Hurwitz matrisi asagidaki gibidir
[45]:

a a, a 0 0 O
a, a, a, ;
0 a a 2
a, a, 0
H,= 0 a a,
N a,, 0
0 a ., a,
3 8,5 @, 0
10 0 0 ., a_, a,]

Tamm 2.2.21: C(c,,C,,...,c,) matrisi VxV tipli bir Companion matris olsun. O halde

asagidaki sekilde gosterilir:

1 C2 Cv

1 0 0
C(C,Cpi.eCy) = -

0 1 0

Tamm 2.2.22: X, X%,,..., X, i¢cin NxN tipli Vandermonde matrisi:
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Loxox' e x™

1 X X X"
V,=|. :

1 Xn Xn2 Xnn—l

seklinde tanimlanir.

Tanum 2.2.23: Bir Ae M, (F) matrisinin permanenti p(A) veya per(A) ile gosterilir

ve

per (A)= ¥ [ Taug,

oeS, i=1

seklinde tanimlanir. Burada S, simetrik grubu ve ¢ permiitasyonu gosterir.

Tamm_2.2.24: A=[a;| ve B=[b;| matrisleri mxn boyutlu matrisler olsun.

AoB= [aﬁ b; }m _ Garpimina A ile B matrislerinin Hadamard ¢arpimi denir.

Tamm 2.2.25: Bir M matrisi i¢in perM =det(M - K) olacak sekilde bir Nxn tipli

(1, -1) K matrisi var ise, bu takdirde M oK notasyonu ile Hadamard g¢arpimi

gosterilir ve M matrisi degistirilebilir(convertible) matris olarak adlandirilir.

2.3 Lineer indirgemeli Diziler

Tamm 2.3.1: R birimli ve degismeli bir halka olmak iizere, R nin elemanlarinin

a,,a,,...,a, baslangic elemanlartyla n>1 i¢in,

A =G +Ga TG, (2.27)

seklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli bagintiy1 saglayan diziye homojen

lineer indirgemeli dizi denir. Burada C,C,,...,C, € Rolacak sekilde sabit katsayilar olup

C,, R halkasimnmn sifir boleni olamaz [35].
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Tamm 2.3.2: f(X)=x+c X" +...+¢_,x+C, seklindeki k. dereceden polinoma, (2.27)

denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli baginti i¢in karakteristik polinom denir.
Sirayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer indirgemeli

diziler diye adlandirilir. Ayrica Z, Q, R, C {izerinde tanimlanan lineer indirgemeli

diziler sirayla tam sayi, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler olarak

adlandirilir.

C,, R nin terslenebilir bir elemani ise (2.27) de tanimlanan dizi @;,@,,a,,..., seklinde
devam eder [35].

Eger R sifir bolene sahip degilse bu durumda {a,} dizisi minimal uzunluktaki bir
dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine {an} dizisinin

mertebesi denir.

Tamm 2.3.3: R degismeli ve birimli bir halka olmak iizere, R nin elemanlarinin

a,a,,...,a, baslangic elemanlariyla n>1 igin,

Ay =6a ,, t6a , ,+..+Ca +C

seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli
dizi denir.

Bu bagint1 kullanilarak
k-1
Ay = (Cl +1) a, .+ Z(Ciﬂ =G )arwk—i -G, (228)
i1

seklindeki n+1 mertebeli homojen olmayan indirgemeli bagint1 elde edilebilir.
(2.28) bagintisi igin
F (X) = (xk _Clxk711 iy G 1 X—C, )(X—l)

seklindeki karakteristik polinom elde edilir [35].

Tamm 2.3.4: a,,8,,...,&_,; baslangic degerleri ve C,C,,...,C_; ler sabitler olmak iizere,

A =Ga, +Ca,, +..+C a4

seklindeki k -basamak lineer indirgeme bagintisiyla tanimlanan dizi i¢in, dizinin

elemanlar:
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0 1 0 0 0 |
1 0 0
A= ° °
0O 0 O 0 1

G & G Gz Gy |

olmak lizere

E a,
a1 a'n+1
A” — . — .
_ak—l_ _an+k—1_

seklindeki denklem yardimiyla elde edilmistir [50].

Tamm 2.3.5: Eger bir dizi belli bir noktadan sonra sadece sabit bir alt dizinin tekrari
seklinde meydana geliyorsa bu diziye periyodiktir ve tekrar eden alt dizideki
elemanlarin sayisina dizinin periyodu denir. Omegin; a,b,c,d,e,c,d,e,c,d,e,... dizisi

periyodik olup baslangi¢ elemant a ve periyodu 3 tiir.

Tamm 2.3.6: Eger bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye
k -periyotlu basit periyodik dizi denir. Ornegin; a,b,c,d,e,a,b,c,d,e,... dizisi periyodu

5 olan basit periyodiktir.

2.4 Fibonacci Dizileri

Tamm 2.4.1: {F,} Fibonacci dizisi, n>0ve F; =0, F =1 baslangi¢ degerleri olmak

lizere,

F,=F,+F

ne2 — Inst T
seklinde tanimlanir. Yani Fibonacci dizisi,
0,1,1,2,3,58,13,21,...
seklindedir.
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Fibonacci dizileri

NG

olacak sekilde bir matris tarafindan tiretilebilecegi gosterilmistir [71].

FZ Fl 1 1 n I:n +1 Fn
Q = = ’ Q =
F K 10 F, F.

olacak sekilde bir Q matrisi tarafindan tiretebilecegini gostermistir [44]. Buradaki Q

Fibonacci sayilarinin

matrisine Fibonacci Q -matrisi denir [44].

Simdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazi1 6zelliklerini verelim.

i f2 =11, +(-1)".

n 'n-2

Bu esitligin dogrulugu Fibonacci dizisinin taniminda verilen bagintilar yardimiyla

tiimevarim metodu kullanilarak gdsterilebilir.

. a esitligine ‘Binet formilii” denir.

olmak iizere f, =

1+45 _ 1-6 a"— "
=3 Pt

a —
Bu formiil N nin negatif degerleri i¢in Fibonacci dizisinin dogal genislemesini verir.

a'p" :(—1)n bagintis1 kullanilarak,
fﬁn :(_1)n+1 fn
oldugu gosterilebilir.

Tanmim 2.4.2: {Fn(k)} , k -basamak Fibonacci dizisi, n>0 ve

F=F=.=FK,= 0, F._; =1 olmak iizere;
Fn(flz = Fn(tlz—l + Fn(tlz—z t..t I:n(k) (231)
seklindedir.

k -basamak Fibonacci dizisi bir lineer kombinasyon olarak tanimlanan
8k = Co@p G+ G480 (2.32)

dizisinin 6zel bir halidir. Burada C,,C,...,C,_; reel sabitlerdir.
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[0 1 0 0 0 |
0 1 0
0 0 O 0
A= [aij]kxk = -
0 0 O 0 1
G & G Co Gy

matrisi yardimiyla (2.32) deki lineer indirgemeli diziler i¢in

a, a,
a1 a‘n+l
A; N — .
_ak—l_ _an+k—1_
esitligini elde etmistir. Buradan
. N =
010 - 0o oT7r0] |F"
o001 - 0 o010 |FY
0 0 0 0|0 | FY
0 0 O 0 1 Fn(fziz
G G G Ceo Gy | _1_ F(k)
L " n+k-1_]

esitligi kolayca goriilebilir [50].

2.5 Pell Dizileri

Tamm 2.5.1: {P,} Pell dizisi, >0 ve B, =0, P, =1 baslangi¢ degerleri olmak iizere,

P

n+2

=2P

n+l

+R
seklinde tanimlanir. O halde Pell dizisi

0,1,2,5,12,29,70,169,...
seklindedir [42].

Pell sayilar1 agagidaki matris tarafindan iiretilmistir[11]:
2 1
M =
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neZ igin,

Mn_ I:)n+l Pn
| P P,

Genellestirilmis k -mertebeden Pell sayilariin bir k dizisi,
i {1 n=1-i ise

1 nzl-iise

n

baslangi¢ degerleriyle, n>0 ve 1-k <n<0 i¢in
F)ni = 2Pni4 + Pnifz t..t Pni—k

seklinde tanimlanmugtir [55].

Burada Pni, i -inci dizinin n-inci terimidir. i =k almirsa {Pnk}, genellestirilmis k -Pell

sayilar1 elde edilir. Ozel olarak k =2 alinirsa {Pnk} genellestirilmis k -mertebeden Pell

dizisi, {P,} standart Pell dizisine indirgenir ve i =k igin, P¥ ya genellestirilmis k -Pell

sayilar1 denir.

Genellestirilmis k -mertebeden Pell matrisi;

(2 1 .. 1 11
10

o

seklinde tanimlanmaistir.
Ayn1 zamanda
PL P? P
Pl PZ Pk
En = |:e|]:|k K - r171 rlil n.71
I:)nl—lJrk Pn2—1+k I:)nk—lJrk
olmak iizere,
En+1 = REn

(2.29)

(2.30)

seklinde esitlik elde edilmistir. Burada R, kxk tipindeki matris, genellestirilmis k -

mertebeden Pell matrisi olarak adlandirilmistir [55].
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Lemma 2.5.1: R ve E, sirasiyla (2.29) ve (2.30) daki gibi olsunlar. Bu durumda tiim
n > 0 tam sayilar1 i¢in,
E.=R™
esitligi yazilabilir [55].
Genellestirilmisg Pell dizilerini matematiksel timevarimla da ispatlanabilen, « > 0 sabit

katsayilari igin,

1 a(a+1) ) P a(a+1) P«
M (a) _ (94 2 ’ (M ((z) — 2 1
1 0 P —“(0‘2+ ) pte)

olacak sekilde bir M () matrisiyle de olusturulabilecegi gosterilmistir [25].

Pn(“)'k , k -basamak genellestirilmis Pell dizisi,

; d +] :
a >0 sabit katsayilar, n>0ve 1< j<k-1igin g, = (a ;j olacak sekilde
j+

baslangi¢ elemanlari ile
a)k a)k a)k a)k
I:)n(+k) = ((Z +l) I:)n(+k)—l + ﬁlpn(+k)—l +ot ﬂk—lpn( )
seklinde tanimlanmustir [25].
Ayrica burada {P{“/?} = (R} esitligine dikkat edilmelidir.

k -basamak genellestirilmis Pell dizisi i¢in,

_p(a)'k 1 p(a)'k
oL@ ) B B B
Pn+k—1 1 O LA O O Pn+k—2
P 1= o 1 - 0 0 |P%
pe | 0 0 10 J|per

esitligini elde etmislerdir. Burada
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(@+1) A Ber B

1 0 0 0

U=lwl,= 0 1 00
0 0 1 0 |

seklinde ifade edilen U matrisine, k -basamak genellestirilmis Pell matrisi denir[25].

2.6 Jacobsthal Dizileri

Tamm 2.6.1: {J,} Jacobsthal dizisi, n>0 ve J, =0, J; =1 baslangi¢ degerleri olmak

lizere,

J =3 .+2]

n+l
seklinde tanimlanir. Yani Jacobsthal dizisi

0,1,1,3511,2143,...

12 J. 23
F= JF"=
10 23,

olacak sekilde bir matris tarafindan iiretilebilecegi gosterilmistir [59].

seklindedir.

Jacobsthal sayilari

Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal sayilarimin k dizileri,
: {1 i+n=1ise, 1-k <n<0,

" |0 diger durumlarda,

baslangi¢ kosullariyla n >0 ve 1<i<Kkigin
Jr=3l 423 +3 + 43,

seklinde tanimlanmistir. Burada J,i], dizinin n-inci terimidir. k=2vei=1 i¢in

genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir [89].

Genellestirilmis Jacobsthal sayilari i¢in asagidaki gibi bir denklem elde edilmistir;
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‘]ri1+1 I ‘]rl‘l

J, o

Jril—l =C Jrimfz

_‘]ri1—k+2_ _‘]ril—k+1_
burada C, kxk tipindeki matris;

1 2 1 1 1]

100 00

010 00

C:
0 01 00
0 00 --- 1 0]

seklinde olup, genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal matrisi olarak adlandirilmigtir
[59].

Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal sayilarinin k dizileri igin,

J 1 J 2 . J k
B — ‘]r%—l ‘]r?—l ‘Jrll(—l
‘]r::—kJrl ‘]nz—k+l ‘]rl:—k+l
olmak tizere,
B =C"

n

seklinde denklem elde edilmistir [59].

2.7 Padovan Dizileri

Tamm 2.7.1: {P(n)} Padovan dizisi n>3 ve P(0)=P(1)=P(2)=1 olmak iizere
P(n)=P(n-2)+P(n-3)

seklindedir. Yani Padovan dizisi
111,2,2,3,4,57,9,12,16,...

seklindedir.
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Padovan sayilari

QO
Il
L O O
R O -
o - O

olmak tizere
P(n-5) P(n-3) P(n-4)
Q"=|P(n-4) P(n-2) P(n-3)
P(n-3) P(h-1) P(n-2)

elde edilmistir [63].
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Fibonacci-Circulant Dizileri

f (x) polinomu igin C, circulant matrisi agagidaki gibi yazilabilir:

-1 1 -1
C,=[-1 -1 1.
1 -1 -1

C, matrisi kullanilarak genellestirilmis Fibonacci-circulant dizisi
X, =0, x,=0ve x,=1
baslangic degerleri ile birlikte ve n > 3 i¢in
—X, 4+ X, ,—X, 3, N=1mod3,
X, =X, =X, 3—X,, N=2mod3, (3.1.1)
—X, 53— X, 4+X, 5, N=0mod3

seklindeki baginti ile tanimlanir [24].

n>0 i¢in tiimevarim yontemi kullanilarak

n

2X3n+3 - X3n+5 = (_1)

n
Xonir T Xanio T X303 = (_1)

ve
2X3n,2 = Xanis = (_1)n
yazilabilir [24].
n>0 icin
X3n+3 X3n+2 X3n+1
(CS) = X3n+l X3n+3 X3n+2 (312)

=

X X

3n+2 3n+1 3n+3

matematiksel tlimevarim yontemi kullanilarak ispatlanabilir oldugunu gostermek
kolaydir. detC,=—4 oldugundan genellestirilmis Fibonacci-circulant dizisi icin
Simpson formiilii

n

(X3n+3 )2 + (X3n+2 )2 + ( X3ni1 )2 - 3X3n+3X3n+2 Xgnaa = (_4)
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seklinde yazilir [24].
(3.1.1) bagmtis1 kullanilarak birinci ve ikinci tiir Fibonacci-circulant dizileri sirasiyla;
X =x=0,ve x;=1

baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n >4 igin

X ==X X, =X, (3.1.3)
ve

X =x=x.=x=0,ve XX =1

baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>6 igin

X2 ==X, =X, + X, (3.1.4)
seklindeki baginti ile tanimlanir [24].
Birinci ve ikinci tiir Fibonacci-circulant dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 sirasiyla

asagidaki gibi tanimlanir [24]:

® (y) = X4y
97 (%) X —x*+x+1
ve
4
@ (x)= X .
97 (%) X +xt x4l
(3.1.3) ve (3.1.4) bagntilar1 yardimiyla Companion matrisleri
-1 1 -1
MY=| 1.0 0
01 O
ve
0 0 -1 -1 1]
10 0 00O
MZ=l01 0 00
00 1 00O
00 0 1 0]

seklinde olup, burada M® ve M® matrisleri birinci ve ikinci tiir Fibonacci-circulant
matrisleri olarak adlandirilir [24].
Nn>1 icin n lizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak birinci ve ikinci tiir Fibonacci-

circulant matrislerinin n-inci kuvvetleri
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1 1 1

Xz K2 =X X
O\" _| o1 1 1 1
(M Xni2 Xos1 — Xy X (315)
1 1 1 1
Xow Xne2 T X0 —X,
ve
M1 1 1 1 1 1]
Xnis Xowe Xnwr Xiws = Xnwa Xisa
1 1 1 1 1 1
n Xnea  Xous Xwe Xna2 = Xouz Xous
2\ _| 1 1 1 1 1 1
(M = Xz X Xos Xo — X X (316)
1 1 1 1 1 1
Xivz  Xupz Xnaa Xy — X Xna
1 1 1 1 1 1
L Xn+l Xn+2 Xn+3 Xn+4 + Xn+1 Xn a

n n
seklinde elde edilir. Burada dEt(M(l)) =(—1)n ve det(M(z)) =1 oldugu kolaylikla

goriilmektedir [24].

M® ve M® matrislerinin ozdegerleri birbirinden farkli oldugu agiktir. M® ve M©®

matrislerinin 6zdegerlerinin kiimesi sirasiyla {Al(l),ﬂ.z(l),ﬂél)} ve {21(2),/12(2),23?2),/152)}

olsun.

k=12 i¢in (k+2)x(k+2) tipli V™® vandermonde matrisinin

—(ﬂl(k))k+1 (ﬂlz(k))kﬂ

ey

A

A
1 1

()™ ()™

(29) (a%)
W
1 1

seklinden ifade edildigini goz oniine alalim. W ¥ (i) matrisi;

k
2

(

(Z_l(k))m“z_i 7

(j?(k) )n+k+2—i

)n+k+2—i

seklinde ifade edilsin ve Vj(k’i) matrisi V) matrisinin j-inci sitununun W, siitun

matrisi ile degistirilmesi sonucu elde edilsin.
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Bu durumda, birinci ve ikinci tiir Fibonacci-circulant matrislerinin Binet formiili i¢in

asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.1: x*, k=1,2 i¢in k -inci tiir dizinin n-inci terimi olsun. O halde

deth(k'i)

() _
M= detv )

dir. Burada (M) =| pi" | seklinde ifade edilir [24].
311C;,, M @ ve M® Matrisleri Yardimiyla Devirli Gruplarin Elde Edilmesi

by ler tam sayilar olmak iizere verilen bir B = [bij} matrisi i¢in, B nin her elemanimnin
modm ye gdre indirgenmesi sonucu B(modm) olarak ifade edilir. Yani B(modm)=
(bij(mod m)) dir. (B)_ :{B“(modm)‘azo} olsun. Eger obeb(detB,m)=1 ise o
zaman (B)  bir devirli gruptur. (B) grubunun mertebesi ‘(B)m‘ ile gosterilir.
detC, = —4 oldugundan kolaylikla goriiliir ki her pozitif M tam say1 i¢in <C3>m devirli
bir gruptur ve obeb(4,m)=1 dir. Benzer sekilde her pozitif M tam say1 igin <M (1)>m
ve <M(2)>m devirli bir gruptur. Simdi C,, M® ve M® matrisleri ile iiretilen devirli

gruplar1 g6z ontine alalim.

Teorem 3.1.1.1: p bir asal say1 ve G matrisi de C;, M® ve M® matrislerinden

herhangi biri olsun. Eger U, ‘<G>p‘:‘<G>pu

esitligini saglayan en biiylik pozitif tam

v-u

say1 ise bu takdirde V>U igin ‘(G)p\,

[(G),| esitligi yazlir. Ozellikle her v>2

=p

icin (G), | #[(G) 2 = p*.|(G),| dir [24].

ise, 0 zaman ‘(G)pv
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Teorem 3.1.1.2: G matrisi C;, M® ve M® matrislerinden herhangi biri ve k>1

k
olmak iizere m = H piE ' olacak sekilde asal ¢arpanlarina ayrilmis olsun. Burada p, ler
i=1

farkl1 asal sayilardir. O zaman KG)m‘ = okek |:<G>p1e1 ,(G)peZ ,-.(G) J dir [24].

el
[

k
n

{xn(m)} genellestirilmis Fibonacci-circulant dizisi ve {x (m)} birinci ve ikinci tiir

Fibonacci-circulant dizileri m modiiliine gore sirasiyla indirgenirse, tekrar eden,
(%, (M)} = {x (M), %, (M), x;(m),....,x; (m),..|
ve
{xr'j(m)}:{xf(m)xzk(m)xg(m)x'j(m)}
dizileri elde edilir ve burada k=1,2 i¢in x;(m)=x;(modm) ve x{(m)=x;(modm)
dir. Ayrica (3.1.1), (3.1.3) ve (3.1.4) tammlarinda oldugu gibi benzer indirgemeli

bagmtilar mevcuttur.

Teorem 3.1.1.3: {xl(m)} ve {xz(m)} dizileri her m pozitif tam sayis1 igin basit

n n

periyodik bir dizidir. Benzer sekilde {x,(m)} dizisi, obeb(4,m)=1 ise basit periyodik
bir dizidir [24].
{x,(m)}, {Xl(m)} ve {Xﬁ(m)} dizilerinin periyotlari sirastyla I (m), 1,(m) ve I,(m)

n

ile ifade edilsin. O halde (3.1.2), (3.1.5) ve (3.1.6) ifadeleri i¢in asagidaki sonuglar elde
edilir.

Sonu¢ 3.1.1.1:

i. p#2 birasal say1 ise, 0 zaman |, (p) :3-‘<C3>p‘ dir.

ii. Her p asal sayisi igin I, ( p):‘<M(1)>
P

ve Iz(p):‘<M(2)>p dir [23].

Sonu¢ 3.1.1.2: p bir asal say1 ve a €N olsun. O halde Al(p“) ve Az(p") devirli

gruplar sirastyla <M (l)> Ve <M (2)> _ devirli gruplarina izomorftur [24].
p p
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3.1.2 Gruplarda Birinci ve Ikinci Tiir Fibonacci-Circulant Dizileri

Tamm 3.1.2.1: (X, %,,....X;)€ X, ]-geren ifti igin birinci ve ikinci tiir Fibonacci-

circulant orbitleri sirasiyla;

1 _

{ ai‘(x)fl’a§=xz,a§:X3, j=3ise,

al=(x) "4 =(x) a=x, j=2ise

baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n >1 igin

ala=(2) (aha)(3e)
ve
a = X,85 = X,,8; = X;,8; = X,,8 = X, j=5ise,
& =X,8 =X,8 =X,,a, =X,al =X,  j=4ise
a’=(x) 8 =x,al=x,a =x,a =%, ]=3ise,

a; (Xl)s’a22 :(X:L)Z’a§ =X, =x,8 =X, j=2ise

baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>1 igin
=) 1
o= (a2.)(a2,) ()
olarak tanimlanir [24].
(Xl, Xppemer X ) e X, ]-geren cifti i¢in birinci ve ikinci tiir Fibonacci-circulant orbitleri

sirastyla F.
1y

oy (G) Ve F2 (G) seklinde ifade edilsin.

(xl,xz,...,xj

Teorem 3.1.2.1: Sonlu bir grubun birinci ve ikinci tiir Fibonacci-circulant orbiti basit

periyodiktir.
LF'(GiX, X, X)) Ve LF?(GiX,X,....X;) ile swasiyla F! /(G) ve

(XX e

2

(xl,xz,...,xj

) (G) orbitlerinin periyot uzunluklar: ifade edilsin [24].

Teorem 3.1.2.2: X,Y,Z iiretegleri ile verilen (2,3,3) Polyhedral grubunu ele alalim. O

zaman birinci tiir F(lxyyyz) ((2,3, 3)) Fibonacci-circulant orbitinin periyot uzunlugu 78 dir

[24].
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Teorem 3.1.2.3: n>3 igin X, Y,Z iiretegleri ile verilen (n,2,2) Polyhedral grubunu ele

alalim. O zaman ikinci tiir F(iyyyz)(n(n,Z,Z)) Fibonacci-circulant orbitinin periyot

uzunlugu 14 tiir [24].

3.2 k-basamak Pell-Circulant Dizileri

f (X) polinomu i¢in circulant matrisi asagidaki gibi yazilabilir:

1, (i=k+1j=1) ve (I<i<kicini+1=j) ise,
Crn =[cij}(k+l)x(k+l) =12, (i=k j=1), (i=k+1j=2) ve (I<i<k-licini+2=j) ise,
-1, diger durumlarda.

Ornegin, C, ve C, matrisleri;

-1 1 -2 -1 -1 1 -2 -1
C,=|-2 -1 1|vecCc,=|-1 -1 -1 1 -2
| SN TR 1, 1

seklindedir [23].
Genellestirilmis k-basamak Pell-circulant dizisi C, ,, matrisi kullanilarak:
k=2ise, x =0, x, =0 ve x, =1 baslangic degerleri ile birlikte ve n > 3 i¢in

—2X,,+X, ,—X, 5, N=1modS3,

X, =9 X, — X, 3—2X,,, N=2mod3,
X, 3 —2X, 4 +X, 5, N=0mod3,
seklinde tanimlanir.
k>3 ise, x,=x,=---=x =0 ve x, =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>k+1

i¢in
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~Xo = Xoo = Koo = 2% F X~ X n=1mod (k +1),

X = Xog == Xoar = Xz T Xok = X1 — Xy N=2mod (k+1),
Xy = X kio = 2% g X = Xokg = = Xy okaas n=k-2mod (k+1),
2% g1 T X~ Xos = X gk, n=k-1mod (k+1),

Xk = Xnokar = ™ Xosokan — Kok n=k mod (k +1)1

Xk T Xnokez 7 T Xpakar T Xncak ~ Xncaken n=0 mod (k +1)

seklinde tanimlanir [23].

Ornegin, genellestirilmis 5-basamak Pell-circulant dizisi:

X =X ==X =0

ve x, =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>6 i¢in

—X

seklindedir [23].

X~ X — X3 2Xn—4 + X5 — X

n-6"?

n2 ~ Xz~ 2Xn—4 + X5 — X — X7
X, 3= 2X, 4+ X s =X s =X 7 — X, g
—2X, 4+ X s =X =X 7= X, g =X o
Xy s = X0 6= X0 7 = X1 g — X9 — 2%, 104
—X, 6 =X, 7 =Xy g = X9 — 2%, 10+ X115

n=1mod 6,
n=2mod 6,
n=3mod 6,
n=4mod 6,
n=5mod 6,
n=0mod 6

n>0 ic¢in matematiksel tiimevarim yontemi kullanilarak ispatlanabilir oldugundan

(CM)n matrisi asagidaki gibi elde edilir:

Xn(k+1)+k+1 Xn(k+1)+k
Xn(k+1)+1 Xn(k+1)+k+1
X X
k+1)+2 n(k+1)+1
(Ck+l)n = n(
Xn(k+1)+k—1 Xn(k+l)+k—2
B Xn(k+l)+k Xn(k+1)+k—1
(C,1)”  matrisi  mertebesi
P (X) = Xn(k+l)+k+l + Xn(

Xn(
Xn(

Xn(

Xn(

Xn(

k+1

polinomu oldugu kolaylikla goriiliir [23].

k-basamak Pell-circulant dizisi

a1=a2=...

k+1)+k

k+1)+k-1

k+1)+k+1

k+1)+k—3

k+1)+k-2

olan

Xn(k+l)+2 Xn(k+l)+l
Xn(k+1)+3 Xn(k+1)+2
X X
n(k+1)+4 n(k+1)+3 (32 1)
Xn(k+1)+k+1 Xn(k+l)+k
Xn(k+1)+1 Xn(k+1)+k+1 |
bir ~ circulant  matrisi  ve

an-*—k+l = _2an+k - an-*—k—l -t an-¢—2 + a'n+1
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=a,, =0 ve a_=1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve k>3 ve n>0 i¢in

(3.2.2)



seklinde tanimlanur. {an} k-basamak Pell-circulant dizisinin {irete¢ fonksiyonu

Xk—l

XX T X+ 20+

g(x)=

seklindedir [23].
(3.2.2) ifadesi kullanilarak, k-basamak Pell-circulant dizisi i¢in Companion matris

formundaki iirete¢ matrisleri;

-1 -1 - -1 1]

1 0 - 0
Me=lml, =0t 00

0 0 - 1 0]

n+k+1 n+k
a a
n+k n+k-1
=M
an+2 a'n+l

olacak sekilde n>k—1 i¢in n iizerinden timevarim yontemi uygulanarak (Mk)n k-

basamak Pell-circulant matrisinin n-inci kuvveti

ay o R - T - Mk - Mk O TR - NP ek M - Y

( M )n _ Ak L A A~ T T8t Fes T8k Sk
K = . . . . .
a,, Qi "3 T Ty Qs T8 T a,,—aq, a,

seklinde yazilabilir. Burada detM, = (—1)k+1 oldugu kolaylikla gériilmektedir [23].

Indirgemeli bir dizi i¢in Simpson formiilii iirete¢ matrisinin determinantindan elde
edilebilir oldugu bilinmektedir. Ornegin, n> 2 igin 3-basamak Pell-circulant sayilarinin

Simpson formula

(an+1 )3 + (an+2 )2 Ay ta; (an )2 - 2an+2 Q08 —8,,58,,8,, = 1

seklindedir [23].
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3.2.1 Ck . Ve M « Matrisleri Yardimyla Devirli Gruplarin Elde Edilmesi

a; ler tam sayilar olmak tizere verilen bir A= [aij] matrisi i¢in, A nin her elemaninin
modm ye gore indirgenmesi sonucu A(modm) olarak ifade edilir. Yani A(modm)=
(a; (modm)) dir. (A), ={A(modm)i=0} olsun. Eger obeb(detAm)=1 ise o
zaman (A)  bir devirli gruptur. (A) grubunun mertebesi ‘(A)m‘ ile gosterilir.
detM, =(—1)k+l oldugundan dolay1 her pozitif M tam say1 igin <Mk>m devirli bir

gruptur. Benzer sekilde (C,,,) kiimesi obeb(detC,,;,m)=1 ise devirli bir gruptur.

Simdi C,,, ve M, matrisleri ile liretilen devirli gruplarn g6z oniine alalim.

Teorem3.2.1.1: p bir asal sayt ve €N igin (G), devirli grubu ise (C,) . ve
esitligini
fe),|
esitligi yazir.  Ozellikle, her v=2 icin [(G) |#[(G);| ise, o halde

‘<G>p"

<Mk>pa devirli gruplarindan herhangi biri olsun. Eger U, ‘(G)p‘:KG}pu

saglayan en biiyiik pozitif tam say1 ise, bu takdirde V>U ig¢in ‘(G)p\,

=p

=p"|(G),| dir [23].

Teorem 3.2.1.2: m pozitif bir tam say1 ve (G)_ devirli grubu ise (C,.,) ve (M,)

m

t
devirli gruplarindan herhangi biri ve t>1 olmak lizere m = H pie ' olacak sekilde asal
i=1

carpanlarina ayrilmis olsun. Burada p, ler farkli asal sayilardir. O zaman

(G),|=okek| (G) 5 .(G) s 1+--1(G),s | dir [23].

{xn(m)} genellestirilmis k-merteben Pell-circulant dizisi ve {an(m)} k-basamak Pell-

circulant dizisi m modiiliine gore sirasiyla indirgenirse, tekrar eden,

{3 ()} = 6 (). 5 () () . , ()

ve
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{an(m)}:{ai(m),az(m),as(m),...,aj(m),...}
dizileri elde edilir ve x(m)=x(modm) ve a;(m)=a;(modm) dir. Ayrica
genellestirilmis  k-merteben Pell-circulant ve k-basamak Pell-circulant dizilerinin

tanimlarinda oldugu gibi benzer indirgemeleri bagintilara sahiptirler.

Teorem 3.2.1.3: {an (m)} dizisi her m pozitif tam sayis1 igin basit periyodiktir. Benzer

sekilde {X, (m)} dizisi obeb(detC,,,,m)=1 ise basit periyodik bir dizidir [23].

{an (m)} ve {Xn (m)} dizilerinin periyodu sirasiyla IS (m) ve I (m) ile ifade edilsin.

Sonu¢ 3.2.1.1: i. obeb(detC,,,, p)=1 olacak sekilde p asal bir say1 olsun. O zaman
1 (p) = (k1) (G| dir
ii. Her p asal sayis1 igin I:(p):‘<Mk>p‘ dir.

O halde A( p"’) kiimesi devirli bir gruptur [23].

Sonu¢ 3.2.1.2: p bir asal say1 ve a € N olsun. O zaman A( p“) devirli grubu <Mk>pa

devirli grubuna izomorftur [23].

3.2.2 Gruplarda k -basamak Pell-Circulant Dizileri

Tamm 3.2.1.1: G=(X), X ={X1,X2,...,Xj} , ] -gerenlisi i¢in sonlu geren grubu olsun.

O halde G grubundaki k-basamak Pell-circulant dizisi asagidaki tanimlanir:

j=2 ise

b, =x,b, =X,,b, :(Xl)il(xz )72 e By :(bl)il"'(bku)il(bk—l)iz

ve n>1 igin

b, = (bn )(bml )71 a '(bn+k72 )71 (bn+kfl )72 '

j=3ise
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b =x,b, =X,,...,0, =X,
ve n>1 i¢in
. { (b)) (b,) (D) "(Brs) ™y J+n<kise
a (bi+n—k)(bi+n—k+1)_1'"(bnnfz)_l(bim,l)_z, j+n>Kkise
seklinde tanimlanir [23].
X;,..., X; ile iiretilen bir grubun k-basamak Pell-circulant dizisi PC, (G;xl,...,xj) ile

ifade edilsin.

Teorem 3.2.1.1: G=(X), X ={)<1,X2,...,Xj} tarafindan iiretilen sonlu bir grup olsun.
O halde G deki k-basamak Pell-circulant dizisi periyodiktir. Ozellikle, k > j ise G
deki k-basamak Pell-circulant dizisi basit periyodiktir [23].

PC, (G;xl,...,xj) dizisinin periyodu LPC, (G;xl,...,xj) ile ifade edilsin.

Teorem 3.2.1.2: (X, y) geren cifti icin an genellestirilmis quaternion grubundaki k-

basamak Pell-circulant dizilerinin periyotlari:
i. LPC,(Q,;x,y)=7,
ii. k>4 igin LPC, (Q,;x,y)=2"%1{(2)

seklinde elde edilir [23].

Teorem 3.2.1.3: (y,x) geren cifti igin Q,, genellestirilmis quaternion grubundaki k-

basamak Pell-circulant dizilerinin periyotlari:

i. LPC,(Q,;x,y)=2"-7,
ii. k>4 igin LPC, (Q,;x,y)=2"%1{(2)

seklinde elde edilir [23].
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3.3 Jacobsthal-Circulant Dizileri

f (X) polinomu i¢in C, circulant matrisi asagidaki gibi yazilabilir:

2 1 4
C,=|-1 -2 1.
1 -1 -2

3-lincli, 4-lincli ve 5-inci mertebelerden indirgemeli bagintilar  yardimiyla

genellestirilmis Jacobsthal-circulant dizisi
J; =J; =0 ve J; =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n > 3 igin
-Jo,+3°,-23¢,, n=1mod3,
3¢=13°,-23¢,-3%,, n=2mod3, (3.3.1)
—2J°,-J°,+J°,, n=0mod3

seklinde tanimlanir [26].

n>1 igin,
‘JS’Cn+3 ‘];H?_ ‘]?>Cr1+l
(CS)n = J?ﬁwl J§n+3 ‘]3?n+2 (332)

‘JI'(B:rH—Z ‘Jig:n+1 ‘];H—B
matematiksel timevarim yontemi kullanilarak ispatlanabilir oldugu kolaylikla goriiliir.
Burada detC, =—-14 oldugu aciktir [26].

(3.3.1) esitsizligi kullanilarak birinci, ikinci ve tiglincii tiir Jacobsthal-circulant dizileri

sirastyla agagidaki gibi tanimlanir [26]:
JI=J.=0ve J; =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n > 3 igin
== +J -2, (3.3.3)

JZ=J2=32=0 ve J] =1 baslangig degerleri ile birlikte ve n>4 igin

J:=32,-232,-32, (3.3.4)
ve
Jf =...= J43 =0 ve J: =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n >5 igin
J3=-23°,-3%,+3°. (3.3.5)
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Birinci, ikinci ve tgilincii tiir Jacobsthal-circulant dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

sirastyla asagidaki gibi tanimlanir [26]:

2

@ (x) = X
97 (x) 23 —x* +x+1’
@) () X’
97 (%) x'—2x*—x*+1
ve
4
0" (X)=—5

x4+
(3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) ifadeleri kullanilarak, birinci, ikinci ve tiglincii tiir Jacobsthal-

circulant dizileri icin Companion matris formundaki tirete¢ matrisleri,

11 =2
MP= 1 0 o0,
01 0
01 -2 -1
|v|§2>=10 0 0
01 0 O
00 1 O
ve
0 0 -2 -1 1]
10 0 00
MP=lo 1 0 00
00 1 00
00 0 10

seklinde olup, burada MY, M'? ve M'® matrisleri sirastyla birinci, ikinci ve iigiincii

tiir Jacobsthal-circulant matrisleri olarak adlandirilir [26].
n tzerinden timevarim uygulanarak birinci, ikinci ve iiglincii tiir Jacobsthal-circulant

matrislerinin n -inci kuvvetleri

‘]r%+3 ‘]rl1+4 + ‘]r%+3 _2‘]r11+2
(Mgl)) = ‘]r11+2 ‘Jrl1+3+‘]rl1+2 _Z‘Jril | (336)
‘]r::+l ‘]gn-+2 + ‘]r::+l _2‘];"1-
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‘]nz+4 ‘]r$+5 ‘]r12+6 - ‘]nz+4 _‘Jr12+3
(M (2) )n _ ‘]r12+3 ‘]nz+4 ‘]r?+5 - ‘Jr$+3 _‘]nz+2 (3 3 7)
SR I R KR S, E R h
n+2 n+3 n+4 n+2 n+1
‘]r12+l ‘]r12+2 ‘Jr12+3 - ‘]r12+l _‘]nz
ve
_‘]r?+5 Jr?+6 ‘Jr?+7 ‘]r?+3 - ‘]r?+4 _‘Jr?+4
‘J:+4 ‘]r?+5 ‘]r?+6 Jr?+2 - ‘]r?+3 _‘]r?+3
n
(M§3)) = J:+3 ‘]r?+4 Jr?+5 ‘]r?+1_‘Jr?+2 _‘]r?+2 (338)
'Jr?+2 ‘]:+3 ‘]r?+4 ‘]: - ‘]:+1 _'Jr?+1
_‘]:+1 ‘]:+2 ‘]r?+3 ‘]371_‘]: _‘]r? i

seklinde elde edilir. Burada detM'” =—2 ve detM® =detM'¥ =1 oldugu kolaylikla
goriilmektedir [26].
Indirgemeli bir dizi icin Simpson formiilii iiretec matrisinin determinantindan elde
edilebilir oldugu bilinmektedir. Bu yiizden genellestirilmis Jacobsthal-circulant dizisi
icin Simpson formiilii
3 3 3 n

("]Q(a:n+3) +(‘J?(’:n+2) +(‘]3(»:n+1) _3J§1+3 : ‘]S(a:n+2 ’ J?(,:m—l - (_14)
seklindedir [26].
Birinci, ikinci ve tiglincii tiir Jacobsthal-circulant dizilerinin karakteristik denklemlerinin
coklu koke sahip olmadigini gormek kolaydir. Yani, Mgl), |v|§2> ve M§3) matrislerinin
Ozdegerleri birbirinden farkli oldugu agiktir. Mgl), Mgz) ve M§3) matrislerinin
ozdegerlerinin  kiimesi  sirasiyla {xl(l), Xgl) : Xgl)} , {xl(z), ng), xéz), Xff) } ve
{xf’), X, X X, xff')} olsun. k=1,2,3 icin (k+2)x(k+2) tipli V' Vandermonde
matrisinin
r k+1 k+1 k+1 k+17]
(¢9) () e () (k)

() () () ()

VAL
o R
1 1 1 1

seklinden ifade edildigini diistinelim. Wki matrisi;
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( XS:)Z ).n+k+2—i

seklinde ifade edilsin ve V" matrisi, v matrisinin j-inci siitununun W, siitun

matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin.

Teorem 3.3.1: J, k =1,2,3 igin k -inci tiir dizinin n-inci terimi olsun. O halde

detv <)

() _
M Getv®

dir. Burada (Mgk)) = [m.(.k’n)} seklinde ifade edilir [26].

ij

3.3.1 C,, MP, MP ve M Matrisleri Yardimiyla Devirli Gruplarin Elde

J J J

Edilmesi

a; ler tam sayilar olmak tizere verilen bir A= [aij] matrisi i¢in, A nin her elemaninin
modm ye gore indirgenmesi sonucu A(modm) olarak ifade edilir. Yani A(modm)=

(a (modm)) dir. (A) ={A'(modm)[i=0} olsun. Eger obeb(m,detA)=1 ise o

zaman (A)  bir devirli gruptur. Eger obeb(m,detA)=1 ise 0 zaman (A) bir yar
gruptur. (A) grubunun mertebesi |(A), | ile gosterilir. detC, =—14 oldugundan (C,),
devirli bir gruptur ve obeb(m,—14)=1 dir. Benzer sekilde her pozitif M tam say i¢in

detM'? =detM® =1 oldugundan dolay: <M§2)> ve <M§3)> devirli bir gruptur.

Ayrica M tek tam say1 ise <M§l)> devirli bir gruptur. Simdi C,, Mgl), Mgz) ve M§3)

matrisleri ile iiretilen devirli gruplarin mertebelerini gz 6niine alalim.

53



Teorem 3.3.1.1: A bir asal say1 ve neN igin (G), devirli grubu ise (C,)

Aﬂ,

<|\/|§l)>ln, <|\/|§2)>/1n ve <M§3)>An devirli gruplarindan herhangi biri olsun. Eger U,

‘<G>l‘ = ‘<G>,1“
‘<G>,1"

zaman ‘(G)Av

esitligini saglayan en biiylik pozitif tam say1 ise bu takdirde V=>U igin

=AU,

(G),| esitligi yazilir. Ozellikle her v>2 i¢in [(G),|#[(G),.| ise, o

=2"*-[(G),| dir [26].

Teorem 3.3.1.2: m pozitif bir tam say1 ve (G)_ devirli grubu ise (C,) , <M§1)> ,

<|\/|§2)> ve <|\/|§3)> devirli gruplarindan herhangi biri olsun. Farz edelim ki k >1 i¢in
m m

K
m= Hl,ei olacak sekilde asal carpanlarma ayrilmis olsun. Burada A ler farkli asal
i=1

sayilardir. O zaman ‘(G)m‘ = okek [(G)A1el '<G>z§2 ""’<G>z;k } dir [26].

k
n

{Jn(m)} genellestirilmis Jacobsthal-circulant dizisi ve {J (m)} birinci, ikinci ve

tiglincii tiir Jacobsthal-circulant dizileri m modiiliine gore sirasiyla indirgenirse, tekrar

eden,

{3,(m)}={3,(m),J,(m),d,(m),..., 3, (m),...}
ve

{38 (m)} = {35 (), 3% (m), 35 (m) ..., 3¢ (m), .
dizileri elde edilir ve burada k=123 i¢in J;(m)=J;(modm) ve
J(m)=J(modm) dir. Ayrica (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) ifdelerinde oldugu

gibi benzer indirgemeli bagintilara sahiptirler.

Theorem 3.3.1.3: {Jnc}, {Jl}, {Jz} ve {Jf} dizilerinin m modiiliine gére durumlari

n n

i¢in:
n

I. {J ¢ (m)} dizisi her m pozitif tam sayisi igin periyodiktir.

ii. {Jf (m)} ve {Jr? (m)} dizileri her m pozitif tam sayisi igin basit periyodiktir.
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iii. {J2(m)} dizisi her m pozitif tam sayis: igin periyodiktir. Ozellikle m tek tam say1
ise {J;(m)} dizisi basit periyodik olacaktir [26].

{Jc(m)}, {Jl(m)}, {Jz(m)} ve {Js(m)} dizilerinin periyotlar1 sirasiyla IJC(m),

I5(m), 13(m) ve I (m) ile ifade edilsin.

Sonug¢ 3.3.1.1: 1 asal bir say1 olsun. O zaman
i. A#2,7 ise I (4)=3:|(C,),| dir.

ii. A2 asal sayis i¢in 17 () periyodu M§1)>A devirli grubunun periyoduna esitttir.

Ayrica her 1 asal bir sayist icin 17 (1) :‘<M52)>z‘ ve I3 ()= KMPM dir [26].

3.3.2 Gruplarda Birinci, Ikinci ve Uciincii tiir Jacobsthal-Circulant Dizileri

Tamm 3.3.2.1.1: G:<X>, X ={X1,X2,...,Xj}, J -gerenlisi igin sonlu geren grubu
olsun. O halde birinci, ikinci ve tglincii tiir Jacobsthal-circulant orbitleri sirasiyla
asagidaki tanimlanir [26]:
X12:(Xl)_l’X§:X21X§:X3’X§:X4a j=4ise,
Xlz:()ﬁ)zixzzz(xl)_lyxs?:Xz,Xf=X3, j=3ise,
X =(X1)75,X22 =(X1)21X32 =(X1)71, X, =X, j=2ise

baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>5 igin

= 06) () (x22),

Ie)(G) il (X %,...x;), j-geren ifti icin ikinci tir Jacobsthal-circulant

orbitlerini gosterelim.

Teorem 3.3.2.1: Sonlu bir grubun ikinci tiir Jacobsthal-circulant orbiti basit periyodiktir
[26].

LJ? ) (G) ile J? ) (G) dizisinin periyot uzunlugu ifade edilsin.

(xl,..,,xj ()(1,...,><j
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Teorem 3.3.2.2: n >3 igin [26]:

, _|6n niftise,
Nya) ((n,2, 2>) B {12n n tek ise.

3.4 Padovan-Circulant Dizileri

f (x) polinomu igin C, circulant matrisi asagidaki gibi yazilabilir:

14 -1 10
14 1 0 -1
C,= .
1 0 -1 -1
0 -1 -1 1

C, matrisi kullanilarak genellestirilmis Padovan-circulant dizisi:

X, =X, =%, =0 ve x, =1 baslangic degerleri ile birlikte ve n> 4 i¢gin

Xn—2 - Xn—3 -3 Xn_41 n= 1 mOd 4,
—X, o+ X, 4 —X, 5, N=2mod 4,

Xy=q T (3.4.1)
X3~ X4t X N= 3 mod 4,

Xo 4= X5 =X, s, N=0mod 4,

seklinde tanimlanir [21].

n>1 i¢in, timevarim yontemi kullanilarak

Xgna — 2X4n—l —Xgn = (_1)n

ve
Xani2 T 2X4n +Xgp 1 =1
yazilabilir [21].
n>0 igin
_(_1 ’ Xanta  Xani3 (_1 ' Xans2 X4n+1_
(C4 )n _ Xima Xansa Xz:]ml Xans2 (3.4.2)
(D) Xane Xan (1) Xanca Xanss
Xans1 X4ns2 Xans3 Xansa
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matematiksel tiimevarim yontemi kullanilarak ispatlanabilir oldugu kolaylikla goriiliir.

Burada detC, =5 oldugu i¢in genellestirilmis Padovan-circulant dizisi i¢in Simpson

fomiulia

2 2

(D) (are) + (D)™ ()’ | +| ars)” = ()’
+2(=1)" [ (X ) + (Xanee ) | ()’ + ()’ [+
8(_1)n Xans1Xans2XansaXansa = (5)n .

seklinde yazilabilir [21].

(3.4.1) esitsizligi kullanilarak birinci, ikinci, ligiincli ve dordiincii tiir Padovan-circulant

dizileri sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir [21]:

X =X, =X =0 ve X, =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>5 igin

Xa =X o =X g~ Xg 4 (3.4.3)
x> =x; =x. =x; =0 ve X, =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>6 icin

X2 ==X, X, =X, (3.4.4)
X =% =% =% =x =0 ve X, =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>7 icin

X=X, =%, + %, (3.4.5)
ve

X =X, =X =X; =% =0 ve X; =1 baslangig degerleri ile birlikte ve n>7 igin

X=X, =X =X (3.4.6)

Birinci, ikinci, itglincii ve dordiincii tir Padovan-circulant dizilerinin {iretec

fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir [21]:

@ (y) - X
97 (%) X —x*+x2+1
(3 (1) - X’
97 (%) X+ x+x3+1
ve
@ X
97(%) X®+x°—x*+1
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(3.4.3), (3.4.4), (3.45) ve (3.4.6) ifadeleri kullanilarak, birinci, ikinci, {iglincli ve

dordiincii tiir Padovan-circulant dizileri i¢in Companion matris formundaki iireteg

matrisleri;

ve

01
mo |1 0

" ]o 1
00

0 -1

1 0

MP =0 1
0 0

0 0

0 0 -1
10 0
|\/Iég):o 1 0
00 1

00 O
00 0

0 0 0
10 0
My):o 1 0
00 1

00 0

0 0 O

O B O O O

-1 -1
0 0

O O O o o

o r o o o
P o o o o

O O o o o =

O O O O O Bk

seklinde olup, burada MY, M, M ve M matrisleri sirastyla birinci, ikinci,

tiglincii ve dordiincii tiir Padovan-circulant matrisleri olarak adlandirilir [21].

n tizerinden tiimevarim uygulanarak birinci, ikinci, {igiincli ve dordiincii tiir Padovan-

circulant matrislerinin n-inci kuvvetleri

1
n+4
1
n+3
1
n+2
1
n+1

>

—_
e
~—
S

I
x. X

>

XLS _XLB - XLZ
Xi+4 _XLZ - X:Hl
Xi+3 _X#—l - Xi
Xi+2 _Xi o X;—l
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1
n+3
1
n+2

_Xl

n+1

—X
—X
1

—X

n

, N>1 icin

(3.4.7)



_Xr?+5 X§+e X§+3 - X§+2 Xr?+4 - X§+3 _X§+4 |
N X§+4 X§+5 Xrirz o X§+1 X§+3 o X§+2 _Xr?+3
(M E’Z)) = X§+3 X§+4 Xr?+1 - Xr? X§+2 - X§+1 _X§+2 ,nN>2 i(;in (3-4-8)
X§+2 X§+3 Xf - Xr?—l X§+1 - er _Xri—l
L Xril X§+2 er—l - Xiz le - er—l _er i
_Xr?+6 Xr?+7 Xr?+8 X:+3 - Xr?+5 X:+4 X:+5 ]
Xr?+5 Xr?+6 Xr?+7 Xr31+2 - Xr?+4 Xr?+3 Xr?+4
(I\/I és) )n _ );EM §§+5 zrzm X)rj;l _X)S+3 ))((rZ+2 z§+3 . n>2 icin (3.4.9)
n+3 n+4 n+5 n = “n+2 n+1 n+2
X§+2 Xr?+3 Xr?+4 Xg—l - Xre;+1 Xr? Xri—l
L Xr?+1 Xr?+2 Xr?+3 Xr?fz o X: Xr?—l Xr? i
ve
X:+6 X:+7 X:+8 X:+9 _X:+5 & X:+4 _X:+5
X:+5 X:+6 Xri—? X:+8 _X:+4 - X:+3 _X:+4
(l\/l l(3“))" _ X§+4 X§+5 Xr:1:+6 X§+7 _Xr}s - Xri+2 _X§+3 . n>1 icin
Xniz Xnea Xos Xoe "X =X X
X:+2 X:+3 Xr?+4 X:+5 _Xr?+l - X: _X:+1
L Xr?+1 X:+2 X:+3 X:11+4 _X: - X:—l X: i
(3.4.10)

seklinde elde edilmistir. Burada det ( M ,(,1) ) =det ( M é,4) ) =1 ve

det(M{? ) =det(M) =(-1)" oldugu kolaylikla goriilmekiedir [21].

M S), M é,z), M ,(33) ve M ,(34) matrislerinin 6zdegerleri birbirinden farkli oldugu agiktir.
MS), Mé,z) ve MS’) matrislerinin 6zdegerlerinin kiimesi sirasiyla {al(l), agl), él), 4(11)},

(o, o, ! o, o} ve a0l oY o e, o] olsun. 1<k<3 igin

k+3)x(k+3) tipli vV vandermonde matrisinin
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_(a:fk) )k+2 (agk) )k+2 (alg )2)k+2 (alg L)kJrZ
(afk) )k+l (agk) )k+1 . (alg )2)k+1 (alg )3)k+l
VK —y k) .
£ . dh dl
! 1 1|

seklinden ifade edildigini diisiinelim. Wki matrisi:

(al(k) )n+k+3—i 7

(x) )n+k+3—i

wi=|

(algtg )n+k+3—i

seklinde ifade edilsin ve V*" matrisi, v matrisinin j-inci siitununun W, siitun

matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin.

Teorem 3.4.1: X*, 1<k <3 icin k -inci tiir dizinin n -inci terimi olsun. O halde

(ki)
(kn) _ deth

" detv®

dir. Burada (l\/l ,(Dk)) = [m-(-k’n)} seklinde ifade edilir [21].

1

341C,, M S), M ,(f), M ,(33) ve M £4) Matrisleri Yardimiyla Devirli Gruplarin Elde

Edilmesi

a; ler tam sayilar olmak tizere verilen bir A= [a } matrisi i¢in, A nin her elemanimin

i
modm ye gore indirgenmesi sonucu A(modm) olarak ifade edilir. Yani A(modm)=
(a; (modm)) dir. (A) = {A” (modm)[n 20} olsun. Eger obeb(detA,m)=1 ise o

zaman (A)  bir devirli gruptur. (A) grubunun mertebesi ‘(A)m‘ ile gosterilir.

detC, =5 oldugundan kolaylikla goriiliir ki her pozitif M tam say1 i¢in <C4>m devirli
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bir gruptur ve obeb(5,m)=1 dir. Benzer sekilde her pozitif M tam sayr igin (M)
(MP) (MY} and (M{")  devirli bir gruptur. Simdi C,, (M) , (MP)

m m m m "
<M ,(,3)> and <M é4)> matrisleri ile tiretilen devirli gruplar1 goz ontine alalim.

Teorem 3.4.1.1: p bir asal say1 ve €N icin (G)pg devirli grubu ise (C4>pg,

<M§,1)>pé_, <M§F>>p€, <|v|§,3>>pg ve <M,§4)>p€ devirli gruplarindan herhangi biri olsun.

Eger U, ‘(G)p‘ = ‘(G)pu esitligini saglayan en biiyiik pozitif tam say1 ise bu takdirde

V>U icin ‘(G)p\,

= pV*” .

(G)p‘ esitligi yazilir. Ozellikle her v > 2 igin ‘(G)p‘ # ‘<G> 2

(G),| dir [21].

ise, 0 zaman ‘(G)pv =p*t

Teorem 3.4.1.2: (G) devirli grubu (C,) , <M§,1)>m, <M£,2)>m, <M£,3)>m ve <M£,4)>m

t
devirli gruplarindan herhangi biri ve t >1 olmak lizere m = H pi' olacak sekilde asal
i=1

carpanlarina ayrilmis olsun. Burada p, ler farkli asal sayilardir. O zaman

(G),|=okek| (G) . .(B) . 1---.(B),s | dir [20].

{Xn (m)} genellestirilmis Padovan-circulant dizisi ve {X: (m)} birinci, ikinci, liglincii ve

dordiincii tiir Padovan-circulant dizileri m modiiliine gore sirasiyla indirgenirse, tekrar

eden,

(%, (M)} = {x (M), x, (M), %, (m),.....x; (m),..|

ve
{x'n‘(m)}:{xf(m),xzk(m),xg(m) ..... x'j(m)}
dizileri elde edilir ve burada 1<k <4 igin x; (m)=x,(modm) ve x;(m)=x;(modm)

dir.
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n

Teorem 3.4.1.3: 1<k <4 igin, {xk(m)} dizisi her m pozitif tam sayis1 igin basit
periyodik bir dizidir. Benzer sekilde {x,(m)} dizisi obeb(5,m)=1 ise basit periyodik
bir dizidir [21].

Swasiyla 1,(m) ve 1<k<4 igin I¥(m) notasyonlar ile {x,(m)} ve {x(m)}

dizilerinin periyodu ifade edilsin. O zaman (3.4.2), (3.4.7), (3.4.8), (3.4.9) ve (3.4.10)
iafadeleri i¢in de asagidaki sonuglari elde edilir.

Sonu¢ 3.4.1.1: p asal bir say1 olsun. O zaman

i p5ise I, (p)=4:(C,),| dir.

i. 1<k <4 igin 15(p)=|(M¥) | dir [20].

Sonu¢ 3.4.1.2: p bir asal say1 ve £ € N olsun. O zaman Ai(pg) Az(p ) As(pg) ve

AA(p‘E) devirli gruplar sirasiyla <M£,1)>pg, < > < >p and < 4)> _ devirli

gruplarina izomorftur [21].

3.4.2 Gruplarda Birinci, ikinci, Uciincii ve Dérdiincii tiir Padovan-Circulant

Dizileri

Tamm 3.4.2.1: (Xl, Xppenr X ) e X, ] -gerenlisi i¢in birinci, ikinci, ii¢iincii ve dordiincii
tiir Padovan-circulant orbitleri sirasiyla agagidaki gibi tanimlanir [21]:
ailz(xl)_l,a;:xz,aé:XS,a1:X4' j=4ise,
ai:xl,a;:(xl)fl,aézxz,aizxg, j:3ise,
-2 -1 . .

baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>1 i¢in

al,=(a) (ah) (2.2),
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al=(x) & =x,a=x,a =x,a8=x,  j=5ise,

2:(X1)_l’az:(X1)_1,aszzxz,afzxg,a‘§zx4, j=4ise,

& =(X1)71’ a :(Xl)&’ a; =(x1)71,af =Xy, &l =X, j=3Iise,
a 2

-1 _ : .
()= (x) = (%) el =, j=2ise
baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>1 igin

-1 -1

a§+5:(a§> (a§+l)<a§+3> ’
af:Xl,ag=X2,a,§=x3,a2=x4,a§=x5,ag=x6, j:6ise’
a=ea=x,a =X, =X, =X,a =X, J=5ise,
af:xi,ag:e,a;:xl,ai:X21a53:X31a§:X4’ J:4|Se1
a=x,a =x,a=ea=x,a =xX,a =%, j=3ise,
& =x,8=%,a =X,a,=6a =x,a =%, j=2ise

baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>1 i¢in

e =(a)(a%,) (als)”

ve
4 -1 4 4 4 4 4 . .
a1:(X1) ’aZZXZ’a3:X3’a4:X4’a5:X51a6:X6, J:6lse,
4 4 -1 4 4 4 4 . -
a1=X1,a2=(X1) 183 =X, = X5, 85 =Xy, 85 =X, J=51se,
4 4 -1 4 4 4 : :
) :X1,a3 :(Xl) ,a4 :X2’a55 :X3’a6 :X4, J:4 |Se1

al=(x)"a
al =(x),al=(x) " al =x,al =(x) " al =x, al =%,  j=3ise,
4 4

al=(x)" =) = () ai =, =(x) Al =x, j=2ise
baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>1 igin
-1 -1
a:+6 = (a:) (a:+1) (a:+2)-
1 2 3 4
P(xl,..‘,xj) (G) ! P(xixj) (G)’ P(xlxj) (G) ve P(xl

ticlincii ve dordiincii tiir Padovan-circulant orbitlerini gosterelim.

)(G) ile sirastyla birinci, ikinci,

.,Xj

Teorem 3.4.2.1: Sonlu bir grubun birinci, ikinci, ligiincii ve dordiincii tiir Padovan-

circulant orbitleri basit periyodiktir [21].

1<k <4 igin LP(';l .y (G) ile P(‘; ., (G) orbitlerinin periyot uzunlugu ifade edilsin.
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Teorem 3.4.2.2: Q =<x, y:ix‘=e y' =x*y'xy= x‘1> takdimiyle verilen Q,

quaternion grubunu ele alam. O zaman LR, (Q;)=14, LR} (Q,)=30,

'—P&,y) (Q,)=62 ve LP(‘;V) (Qy) =62 dir [21].

Teorem 3.4.2.3: Dn:<x,y:x2:y2:(xy)n:e> takdimiyle verilen D, Dihedral

grubunu ele alalim. O zaman

m, n=0mod 4,
2
1 _ _
LP.,)(Dy)=17n, n=2mod 4,
14n, diger durumlarda,
157n-a, n=0mod 4,
LR}, (Dy)=415n-a,  n=2mod 4,
30n-«, diger durumlarda
ve
3%-5, n=0 mod 4,
LP(iyy)(Dn):LP(;"y)(Dn): 31n- g, n=2 mod 4,

62n- 5, diger durumlarda

dir. Burada «, S e N dir [21].
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Fibonacci-circulant-Hurwitz Sayilar

f? (X) polinomu yardimiyla M ? Hurwitz matrisi asagidaki gibi yazilabilir:

01 -1 0 O
10 1 0 O
M*=l0 0 1 -1 O0].
01 0 1 0
00 1 0 -1

M ? matrisi kullanilarak ikinci tiir Fibonacci-circulant-Hurwitz dizisi
aiz :"':a42 :O’ a: :1

baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>5 igin

a§+1 = _awf + arf—l + aﬁ—z + a§—4

seklindeki baginti ile tanimlanir [30].

Ikinci tiir Fibonacci-circulant-Hurwitz dizisinin genellestirilmis bir formu olan ve
genellestirilmis Fibonacci-circulant-Hurwitz dizisi olarak adlandirilan yeni bir diziyi

diisiinelim. Bu dizi
baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>k igin
k

k k k k
a,, =—a,+a, ;+-+a ., +a (4.1.1)

n+l

seklindeki indirgeme bagmtisiyla tanimlanir. Burada k >4 dir [30].
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(4.1.1) bagmtisi kullanilarak

111
100
10
000
000

matrisi yazilabilir. M, matrisi, genelle

olarak adlandirilir. Ayrica k >4 igin det(

n lizerinden tiimevarim uygulanarak,

1 0 1]
000
000
000 4.1.2)
0
10

stirilmis Fibonacci-circulant-Hurwitz matrisi

M, ) =(-2)" dir [30].

a:+4 an+3 + an-¢—1 a:+2 a:+3
( M . )“ aE+3 an+2 + a a‘:zl ar1+2 ’
an+2 an+1 + a an an+1
a:+l a'n + an—z a:11—1 ar?
_ar51+5 an+6 + an+5 an+4 + an+2 ark—:+3 ar?+4 |
ar?+4 an+5 + an+4 an+3 + a'n+1 ar?+2 ar?+3
(M 5 )n =|8s A, tans A,ta A, ),
ar?+2 a‘n+3 + a‘n+2 an+1 + a ar51 a‘r?+l
_ar?+l a‘n+2 + a‘n+l an + an—2 ar?—l ar? n
ve k>6 igin
[ ari:-#k a:+k-¢—l + an+k a'ri;—k—l + ari:+k—3 ar‘:+k—2 arlf+k—lW
ar5+k—l an+k + a'n+k -1 a:+k—2 + alr:+k—4 ar:(Jrk—S ar5+k—2
n k k k k k k
(M K ) =l &2 Gyt an+k—2 Qs T s Qs Hnpes
(M)
L a'r:—l ari:+2 + a'r:—l a: + arI:—Z a:—l arf kak
seklindeki matrisler elde edilir. Burada
an+k -1 +ooet a‘n+4 + an+2 a‘n+k -1 oot a‘n+5 + a‘n+3 an+k -1 tooot an+k 2 + a‘n+k 4
(M, )* _ T an+3 Fany By, toot an+4 +ay., P an+k 3+ s
a+eral,ral,, a‘+ee+al, c+al a+-+al +al,

dir [30].

kx(k—-5)
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Lemma 4.1.1: Genellestirilmis Fibonacci-circulant-Hurwitz sayilariin karakteristik

denlemi x* +x*—x*?—...—x*—1=0 olup k >4 i¢in ¢ok katl kokii yoktur [30].
Ispat: f (X) =X X —x2—...—x?—1 olsun. f (1) #0 oldugu kolaylikla goriiliir.

h(x)=(x—-1) f (x) gozoniine alalm. f(1)#0 oldugundan dolay1 1, h(x) in bir kokii
olmasina ragmen ¢ok katli koki degildir. O halde h(u) =0 ve h'(u) =0 dir. Ayrica
Mathematica Wolfram 10.0 [88] programi kullanilarak
(I-k)u*+ku’+(k=7)u*+(4-2k)u+2(k—1)=0  denklemin bir  ¢dziimiiniin
olmadigi goriiliir. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu ¢eligki f (X) denkleminin ¢ok katlhi bir koke
sahip olmadigini gosterir.

k2 _...—x?—-1=0 denkleminin kokleri X;s Xp,- .., X, 158 Lemma 4.1.1.

Eger x* +x“'—x
ile bu koklerin birbirinden farkli oldugu kolaylikla goriiliir.

kxk tipli V¥ Vandermonde matrisinin

_(Xl)k—l (Xz)k—l (Xk)k—l

seklinden ifade edildigini diisiinelim. (p+2 x1 tipli W* (I) matrisi;

)
(Xl)mk—i T
(

X2 )n+k—i

n+k—i
( Xp+2 ) N

seklinde ifade edilsin ve V* (i, j) matrisi V* matrisinin j-inci siitununun W"* (i) siitun

W (i) =

matrisi ile degistirilmesi sonucu elde edilsin.
Bu durumda, Genellestirilmis Fibonacci-circulant-Hurwitz sayilarin Binet formiilii i¢in

asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.1.1: k >4 bir tam say1 ve & >1 icin (M, )" :[mi(fj‘)} olsun. O halde
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e _ 9etVE (i)
1) V k
dir [30].

Ispat:  X,%,,...,%  degerleri birbirinden farkli oldugu i¢in M, genellestirilmis
Fibonacci-circulant-Hurwitz matrisi kosegenlestirilebilirdir. O zaman MV =V*D,
esitligi yazilabilir, burada D, =diag (%, X,,...,%, ) dir. V* tersinir oldugu i¢in

(V<) "MV =D,
esitligi saglanir. Bu ise M, matrisinin D, matrisine benzer oldugunu gostermektedir. O
halde & >1 igin (M, )"V*=V*(D,)” oldugu gdriilmektedir. Bu durumda

2 et ml(i) _ (Xl)a+k—i

Mm% (%) +ms (%) - m = (x, )

a k-1 a k-2 a a+k—i
mi(,l)(xk) +mi(,2)(xk) +oermfy) =(%)
lineer denklem sitemi yazilabilir. Lineer denklem siteminin ¢oziimiinden ise, her
i,j=12,...,k i¢in
k - -
@ _ detV*(i, j)
My =—yc

oldugu goriilmektedir.

Sonu¢ 4.1.1: Farz edelim Ki a:f, n-inci Genellestirilmis Fibonacci-circulant-Hurwitz

sayist olsun. Bu durumda,

 detv(k,k) detv*(k-1k-1)
aﬂ: Vk = Vk

dir [30].

Teorem 4.1.2: ci(j)(cl,cz,...,cv), C”(c,C,,...,c,) matrisinin (i, j)-inci elemani olmak

uzere, Ci(j) (Cl,Cz,...,CV) asagidaki esitlik ile verilir:
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.+t +---+t +t, 4+t
(e, ity = Y, I kx(ti ? chf...cf(k (4.1.3)
(tty ) L+t 4+t t.5,.... 1

olup burada toplam negatif olmayan tam sayilar tizerinde t +2t, +---+kt, =a—i+ ]
L+t ) (G4t )

...t ) tlL.t]!
a =i—] ise (4.1.3) denklemindeki katsayilar 1 olarak tanimlanir[16].

kosulunu saglamaktadir ve ( cok katli bir katsayidir. Eger

Sonu¢ 4.1.2: k>4 bir tam say1 Ve a'n‘, n-inci Genellestirilmis Fibonacci-circulant-

t+- 1
—x
LVl P R o t,... 4

"2
B 1+t o+ +1
RN

(ttor tM)t +t, +--+t . ..

olup, burada toplam negatif olmayan tam sayilar iizerinde t +2t,+---+kt, =n

Hurwitz sayisi igin

kosulunu saglamaktadir [30].

Ispat: Teorem 4.1.2 de, i=j=k ve i=j=k-1 secilirse, (4.1.3) esitliginden sonug

acik olarak goriilmektedir.

Tanim 4.1.1: Eger bir uxv tipli A= [ai’j] gergel matrisinin N -inci slitunu (veya satiri)

iki tane sifirdan farkli eleman igeriyor ise bu matrise n-inci siituna (veya satira) gore

indirgenebilir (contractible) matris denir.

X, %,,...,X, lar A matrisinin satir vektorleri olsun. A matrisi, m_, #0, m_ =0 ve
r#0 olacak sekilde n-inci siituna gore indirgenebilir ise (u—1)x(v—1) tipli A .,
matrisi, A nin 7 -inci satirmnm mM_ X +mMm_ X_ ile degistirilip o -inci satirmin silinmesi

sonucu elde edilebilir. n-inci siitun, 7 -inci satir ve o -inci satir ile bagintili indirgeme

stutunu olarak adlandirilir.

Eger A, u mertebeden (u>1) bir gergel matris ve B, A nn bir indirgemesi ise

per (A)= per(B) dir[13].
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u>k ve uxu tipli NS = [aﬂ stiper kosegen matrisi;

-1 egeri=Svej=sicin 1<s<u,
egeri=svej=S+licin1<s<u-—1,
I=svej=s+2i¢in1<s<u-2,

n’=¢1 i=svej=s+k-3icin1<s<u-k+3,

i=svej=s+k-1licinl<s<u-k+1
ve

iI=s+lvej=siginl<s<u-1,

0 diger durumlarda,

seklinde tanimlanir. Burada K >4 tiir [30].

Teorem 4.1.3: aﬁ, n -inci genellestirilmis Fibonacci-circulant-Hurwitz sayisi ve u >k
i¢in

per ( N, ) =ay,,
esitligi elde edilir [30].

Ispat: Denklemin u >k icin saglandigini kabul edelim. Bu durumda u+1 igin

saglandig: gosterilmelidir. Eger (fo ) matrisinin birinci satirina gére Laplace agilimi
uygulanarak per ( \ ) genisletilir ise,

per (N}, ) =—per (N )+ per (N}, )+---+ per (N!, )+ per (N,
esitligi elde edilir.
Buradan per ( ijﬂ) =a’,, per ( Nukfl) =a‘, ..., per ( Nl'ffm) =a,, per ( NL'fka) =a“,
genellestirilmis ~ Fibonacci-circulant-Hurwitz ~ sayilarimin  indirgeme  bagmtilari
kullanilarak peI‘(NL:( ) =a¥, elde edilir. Boylece U iizerinden tiimevarim yontemi

kullanilarak ispat tamamlanir.

u>k ve k>4 icin uxu tipli HY :[hi‘fj] ve TS :[ti‘fj] matrisleri;
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-1 egeri=svej=sigin1<s<u—k+1,
egeri=svej=S+picin1<s<u—-k+2
vel< p<k-3,

h' =41 i=svej=s+k-licinl<s<u-k+1,
ve
i=s+lvej=sicinl<s<u-1,
0 diger durumlarda,
ve
(u—k)—inci
4
1 1 0 0]
1
T, =|0 His
_O -

seklinde tanimlanir [30].

Teorem 4.1.4: u > K igin
per (H)=a,

ve

u—

per (T,) = Zlaf

=1

dir [30].

Ispat: Teoremin ilk kismini géz oniine alalim. Denklemin u >k igin dogru oldugunu

kabul edelim. Bu durumda, denklemin u+1 icin de saglandigi gosterilmelidir. Eger H

matrisinin birinci satirina gore Laplace acilimi uygulanarak per ( Hl'f ) genisletilir ise,

per(H:): —per<HLlf_l)+ per(Huk_z)+--'+ per(H:—k+2)+ per<H:—k)

— Ak k k k

= ta e ta L, T
k

=4a,

elde edilir. Timevarim yontemi kullanarak ispat tamamlanir.
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Teoremin ikinci kismi igin, Tuk matrisinin birinci satirina gore Laplace agilimi
uygulanarak per (Tuk) genisletilir ise,

per (T,) = per (T,', )+ per(H_)
esitligi elde edilir. Bu sonugla ispat tiimevarim yontemiyle kolaylikla goriiliir.

Genellestirilmis Fibonacci-circulant-Hurwitz sayilarinin iirete¢ fonksiyonu, k>4

olacak sekilde

dir [30].

Teorem 3.1.5: Genellestirilmis  Fibonacci-circulant-Hurwitz ~ sayilarinin  istel

(exponential) temsili asagidaki gibidir [30]:

9 (X) =X eXp(iXTI(—]ﬁ X4t X3y Xk‘l)ij_

Ispat: INg(X)=INX* =In(1=x—Xx* == X? = x*)
ve

In(1-x-x —---—xk‘2—xk):—[x(—l+x+x2+~--+xk‘3+xk‘1)

1 B \2
+—x2(—1+x+x2+---+xk S xX 1)

1 _ g\
+---+7x'(—1+x+x2+---+x"‘°’+xk 1) +ee
i

oldugundan

g(x)=x" eXp(iXTI(—1+ X4+ X4 Xkl)ij

=1
dir.
Simdi genellestirilmis Fibonacci-circulant-Hurwitz sayilarinin toplamsal temsillerini
diistinelim.
n
S, = a olmak iizere (k+1)x(k+1) tipli Z* matrisinin toplamsal temsili asagidaki
i=1

gibi tanimlansin:
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1
Z, =0 M,
_O -
n tizerinden tiimevarim yontemi kKullanarak
1 0 0]

@)= 5s (M)

yazilir [30].

4.2 Padovan-circulant-Hurwitz Dizileri

Birinci, ikinci, ti¢iincii ve dordiincii tiir Padovan-circulant dizilerinin karakteristik

polinomlar1 sirastyla asagidaki gibidir:
FO(x)=x" %2 +x+1,
f@(x)=x+x* —x+1,
FO(x)=x°+x*+x* -1
ve
f@(x)=x"—x*+x+1,

f(l)(x), £ (x), f(s)(x) ve f(A)(X) polinomlari igin sirastyla Hurwitz matrisleri

1 0

Lo |t -1 10
0 0 10/
0 1 -1 1
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seklinde yazilir [2].
n>1 icin H(l), H(z), H® ve H® matrisleri kullanilarak birinci, ikinci, iigiincli ve
dordiincii tiir Padovan-circulant-Hurwitz dizileri sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir [2]:

al (1) =a' (2) =a' (3) =0 ve a' (4) =1 baslangi¢ degerleri icin

a'(n+4)=a'(n+2)-a'(n+1)+a'(n), (4.2.1)
a®(1)=a’(2)=a’(3)=a’(4)=0 ve a*(5)=1 baslangi¢ degerleri icin

a’(n+5)=-a’(n+2)+a’(n+1)+a*(n), (4.2.2)
a’(1)=a’(2)=a°(3)=2a’(4)=a°(5)=0 ve a’(6) =1 baslangi¢ degerleri i¢in

a’(n+6)=-a’(n+3)+a’(n+2)+a’(n), (4.2.3)

a* (1) =a* (2) =a* (3) =a* (4) =a* (5) =0 ve a* (6) =1 baglangi¢ degerleri i¢in
a*(n+6)=a*(n+3)—a‘(n+2)+a’(n). (4.2.4)

Birinci, ikinci, ti¢iinci ve dordiincii tiir Padovan-circulant-Hurwitz dizilerinin tiireteg

fonksiyonlar1
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ve
) (x) = X
9" (x) 1-x3+x* =x°
seklindedir [2].
(4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.4) ifadeleri yardimiyla, birinci, ikinci, tgiincii ve
doérdiincti tiir Padovan-circulant-Hurwitz diziler igin Companion matris formundaki

iirete¢ matrisleri sirasiyla;

01 -11
PH<1>:1OOO
01 0 0/
00 10
0 0 -1 1 1]
10 000
PH®=|0 1 0 0 0,
00 100
00 01 0]
0 0 -1 1 0 1]
10 00O00O
op@ |01 0000
00 1000
00 0100
00 00 1 0]

ve
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O O O O+ O
o O O »r O O
OO Ok O O B
o O O O

R O O O O O
O O O o O k-

seklinde olup, burada PH® ,PH® PH® ve PH® matrisleri sirastyla birinci, ikinci,

tiglincii ve dordiincii tiir Padovan-circulant-Hurwitz matrisleri olarak adlandirilir [2].

k=12,3,4 icin a“ (a) notasyonu a(f, seklinde ifade edilsin. « >3 igin « iizerinden

tiimevarim uygulanarak (PH(l))a, (PH(Z))a, (PH(S))a ve (PH(4))a matrisleri;

1 1 1 k 1
A A5 Q,,73,,5 A,
1 1 1 k 1
PH ®\* — Az Qg a8y, A,
al al al —a* at |’
a+2 a+3 (7] a+1 a+1
1 1 1 k 1
aa+1 aa+2 aoc—l - aa aa
42 2 2 2 2 2 ]
aa+5 a‘a+6 aa+7 a‘a+3 + aa+4 aa+4
2 2 2 2 2 2
o aa+4 a‘a+5 aa+6 aa+2 + aa+3 aa+3
@\ =| 52 2 2 2 2 2
( PH > a‘a+3 aa+4 aa+5 a‘0:+1 + a‘a+2 a‘oz+2 .
2 2 2 2 2 2
aa+2 aa+3 a'oz+4 aa + aa+l a+l
2 2 2 2 2 2
L ao:+1 aa+2 aa+3 aa—l + aa aa a
43 3 3 3 3 3 3 7]
a‘oz+6 a044-7 aa+8 aa+3 + aoz+5 aoz+4 aa+5
3 3 3 3 3 3 3
aa+5 aa+6 aa+7 aa+2 + aa+4 a’a+3 aa+4
3 3 3 3 3 3 3
(PH (3) )a = a‘a+4 azx+5 a‘a+6 a‘a+l + a‘a+3 aa+2 aa+3
3 3 3 3 3 3 3
aa+3 aa+4 aa+5 aa + aa+2 aa+l aa+2
3 3 3 3 3 3 3
a‘0:+2 aa+3 aa+4 a‘a—l + a'o:+l a‘a ao:+l
3 3 3 3 3 3 3
L aa+l a'oz+2 aa+3 a‘a—2 + aa aa—l aa n
ve
A4 4 4 4 4 4 4 7
A6 A7 Qg 37 3,5 3, Qs
4 4 4 4 4 4 4
Qs Quue Qpr o~ A, A,
4 4 4 4 4 4 4
(PH (4) ) — pia Qs Qpp Gy 7853 8y 5
4 4 4 4 4 4 4
Az Gy Qs a, — 8, A Ay
4 4 4 4 4 4 4
aa+2 aa+3 aa+4 aa 1 aa+l a‘a aa+l
4 4 4 4 4 4 4
L aa+l a‘a+2 aa+3 aa—Z - aa aa—l a‘a _
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seklinde elde edilmistir. Burada det(PH®)" =det(PH' )" =det(PH™")" =(-1)" ve
det(PH @ )a =1 oldugu agiktir [2].

PH®, PH®, PH® ve PH"“ matrislerinin &zdegerleri birbirinden farkli oldugu
aciktir. PHY, PH® ve PH® matrislerinin Ozdegerlerinin kiimesi sirasiyla

{gl(l),gél), 3(1)' [(11)}, {51(2)a3£2)' ;(42), 1(12)’ Egz)} ve {81(3)’ 53), ;3)’ (3) (3)’8é3)} olsun.

4 5

k=123 igin (k+3)x(k+3) tipli V) Vandermonde matrisinin

_(gl(k))k+2 (ggk) )k+2 (glgg )k+2_
oy
P R
1 1 1|

seklinden ifade edildigini diisinelim. W* (i) matrisi;

(6‘1(k) )a+k+3—i ]

(ggk) )a+k+3—i

(gigli)3 ).a+k+3—i

seklinde ifade edilsin ve Vi’(;() matrisi V' matrisinin j -inci siitununun W* (I) stitun

matrisi ile degistirilmesi sonucu elde edilsin.
Bu durumda, birinci, ikinci ve tgilincti tiir Padovan-circulant-Hurwitz matrislerinin

Binet formiilii i¢in asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.2.1: &, k=1,2,3 icin k -inci tiir dizinin « -inci terimi olsun. O halde

(k)
k) _ detV,;
" detv®

dir. Burada (PH (+) )a = [ pi(’kj’a)] seklinde ifade edilir [2].
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Ispat: PH" matrisinin Ozdegerleri birbirinden farkli oldugu igin birinci, ikinci ve
ticiincii tiir Padovan-circulant-Hurwitz matrisleri kosegenlestirilebilirdir.

D<1>=diag(a§1),agl>’ <l 511)),
D<2)=diag(a}2>,a§2>, 2 o, 5,2))
ve
D(3)=diag(al(3), RN ICS és))
oldugundan PH"\® =v® DM esitligi yazilabilir. V*) tersinir oldugu i¢in
(v<k) )*1 pH Ky () = p®)

esitligi saglanir. Bu ise PH® matrisinin D® matrisine benzer oldugunu

a

gostermektedir. O halde o >1 igin (PH(k))aV(k) =v® (D(k)) oldugu goriilmektedir.

Bu durumda

) (609) 4 pls ()7 oot plt)

) (609) 4 pls) () et plke)

(gl(k))a+k+3—i

(8£k))a+k+3—i

Ko K k+2 Ko K k+1 Ko K a+k+3-i
pi(,l ) (‘c"l£+)3) + p|(2 ) (EIEJr)S) te-t pi(,k+3) = (EIEQ%)
lineer denklem sitemi yazilabilir. Lineer denklem siteminin ¢oziimiinden ise, her
I,j=1,2,...,k+3 igin

(k)
k) _ detV;;
" detv®

oldugu goriilmektedir. Eger

(81(4) )a+6—i ]

B (51(‘.1))4 (3£4))5 (géz‘t))s e (8£4))a+6—i

VA - ‘
51(4) €§4) 8é4) (5(4) )a+6_i
1 1 1 L\ _

olarak secilirse, her bir 1, j =1,2,3,4,5,6 i¢in dordiinci tir Padovan-circulant-Hurwitz

dizisinin Binet formila
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seklinde elde edilir.

Sonu¢ 4.2.1: Farz edelim ki a‘, birinci, ikinci, tigiincii ve dérdiincii tiir Padovan-

circulant-Hurwitz sayilarinin « -inci sayilari olsun. Bu durumda;

i. k=1,2 i¢in
k
ak — detvk(+?)3,k+3
“ detv®
ve
ii. k=3,4 i¢in
o detVyy  detvyy
“ detv®  detv®
dir [2].

nxn tipli K (n)=| k& |, K® (n)=[ k|, KO (n)=[ K | ve K® (n)=[ k| siiper
kosegen matrisler;

-1 egeri=p ve j=p+2 i¢in 1< p<n-2,
eger i=p ve j=p+1icin 1<p<n—1,
i=p ve j=p+3i¢in 1<p<n-3

ki(lj) =41 , N>4 icin,
’ ve
i=p+1lve j=picin 1<p<n-1
0 diger durumlarda,

-1 egeri=p ve jJ=p+2 igin 1< p<n-2,
eger i=p ve j=p+3 igin 1< p<n-3,
iI=p ve j=p+4 icin 1<p<n—4,

ki(z,-) =1 , N>5 icin,
' ve
i=p+lve j=picin 1<p<n-1
0 diger durumlarda,
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-1 egeri=p ve j=p+2 igin 1< p<n-2,
eger i=p ve j=p+3 i¢in 1<p<n-3,
I=p ve j=p+5icin 1<p<n-5
ki(sj) =<1 P 1=P ¢ P , N>6 igin,
' ve

i=p+1lve j=pigin 1<p<n-1

0 diger durumlarda,

ve

-1 egeri=p ve j=p+3 igcin 1< p<n-3,
eger i=p ve j=p+2 i¢gin 1<p<n=-2,
i=p ve j=p+5icin 1< p<n-5
ki(‘}): 1 P 1=P ¢ P , N>6 i¢in,
’ ve

i=p+lve j=picin 1<p<n-1,

0 diger durumlarda,

seklinde tanimlanir [2].

Teorem4.2.2:i. n>k+3 ve k=1,2,3 i¢in
perk ™ (n)=a" (n+k+3)
ve
Ii. N>6 ve k=4 i¢in
perk“ (n)=a'" (n+6)

esitlikleri elde edilir.

Ispat: k =1 olsun. Denklemin n>4 icin saglandigmi kabul edelim. Bu durumda, n+1
icin saglandig1 gosterilmelidir. Eger K® (n) matrisinin birinci satirma gore Laplace
acilimi uygulanarak perK(l) (n) genisletilir ise,

perK® (n+1) = perk® (n—1)+ perk™ (n-2)+ perk” (n-3)
esitligi elde edilir.
Buradan perk® (n-1)=a" (n+3), perk®” (n-2)=a'(n+2) ve

perkK” (n-3)=a'(n+1) oldugundan, perK"(n+1)=a"(n+5) kolaylikla elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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k =2,3 ve ii. i¢in ispat benzerdir.

nxn tipli L(l)(n):[li(ylj)],I_(z)(n):[lifzj)},L(?’)(n):[li(?] ve L(“)(n):[li(j)] matrisler,

sirasiyla;
-1 egeri=p ve j=p+2 i¢in 1< p<n-2,
eger i=p ve j=p+1 igin 1< p<n-2,
i=p ve j=p+3 iCin 1<p<n-3,
Ii(lj)z 1 P 1=P ¢ P , >4 igin,
' ve
I=p+1lve j=picin 1< p<n-1
0 diger durumlarda,
-1 egeri=p ve J=p+2 i¢gin 1< p<n-4,
eger i=p ve j=p+3 igin 1< p<n—4,
i=p ve j=p+4 icin 1< p<n-4,
Ii(zj): 1 P 1=P ¢ P , N>5 i¢in,
’ ve
i=p+lve j=picin 1<p<n-1
0 diger durumlarda,
-1 egeri=p ve j=p+2 i¢in 1< p<n-5,
eger i=p ve j=p+3 i¢in 1< p<n-5,
i=p ve j=p+5 igin 1< p<n-5,
911 p Ve =p+oItin 2= p N>6 icin,
' ve
i=p+lve j=picin 1<p<n-1
0 diger durumlarda,
ve

-1 egeri=p ve j=p+3 i¢in 1< p<n-5,
eger i=p ve j=p+2 igin 1<p<n-35,
i=p ve j=p+5icgin 1< p<n-5
1 _J 1 pVel=proien 2=p . n>6 icin,
ve

i=p+lve j=picin 1<p<n-1,

0 diger durumlarda,

seklinde tanimlanir [2].
Farz edelim ki k=1,2,3 igin nxn tipli M(k)(n):[mi(vkj)] ve M(“)(n):[mff‘j)] matrisi,

sirasiyla;
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(n—k—-3)—inci

{
1 1 0 0]
1
0 , n>k+3 igin,
M) (n) = k
0 L (n-1)
_0 -
ve
(n—6)—inci
{
1 1 00
1
0 , N>6 icin,
M® (n) = :
0 L (n-1)
_0 -

seklinde tanimlanir [2].

Teorem 4.2.3: a(k)(n), birinci, ikinci, tglincli ve dordiincii tir Padovan-circulant-

Hurwitz dizilerinin « -inci terimi olsun. O halde

i. n>k+3 i¢in
perl™ (n)=a® (n)

ve
ii. n>k+3 i¢in

m-1

perM® (n)="Y"a (i)

r—i=1

dir [2].

Ispat: i. L? (n) matrisini géz Oniine alalim ve denklemin n>5 i¢in saglandigini kabul
edelim. Bu durumda, denklemin n+1 i¢in de saglandigi gosterilmelidir. Eger L(Z)(n)

matrisinin birinci satirina gore Laplace agilimi uygulanarak perL(z) (n) genisletilir ise,
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perl” (n+1) = —perL® (n—2) + perl” (n—3) + perL'” (n—4)
esitligi elde edilir. Ayrica, perl? (n—2)=a®(n-2), perl” (n-3)=a”(n-3) ve
perl?(n-4)=a” (n-4) oldugundan, perl’”(n+1)=a”(n+1) kolaylikla elde
edilir.
L(l)(n), L(3)(n) ve L (n) matrisleri i¢in de ispat benzerdir.
i. k=1234 icin M*(n) matrisinin birinci satrna gore Laplace agilim
uygulanarak perM® (n) genisletilir ise,

perM® (n)= perM™ (n—1)+ perl™ (n-1)

esitligi elde edilir. n iizerinden tiimevarim yontemi ile birlikte Teorem 4.2.2 {in
sonuglar1 ve Teorem 4.2.3 iin i-inci kism1 dikkate alinarak sonug kolaylikla goriiliir.

n>k+3 i¢in nxn tipli R matrisi;

101 1
101 1
r=ft 11
1 -1 1 1
I 1 1 -1 1

olarak tanimlanir.

Dolayisiyla n>k+3 icin perk" (n)= det(K(k) (n)o R), perl™ (n) = det(L(k) (n)o R)

ve perM ™ (n) =det(M® (n)o R)esitlikleri elde edilir [2].

Sonuc 4.2.2:i. n>k+3 ve k=1,2,3 olmak iizere
det(K(")(n)oR):a(k)(n+k+3),

ve

n>6 ve k=4 olmak tlizere
det(K(“)(n)o R) =a" (n+6)
dir.

ii.i. n>k+3 ve k=1,2,3,4 olmak iizere
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ve

dir [2].

Sonu¢ 4.2.3: a(k)(a), o -inci birinci, ikinci, liglincli ve dordiincii tiir Padovan-

circulant-Hurwitz sayisi olsun. O halde
i. k=12 i¢cin

(a)= Y t.s X[H +---+tk+3j(_1)t3

(tl,tz...,tk+3)t1 +1, +-+1 4 | AP
olup burada toplam, negatif olmayan tam sayilar iizerinde t, +2t, +---+(k+3)t ;= «
kosulunu saglamaktadir.
ii. k=34 icin
L+ +1

Pl E e o

(tl,tz...,tG) t'l +t2 tee +t6

t,+t, Feetty)
3 - X(tltl,...,tﬁ j(_l)

(tl'tZ""ts)tl +1, +-- -+ 1
olup burada toplam, negatif olmayan tam sayilar iizerinde t, +2t, +---+(6)t; =«

kosulunu saglamaktadir [2].

Ispat: i. k=1 igin diisiinelim. Teorem 4.1.2 de i=j=4, ¢, =0, ¢,=1, c,=-1 ve

¢, =1 olarak segilir ise, ispat (PH @ )a dan agik olarak goriilmektedir.

k =2 ve ii. i¢in ispat benzerdir.

Simdi birinci, ikinci, Ggiincli ve dordiincii tiir Padovan-circulant-Hurwitz sayilarinin

toplamsal temsillerini diistinelim.

i>1 ve k=123 i¢in S, =>a%(i) olmak iizere (k+3)x(k+3) tipli (T<k>)
i=1

matrislerinin toplamsal temsili asagidaki gibi tanimlansin:
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PH "

N = I N

_O -l

n iizerinden tiimevarim yontemi kullanarak

1 0 0 0 0

a+k+2

(T(k) )a _ Safku

yazilir [2].

4.3 Padovan-circulant-Hurwitz Sayillarmmin M Modiiliine Gore Periyotlari

a; ler tam sayilar olmak tizere verilen bir A= [aij} matrisi i¢in, A nin her elemaninin
mode ya gore indirgenmesi sonucu A(mode) olarak ifade edilir. Yani
A(moda)= (@, (mode)) dir. (A) = {A'(mode)|i>0} olsun. Eger obeb(a,detA)=1
ise 0 zaman <A>a bir devirli gruptur. Devirli grubun mertebesi <A>a olmak {izere ‘(A)a‘
ile gosterilir. detPH® =detPH® =detPH” =—1 ve detPH® =1 icin kolayca
goriiliir ki her pozitif M tam sayi igin <PH(1)>m, <PH(2)>m, <PH(3)>m ve <PH(4)>m

devirli gruplardir.

Teorem 4.3.1: r bir asal say1 ve k=1,2,3,4 igin <PH(k)> _devirli gruplar olsun. Eger

u, |(PH™)

= ‘<PH(k)> u‘ esitligini saglayan en biiylik pozitif tam sayi ise her V=U

r
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dir. Ozellikle

),

-<PH(k)>r‘ dir [3].

ise V=2 icin

),

=|(PH®)

r

rv—2

Ispat: K =1 igin <PH(1)> _ devirli grubunu diisiinelim. Farzedelim ki t pozitif bir tam

sayl  ve ‘<PH(1)>rm, h(rm) olsun. Eger (PH(l))h(rM):I(modr”l) ise

(PH (l))h(rm) = (mod rt) dir. Burada |, (k+1)x(k+1) tipinde birim matristir. Bdylece

h(rt
h(l’t) nin h(r”l) y1 boldiigl goriilmektedir. Ayrica (PH(l)) ") = +(m§jt) rt) esitligi
yazilarak, binom ac¢ilimindan

(l:)H(l))h(r‘}Ir = (I —I—(mi(jt)rt))r ; (:j(mi(;)l’t )i =1 (mod I'Hl)

i=0

elde edilir ki, bu da h(r'**) nin h(r')-r tarafindan bliinebilir oldugu gosterir. Boylece
h(r”l)=h(r‘) yada h(r‘”)=h(r‘)-r dir. Ancak h(r”l)zh(r‘)~r esitligin

(t)

saglanmasi r tarafindan boliinemeyen bir mijt tam sayisinin var olmasi ile miimkiindiir.

u, h(r):h(r“) esitligini saglayan en biliyik pozitif tam sayr oldugundan

(u+1)

h(l’u ) % h(l’”*l) esitsizligi yazilir ve bu esitsizlik, r tarafindan boliinemeyen bir m;

tam sayisinin mevcut oldugunu gosterir. Dolayisiyla h(r”+1)¢h(r”+2) sonucu elde

edilir ve u iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak ispat tamamlanir.
{a;} Padovan-circulant-Hurwitz tipli dizisi bir m modiiliine gore indirgenirse, tekrar

eden,

dizisi elde edilir ve burada a; (m) = a‘(modm) dir.

Teorem 4.3.2: k=1,2,3,4 igin {af(m)} dizisi basit periyodik bir dizidir [3].
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Ispat: T={(t,t,,...t)[0<t;<m-1} olsun. Bu durumda |Q=m‘ dir. Q, nin

elemanlarimin M tane farkli K -tiplisi mevcut oldugundan, bu k -tiplilerden en az bir

tanesi {a"

a

(m)} dizisinde iki kez ortaya ¢ikar. Bundan dolay1 bu k -lileri takip eden alt

dizi tekrarlanir; boylece dizi periyodiktir. 1 > | olmak iizere

al’ (m)=at* (m),al (m) =l (m).....a%* (m) =} (m)

a [21

ise i = j(mod k) oldugu sonucuna ulasilir. Padovan-circulant-Hurwitz dizisi tanimindan
a,(m)=al(m),a*(m)=al*(m),...,a, " (m)=a, (m)

esitligi elde edilir ki bu da {aﬁ (m)} dizisinin basit periyodik oldugunu gdsterir.

Sk (m) notasyonu ile {a§ (m)} dizisinin periyodu gosterilmis olsun.

Birinci, ikinci, tg¢tincii ve dordiincii tiir Padovan-circulant-Hurwitz matrislerinden her

m pozitif tam sayilari ve k=1.2,3,4 igin S (m)=|(PH™)) | elde edili.

Teorem 4.3.3: p, ler farkli asal sayilar1 olmak tizere m :H(pi)r‘ , (u=1) olsun. O

i=1

zaman §* (m) = okek| 8*((p,)"),8*((P2)* ).+ 8*((p.)" ) | dir 3]

Ispat: {a(kp_),,(m)} dizisinin  periyodu Sk(( pi)“) oldugundan bu dizi sadece

A-S¥ (( )’ ), (A€N) uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayni zamanda S*(m),

a

{ak (m)} dizisinin periyodu oldugundan, her i degeri igin {a(kp_)n (m)} dizisi S*(m)
terimde bir tekrar eder. Boylece, her i degeri igin S*(m) periyodu A-S*(m) seklinde

olup bu sayr {af (m)} dizisinin periyodunu vermektedir. Dolayisyla

S"(m)zokek[sk((pl)“),sk(( pz)rz),...,S"(( p.)" )J

esitligi elde edilir.
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4.4 Semidihedral Grubundaki Fibonacci-Circulant Uzunluklar:

(X, y) geren ¢ifti i¢in birinci ve ikinci tiir Fibonacci-circulant orbitleri n>1 igin

sirastyla asagidaki gibidir [41]:

811 = X_l, a; = X_l, a; =Y, a-ln+3 = (aln )_1(aln+1)(aln+2 )_1

ve

812 = X3, a22 = XZ, a; =X, az =X a52 =Y, a2n+3 :(azﬂ—Z)(azn—l)_l(azn)_l'

Teorem 4.4.1: m>4 ve X, Y dretegleri ile birlikte SD,, semidihedral grubunu

diisiinelim. O zaman birinci tiir Fibonacci-circulant orbitinin periyot uzunlugu 2" dir

[41].

Ispat: Dogrudan hesaplama yontemi kullanilarak teorem ispatlanir. F(lX v) (SD2m ) birinci

tur Fibonacci-circulant orbiti

a,=x"a,=x"a,=y,a, =y,
al, =x,a', =x,a, = yx’,a, =xy,
al,=x%a,=x"a, =y,

al17 = X7’ alls = _1’ allg =Y,...

1 _ yai-1 1 vl 1 . 8i
a8i+l_x ’a8i+2_x ’a8i+3_yx yeoen

seklindeki dizi elde edilir. Boylece ieN igin 4i=2""k olacak sekilde en kiigiik

i € N sayisina ihtiyag vardir. Eger i = 2™ olarak segilirse

1 4.2m31 Mty -1
a 82" 341 =X =X
1 1
a 82312 X
ve
1 82 m
Aoy =y =y
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seklinde elde edilir.

8-2m*=2" ve a, ., a.,  tekrar eden clementler oldugundan, X™,X" ve y

2My1? T2M42? oMy
baslangi¢ degerlerine bagli olarak dizi 2" -inci elemandan sonra tekrar devreder. Bu

yiizden LF*(SD,,;x,y)=2" dir.

Ornek 4.4.1: F(lxyy)(SDzs) grup taktimi ile verilen dizi

XXy Y X X e xCty, 3 x7 yxe, xty,
X2, X7y, Ky XD x 7y, Xy, x T x 7 yxe, Xy,

-5

X x7h oy vt 7 x vy x T x7h

seklinde oldugu agiktir. O zaman LF* (SD25 i X, y) =32 =2° dir [41].

Teorem 4.4.2: Her m> 4 pozitif tam sayisi igin LF? (SD2m IX, y) =7-2"" dir [41].

Ispat:
a’, =x}a% =x"a%=xa’,=xa’,=ya’ =ea’ =¢,

2 2 2 2 2 1.2 -1y, A2
ag=Yy,a,,=Xy,a =Yy, ay; =y, a,=X"a8;=X"Y,a, =Xy,

2 2 2™ 2 2™23 2 . 2™t3 2 2 2 U4 a2 _ b
As =X, 8 =X ,8; =X 185 =X 189 = XTY, 8 =X, 8, =X,
2 242m3 2 3 2 —4 2 2m-2 2 52M1 132245 _2 -5+52™2% 2 6-2"2-7
a, =YX 18y =XTY, 8, =X Y, 85 =X Y85 =X 185 =X 1855 =YX )

61229 = X7va§0 = X_sla'i = X_7’a§2 = X_slasza =yx°
dizisi elde edilir. SD,, grup taktimi kullanilarak

2

- B N S 2 _ 2 _
a’, =x’,a%, =x%,a%,=x,a°, =x,a%; =Y,...,

2 U3+ o2 _y248i .2 _ y1-8i
A ggig =X @ g0 = X0 T, @ 05,3 = X,

2 1-4i 2 4i

A ggia =X 5@ ggi5 = yX8i1a228i+6 = x* ) a228i+7 =X
seklindeki dizi elde edilir. . Boylece i €N igin 4i=2""k olacak sekilde en kiigiik

i € N sayisina ihtiyag vardir. Eger i = 2™ olarak segilirse
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2 3+4.2™3 3+2mt
— — X

a 28am 34 — X
a228-2m73+2 — x282" _ y2e2”
a228~2’“‘3+3 = )(_3_4'2%3 — X_3_2m71
a228‘2m73+4 = x4 = )(1—2”“1
& s, = Y = yx
seklinde elde edilir. 28-2™° =7.2"" ve 327.2%&1, a27,2m71+2,a27.2m71+3’ azmm{w azmmﬂs

tekrar eden elementler oldugundan, X3, X%, X, X ve y baslangi¢ degerlerine bagh olarak
dizi 7-2™"-inci elementten sonra tekrar devreder. Bu yiizden LFZ(SDZm;x, y) =7.2m"
dir.

Ornek 44.2: F} (SD,. ) grup taktimi ile verilen dizi

XX K% Y, 6,6, Y, XY, Y, YL X XY, XY,

X, X4 % X2, X2y, xt x 72 yxE, yx, xty, Xy, X,
v, vx, XL x5 XLy x xE Xy, xy, y, xty,
X1 yx Xy, X7 X X x, X2y, e, X2, XY, yx, x1y,

Y X, Y%, YX°, X5, X2, X, X, Y
oldugundan  ikinci  tiir = Fibonacci-circulant  orbitinin  periyot = uzunlugu

LF?2 (3024 X, Y)=56 dir [41].

4.5 Jacobsthal-circulant-Hurwitz Dizileri

Birinci, ikinci ve lgiincii tlir Jacobshal-circulant dizilerinin karakteristik polinomlari
sirasiyla asagidaki gibidir:

FO(x)=x +x2—x+2,

f@(x)=x"—x*+2x+1
ve

f(‘°’)(x):x5 +2x% +x—1.
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£ (X) , @ (X) ve f© (X) polinomlari igin sirasiyla Hurwitz matrisleri

2 0
V=1 -1 of,

1 2

2 00

J(Z)_l—l 1 0

1o 0 20

0 1 -1 1

ve

0 2 -1 0 O]
10 1 0 0
J¥=lo0 2 -1 o0
01 0 1 0
00 0 2 -1

seklinde yazilir [31].

J®, 3@ ve J® matrisleri kullamlarak birinci, ikinci ve igiincii tiir Jacobsthal-

circulant-Hurwitz dizileri sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir [31]:
x (1) =xY (2) =0 ve x® (3) =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>3 i¢in
x¥(n)=2x" (n-1)-x¥ (n-2)+x" (n-3), (4.5.1)

x? (1)= x? (2)= x? (3)=0 ve X (4)=1 baslangi¢ degerleri ile birlikte ve n>4

x? (n)=x? (n-2)+2x? (n-3)-x® (n-4) (4.5.2)

n>5 i¢in
X (n) =—x¥ (n-3)+x¥ (n-4)+2x% (n-5). (4.5.3)
Birinci, ikinci ve {iglinci tiir Jacobsthal-circulant-Hurwitz dizilerinin {ireteg

fonksiyonlar1

3

@ (x) = X
97 (%) X+ X2 =2x+1"
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4

@ (y) = X
97 (%) x'—2x}—x* +1
ve
X5
g% (%)=

27 —x*+x* +1
seklindedir [31].
(4.5.1), (4.5.2) ve (4.5.3) ifadeleri yardimiyla, birinci, ikinci ve {igiincii tiir Jacobsthal-

circulant-Hurwitz diziler i¢in Companion matris formundaki tirete¢ matrisleri sirasiyla;

{—11
01 2 -1
JH(Z)_100 0
010 0
001 O
ve
0 0 -1 1 2]
10 000
JHO=l01 00 0
00 100
00 010

seklinde olup, burada JHY JH® ve JH® matrisleri sirastyla birinci, ikinci ve

tiglincii tiir Jacobsthal-circulant-Hurwitz matrisleri olarak adlandirilir [31].
k=12,3 icin x(")(n) notasyonu x\*) seklinde ifade edilsin. n>2 igin n iizerinden

tiimevarim uygulanarak n iizerinden tiimevarim uygulanarak birinci, ikinci ve tigiincii

tur Jacobsthal-circulant-Hurwitz matrislerinin n-inci kuvvetleri

Xr(11+)3 Xr(1121 _Xg1+)2 Xr(izz
() =t x|,
K ox K
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X X )

JH(Z) n _ | "n+3 n+4 n+1 n+2 n+2
( ) _x@ 4 9y

n+2 n+3 n n+1 n+1

L e ]
ve
Xr(i)s Xr(jr)e Xr(‘li)7 2X,(jr)3 + Xr(13+)4 _2Xr(1i)4_
Xr(1:j—)4 Xr(j—)s Xr(i)s 2Xr(jr)2 + Xr(wi)s _2Xr(1i)3
(‘]H(s))n - Xr(134‘-)3 XS)A Xr(jr)5 2Xr(1i)1+xr(1:i)2 _zxﬁi)z
O A 20 2k
X ) okl 2 -2 |

seklinde elde edilmistir. Burada det(JH(l)) =det(JH(2)) =1 ve (JH(S)) =2" oldugu

kolaylikla gorilmektedir [31].
JH®, JH® ve JH® matrislerinin 6zdegerleri birbirinden farkli oldugu agiktir. JH®,

JH® ve JH® matrislerinin zdegerlerinin kiimesi sirastyla {al(l), a, él)},

(a0, al? o) ve (o alaf o a¥) olsun k=123 icin

(k+2)x(k+2) tipli V) Vandermonde matrisinin

—(al(k))k+l (agk))kﬂ (aili)z)ku“
L TS )
1 1 1

seklinden ifade edildigini diisiinelim. W,*) matrisi;

(al(k))n+k+2—i ]

(agk) )n+k+2—i
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seklinde ifade edilsin ve V%) matrisi, v matrisinin j -inci siitununun W, siitun

matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin.

Teorem 4.5.1: x\), k =1,2,3 igin k -inci tiir dizinin n -inci terimi olsun. O halde

(k)
(k) _ detV;
’ detv "

n
dir. Burada (JH") = [h.(.k'”q seklinde ifade edilir [31].

1

Ispat: JH"™ matrislerinin 6zdegerleri birbirinden farkli oldugu i¢in JH™ matrisleri

kosegenlestirilebilirdir. D® = diag (al(l),aél), §1>), D = diag (af),af),agz),af)) ve
D® = diag (al(s),af), 9 o, ég)) oldugundan JHNVE —yWp®) esitligi
yazilabilir. V™ matrisi tersinir oldugu i¢in

(v(k))fl JH O = p®)
esitligi saglanir. Bu ise JH®™ matrisinin D®  matrisine benzer oldugunu
gostermektedir. O halde n>1 igin (JH(k))nV(k) =V(k)(D(k))n oldugu goriilmektedir.

Bu durumda

e () () oD = ()

lineer denklem sistemi yazilabilir. Lineer denklem sisteminin ¢dziimiinden ise, her

,j=12,....,k+2 igin

(k)
(k) _ detV;;

" detv®

oldugu goriilmektedir.
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Sonu¢ 4.5.1: Farz edelim ki x", birinci, ikinci ve iigiincii tiir Jacobsthal-circulant-
Hurwitz sayilari olsun. Bu durumda,

o _ detVs3

X\ = ,
detv®
[0 _ detV,?)
detv ®
ve
O detV,?
2detv®
dir [31].

mxm tipli PY(m)= [ p,(ﬂ , P@(m)= [ p,(ZJ)J ve P®(m)= [ pf‘?} siiper kodsegen
matrisleri, sirasiyla;

2 egeri=rvej=ri¢in 1<z<m,
egeri=rvej=r+2i¢cin1<z7<m-2

A 1 ve o

= o 4 . , m>3 i¢in,
egeri=7+lve]=rigcin 1<z <m-1,

-1 egeri=rvej=r+licinl<z<m-1,

0 diger durumlarda

2 egeri=rve]j=r+2iginl<7<m-2,
egeri=rvej=7r+ligcin1<7<m-1
1 ve
pi(zj)= oo ) . , m>4 i¢in
’ egeri=r+lve]=rigin1<z<m-1,

-1 egeri=rvej=7+3icinl<z<m-3,

0 diger durumlarda

ve

2 egeri=rve]j=r+4igin1<7<m-4,
egeri=rvej=7+3i¢cin1<7<m-3

1 ve

pil = - N . m>5 igin

' egeri=r+lve]=7rigcin1<7<m-1,

-1 egeri=rvej=r+2igcinl<z<m-2,

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir [31].
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Teorem 4.5.2: k=1,2,3 ve m>k +2 igin
perP" (m)=x" (m+k +2)

esitligi elde edilir [31].

Ispat: k =1 olsun. Denklemin m> 3 i¢in saglandigin1 kabul edelim. Bu durumda, m+1
icin saglandig1 gosterilmelidir. Eger p (m) matrisinin birinci satirina gore Laplace
acilimi uygulanarak perP(l)(m) genisletilir ise,

perP™ (m+1) = 2perP™ (m)— perP” (m-1)+ perP® (m-2)
esitligi elde edilir.
Buradan perP™ (m)=x" (m+3), perP® (m-1)=x" (m+2) ve
perP” (m-2)=x"(m+1) oldugundan, perP” (m+1)=x"(m+4) kolaylikla elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir.

k = 2,3 i¢in ispat benzer sekildedir.

mxm tipli Q¥ (m)= [ql(lj)] , QY(m)= [ql(lj)] ve Q¥ (m)= [ql(lj)} matrisleri, sirastyla;

2 egeri=rvej=riginl<zr<m-1,
egeri=rvej=7+2icinl<zr<m-2
1 ve
q® = e o , m>3 igin,
’ egeri=r+1lve]j=rigcin1<z<m-1,
-1 egeri=rvej=r+ligin1<z<m-1,
0 diger durumlarda
2 egeri=rve]j=7+2igin1<7<m-3,
egeri=rvej=r+ligin1<z<m-2
1 ve
q? = m>4 icin

egeri=r+lvej=riginl<zr<m-1,’

-1 egeri=rve]j=r+3icinl<zr<m-3,

0 diger durumlarda

ve
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2 egeri=tvej=r+4i¢cin1<7<m-4,
egeri=rvej=7+3igin1<z<m-4
1 ve
(3) _ _ o , M>5 i¢in
egeri=7+lve]=rigin 1 <z<m-1,

-1 egeri=rvej=7+2i¢in1<7<m-3,

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir [31].

Teorem 4.5.3:i. m>3 i¢in

perQ? (m)= xY (m),

Ii. m>4 i¢in

perQ®” (m)=—x® (m)
ve
iii. m>5 icin

perQ”® (m) =2x® (m)
dir [31].

Ispat: ii. Q¥ (m) matrisini goz oniine alarak denklemin m >4 i¢in saglandigini kabul

edelim. Bu durumda, denklemin m+1 i¢in de saglandig1 gosterilmelidir. Eger Q® (m)

matrisinin birinci satirina gore Laplace agilimi uygulanarak perQ(z) (m) genisletilir ise,
perQ” (m+1) = perQ® (m—1) +2perQ"” (m—2) - perQ®” (m-3)

esitligi elde edilir. Ayrica, perQ® (m-1)=-x*(m-1), perQ®(m-2)=-x?(m-2)

ve perQ?(m-3)=-x?(m-3) oldugundan, perQ® (m+1)=-x?(m+1) kolaylikla
elde edilir.

Qv (m) ve Q¥ (m) matrisleri igin de ispat benzerdir.

Farz edelim ki k=1,2,3 i¢in mxm tipli R(k)(m):[rﬁ)] matrisi,
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1 1 00
1
(k) 0
RY(m)= ) ,for m>k+2
0 Q" (m-1)
_O -
seklinde tanimlanir [31].
Teorem 4.5.4:i. m>3 i¢in
m-1
perR (m) = 3 i),
i=1
ii. m>4 igin
m-1
perR™® (m)=->"x" (i)
i=1
ve
iii. m>5 i¢in
m-1
perR® (m)=2>"x® (i)
i=1
dir [31].
Ispat: . R™ (m) matrisinin birinci satirmma gore Laplace ag¢ilimi uygulanarak

perR? (m) genisletilir ise,
perR™ (m) = perR™ (m-1)+ perQ” (m-1)

esitligi elde edilir. m {izerinden tiimevarim yontemi ile birlikte Teorem 4.1.3’{in
sonuglart ve Teorem 4.1.4 iin i-inci kism1 dikkate alinarak sonug kolaylikla goriiliir.

m>Kk+2 i¢cin mxm tipli T matrisi;
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olarak tanimlanir.

Dolayisiyla

11
11
1 -1 1 -
T= . )
-1 1
- 1 _l —
m>k+2 igin perP®) (m) = det(P" (m)T),

perQ(k>(m):det(Q<k>(m)oT) ve perR(k)(m):det(R(k)(m)oT) esitlikleri elde edilir

[31].

Sonu¢ 4.5.2:1. k=1,2,3 igin

ve

ve

dir [31].

det(PY (m)oT)=x" (m+k+2).
m> 3 icin det(Q(l) (m)oT) =x"(m),

m >4 i¢in det(Q(z) (m)oT) =—x? (m)

m>5 icin det(Q(3) (m)oT) =2x%(m).

m>3 i¢in det(RY (m)oT)=> x (i),

m>4 igin det(R® (m)oT):—EiX(Z) (i)

i=1

m-1
m>5 igin det(R (m)oT) =2 x (i)

i=1

Simdi birinci, ikinci ve tiglincii tiir Jacobsthal-circulant-Hurwitz sayilarinin toplamsal

temsillerini diistinelim.

i>1 ve k=123 icin Sn:ix(k)(i) olmak iizere (k+2)x(k+2) tipli (T(k))n
i=1

matrislerinin toplamsal temsili asagidaki gibi tanimlansin:
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_O -

n ilizerinden tiimevarim yontemi kullanarak

1 00 0 0

Sn+k+l

Sn+k

(T(k))n o (JH(k>)”

yazilir [31].

4.6 Jacobsthal-circulant-Hurwitz Sayilarinin M Modiiliine Gore Periyotlar:

a; ler tam sayilar olmak tizere verilen bir A= [aij} matrisi i¢in, A nin her elemaninin
mode ya gore indirgenmesi sonucu A(mode) olarak ifade edilir. Yani
A(moda) = (a, (moder)) dir. (A) = {A'(mode)|i>0} olsun. Eger obeb(a,detA)=1
ise 0 zaman <A>a bir devirli gruptur. Devirli grubun mertebesi <A>a olmak {izere ‘(A)a‘
ile gosterilir. det JH® =det JH® =1 ve det JH® =2 i¢in kolayca goriiliir ki her pozitif

M tam say1 igin <JH(1)>m, <JH(2)>m ve <JH(3)>m devirli gruplardir.

Teorem 4.6.1: r bir asal say1 ve k=1,2,3 igin <JH(k)> _devirli gruplar olsun. Eger U,
r

<JH(k)>r :‘<‘]H(k)>ru
) e,

N )

esitligini saglayan en biiyiik pozitif tam say1 ise her V=U igin

v-u

=r

dir. Ozellikle ‘<JH(")>r

" KJH )

r

ise v>2 i¢in

v-2

=r dir.
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Ispat: K =2 igin <JH(2)> _ devirli grubunu diisiinelim. Farzedelim ki t pozitif bir tam

saylr  ve ‘<JH(2)>rm, h(rm) olsun. Eger (JH(Z))h(rM)=I(m0dr”1) ise

(30 )h(rH I (modr*) dir. Burada I, (k+1)x(k+1) tipinde birim matristir. Bsylece

h(rt) nin h(r”l) y1 boldiigii goriilmektedir. Ayrica (JH(Z) )h(rl) = +(mf.t) rt) esitligi

]

yazilarak, Binom ag¢ilimindan

(JH(Z))h(rt)'r - (l +(mi(jt)rt))r - ;(:j(mi(jt)rt)i = (mod rt+l)
elde edilir ki, bu da h(l’”l) nin h(l’t)- r tarafindan boliinebilir oldugu gosterir. Boylece
h(r*)=h(r') yada h(r**)=h(r')-r dir. Ancak h(r"*)=h(r')-r esitligin

saglanmasi r tarafindan bdliinemeyen bir mi(jt)

tam sayisinin var olmasi ile miimkiindiir.
u, h(r)=h (r“) esitligini saglayan en biiyiikk pozitif tam sayr oldugundan
h(ru ) = h(r”*l) esitsizligi yazilir ve bu esitsizlik, r tarafindan boliinemeyen bir mi(j“ﬂ)

tam sayisinin mevcut oldugunu gosterir. Dolayisiyla h(r””);th(r“*z) sonucu elde

edilir ve u iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak ispat tamamlanir.

{x(k)} Jacobsthal-circulant-Hurwitz tipli dizisi bir m modiiliine gore indirgenirse,

n

tekrar eden,

dizisi elde edilir ve burada x(m)=x"(modm) dir.
Teorem4.6.2: k=1,2,3 igin {xr(,k) (m)} dizisi periyodik bir dizidir.

Ispat: T ={(t,t,,...t,)|0<t, <m-1} olsun. Bu durumda [B|=m‘ di. B, nin

m

elemanlarimin m* tane farkli K -tiplisi mevcut oldugundan, bu K -tiplilerden en az bir
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tanesi {Xr(,k) (m)} dizisinde iki kez ortaya ¢ikar. Bundan dolay:1 bu k -lileri takip eden alt
dizi tekrarlanir; bdylece dizi periyodiktir. 1> ] olmak iizere

X (m) = x5 (m), 45 (m) = X2, (M), X5 (m) = x5 (m)
ise i=j(modk) oldugu sonucuna ulasilir. Jacobsthal-circulant-Hurwitz dizisi

tanimindan

X (m)=x (m), X (m) =% (m)...... x'].; (m)

X (m)
esitligi elde edilir ki bu da {xﬁk) (m)} dizisinin basit periyodik oldugunu gosterir.

Sk (m) notasyonu ile {xﬁk)(m)} dizisinin periyodu gdsterilmis olsun.

Teorem 4.6.3: p, ler farkli asal sayilar1 olmak tizere m :l—[(pi)ri , (u=1) olsun. O

i=1

zaman S* (m) =okek| 8*((p,)"),5*((P.)* )+ 8*((p.)") | dir

Ispat: {x((‘;)),, (m)} dizisinin periyodu S*((p,)’) oldugundan bu dizi sadece

A-S (( p)" ), (A€N) uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayni zamanda S*(m),
{ng)(m)} dizisinin periyodu oldugundan, her i degeri icin {X((;_))n (m)} dizisi S*(m)
terimde bir tekrar eder. Boylece, her i degeri igin S* (m) periyodu A-S (m) seklinde

olup bu say1 {Xﬁk) (m)} dizisinin periyodu vermektedir. Dolayisiyla

S"(m)zokek[s"((pl)“),sk(( ,)")se-nn S ((p,)" )]

esitligi elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

[21, 23, 24, 26, 29, 50, 53, 55, 74, 75, 84, 89] deki ¢alismalarda, indirgemeli dizilerin
cesitli ozellikleri ve bu dizilerin cebirsel yapilardaki karsiliklarinin periyotlar1 elde
edilirken bu dizilerin bagintilar1 yardimiyla elde edilen iirete¢ matrisler kullanilmigtir.

Matrisler kullanilarak indirgemeli dizilerin tanimlanmasi ise, ilk olarak [4, 21, 23, 24,

26, 28, 29] calismalarinda ortaya atilmis yeni bir yontemdir.

Bu tez caligmasinda ise bu yeni yontem daha da genisletilerek farkli yollardan elde
edilen Fibonacci-circulant, Padovan-circulant ve Jacobsthal-circulant matrisleri
kullanilarak Fibonacci-circulant-Hurwitz, Padovan-circulant-Hurwitz ve Jacobsthal-

circulant-Hurwitz matrisleri tanimlanmastir.

Fibonacci-circulant-Hurwitz, Padovan-circulant-Hurwitz ve  Jacobsthal-circulant-
Hurwitz dizilerinin {irete¢ matrisleri Companion matrisler formatinda belirlenerek gerek
tiretec matrislerin gerekse dizilerin yapisal 6zellikleri yardimiyla bu dizilerin, Binet
formiilleri, permanental, iistel ve toplamsal temsilleri, iireteg fonksiyonlar: ve sonlu

toplamlar1 gibi ¢esitli 6zellikleri belirlenmistir.
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Yapilan bu caligmalarda, kullanilan yontemler ile {izerinde calisilan matematiksel

yapilarin konsept kapsaminda ilk defa birlikte ele alinmis olmalarindan dolay1 elde

edilen sonuclar son derece 6zgiin degere sahiptir.
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