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Bu çalışmada, Fibonacci-circulant, Padovan-circulant ve Jacobsthal-circulant dizilerinin 

karakteristik polinomları yardımıyla Hurwitz matrisleri elde edildi. Elde edilen bu 

matrisler yardımıyla da Fibonacci-circulant-Hurwitz, Padovan-circulant-Hurwitz ve 

Jacobsthal-circulant-Hurwitz dizileri tanımlandı. Bu anlamda, tanımlanan bu dizilerin 

çeşitli özellikleri elde edildi. 

Ayrıca, Padovan-circulant-Hurwitz ve Jacobsthal-circulant-Hurwitz dizileri m  

modülüne göre incelendi ve bu dizilerin m  modülüne göre periyotlarının belirlenmesi 

noktasında çeşitli kurallar verildi. Bu dizilerin üreteç matrislerinin m  modülüne göre 

indirgenmeleri suretiyle bu matrisler üreteç olarak seçilip devirli gruplar üretildi. 

Üretilen devirli grupların mertebeleri ile dizilerin m  modülüne göre periyotları arasında 

bağıntılar oluşturuldu. 

Buna ek olarak,  ,x y  geren çifti için 
2mSD  semidihedral grubundaki birinci ve ikinci 

tür Fibonacci-circulant orbitlerinin periyotları belirlendi. 

 

Anahtar Kelimeler: Fibonacci-circulant-Hurwitz Dizileri, Padovan-circulant-Hurwitz 

Dizileri, Jacobsthal-circulant-Hurwitz Dizileri, Circulant Matrisi, Hurwitz Matrisi, 

Matris, Grup, Periyot.  
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In this study, Hurwitz matrices were obtained with the characteristic polynomials of 

Fibonacci-circulant, Padovan-circulant and Jacobsthal-circulant sequences. Fibonacci-

circulant-Hurwitz, Padovan-circulant-Hurwitz and Jacobsthal-circulant-Hurwitz 

sequences were defined with the aid of the obtained these matrices. In this sense, 

miscellaneous properties of these identified sequences were obtained. 

Furthermore, Padovan-circulant-Hurwitz and Jacobsthal-circulant-Hurwitz sequences 

were examined modulo m  and various rules were given to determine the periods of 

these sequences modulo m . The cyclic groups have been obtained such that these 

matrices are chosen as generators by reducing the generator matrix of these sequences 

modulo m . The relations between the periods of the sequences modulo m  and the 

orders of the cyclic groups obtained were generated. 

 In addition,  the periods of Fibonacci-circulant orbits of the first and second kind in 

2mSD  semidihedral groups which have  ,x y
 
generating pair were determined. 

 

Key Words: Fibonacci-circulant-Hurwitz Sequences, Padovan-circulant-Hurwitz 
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1. GİRİŞ 

 

Bilindiği gibi modern bilimde indirgemeli dizilerin farklı disiplinlerde kurgulanan bazı 

problemlerin çözümü noktasında kullanıldığı veya doğrudan doğruya farklı bilimsel 

disiplinlerdeki çeşitli problemlerin, bu dizilerin yapısal özellikleri göz önüne alınarak 

kurgulandığı sıkça karşımıza çıkan bir durumdur. Bu tür çalışmalara örnek olarak [1, 

10, 35, 54, 63] daki bilimsel çalışmaları verilebilir. 

 

Cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin üreteç matrisi, üreteç fonksiyonu, Binet formülü, 

üstel, permanental, toplamsal temsilleri vb gibi çeşitli özellikleri birçok bilim insanı 

tarafından çalışılmış ve çalışılmaya devam edilmektedir. Bu çalışmalardan güncel 

olanlara örnek olarak [11, 21, 23, 24, 26, 28, 29, 35, 36, 39, 44, 50, 55, 84, 89] deki 

çalışmaları verilebilir. Bu çalışmaların birçoğunda çeşitli sonuçlar elde edebilmek için 

indirgemeli dizilere karşılık gelen matrisler kullanılmıştır. 

 

Bu durumun tam tersine matrisler kullanılarak indirgemeli dizilerin tanımlanması ise ilk 

olarak [4, 20, 21, 23, 24, 26, 28, 29] deki çalışmalarda ortaya atılmış yeni bir yöntemdir. 

Deveci, Adıgüzel ve Doğan, [30] daki çalışmalarında üreteç matrislerinin karakteristik 

polinomlarına karşılık gelen Hurwitz matrisleri yardımıyla Fibonacci-circulant-Hurwitz 

dizisini tanımlamışlardır. Tanımlanan bu dizinin determinant ve permanent değerlerini, 

üreteç fonksiyonlarını, üreteç matrislerinin kuvvetlerini ve yapısal özelliklerini 

kullanarak Binet formüllerini, permanental, üstel ve toplamsal temsillerini ve sonlu 

toplamları gibi çeşitli özelliklerini belirlemişlerdir. 

 

Adıgüzel, Erdağ ve Deveci, [2] deki çalışmalarında üreteç matrislerinin karakteristik 

polinomlarına karşılık gelen Hurwitz matrisleri yardımıyla Padovan-circulant-Hurwitz 

dizilerini tanımlamışlardır. Tanımlanan bu dizinin determinant ve permanent 

değerlerini, üreteç fonksiyonlarını, permanental, üstel ve toplamsal temsillerini ve sonlu 

toplamları gibi çeşitli özelliklerini belirlemişlerdir. Ayrıca, [3] deki çalışmalarında 

Padovan-circulant-Hurwitz dizilerinin m  modülüne göre periyotlarını incelemişlerdir. 
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Gölbaşı, Adıgüzel ve Deveci, [41] deki çalışmalarında  ,x y  geren çifti için 
2mSD  

semidihedral grubundaki birinci ve ikinci tür Fibonacci-circulant orbitlerinin 

periyotlarını belirlemişlerdir. 

 

Deveci, Adıgüzel ve Aküzüm, [31] deki çalışmalarında üreteç matrislerinin karakteristik 

polinomlarına karşılık gelen Hurwitz matrisleri yardımıyla Jacobsthal-circulant-Hurwitz 

dizilerini tanımlamışlardır. Tanımlanan bu dizinin determinant ve permanent 

değerlerini, üreteç fonksiyonlarını, permanental, üstel ve toplamsal temsillerini ve sonlu 

toplamları gibi çeşitli özelliklerini belirlemişlerdir. Buna ek olarak, Jacobsthal-circulant-

Hurwitz dizilerinin m  modülüne göre periyotlarını incelemişlerdir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

 

2.1 Cebirsel Yapılar 

 

Tanım 2.1.1: K  bir küme olsun. K K  dan K  ya tanımlı 

 : , ,K K K x y x y      

fonksiyonuna K  içinde bir ikili işlem denir. Bu takdirde  ,K   ikili işlemine cebirsel 

yapı denir [51]. 

 

Örnek 2.1.1: :    ve ,a b  için a b a b    şeklinde tanımlanan bağıntı 

bir ikili işlemdir. 

 

Tanım 2.1.2: K  boştan farklı bir küme ve  , K  üzerinde bir ikili işlem olsun. Eğer 

aşağıdaki şartlar sağlanırsa  ,K   cebirsel yapısına bir grup denir. 

i. ,x y K   için x y K   (Kapalılık şartı) 

ii. , ,x y z K   için    x y z x y z      (Birleşme özelliği) 

iii. x K   için x e e x x     olacak şekilde bir e K  (Birim elemanın 

varlığı) 

iv. K  kümesindeki her bir x  için e , K  nin biri elemanı olmak üzere 

x x x x e      

olacak şekilde x K   vardır (Ters elemanın varlığı). 

 

Örnek 2.1.2: , , ,  kümeleri bilinen toplama işlemine göre bir gruptur. 

Tanım 2.1.3:  ,K   bir grup olmak üzere ,x y K   için x y y x    ise bu gruba 

değişmeli (abelyen grubu) grup denir. 

Tanım 2.1.4: Tanım 2.1.2 deki sadece i. ve ii. şartları sağlanırsa,  ,K   cebirsel 

yapısına bir yarı grup denir.  
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Teorem 2.1.1:  ,G   bir grup olsun. Buna göre 

i. G  nin birimi tektir. 

ii. G  nin her elemanının tersi tektir. 

iii. a G  için a a a   ise a e   dir. 

iv. G  grubunda soldan ve sağdan kısaltma kuralları geçerlidir. Yani , ,a b c G  

için 

a b a c    ise a c  (soldan kısaltma kuralı) 

b a c a    ise b c  (sağdan kısaltma kuralı) 

v. ,a b G  için a x b   ve y a b   denklemlerinin G  deki işlemleri tektir. 

vi. a G  için  
1

1a a


 
 
dır [81]. 

Tanım 2.1.5: G  bir grup ve H G  boştan farklı bir alt küme olsun. ,  H G  de 

tanımlanan ikili işleme göre bir grup ise H  a, G  nin bir alt grubu denir ve  ile 

gösterilir. 

Tanım 2.1.6:  ve  alt kümeleri daima G  grubunun alt gruplarıdır. 

 
alt grubuna aşikar alt grup ve G  den farklı her H  alt grubuna da öz alt grup 

denir. Eğer H , G  nin bir öz alt grubu ise H G  ile gösterilir. 

Tanım 2.1.7: G  bir grup ve  olsun. G  grubunun  yı içeren bütün alt 

gruplarının ailesinin ara kesitini  ile gösterelim. Bu takdirde , G  nin bir alt 

grubudur. Bu alt grup  yı içeren en küçük alt gruptur ve  tarafından üretilen alt grup 

olarak adlandırılır. 

 

Tanım 2.1.8: G  bir grup ve  olsun. Eğer her  için  oluyorsa H  

a, G  nin bir normal alt grubu denir ve  ile gösterilir. 

H G

 H e H G

 H e

A G  A

A  A 

A A

H G g G
1gHg H 

H G
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Tanım 2.1.9: N , G  nin bir normal alt grubu olsun.  kümesi üzerinde 

 ile bir çarpım tanımlansın. Bu takdirde  bu çarpıma göre 

mertebesi  olan bir gruptur. Bu gruba  ile  nin bölüm (faktör) grubu denir. 

 

Tanım 2.1.10:  bir grup ve ,  nin bir alt grubu olsun.  ve  den 

 elde edilirse  a,   nin bir maksimal alt grubu denir. 

 olmak üzere  ve  dan  elde edilirse  a, minimal alt 

grup denir. 

 

Tanım 2.1.11:  bir grup olmak üzere   alt grubuna   nin   

elemanı tarafından üretilen devirli alt grubu denir ve  ile gösterilir. 

Yani,  

  

dir. Buradan hareketle devirli grup şu şekilde de tanımlanabilir: 

G  bir grup olmak üzere G  de    olacak şekilde bir  elamanı varsa o 

zaman G  grubuna devirli grup denir. Böylece bir   elamanına G  nin üreteci denir ve  

 şeklinde gösterilir [81]. 

 

Tanım 2.1.12:  bir grup ve  olsun.  nın ürettiği   devirli grubunun 

mertebesine   elemanının mertebesi denir ve  o a  ile gösterilir [18]. 

 

Teorem 2.1.2: Her devirli grup değişmelidir [81].  

 

Teorem 2.1.3: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir [81]. 

 

Teorem 2.1.4:  bir grup,  ve  nın mertebesi  yani  olsun. Buna 

göre [81]: 

/G N

    Ng Nh N gh /G N

 :G N N G

G H G H G H K G 

K G H G

 E e E H E K H  K E H

 G   :    nH a n   G a

a

    :na a n H  

  :nG a n  a

a

G a

G a G a a

a

G a G a n  o a n
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i. Eğer  nın mertebesi sonsuz ise bu takdirde  nın bütün farklı kuvvetleri 

grubun farklı elemanlarıdır. 

ii. Eğer  nın mertebesi sonlu ise yani  şartını sağlayan en küçük pozitif 

tam sayı n  ise bu takdirde a  nın ürettiği devirli grubun yani  nın mertebesi de n  

dir. 

Diğer bir deyimle,  

 

dir. 

iii. a  nın mertebesi sonlu ve  olmak üzere  olması için gerek ve yeter 

şart  olmasıdır. 

iv.  sonlu olmak üzere  olması için gerek ve yeter şart  

olmasıdır. 

 

Sonuç 2.1.1:  sonlu bir devir grubu ve olsun. 
 
ve  

olacak şekilde  pozitif tam sayılarının en küçüğü  olmak üzere  olduğu 

kabul edilsin. O halde,   

 ve  

dir [81]. 

 

Uyarı 2.1.1:  sonsuz mertebeli bir devir grubu ise o takdirde  nin bütün 

kuvvetleri farklı olacağından  devir grubu da sonsuz olur [81]. 

 

Teorem 2.1.5:  ve  olan bir devirli grup olsun. O takdirde  nin   

tarafından üretilmesi için yani  olması için gerek ve yeter şart  ile  nin 

aralarında relatif asal yani  olmasıdır [81]. 

a a

a na e

a

 2 1,  , , ,  na e a a a  

n k la a

  k l mod n

 o a n
ka e n k

G a  o G k    H e
na H

0n  m mH a

  |m k  
k

o H
m



G a
ma

mH a

G a  o G n G
ka

kG a k n

 , 1k n 
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İspat: : Olmayana ergi yöntemi ile birlikte ispatı yapalım. Bir an için  

olduğunu varsayalım. O zaman buradan  ve  ya da sırası ile  ve  

yazılır. Bu durumda,  

 

öyle ki  

 

dir. Bu ise  nın  nin bir üreteci olmadığını gösterir. Çünkü  

 

olsaydı o zaman  olduğundan  dolayısı ile  olmalıydı. Bu bir 

çelişkidir. Dolayısı ile eğer  ise o zaman  olmalıdır. 

 :  olsun. Buna göre  
 
olduğu gösterilmelidir. 

 

olduğu açıktır. Çünkü  ve  bir grup olduğundan kapalılık özelliğinden dolayı 

 nın kuvvetleri  ye aittir. Şimdi ters kapsama gösterilir ise, 

 

olacak şekilde  tam sayıları vardır. O halde 

 

yazılır. Diğer taraftan  ve  olduğundan   dir. Böylece 

 

olup buradan eşitliği elde edilir. Buna göre  ise o takdirde 

 

yazılır. Bu da, 

 

olmasını gerektirir. Böylece    eşitliği elde edilir. Böylece teorem ispatlanır. 

  , 1k n d 

d k d n k dt n dr

       
r r t t

k dt dr na a a a e   

 ko a r n 

ka G

kG a

G a  o a n  ko a n

kG a  , 1k n 

 , 1k n 
kG a

kG a

ka G G

ka G

 , 1 1k n ku nv   

,u v

ku nv ku nva a a a 

kG a  o G n  o a n

 
v

nv n va a e e  

kua a ma G

   
m um

m ku k ka a a a  

kG a

kG a
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Sonuç 2.1.2: Bir  tam sayısının  grubunun bir üretici olması için gerek ve yeter 

şart  olmasıdır [81]. 

Bir  kümesi ile bu küme üzerinde toplama  ve çarpma  ikili işlemlerinden 

oluşan cebirsel yapı    ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.13:  cebirsel yapısı verilmiş olsun. Eğer  kümesindeki her   

elemanları için 

 

ise,  da sol dağılma özelliği vardır denir. Her  için 

 

ise,  da sağ dağılma özelliği vardır denir [51]. 

 

Tanım 2.1.14:  bir grup ve  de  nin bir alt kümesi olsun. Eğer  nin herhangi 

bir elemanı  nin sonlu sayıdaki elemanlarının ve bu elemanların terslerinin bir 

çarpımı olarak tek türlü yazılabiliyorsa  grubuna  kümesi üzerinde serbesttir denir 

[48]. 

 

Tanım 2.1.15:  bir küme; ,  üzerinde serbest grup ve  olsun. 

 ye  grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada  kümesine 

tanımlayıcı gerenler kümesi,  için  olacak şekildeki denklemlerin kümesine 

tanımlayıcı bağıntılar kümesi ve  elemanlarına da bağıntılar denir. 

Hem  hem de  sonlu kümeler olmak üzere bir  grubu  şeklinde takdim 

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmiş grup denir [48]. 

 

Tanım 2.1.16:  ve  olmak üzere  direkt çarpımı, 

  

 

şeklinde tanımlanır [48]. 

k  ,n 

 , 1k n 

H ( ) (.)

   ,  , .H 

   ,  , .H  H , ,x y z

     x y z xy xz  

   ,  , .H  , ,x y z H

     x y z xz yz  

   ,  , .H 

G S G G

S

G S

X  F X X  R F X

:G X R   G X

r R r e

r

X R G :X R 

:G X R :H Y S G H

    , , : ,X Y x y x X y Y  

 , : , , ,G H X Y R S R S 
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Tanım 2.1.17: , j -gerenli bir grup ve 

   1 2 1 2, , , , , ,j j

j

X x x x G G G x x x G
  

      
  

 

eşitliği verilsin. O halde  ye  nin bir geren j -lisi denir. 

 

Tanım 2.1.18: , , 1l m n   için , ,l m n
 
binary polyhedral grubu 

, , : l m nx y z x y z xyz    

takdimi ile tanımlanır. 

2l   olduğu zaman 2, ,m n  takdimi için 

 
2

, : m ny z y z yz 
 

elde edilir. 

 

Tanım 2.1.19: Her 4m   için
 2mSD grubu 

1 22 2 1 2

2
, : ,

m m

mSD x y x y e yxy x
       

şeklinde takdim edilirse 2m  mertebeli bir semidihedral grubu olarak tanımlanır. Burada 

x  ve y  nin mertebeleri sırasıyla 12m  and 2  dir. 

 

Tanım 2.1.20: 3n   için 
 
quaternion grubu 

1 22 2 2 1 1

2
, : , ,

n n

nQ x y x e y x y xy x
        

takdimi ile tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.21: 3n   için  mertebeli    Dihedral grubu  

 
22

2 , : n

nD a b a b ab e     

takdimi ile tanımlanır. 

 

G

 jxxx ,,, 21  G

2nQ

2n 2nD
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Tanım 2.1.22: Boştan farklı bir  kümesi üzerinde toplama  ve çarpma  denilen 

iki ikili işlem tanımlanmış olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa o zaman  

cebirsel yapısına bir halka denir.  

i. 
 
değişmeli bir gruptur. 

ii.  kümesi çarpma işlemine göre kapalıdır. Yani için  dir. 

iii.  kümesi çarpma işlemine göre birleşme özelliğine sahiptir. Yani 

 için  dir. 

iv. Çarpma işleminin toplama işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özelliği 

vardır. Yani   için  

 

ve 

  

dır [81]. 

 

Örnek 2.1.4:  , ,.  bir halka olup bu halkaya tam sayılar halkası denir. Benzer şekilde 

 , ,. ,  , ,.  ve  , ,.  cebirsel yapıları da birer halka olup bu halkalara da sırası 

ile rasyonel sayılar halkası, reel sayılar halkası ve kompleks sayılar halkası denir [81]. 

 

Tanım 2.1.23: Birimli ve değişmeli bir H  halkasının sıfırdan farklı her elemanı tersinir 

ise  ye bir cisim denir. 

 

 

2.2 Matris Cebiri 

 

Tanım 2.2.1:  bir cisim ve   olmak üzere 

 

R ( ) (.)

 , ,.R 

 ,R 

R ,a b R  ab R

R

, ,a b c R  ( ) ( )a bc ab c

, ,a b c R 

( )a b c ab ac  

( )b c a ba ca  

H

F     1 ,  1 ija F i m j n    

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a
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şeklindeki bir dikdörtgen tabloya matris denir.  için  

ifadesine matrisin satırları ve   için  ifadesine de matrisin 

sütunları denir.  satırlı  sütunlu bir matrise  boyutlu (mertebeli) ya da kısaca 

bir  matrisi denir. i-inci satır ve j-inci sütunun kesişiminde bulunan cismin 

elemanına matrisin  ,i j -inci elemanı denir. Matris kısaca  notasyonu ile 

gösterilir [80]. 

 

Teorem 2.2.1:  ve  aynı mertebeden matrisler ve 
1 , 

2  birer skaler olmak üzere, 

i.  (değişme özelliği)  

ii.    A B C A B C      (birleşme özelliği) 

iii. 0 0A A A     (etkisiz eleman) 

iv.  

v.  

vi.  

vii.  

viii. 1 1A A A     

özellikleri vardır [7]. 

 

Tanım 2.2.2: Bir satır matris ile bir sütun matrisinin çarpılabilmesi için onların her 

birinin aynı elemana sahip olması gerekir. Eğer  ve  ise, o zaman 

uv  aşağıdaki gibi tanımlanan   bir matristir [80]:  

. 

 

1, 2,  , i m   1  2,  ,  , i i i inr a a a 

1, 2,  , j n 

1 j

j

mj

a

c

a

 
 

  
 
 

m n m n

m n

 ij m n
A a




,A B C

A B B A  

0A A 

 1 1 1   A B A B    

 1 2 1 2  A A A     

   1 2 1 2A A   

 1, , mu u u 

1

m

v

v

v

 
 


 
  

1 1

 1 1 2 2

1

m

m m i j

j

uv u v u v u v u v
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Tanım 2.2.3:  bir m r -matris ve  bir r n -matris ise bunların 

çarpımı ; 1, 2, , j n   için  

 

olmak üzere  m n -matristir [7]. 

 

Teorem 2.2.2: Eğer ( )ij m nA a  , ( )ij n tB b   ve ( )ij t qC c   ise, o zaman matrislerin 

çarpma işlemine göre birleşme (assosyatif) kuralı denilen aşağıdaki kural geçerlidir 

[80]: 

                                                  ( ) ( )A BC AB C                                                         (2.1) 

 

İspat: İspat için matrislerin eşitliği tanımı kullanılacaktır. Buna göre eğer  

eşitliğinin her iki tarafındaki matris çarpımlarından elde edilen matrislerin 

mertebelerinin ve karşılıklı elemanlarının eşit olduğunu göstermek ispat için yeterlidir. 

Önce  eşitliğinin sol tarafını göz önüne alalım.  ve  nin genel elemanını 

 ile gösterilirse, o zaman 

 

ve 

                                          1

t

ij ij jk

k

d b c


                                                                       (2.2) 

yazılır. Şimdi ise   ve  nin genel elemanı 

 olarak alınırsa, bu takdirde  

                                   
( ) ( ) ( )ij m n ij n q ij m qAD a d e E                                                (2.3) 

ve 

                                          1

n

ij is sj

s

e a d


                                                                       (2.4) 

yazılır. (2.2) ifadesinden  

                                            1

t

sj sk kj

k

d b c


                                                                     (2.5) 

ijA a      ijB b   

1, 2, , i m 

1 1 2 2

1

r

ij i j i j ir rj ik kj

k

c a b a b a b a b


   

,ijAB c   

 2.1

 2.1 BC D D

ijd

     ij ij ijn t t q n q
BC b c d D

  
  

    det AB detA detB  A BC AD E  E

ije
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eşitliğini yazmak mümkündür.  ifadesi  de yerine yazılırsa 

                                              

 

1 1

1 1

1 1

=

n t

ij is sk kj

s k

t n

is sk kj

k s

t n

is sk kj

k s

e a b c

a b c

a b c

 

 

 

 
  

 



 





                                                      (2.6) 

elde edilir. Şimdi de eşitliğin sağ tarafını göz önüne alalım.  ve  nin genel 

elemanına  denilirse, o zaman 

 

ve 

                                                 
1

n

ij is sj

s

f a b


                                                                (2.7) 

yazılır. Bu defa da  ve  nin genel elemanına  denirse, o zaman 

da 

                                   
( ) ( ) ( ) ( )ij m t ij t q ij m qAB C FC f c g G                                    (2.8) 

ve 

                                                 1

t

ij ik kj

k

g f c


                                                                (2.9) 

yazılır.  ifadesinden  

                                                 1

n

ik is sk

s

f a b


                                                              (2.10) 

yazmak mümkündür.  ifadesi 
 
da yerine yazılırsa 

                                                  

1 1

1 1

     =

t n

ij is sk kj

k s

t n

is sk kj

k s

g a b c

a b c

 

 

 
  

 
 

                                                  

(2.10) 

elde edilir. Böylece  ve  ifadelerinden  ve  matrislerinin 

mertebelerinin eşit olduğu,  ve  den ve  nin karşılıklı elemanlarının 

 2.5  2.4

  AB F   F

ijf

     ij ij ijm n n t m t
AB a b f F

  
  

    AB C FC G  G   ijg

 2.7

 2.10  2.9  

 2.3  2.8   E G

 2.6  2.11     E G
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eşit olduğu sonucu ortaya çıkar. Yani  olur. Bu ise  eşitliğinin doğru 

olduğunu gösterir. 

 

Teorem 2.2.3: i. ,  ve olmak üzere, sol dağılma kuralı 

denilen 

                                                                 ( )A B C AB AC                                   (2.12) 

kuralı geçerlidir. 

                          ii. ,  ve  olmak üzere, sağ dağılma 

kuralı denilen 

                                                                  ( )B C A BA CA                                   (2.13) 

kuralı geçerlidir [80]. 

 

İspat: i. Önce (2.12) nin sol tarafını göz önüne alalım.  ve  nin genel 

elemanı  olsun. Bu durumda  

 

ve 

                                                     ij ij ijd b c                                                             (2.14) 

yazılır. Şimdi de  ve  nin genel elemanın  olduğunu 

farzedelim. Buna göre 

                                                   ( ) ( ) ( )ij m n ij n t ij m tAD a d e E                               (2.15) 

ve 

                                                                       
1

n

ij ik kj

k

e a d


                                        (2.16)  

yazılır ve (2.14) den 

                                                                        kj kj kjd b c                                         (2.17) 

yazılabileceği kolaylıkla görülür. Böylece (2.17) ifadesi (2.16) da yerine yazılırsa 

 

E G  2.1  

 ij m n
A a


    ij n t

B b


  ij n t
C c




 ij m n
A a


  ij t m

B b


    ij t m
C c




B C D  D

ijd

                                          ij ij ijn t n t n t
B C b c d D

  
    

 A B C AD E   E ije

   
1 1

n n

ij ik kj kj ik kj ik kj

k k

e a b c a b a c
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1 1

n n

ik kj ik kj

k k

a b a c
 

                 (2.18) 

elde edilir. Şimdi de (2.12) ifadesinin sağ tarafı göz önüne alalım. Burada da ; 

 nin genel elemanı ,  ve  nin genel elemanın  olduğu kabul edilsin. 

Buna göre 

                                                  ( ) ( ) ( )ij m n ij n t ij m tAB a b y Y                                 (2.19) 

ve 

                                                                         
1

n

ij ik kj

k

y a b


                                      (2.20) 

yazılır. Yine aynı şekilde 

                                                  ( ) ( ) ( )ij m n ij n t ij m tAC a c z Z                                 (2.21) 

ve 

                                                                    
1

n

ij ik kj

k

z a c


                                           (2.22) 

ifadeleri yazılır. Son olarak  ve  nin genel elemanı  ile gösterilirse o 

zaman 

 

                                                          ( ) ( )ij ij m t ij m ty z t T                                      (2.23) 

                                                           
1 1

n n

ij ik kj ik kj

k k

t a b a c
 

                                       (2.24) 

ifadeleri elde edilir. Bu durumda (2.15) ve (2.23) den ve matrislerinin mertebeleri 

eşit olduğu, yine (2.18) ve (2.24) den ve matrislerinin elemanlarının eşit olduğu 

sonucu elde edilir. Bu da matrislerin eşitliği tanımına göre  olmasını gerektirir. 

Bu eşitlik ise (2.12) ifadesinin doğru olduğunu gösterir. 

ii. için ispat benzerdir. 

 

Tanım 2.2.4: Her elemanı sıfır olan matrise sıfır matris denir. Sıfır matris 0  ile 

gösterilir [7]. 

 

Tanım 2.2.5: Satır sayısı sütun sayısına eşit olan bir matrise kare matris denir.  

AB Y

Y ijy AC Z Z ijz

AB AC T  T ijt

      ij ijm t m t
AB AC Y Z y z

 
    

E T

E T

 E T
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matrisi  mertebeden bir kare matristir [7]. 

 

Tanım 2.2.6: ,  mertebesinden bir kare matris ise  

elemanlarına  nın asal köşegen elemanları denir. Bir kare matriste asal köşegen 

dışındaki elemanlar sıfırsa bu matrise köşegen matris denir [7]. 

 

Tanım 2.2.7: Bir köşegen matriste asal köşegen elemanları birbirine eşitse yani 

 ise matrise skaler matris denir [7]. 

 

Tanım 2.2.8: Bir skaler matriste asal köşegen üzerindeki bütün elemanları 1 ise bu 

matrise birim matris denir.  mertebeden birim matris  ile gösterilir [7]. 

Örneğin; 

 1 1I  , 2

1 0

0 1
I

 
  
 

, 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 


 
  

 

matrisleri birer birim matristir. 

 

Tanım 2.2.9: Bir n -kare matrisi; , her 
 

için 

 iken alt üçgen matris ve , her 
 

için 

 iken üst üçgen matris diye adlandırılır. 

 Buna göre; n -kare  alt ve  üst üçgen matrisler; 

ve

   

 

  

şeklindedir [9]. 

1 0

2 5

i
E

i

 
  

 

2 2

ijA a    n n 11 22 33, , , , nna a a a

A

11 22 33 nna a a a k   

n n nI

ijA a    j i  , 1,2, ,i j n 

0 ija  j i  , 1,2, ,i j n 

0 ija 

ijA a    ijB b   

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0

0 0

0 

n n n nn

a

a a

a a a

a a a a

A

 
 
 
 
 
 
  



11 12 13 1

22 23 2

33 3

0

0 0

0 0 0

n

n

n

nn

b b b b

b b b

B b b

b
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Tanım 2.2.10: Bir -kare  matrisi;    olması halinde simetrik matris ve  

 olması halinde de ters simetrik matris diye adlandırılır. 

  0   1 2   7

  1   3   4 5

2   4   3   1

  7 5   1   2

A

 
 


 
 
 

 

 simetrik bir matris ve 

  1   5 2

5   4 3

2 3 6

B

 
 

 
 
   

 ters simetrik 

bir matristir. 

 

Tanım 2.2.11: Eğer kare matrisi için  ve diğer bütün 

elemanlar sıfır oluyorsa o zaman  matrisine permütasyon matris denir[80]. 

 

Tanım 2.2.12: Eğer  bir  kare matris ve  ,   birim matris olmak üzere, 

 

olacak şekilde bir  tipli bir  matrisi varsa, o zaman  matrisine  matrisinin 

tersi denir ve 
1B A  ile gösterilir. Tersi olan matrislere de ters çevrilebilir (düzgün, 

tekil olmayan) matrisler denir [80]. 

 

Teorem 2.2.4: Bir kare matrisin tersi varsa o zaman bu ters tektir [80]. 

 

İspat: Bir  kare matrisin  ve  gibi iki tane tersinin olduğunu varsayalım. Bu 

durumda ters matrisin tanımından dolayı  matrisinin tersi  ise, 

                                                                    AB BA I                                            (2.25) 

ve eğer  matrisinin tersi  ise, 

                                                                   AC CA I                                             (2.26) 

yazılır. Eğer  olduğu gösterilirse ispat tamamlanmış olur. Bunu için (2.25) ve 

(2.26) ifadelerini ve matrislerin çarpma işlemine göre birleşme özelliğini göz önüne 

alarak  

 

eşitliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

n A TA A

TA A 

 ij n n
A a


 , 1 11,   1i j na a  

A

A n n I n n

AB BA I 

n n B B A

A B C

A B

A C

B C

        B I B CA B C AB C I C    
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Tanım 2.2.13: Bir terse sahip olan  kare matrisine tekil olmayan veya ters çevrilebilir 

bir matris denir. Eğer  matrisi terse sahip değilse, o takdirde  matrisine tekil veya 

ters çevrilemez matris denir [80]. 

 

Teorem 2.2.5: Eğer  ve  ters çevrilebilir iki  tipli matris ise, o zaman 

çarpımı da ters çevrilebilirdir ve 

 

dir [80]. 

 

İspat: Eğer  ve  matrisleri ters çevrilebilir matrisler ise, o takdirde ters matris 

tanımından  

  ve   

yazılır. Diğer taraftan matris çarpımının birleşme özelliğini kullanarak  

  ve   

yazılır. Böylece bunları birleştirerek 

 

yazmak mümkündür. Bu son ifade ise ters matris tanımı gereğince  matrisinin 

tersinin   olduğunu ifade eder. Böylece  ters çevrilebilirdir ve bu ters(invers) 

tek olduğundan  

 

yazılır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Tanım 2.2.14:  sıfır olmayan bir  kare matris olmak üzere  

 

olacak şekilde sıfırdan farklı bir , n  kare matris varsa, o zaman  matrisine sol sıfır 

bölen matrisi denir. Yine  sıfırdan farklı bir  kare matris olmak üzere 

 

olacak şekilde sıfırdan farklı bir , -kare matris varsa, o zaman da  matrisine sağ 

sıfır bölen matrisi denir. Eğer  matrisi hem sol sıfır bölen matrisi hem de sağ sıfır 

bölen matrisi ise, o takdirde  matrisine sadece sıfır bölen matris denir[80]. 

A

A A

A B n n AB

 
1 1 1AB B A
  

A B

1 1AA A A I   1 1BB B B I  

  1 1AB B A I     1 1B A AB I  

     1 1 1 1AB B A B A AB I    

AB

1 1B A  AB

 
1 1 1AB B A
  

A n

0AB 

B A

A n

0CA 

C n A

A

A
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Teorem 2.2.6:  sıfır olmayan bir kare matris olmak üzere eğer tersi mevcut ise, o 

takdirde  matrisi bir sıfır bölen matrisi değildir [80]. 

 

İspat: Eğer  ya da  ve  matrisinin tersi   ise, o takdirde 

 

 veya 

 

yazılır. Bu ise  matrisinin bir sıfır bölen matrisi olmadığını gösterir. 

 

Tanım 2.2.15: Bir matris aşağıdaki şekilde ise satırca indirgenmiş formdadır denir [7]: 

i. İlk  tane satır sıfırdan farklı ve -inci satır ile bundan sonraki satırların 

tüm elemanları sıfırdır. 

ii. Her bir satırdaki sıfırdan farklı ilk eleman 1 dir ve bu 1 ler   

olacak şekilde -inci sütunda bulunurlar. 

iii. Bir satırdaki sıfırdan farklı ilk eleman  ise -inci sütundaki  nin 

altında bulunan tüm elemanlar sıfırdır. 

Yukarıdaki iii koşulu „
 

nin bulunduğu sütundaki diğer tüm elemanlar sıfırdır‟ 

şeklinde alınırsa, i-ii koşullarını sağlayan matrise satırca indirgenmiş eşolon formdadır 

denir. Satır yerine sütunlar alınarak sütunca indirgenmiş form ve sütunca indirgenmiş 

eşolon form elde edilir[6]. 

 

Tanım 2.2.16: ,  birim matris olmak üzere  dan sadece bir elemanter satır 

işlemi ile elde edilen bir   matrise bir elemanter matris denir ve  ile gösterilir 

[80].  

 

Teorem 2.2.7: i. Eğer ,  matrisi; bir elemanter satır işleminin uygulanması ile 

,A   matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde  matrisi  matrisi ile bu 

elemanter satır işlemlerine karşılık gelen  elemanter matrisin çarpımına eşittir. 

Yani eğer  ile elemanter satır işlemi gösterilirse, o zaman 

A

A

0AB  0CA  A 1A

   1 1 0A AB A A B IB B    

   1 1 0CA A C AA CI C    

A

k  1k 

1 2 ks s s 

js

1ija  j ija

ija

I n n I

n n E

B m n

m n B A

m m
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   mB A I A    

dır. 

ii. Her elemanter matris ters çevrilebilirdir. Üstelik her elemanter matrisin tersi de yine 

bir elemanter matristir [80]. 

 

İspat: i.  ile  elemanter satır işlemine karşılık gelen elemanter matris, 

olmak üzere  ile   satır işlemine karşılık gelen elemanter matris ve 

 ile  satır işlemine karşılık gelen elemanter matris gösterilsin. Buna 

göre  matris olmak üzere,  

 

şeklinde bir matris olur. Bu da  matrisinin i -inci satırı ile j -inci satırın yer 

değiştirilmesi ile elde edilen bir matris olduğunu gösterir. Gerçekten ,  birim 

matris olmak üzere bu birim matrisin i -inci satırı ile j -inci satırın yer değiştirilmesi ile 

elde edilen matrise  denilir ise ve bu matris ile  matrisi soldan çarpılırsa yine 

 matrisi elde edilir. Bu da  elemanter matrisi için  

 

olduğunu gösterir. Benzer şekilde,  

 

ve 

 

olduğu gösterilebilir. 

ii. Basit bir hesap ile 

 

ijE i jr r 0 

 iE  i ir r

 ijE  i i jr r r 

 ij m n
A a




11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

j j jn

ij

i i in

m m mn

a a a

a a a

E A

a a a

a a a

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

ijE A

I m m

 mI A

ijE A ijE

   ij mB E A A I A   

     i mB E A A I A    

     ij mB E A A I A    

 
1

ij ijE E
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olduğu görülebilir. Buradan gerçekten elemanter matrislerin ters çevrilebilir olduğu ve 

aynı zamanda elemanter matrisin tersinin de bir elemanter matris olduğu sonucu çıkar. 

  

Tanım 2.2.17: 11 12 21 22,  ,  ,  a a a a  reel sayılar olmak üzere  tipinde bir 

 

matrisinin determinantı 

 

formülü ile tanımlanan bir reel sayıdır [80]. 

 

Not 2.2.1: Determinant her bir  matrisine bir reel sayı karşılık getiren bir 

fonksiyondur. Bu fonksiyon ilk üçü bir  matrisin üzerinde satır işlemlerinin etkin 

olduğu, aşağıdaki dört önemli özelliğe sahiptir [80]: 

i. Eğer  matrisi; bir  reel sayısı ile  matrisinin bir satırının çarpılması ile   

matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde  

 

dır. 

ii. Eğer B  matrisi;  matrisinin satırlarının yer değiştirilmesi ile  dan elde 

edilen bir matris ise, o zaman 

 

dır. 

iii. Eğer  matrisi;  nın bir satırının bir skaler katının  nın diğer satırına 

ilave edilmesi ile  matrisinden elde edilen bir matris ise, o zaman  

 

dır. 

iv.   dir. 

  
1 1

i iE E


  
  

 

    
1

ij ijE E 


 

2 2

11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

11 22 12 21detA a a a a 

2 2

2 2

B k A A

.detB k detA

A A

detB detA 

B A A

A

detB detA

1 0
1

0 1
det
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Teorem 2.2.8: Her  tipli matrise bir reel sayıyı karşılık getiren ve aşağıdaki 

özelliklere sahip olan bir ve yalnızca bir fonksiyon, det vardır [80]: 

i.  matrisi; verilen bir  tipli  matrisinin bir satırının bir  reel 

sayısı ile çarpılması sonucu  matrisinden elde edildiği her zaman  

 

ii.  matrisi; verilen bir  tipli  matrisinin herhangi iki satırının yer 

değiştirilmesi ile  dan elde edildiği her zaman 

 

iii. ,  tipli  matrisinin bir satırının bir skaler katının diğer bir satıra 

ilave edilmesi ile  dan elde edildiği matris olduğunda 

 

iv. ,  birim matris olmak üzere 

 

dir. 

 

Teorem 2.2.9:  bir  kare matris olsun. Buna göre [80]: 

i. Eğer  matrisinin iki satırı eşit ise , o zaman  dır. 

ii. Eğer A  matrisi bir sıfır satırına sahipse, o zaman  dır. 

 

İspat: i.  matrisinin iki satırının eşit olduğunu farzedelim.  matrisi eşit satırların yer 

değiştirilmesi ile  dan elde edilen bir matris olsun. Bu durumda  

 yazılabilir. Halbuki yer değiştirilen satırlar eşit olduğundan  dır. 

Sonuç olarak buradan  olduğu görülür. Böylece  

 

ifadesinden   bulunur. 

ii.  matrisinin bir satırının sıfır olduğunu varsayalım.  nın herhangi bir başka 

satırını seçelim ve onu bir  matrisi elde etmek için sıfır satırına ilave edilsin. Bu 

durumda    yazılabilir. Halbuki  matrisi iki eşit satıra sahip olduğundan 

 yazmak mümkündür. Bundan dolayı  olur. 

 

n n

B n n A 0 

A

detB detA

B n n A

A

detB detA 

B n n A

A

detB detA

I n n

det 1I 

A n n

A 0detA 

0detA 

A B

A

detB detA  B A

detA detB

detA detB detA  

0detA 

A A

B

detA detB B

0detB  0detA 
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Teorem 2.2.10: Bir köşegen matrisin determinantı matrisin köşegen elemanlarının 

çarpımına eşittir [80]. 

 

İspat:    olsun.  özelliği kullanılarak: 

 

         

        
11 22 detnna a a I   

         

elde edilir. 

 

Teorem 2.2.11: Bir üst üçgen (ya da alt üçgen) matrisin determinantı, matrisin köşegen 

elemanlarının çarpımına eşittir [80]. 

 

İspat: İspat üst üçgen matris için yapılır. Benzer düşünce ile alt üçgen matrisler için 

ispat yapılabilir. 

 

olsun.  ve  özelliklerini kullanarak;  

11

22

0 0

0 0

0 0 nn

a

a
A

a

 
 
 
 
 
 

detB detA

11

22 22

11

0 0 1 0 0

0 0 0 0
a

0 0 0 0nn nn

a

a a

a

det

a

A det det

   
   
   
   
   
   



11 22 11 22 nn

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0
... ...

0 0 0 0 1

a a a a a

nna

det det

   
   
    
   
   

  

11 22 nna a a 

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a
A

a

 
 
 
 
 
 

detB detA detB detA
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yazılır. 

 

Teorem 2.2.12: Bir  kare matrisinin determinantı ile  nın transpozunun determinant 

değeri aynıdır. Yani  

 

dır [80]. 

 

Tanım 2.2.18:  bir  kare matris olsun.  matrisinin i . satır ve j . sütununun 

silinmesiyle elde edilen matrise  matrisinin alt matrisi denir ve  ile gösterilir [80]. 

 

Teorem 2.2.13: Eğer , bir elemanter matris ise, o zaman [80]: 

i. , 

ii.  

iii.  bir elemanter matristir. 

 

11 12 1 11 12 1

22 2 22 2

nn

0 0
a

0 0 0 0 1

n n

n n

nn

a a a a a a

a a a a

a

detA det det

   
   
   
   
   

  



11

22 33 nn

0 0

0 1 0
...=a a ...a

0 0 1

d

a

et

 
 
 
 
 
 

11 22 nn

1 0 0

0 1 0
=a a ...a

0 0 1

det

 
 
 
 
 
 

11 22 nna a a  det I 

11 22 nna a a 

A A

TdetA detA

 ijA a n n A

A ijA

E

0detE 

,TdetE detE

1E
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İspat:  olmak üzere  ile  elemanter satır işlemine karşılık gelen 

elemanter matris,  ile  elemanter satır işlemlerine karşılık gelen elemanter 

matris ve   ile   satır işlemine karşılık gelen elemanter matris 

gösterilsin. Buna göre bu üç farklı tipten elemanter matrislerin determinantları alınır ise, 

o takdirde 

                                 

                                

 

elde edilir. Bu da (i) ve (ii) yi ispatlar. (iii) ü ispatlamak için sırasıyla  

 

 

 

olduğunu göz önüne almak yeterlidir. 

 

Teorem 2.2.14: Eğer ,  tipli bir elemanter matris ise, o zaman her  tipli  

matrisi için 

 

dır [80]. 

 

Teorem 2.2.15: Bir  kare matrisinin ters çevrilebilir olması için gerek ve yeter şart

 olmasıdır [80]. 

 

İspat: Eğer  ters çevrilebilir bir matris ise, o zaman  

 

olacak şekilde  elemanter matrisleri vardır. Böylece  

 

yazılır. Bundan dolayı  sonucu elde edilir.  

Tersine; eğer  ters çevrilebilir bir matris değilse, o zaman 

0   iP  i ir r

ijP i jr r

 ijP  i i jr r r 

                     1,2, ,
T

i idetP detP i n     

 1                        , 1,2, ,T

ij ijdetP detP i j n    

     1                  , 1,2, ,
T

ij ijdetP detP i j n    

   
1 1

i iP P 
 

1

ij ijP P 

   
1

ij ijP P 

 

E  n n  n n A

    det EA detE detA

A

0detA 

A

1 2 kE E E A I 

1 2, , , kE E E

       1 2 det 1kdet E det E det E det A I  

0detA 

A
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olacak şekilde  elemanter matrisleri vardır. Burada , bir sıfır satırını 

kapsayan   bir eşolon matristir.   

Böylece  olur ve   olduğundan  olduğu 

görülür. 

 

Teorem 2.2.16: A  ve ,  tipinde  iki matris olsun. Bu takdirde 

 

dir [80]. 

 

İspat: Eğer A  bir elemanter matris ise, o zaman iddianın doğru olduğu söylenebilir. A

matrisi elemanter matrislerin bir çarpımı olduğundan eşitlik yine doğrudur. Gerçekten  

1E  ve 2E  elemanter matrisler olmak üzere  

1 2A E E  

ise, o zaman elemanter matris için determinant özelliği iki kez art arda uygulanması ile 

       1 2 1 2det AB det E E B det E det E B   

     1 2det E det E det B  

                                                  1 2det E E det B  

                                                  det A det B  

yazılır. 2k   olmak üzere  

1 2 kA E E E   

olduğu zaman da ispat benzer olarak yapılabilir. Diğer taraftan her ters çevrilebilir 

matris elemanter matrislerin bir çarpımı olarak yazılabildiğinden A  matrisinin ters 

çevrilebilir olduğu her zaman 

     det AB det A det B  

eşitliği geçerlidir. Eğer A  matrisi ters çevrilebilir değilse, o takdirde  0detA   ve 

  0det AB   dır. Böylece bu durumda da      det AB detA detB  ifadesi geçerlidir. 

 

1 2 kE E E A R 

1 2, , , kE E E R

n n

0detR   0   1,2, ,idetE i k   0detA 

B n n

    det AB detA detB
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Tanım 2.2.19: 0 1 1, , , nc c c   sayılarının n n  tipli Circulant matrisi: 

10 2 1

01 3 2

2 13 0

1 02 1

n

n

n nn

n n

cc c c

cc c c

C

c cc c

c cc c



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde olup  1n -inci dereceden   1

0 1 1

n

nP x c c x c x 

     polinomu da nC  

matrisinin yardımcı polinomu olarak adlandırılır. 

 

Tanım 2.2.20: n -inci dereceden P  reel polinomu 

  1

0 1 1

n n

n nP x a x a x a x a

      

şekinde verilmiş olsun. P  polinomuna karşılık gelen Hurwitz matrisi aşağıdaki gibidir 

[45]: 

1 3 5

0 2 4

1 3

0 2

1

0 1

2

3 1

4 2

0 0 0

0

0

0

0

0

0

0 0 0

n n

n

n n

n n

n n n

a a a

a a a

a a

a a

H a a

a a

a a

a a

a a a





 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . 

 

Tanım 2.2.21:  1 2, , , vC c c c  matrisi v v  tipli bir Companion matris olsun. O halde 

aşağıdaki şekilde gösterilir: 

 

1 2

1 2

1 0 0
, , , = .

0 1 0

v

v

c c c

C c c c

 
 
 
 
 
   

 

Tanım 2.2.22: 1 2, , , nx x x  için n n  tipli Vandermonde matrisi: 
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2 1
1 1 1

2 1
2 2 2

2 1

1

1

1

n

n

n

n
n n n

x x x

x x x
V

x x x







 
 
 
 
 
  

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.2.23:  Bir  nA M F  matrisinin permanenti  p A  veya  per A  ile gösterilir 

ve 

   
1n

n

i i
S i

per A a


 

   

şeklinde tanımlanır. Burada nS  simetrik grubu ve   permütasyonu gösterir. 

 

Tanım 2.2.24:    ijA a
 

ve    ijB b
 

matrisleri m n
 

boyutlu matrisler olsun.


   ij ij m n

A B a b
 
çarpımına A ile B matrislerinin Hadamard çarpımı denir. 

 

Tanım 2.2.25: Bir M matrisi için  = detperM M K  olacak şekilde bir n n   tipli   

(1, -1)  K  matrisi var ise, bu takdirde  M K  notasyonu ile Hadamard çarpımı  

gösterilir  ve M matrisi değiştirilebilir(convertible)  matris olarak adlandırılır. 

 

 

2.3 Lineer İndirgemeli Diziler 

 

Tanım 2.3.1: R  birimli ve değişmeli bir halka olmak üzere, R  nin elemanlarının 

1 2, ,..., ka a a  başlangıç elemanlarıyla 1n   için, 

                                               1 1 2 2 ...n k n k n k k na c a c a c a                                     (2.27) 

şeklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli bağıntıyı sağlayan diziye homojen 

lineer indirgemeli dizi denir. Burada 1 2, ,..., kc c c R olacak şekilde sabit katsayılar olup 

kc , R  halkasının sıfır böleni olamaz [35]. 
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Tanım 2.3.2: 
1

1 1( ) ...k k

k kf x x c x c x c

      şeklindeki .k  dereceden polinoma, (2.27) 

denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli bağıntı için karakteristik polinom denir. 

Sırayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer indirgemeli 

diziler diye adlandırılır. Ayrıca ,  ,  ,   üzerinde tanımlanan lineer indirgemeli 

diziler sırayla tam sayı, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler olarak 

adlandırılır. 

kc , R  nin terslenebilir bir elemanı ise (2.27) de tanımlanan dizi 0 1 2, , ,...,a a a   şeklinde 

devam eder [35]. 

Eğer R  sıfır bölene sahip değilse bu durumda  na
 
dizisi minimal uzunluktaki bir 

dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine  na
 

dizisinin 

mertebesi denir. 

 

Tanım 2.3.3: R  değişmeli ve birimli bir halka olmak üzere, R  nin elemanlarının 

1 2, ,..., ka a a  başlangıç elemanlarıyla 1n   için, 

1 1 2 2 1...n k n k n k k n ka c a c a c a c           

şeklindeki bağıntı yardımıyla tanımlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli 

dizi denir. 

Bu bağıntı kullanılarak  

                                         
1

1 1 1

1

1
k

n k n k i i n k i k n

i

a c a c c a c a


     



                          (2.28) 

şeklindeki 1n  mertebeli homojen olmayan indirgemeli bağıntı elde edilebilir. 

(2.28) bağıntısı için 

    1

1 1,..., 1k k

k kF x x c x c x c x

     

şeklindeki karakteristik polinom elde edilir [35]. 

 

Tanım 2.3.4: 0 1 1, ,..., ka a a   başlangıç değerleri ve 0 1 1, ,..., kc c c   ler sabitler olmak üzere, 

0 1 1 1 1...n k n n k n ka c a c a c a         

şeklindeki k -basamak lineer indirgeme bağıntısıyla tanımlanan dizi için, dizinin 

elemanları: 
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0 1 2 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

k k

A

c c c c c 

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

olmak üzere 

0

1 1

1 1

n

n

n

k n k

a a

a a

A

a a



  

   
   
   
    
   
   
      

 

şeklindeki denklem yardımıyla elde edilmiştir [50]. 

 

Tanım 2.3.5: Eğer bir dizi belli bir noktadan sonra sadece sabit bir alt dizinin tekrarı 

şeklinde meydana geliyorsa bu diziye periyodiktir ve tekrar eden alt dizideki 

elemanların sayısına dizinin periyodu denir. Örneğin; , , , , , , , , , , ,...a b c d e c d e c d e  dizisi 

periyodik olup başlangıç elemanı a  ve periyodu 3 tür. 

 

Tanım 2.3.6: Eğer bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi şeklinde ise bu diziye 

k -periyotlu basit periyodik dizi denir. Örneğin; , , , , , , , , , ,...a b c d e a b c d e  dizisi periyodu 

5 olan basit periyodiktir. 

 

 

2.4 Fibonacci Dizileri 

 

Tanım 2.4.1:  nF  Fibonacci dizisi, 0n  ve 0 10, 1F F   başlangıç değerleri olmak 

üzere, 

2 1n n nF F F    

şeklinde tanımlanır. Yani Fibonacci dizisi, 

0,1,1,2,3,5,8,13,21,...  

şeklindedir. 
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Fibonacci dizileri 

1

0 1 0

1 1 1

n

n

n

F

F 

    
     

     
 

olacak şekilde bir matris tarafından üretilebileceği gösterilmiştir [71]. 

Fibonacci sayılarının 

2 1 1

1 0 1

1 1
,      

1 0

n nn

n n

F F F F
Q Q

F F F F





    
      

    
 

olacak şekilde bir Q matrisi tarafından üretebileceğini göstermiştir [44]. Buradaki Q

matrisine  Fibonacci Q -matrisi denir [44]. 

Şimdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazı özelliklerini verelim. 

i.  2

1 2 1 .
n

n n nf f f     

Bu eşitliğin doğruluğu Fibonacci dizisinin tanımında verilen bağıntılar yardımıyla 

tümevarım metodu kullanılarak gösterilebilir. 

ii. 
1 5

2



 ,

1 5

2



   olmak üzere  

n n

nf
 

 





  eşitliğine „Binet formülü‟ denir. 

Bu formül n  nin negatif değerleri için Fibonacci dizisinin doğal genişlemesini verir. 

 1
nn n     bağıntısı kullanılarak, 

 
1

1
n

n nf f


    

 olduğu gösterilebilir.  

Tanım 2.4.2:   k

nF , k -basamak Fibonacci dizisi, 0n   ve 

0 1 2 1... 0,  1k kF F F F       olmak üzere; 

                                                     
       

1 2 ...
k k k k

n k n k n k nF F F F                                     (2.31) 

şeklindedir.  

k -basamak Fibonacci dizisi bir lineer kombinasyon olarak tanımlanan 

                                                0 1 1 1 1...n k n n k n ka c a c a c a                                      (2.32)  

dizisinin özel bir halidir. Burada 0 1 1, ,..., kc c c   reel sabitlerdir.  
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0 1 2 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0
[ ]

0 0 0 0 1

k ij k k

k k

A a

c c c c c



 

 
 
 
 

   
 
 
 
  

 

matrisi yardımıyla (2.32) deki lineer indirgemeli diziler için 

0

1 1

1 1

n

n

n

k

k n k

a a

a a

A

a a



  

   
   
   
   
   
   
      

 

eşitliğini elde etmiştir. Buradan 

 

 

 

 

 

1

2

2

0 1 2 2 1
1

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

1

kn
n

k

n

k

n

k

n k

kk k
n k

F

F

F

F

c c c c c
F





 

 
 

 
     
     
     
          
     
     
            

 

eşitliği kolayca görülebilir [50]. 

 

 

2.5 Pell Dizileri 

 

Tanım 2.5.1:   nP  Pell dizisi, 0 10 ve 0,  1n P P    başlangıç değerleri olmak üzere, 

2 12n n nP P P    

şeklinde tanımlanır. O halde Pell dizisi 

0,1,2,5,12,29,70,169,... 

şeklindedir [42]. 

Pell sayıları aşağıdaki matris tarafından üretilmiştir[11]: 

2 1

1 0
M
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n  için,  

1

1

n nn

n n

P P
M

P P





 
  
 

 

Genelleştirilmiş k -mertebeden  Pell sayılarının bir k  dizisi, 

1  1  ise

1  1  ise

i

n

n i
P

n i

 
 

 
 

başlangıç değerleriyle, 0n   ve 1 0k n    için 

1 22 ...i i i i

n n n n kP P P P       

şeklinde tanımlanmıştır [55]. 

Burada ,i

nP  i -inci dizinin n -inci terimidir. i k  alınırsa  ,k

nP  genelleştirilmiş k -Pell 

sayıları elde edilir. Özel olarak 2k   alınırsa  k

nP  genelleştirilmiş k -mertebeden Pell 

dizisi,  nP  standart Pell dizisine indirgenir ve i k  için, 
k

nP  ya genelleştirilmiş k -Pell 

sayıları denir. 

Genelleştirilmiş k -mertebeden Pell matrisi; 

                                     

2 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

ij k k
R r



 
 
 

     
 
 
  

                                          (2.29) 

şeklinde tanımlanmıştır. 

Aynı zamanda 

                                  

1 2

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1

k

n n n

k

n n n

n ij k k

k

n k n k n k

P P P

P P P
E e

P P P

  



     

 
 
      
 
  

                             (2.30) 

olmak üzere, 

1 .n nE R E   

şeklinde eşitlik elde edilmiştir. Burada ,R  k k  tipindeki matris, genelleştirilmiş k -

mertebeden Pell matrisi olarak adlandırılmıştır [55]. 
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Lemma 2.5.1:  R  ve nE  sırasıyla (2.29) ve (2.30) daki gibi olsunlar. Bu durumda tüm 

0n  tam sayıları için, 

1

1

n

nE R 

   

eşitliği yazılabilir [55]. 

Genelleştirilmiş Pell dizilerini matematiksel tümevarımla da ispatlanabilen, 0  sabit 

katsayıları için, 

  
   

   

( )
1

1

( 1)
( 1)

1 2
,     2

( 1)
1 0

2

n nn

n n

P P

M M

P P



 



 

 
 



 





 
       

   
    

 

olacak şekilde bir 
 

M


 matrisiyle de oluşturulabileceği gösterilmiştir [25].  

  k

nP
 

, k -basamak genelleştirilmiş Pell dizisi,  

0   sabit katsayılar, 0n  ve 1 1j k    için 
1

j

j

j




 
  

 
 olacak şekilde 

     
0 2 10,..., 0, 1

k k k

k kP P P
    

     

başlangıç elemanları ile 

         
1 1 1 11 ...

k k k k

n k n k n k k nP P P P
   

  
   

           

şeklinde tanımlanmıştır [25]. 

Ayrıca burada      2

n nP P
 

 eşitliğine dikkat edilmelidir. 

k -basamak genelleştirilmiş Pell dizisi için, 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

1
1 2 1

1 2

2 3

1

1

1 0 0 0

0 1 0 0

      

0 0 1 0

k k

n k n k
k k

k k

n k n k

k k

n k n k

k k

n n

P P

P P

P P

P P

 

 

 

 

   
 

  
 

 

   

 

   

 



   
     
    
    
    
    
    
     

   

 

eşitliğini elde etmişlerdir. Burada 
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  1 2 11

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

k k

ij k k
U u

    



  
 
 
    
 
 
 
 

 

şeklinde ifade edilen U matrisine, k -basamak genelleştirilmiş Pell matrisi denir[25]. 

 

 

2.6 Jacobsthal Dizileri 

 

Tanım 2.6.1:  nJ  Jacobsthal dizisi,  0n   ve 0 10,  1J J   başlangıç değerleri olmak 

üzere, 

2 1 2n n nJ J J    

şeklinde tanımlanır. Yani Jacobsthal dizisi 

0,1,1,3,5,11,21,43,... 

şeklindedir. 

Jacobsthal sayıları 

1

1

21 2
,  

21 0

n nn

n n

J J
F F

J J





  
    
   

 

olacak şekilde bir matris tarafından üretilebileceği gösterilmiştir [59]. 

Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal sayılarının k  dizileri, 

1     1 ise,            1 0,

0    diğer durumlarda,

i

n

i n k n
J

    
 


 

başlangıç koşullarıyla 0n   ve 1 i k  için 

1 2 32 ... ,i i i i i

n n n n n kJ J J J J         

şeklinde tanımlanmıştır. Burada ,i

nJ  dizinin n -inci terimidir. 2 ve 1k i   için 

genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir [89]. 

Genelleştirilmiş Jacobsthal sayıları için aşağıdaki gibi bir denklem elde edilmiştir; 
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1

1

1 2

2 1

   

  

 

      

i i

n n

i i

n n

i i

n n

i i

n k n k

J J

J J

J C J

J J





 

   

   
   
   
   


   
   
   
      

 

burada ,C  k k  tipindeki matris; 

1 2 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

C

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

şeklinde olup, genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal matrisi olarak adlandırılmıştır 

[59]. 

Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal sayılarının k  dizileri için, 

1 2

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1

k

n n n

k

n n n

n

k

n k n k n k

J J J

J J J
B

J J J

  

     

 
 
 
 
 
  

 

olmak üzere, 

n

nB C  

şeklinde denklem elde edilmiştir [59]. 

 

 

2.7 Padovan Dizileri 

 

Tanım 2.7.1:    P n  Padovan dizisi 3n   ve      0 1 2 1P P P    olmak üzere 

     2 3P n P n P n     

şeklindedir. Yani Padovan dizisi 

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,...  

şeklindedir. 
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Padovan sayıları 

0 1 0

0 0 1

1 1 0

Q

 
 


 
  

 

olmak üzere 

( 5) ( 3) ( 4)

( 4) ( 2) ( 3)

( 3) ( 1) ( 2)

n

P n P n P n

Q P n P n P n

P n P n P n

   
 

   
 
    

 

elde edilmiştir [63]. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

3.1 Fibonacci-Circulant Dizileri 

 

 f x  polinomu için 
3C  circulant matrisi aşağıdaki gibi yazılabilir: 

3

1   1 1

1 1   1

  1 1 1

C

  
 

  
 
   

. 

3C  matrisi kullanılarak genelleştirilmiş Fibonacci-circulant dizisi  

1 0x  , 
2 0x   ve 

3 1x   

başlangıç değerleri ile birlikte ve 3n   için 

                                    

1 2 3

2 3 4

3 4 5

, 1mod3,

  2mod3,

,  0mod3

n n n

n n n n

n n n

x x x n

x x x x n

x x x n

  

  

  

   


   
   

                                   (3.1.1)  

şeklindeki bağıntı ile tanımlanır [24]. 

0n   için tümevarım yöntemi kullanılarak 

 3 3 3 52 1
n

n nx x     

 3 1 3 2 3 3 1
n

n n nx x x     
 

ve 

 3 2 3 42 1
n

n nx x     

yazılabilir [24]. 

0n   için  

                                        
3 3 3 2 3 1

3 3 1 3 3 3 2

3 2 3 1 3 3

n n n
n

n n n

n n n

x x x

C x x x

x x x

  

  

  

 
 


 
  

                                            (3.1.2) 

matematiksel tümevarım yöntemi kullanılarak ispatlanabilir olduğunu göstermek 

kolaydır. 
3det 4C    olduğundan genelleştirilmiş Fibonacci-circulant dizisi için 

Simpson formülü 

       
2 2 2

3 3 3 2 3 1 3 3 3 2 3 13 4
n

n n n n n nx x x x x x           
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şeklinde yazılır [24]. 

(3.1.1) bağıntısı kullanılarak birinci ve ikinci tür Fibonacci-circulant dizileri sırasıyla; 

1 1

1 2 0x x  , ve 
1

3 1x   

başlangıç değerleri ile birlikte ve 4n   için 

                                                   
1 1 1 1

1 2 3n n n nx x x x                                                 (3.1.3) 

ve 

 
2 2 2 2

1 2 3 4 0x x x x    , ve 
2

5 1x   

başlangıç değerleri ile birlikte ve 6n   için 

                                                  
2 2 2 2

3 4 5n n n nx x x x                                                  (3.1.4) 

şeklindeki bağıntı ile tanımlanır [24]. 

Birinci ve ikinci tür Fibonacci-circulant dizilerinin üreteç fonksiyonları sırasıyla 

aşağıdaki gibi tanımlanır [24]: 

   
2

1

3 2 1

x
g x

x x x


  
 

ve 

   
4

2

5 4 3 1

x
g x

x x x

   

. 

(3.1.3) ve (3.1.4) bağıntıları yardımıyla Companion matrisleri 

 1

1 1 1

  1 0   0

  0 1   0

M

  
 


 
  

 

ve 

 2

0 0 1 1 1

1 0   0   0 0

0 1   0   0 0

0 0   1   0 0

0 0   0   1 0

M

  
 
 
 
 
 
  

 

şeklinde olup, burada 
 1

M  ve 
 2

M  matrisleri birinci ve ikinci tür Fibonacci-circulant 

matrisleri olarak adlandırılır [24]. 

1n   için n  üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak birinci ve ikinci tür Fibonacci-

circulant matrislerinin n-inci kuvvetleri 
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1 1 1 1

3 2 1 2

1 1 1 1 1

2 1 1

1 1 1 1

1 2 1

n n n n
n

n n n n

n n n n

x x x x

M x x x x

x x x x

   

  

  

  
 

   
   

                                     (3.1.5) 

ve 

                         

1 1 1 1 1 1

5 6 7 3 4 4

1 1 1 1 1 1

4 5 6 2 3 3

2 1 1 1 1 1 1

3 4 5 1 2 2

1 1 1 1 1 1

2 3 4 1 1

1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 1

n n n n n n

n n n n n n
n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

x x x x x x

x x x x x x

M x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

     

     

     

    

    

 
 

 
  
 

 
  

                              (3.1.6) 

şeklinde elde edilir. Burada 
    1

det 1
n n

M    ve 
  2

det 1
n

M   olduğu kolaylıkla 

görülmektedir [24].  

 1
M  ve 

 2
M  matrislerinin özdeğerleri birbirinden farklı olduğu açıktır. 

 1
M  ve 

 2
M  

matrislerinin özdeğerlerinin kümesi sırasıyla       1 1 1

1 2 3, ,  
 

ve         2 2 2 2

1 2 3 4, , ,     

olsun. 

1,2k   için    2 2k k    tipli 
 k

V  Vandermonde matrisinin 

 

           
           

       

1 1 1 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1

k k k k
k k k k

k k

k k k k
k k k k

k k
k

k k k k

k k

V

   

   

   

   

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

şeklinden ifade edildiğini göz önüne alalım.  kW i  matrisi; 

  
  

  

2

1

2

2

2

2

n k i
k

n k i
k

i

k

n k i
k

k

W







  

  

  



 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

şeklinde ifade edilsin ve 
 ,k i

jV  matrisi 
 k

V  matrisinin j -inci sütununun 
i

kW  sütun 

matrisi ile değiştirilmesi sonucu elde edilsin. 
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Bu durumda, birinci ve ikinci tür Fibonacci-circulant matrislerinin Binet formülü için 

aşağıdaki teorem verilebilir: 

 

Teorem 3.1.1: 
k

nx , 1,2k   için k -inci tür dizinin n -inci terimi olsun. O halde  

 
 

 

,

, det

det

k i

k n j

ij k

V
m

V
  

dır. Burada 
    ,

n
k k n

ijM p 
   şeklinde ifade edilir [24]. 

 

3.1.1 3C , 
 1

M  ve 
 2

M  Matrisleri Yardımıyla Devirli Grupların Elde Edilmesi  

 

ijb  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijB b    matrisi için,  B  nin her elemanının 

modm  ye göre indirgenmesi sonucu  modB m  olarak ifade edilir. Yani  mod =B m  

  modijb m  dir.   = mod 0
m

B B m    olsun. Eğer  obeb det , =1B m  ise o 

zaman 
m

B  bir devirli gruptur. 
m

B  grubunun mertebesi 
m

B  ile gösterilir.

3det = 4C   olduğundan kolaylıkla görülür ki her pozitif m  tam sayı için 3 m
C  devirli 

bir gruptur ve  obeb 4, =1m  dir. Benzer şekilde her pozitif m  tam sayı için 
 1

m
M  

ve 
 2

m
M  devirli bir gruptur. Şimdi 3C , 

 1
M  ve 

 2
M  matrisleri ile üretilen devirli 

grupları göz önüne alalım. 

 

Teorem 3.1.1.1: p  bir asal sayı ve G  matrisi de 3C , 
 1

M  ve 
 2

M  matrislerinden 

herhangi biri olsun. Eğer u , = up p
G G  eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam 

sayı ise bu takdirde v u  için = v u
vp p

G p G   eşitliği yazılır. Özellikle her 2v   

için 2p p
G G  ise, o zaman 

1= v
vp p

G p G   dir [24]. 
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Teorem 3.1.1.2: G  matrisi 3C , 
 1

M  ve 
 2

M  matrislerinden herhangi biri ve 1k   

olmak üzere 
=1

=
k

e
i

i

i

m p  olacak şekilde asal çarpanlarına ayrılmış olsun. Burada 
ip  ler 

farklı asal sayılardır. O zaman 
1 2

1 2

, , , ee e k
km p p p

G okek G G G 
 

 dır [24]. 

  nx m  genelleştirilmiş Fibonacci-circulant dizisi ve   k

nx m  birinci ve ikinci tür 

Fibonacci-circulant dizileri m  modülüne göre sırasıyla indirgenirse, tekrar eden, 

           1 2 3= , , , , ,n jx m x m x m x m x m  

ve  

           1 2 3= , , , , ,k k k k k

n jx m x m x m x m x m  

dizileri elde edilir ve burada 1,2k   için    modj jx m x m  ve    modk k

j jx m x m  

dir. Ayrıca (3.1.1), (3.1.3) ve (3.1.4) tanımlarında olduğu gibi benzer indirgemeli 

bağıntılar mevcuttur. 

 

Teorem 3.1.1.3:   1

nx m  ve   2

nx m  dizileri her m  pozitif tam sayısı için basit 

periyodik bir dizidir. Benzer şekilde   nx m  dizisi,  4, 1obeb m   ise basit periyodik 

bir dizidir [24]. 

  nx m ,   1

nx m  ve   2

nx m  dizilerinin periyotları sırasıyla  Cl m ,  1l m  ve  2l m  

ile ifade edilsin. O halde (3.1.2), (3.1.5) ve (3.1.6) ifadeleri için aşağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

 

Sonuç 3.1.1.1: 

 i. 2p   bir asal sayı ise, o zaman   33C p
l p C   dir. 

ii. Her p  asal sayısı için    1

1
p

l p M  ve    2

2
p

l p M  dir [23]. 

 

Sonuç 3.1.1.2: p  bir asal sayı ve   olsun. O halde  1A p
 ve  2A p

 devirli 

grupları sırasıyla 
 1

p
M


 ve 

 2

p
M


 devirli gruplarına izomorftur [24]. 
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3.1.2 Gruplarda Birinci ve İkinci Tür Fibonacci-Circulant Dizileri 

 

Tanım 3.1.2.1:  1 2, , , jx x x X , j -geren çifti için birinci ve ikinci tür Fibonacci-

circulant orbitleri sırasıyla; 

 

   

11 1 1

1 2 2 3 3

1 11 1 1

1 2 1 3 2

= , = , = , 3 ise,

= , = , = , 2 ise

a x a x a x j

a x a x a x j



 

 




 

başlangıç değerleri ile birlikte ve 1n   için  

    
1 1

1 1 1 1

3 1 2=n n n na a a a
 

  
 

ve  

 

   

2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

2 2 2 2 2

1 1 2 1 3 2 4 3 5 4

22 2 2 2 2

1 1 2 1 3 2 4 3 5 4

3 22 2 2 2 2

1 1 2 1 3 1 4 1 5 2

= , = , = , = , = , 5 ise,

= , = , = , = , = , 4 ise,

= , = , = , = , = , 3 ise,

= , = , = , = , = , 2 ise

a x a x a x a x a x j

a x a x a x a x a x j

a x a x a x a x a x j

a x a x a x a x a x j

 










 

başlangıç değerleri ile birlikte ve 1n   için  

    
1 1

2 2 2 2

3 2 1=n n n na a a a
 

  
 

olarak tanımlanır [24]. 

 1 2, , , jx x x X , j -geren çifti için birinci ve ikinci tür Fibonacci-circulant orbitleri 

sırasıyla 
   

1 2

1

, , , jx x x
F G  ve 

   
1 2

2

, , , jx x x
F G  şeklinde ifade edilsin. 

 

Teorem 3.1.2.1: Sonlu bir grubun birinci ve ikinci tür Fibonacci-circulant orbiti basit 

periyodiktir. 

 1

1 2; , , , jLF G x x x   ve  2

1 2; , , , jLF G x x x  ile sırasıyla 
   

1 2

1

, , , jx x x
F G  ve 

   
1 2

2

, , , jx x x
F G  orbitlerinin periyot uzunlukları ifade edilsin [24]. 

Teorem 3.1.2.2: , ,x y z  üreteçleri ile verilen  2,3,3  Polyhedral grubunu ele alalım. O 

zaman birinci tür     1

, ,
2,3,3

x y z
F  Fibonacci-circulant orbitinin periyot uzunluğu 78 dir 

[24]. 
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Teorem 3.1.2.3: 3n   için , ,x y z  üreteçleri ile verilen  , 2,2n  Polyhedral grubunu ele 

alalım. O zaman ikinci tür 
    2

, ,
,2,2

x y z
F n n  Fibonacci-circulant orbitinin periyot 

uzunluğu 14  tür [24]. 

 

 

3.2 k-basamak Pell-Circulant Dizileri 

 

 f x  polinomu için circulant matrisi aşağıdaki gibi yazılabilir: 

   

   

     1 1 1

1, 1, 1  ve 1  için 1  ise,

2, , 1 ,  1, 2  ve 1 1 için 2  ise,

1, diğer durumlarda.

k ij k k

i k j i k i j

C c i k j i k j i k i j   

      


              


Örneğin, 
3C  ve 

5C  matrisleri; 

3

1   1 2

2 1   1

  1 2 1

C

  
 

  
 
   

 ve 
5

1   1 2 1 1

1 1   1 2 1

1 1 1   1 2

2 1 1 1   1

  1 2 1 1 1

C

    
 
   
 
     
 
    
     

  

şeklindedir [23]. 

 Genelleştirilmiş k-basamak Pell-circulant dizisi 
1kC 
 matrisi kullanılarak:  

2k   ise, 
1 20,  0x x   ve 

3 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 3n   için 

1 2 3

2 3 4

3 4 5

2 , 1 mod 3,

2 , 2 mod 3,

2 , 0 mod 3,

n n n

n n n n

n n n

x x x n

x x x x n

x x x n

  

  

  

   


   
   

 

şeklinde tanımlanır. 

3k   ise, 
1 2 0kx x x     ve 

1 1kx    başlangıç değerleri ile birlikte ve 1n k   

için 
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1 2 2 2 1

2 3 2 2 1 2

2 1 1 2 2

1 1 2 2

2 , 1 mod 1 ,

2 , 2 mod 1 ,

2 , 2 mod 1 ,

2 , 1 mo

n n n k n k n k n k

n n n k n k n k n k n k

n n k n k n k n k n k

n k n k n k n k

x x x x x x n k

x x x x x x x n k

x x x x x x n k k

x x x x n k

        

          

        

      

        

         

         

        

 

 
1 2 1 2

1 2 2 1 2 2 1

d 1 ,

, mod 1 ,

, 0 mod 1

n k n k n k n k

n k n k n k n k n k

k

x x x x n k k

x x x x x n k

     

        







 


     


       

 

şeklinde tanımlanır [23]. 

Örneğin, genelleştirilmiş 5 -basamak Pell-circulant dizisi:  

1 2 5 0x x x     ve 
6 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 6n   için 

1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 7

3 4 5 6 7 8

4 5 6 7 8 9

5 6 7 8 9 10

2 , 1 mod 6,

2 , 2 mod 6,

2 , 3 mod 6,

2 , 4 mod 6,

2 , 5 mo

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n

n n n n n n

n n n n n n

x x x x x x n

x x x x x x n

x x x x x x n
x

x x x x x x n

x x x x x x n

     

     

     

     

     

      

      

      


      

     

6 7 8 9 10 11

d 6,

2 , 0 mod 6n n n n n nx x x x x x n     









      

 

şeklindedir [23]. 

0n   için matematiksel tümevarım yöntemi kullanılarak ispatlanabilir olduğundan 

 1

n

kC   matrisi aşağıdaki gibi elde edilir:  

       

 

         

         

         

         

     

1 1 1 1 1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 3 1 2

1 2 1 1 1 1 1 4 1 3

1

1 1 1 2 1 3 1 1 1

1 1 1 1 2

n k k n k k n k k n k n k

n k n k k n k k n k n k

n n k n k n k k n k n k

k

n k k n k k n k k n k k n k k

n k k n k k n k k n

x x x x x

x x x x x

x x x x x
C

x x x x x

x x x x

           

          

          



             

       



   1 1 1 1k n k k
x

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

.         (3.2.1) 

 1

n

kC   matrisi mertebesi 1k   olan bir circulant matrisi ve 

       1 1 1 1 1

k

n k k n k n k k
P x x x x x x

      
     polinomu  1

n

kC   matrisinin karakteristik 

polinomu olduğu kolaylıkla görülür [23]. 

k-basamak Pell-circulant dizisi 

1 2 1 0ka a a      ve 1ka   başlangıç değerleri ile birlikte ve 3k   ve 0n   için 

                                    
1 1 2 12n k n k n k n na a a a a                                            (3.2.2) 
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şeklinde tanımlanır.  na  k-basamak Pell-circulant dizisinin üreteç fonksiyonu 

 
1

1 2 2 1

k

k k

x
g x

x x x x





     

 

şeklindedir [23]. 

(3.2.2) ifadesi kullanılarak, k-basamak Pell-circulant dizisi için Companion matris 

formundaki üreteç matrisleri; 

1 1 1 1

  1   0   0 0

  0   1   0 0

      

  0   0   1 0

k ij k k
M m



   
 
 

     
 
 
  

 

şeklinde olup, 
kM  matrisi k-basamak Pell-circulant matrisi olarak adlandırılır [23].  

1

1

2 1

n k n k

n k n k

k

n n

a a

a a
M

a a

  

  

 

   
   
   
   
   
   

 

olacak şekilde 1n k   için n  üzerinden tümevarım yöntemi uygulanarak  
n

kM  k-

basamak Pell-circulant matrisinin n -inci kuvveti 

 

1 2 1 2 3 1 2 1 1

1 1 2 1 2 2 3 2 2

1 2 3 3 4 1

n k n n n k n n n k n k n k n k

n n k n n n k n n n k n k n k n k

k

n n k n k n n k n k n n n n

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a
M

a a a a a a a a a a

              

              

         

       
 

      
 
 
 

         

şeklinde yazılabilir. Burada  
1

det 1
k

kM


   olduğu kolaylıkla görülmektedir [23]. 

İndirgemeli bir dizi için Simpson formülü üreteç matrisinin determinantından elde 

edilebilir olduğu bilinmektedir. Örneğin, 2n   için 3-basamak Pell-circulant sayılarının 

Simpson formula 

     
3 2 2

1 2 1 3 2 1 3 1 12 1n n n n n n n n n n na a a a a a a a a a a              
 

şeklindedir [23]. 
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3.2.1 1kC   ve kM  Matrisleri Yardımıyla Devirli Grupların Elde Edilmesi  

 

ija  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijA a    matrisi için,  A  nin her elemanının 

modm  ye göre indirgenmesi sonucu  modA m  olarak ifade edilir. Yani  mod =A m  

  modija m  dir.   = mod 0i

m
A A m i   olsun. Eğer  obeb det , 1A m   ise o 

zaman 
m

A  bir devirli gruptur. 
m

A  grubunun mertebesi  
m

A  ile gösterilir. 

 
1

det 1
k

kM


   olduğundan dolayı her pozitif m  tam sayı için k m
M  devirli bir 

gruptur. Benzer şekilde 1k m
C   kümesi  1obeb det , 1kC m   ise devirli bir gruptur. 

Şimdi 
1kC 
 ve 

kM  matrisleri ile üretilen devirli grupları göz önüne alalım. 

 

Teorem 3.2.1.1: p  bir asal sayı ve N  için 
p

G   devirli grubu ise 1k p
C   ve 

k p
M   devirli gruplarından herhangi biri olsun. Eğer u , = up p

G G  eşitliğini 

sağlayan en büyük pozitif tam sayı ise, bu takdirde v u  için = v u
vp p

G p G   

eşitliği yazılır. Özellikle, her 2v   için 2p p
G G  ise, o halde 

1= v
vp p

G p G   dir [23]. 

 

Teorem 3.2.1.2: m  pozitif bir tam sayı ve  
m

G  devirli grubu ise 1k m
C   ve k m

M  

devirli gruplarından herhangi biri ve 1t   olmak üzere 
=1

=
t

e
i

i

i

m p  olacak şekilde asal 

çarpanlarına ayrılmış olsun. Burada 
ip  ler farklı asal sayılardır. O zaman 

1 2
1 2

, , , ee e k
km p p p

G okek G G G 
 

 dır [23]. 

  nx m  genelleştirilmiş k-merteben Pell-circulant dizisi ve   na m  k-basamak Pell-

circulant dizisi m  modülüne göre sırasıyla indirgenirse, tekrar eden, 

           1 2 3= , , , , ,n jx m x m x m x m x m  

ve  
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           1 2 3= , , , , ,n ja m a m a m a m a m  

dizileri elde edilir ve    modi ix m x m  ve    modj ja m a m  dir. Ayrıca 

genelleştirilmiş k-merteben Pell-circulant ve k-basamak Pell-circulant dizilerinin 

tanımlarında olduğu gibi benzer indirgemeleri bağıntılara sahiptirler. 

 

Teorem 3.2.1.3:   na m  dizisi her m  pozitif tam sayısı için basit periyodiktir. Benzer 

şekilde   nx m  dizisi  1obeb det , 1kC m   ise basit periyodik bir dizidir [23]. 

  na m  ve   nx m  dizilerinin periyodu sırasıyla  k

al m  ve  k

xl m  ile ifade edilsin. 

 

Sonuç 3.2.1.1: i.  1obeb det , 1kC p   olacak şekilde p  asal bir sayı olsun. O zaman 

    11k

x k p
l p k C     dir. 

ii. Her p  asal sayısı için  k

a k p
l p M  dir.  

O halde  A p
 kümesi devirli bir gruptur [23]. 

 

Sonuç 3.2.1.2: p  bir asal sayı ve   olsun. O zaman  A p
 devirli grubu k p

M   

devirli grubuna izomorftur [23]. 

 

3.2.2 Gruplarda k -basamak Pell-Circulant Dizileri 

 

Tanım 3.2.1.1: G X ,  1 2, , , jX x x x , j -gerenlisi için sonlu geren grubu olsun. 

O halde G  grubundaki k-basamak Pell-circulant dizisi aşağıdaki tanımlanır: 

2j   ise  

         
1 2 1 1 2

1 1 2 2 3 1 2 1 2 1, , , , k k kb x b x b x x b b b b
    

      

ve 1n   için  

      
1 1 2

1 2 1k n n n n k n kb b b b b
  

      , 

3j   ise  
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1 1 2 2, , , i jb x b x b x    

ve 1n   için  

       

      

1 1 1 2

1 2 2 1

1 1 2

1 2 1

,  ise,

,  ise

i n i n

i n

i n k i n k i n i n

b b b b j n k
b

b b b b j n k

   

   

   

        

  
 

 

 

şeklinde tanımlanır [23]. 

1, , jx x  ile üretilen bir grubun k-basamak Pell-circulant dizisi  1; , ,k jPC G x x  ile 

ifade edilsin. 

 

Teorem 3.2.1.1: G X ,  1 2, , , jX x x x  tarafından üretilen sonlu bir grup olsun. 

O halde G  deki k-basamak Pell-circulant dizisi periyodiktir. Özellikle, k j  ise G  

deki k-basamak Pell-circulant dizisi basit periyodiktir [23]. 

 1; , ,k jPC G x x  dizisinin periyodu  1; , ,k jLPC G x x  ile ifade edilsin. 

 

Teorem 3.2.1.2:  ,x y  geren çifti için 
2nQ  genelleştirilmiş quaternion grubundaki k-

basamak Pell-circulant dizilerinin periyotları: 

i.  3 2
; , 7nLPC Q x y  , 

ii. 4k   için    2

2
; , 2 2n

n k

k aLPC Q x y l    

şeklinde elde edilir [23]. 

 

Teorem 3.2.1.3:  ,y x  geren çifti için 
2nQ  genelleştirilmiş quaternion grubundaki k-

basamak Pell-circulant dizilerinin periyotları: 

i.   3

3 2
; , 2 7n

nLPC Q x y   , 

ii. 4k   için    2

2
; , 2 2n

n k

k aLPC Q x y l    

şeklinde elde edilir [23]. 
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3.3 Jacobsthal-Circulant Dizileri 

 

 f x  polinomu için 
3C  circulant matrisi aşağıdaki gibi yazılabilir: 

3

2   1 1

1 2   1

  1 1 2

C

  
 

  
 
   

. 

3-üncü, 4-üncü ve 5-inci mertebelerden indirgemeli bağıntılar yardımıyla 

genelleştirilmiş Jacobsthal-circulant dizisi  

1 2 0c cJ J   ve 3 1cJ   başlangıç değerleri ile birlikte ve 3n   için 

                               

1 2 3

2 3 4

3 4 5

2 , 1 mod 3,

2 , 2 mod 3,

2 , 0 mod 3

C C C

n n n

C C C C

n n n n

C C C

n n n

J J J n

J J J J n

J J J n

  

  

  

   


   

   

                                 (3.3.1) 

şeklinde tanımlanır [26]. 

1n   için,  

                                   

 
3 3 3 2 3 1

3 3 1 3 3 3 2

3 2 3 1 3 3

C C C

n n n
n C C C

n n n

C C C

n n n

J J J

C J J J

J J J

  

  

  

 
 

  
 
 

                                               (3.3.2) 

matematiksel tümevarım yöntemi kullanılarak ispatlanabilir olduğu kolaylıkla görülür. 

Burada 
3det 14C    olduğu açıktır [26]. 

 (3.3.1) eşitsizliği kullanılarak birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-circulant dizileri 

sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır [26]: 

1 1

1 2 0J J   ve 
1

3 1J   başlangıç değerleri ile birlikte ve 3n   için 

                                               
1 1 1 1

1 2 32n n n nJ J J J      ,                                           (3.3.3) 

2 2 2

1 2 3 0J J J    ve 
2

4 1J   başlangıç değerleri ile birlikte ve 4n   için 

                                               
2 2 2 2

2 3 42n n n nJ J J J                                                   (3.3.4) 

ve 

3 3

1 4 0J J    ve 
3

5 1J   başlangıç değerleri ile birlikte ve 5n   için 

                                               
3 3 3 3

3 4 52n n n nJ J J J      .                                           (3.3.5) 
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Birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-circulant dizilerinin üreteç fonksiyonları 

sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır [26]: 

   
2

1

3 22 1

x
g x

x x x


  
, 

   
3

2

4 3 22 1

x
g x

x x x


    

ve 

   
4

3

5 4 32 1

x
g x

x x x

   

. 

 (3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) ifadeleri kullanılarak, birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-

circulant dizileri için Companion matris formundaki üreteç matrisleri; 

 1

1 1 2

  1 0   0

  0 1   0

JM

  
 


 
  

, 

 2

0 1 2 1

1 0   0   0

0 1   0   0

0 0   1   0

JM

  
 
 
 
 
 

 

ve 

 3

0 0 2 1 1

1 0   0   0 0

0 1   0   0 0

0 0   1   0 0

0 0   0   1 0

JM

  
 
 
 
 
 
  

 

şeklinde olup, burada  1

JM ,  2

JM  ve  3

JM  matrisleri sırasıyla birinci, ikinci ve üçüncü 

tür Jacobsthal-circulant matrisleri olarak adlandırılır [26]. 

n  üzerinden tümevarım uygulanarak birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-circulant 

matrislerinin n -inci kuvvetleri 

                              
  

1 1 1 1

3 4 3 2

1 1 1 1 1

2 3 2 1

1 1 1 1

1 2 1

2

2

2

n n n n
n

J n n n n

n n n n

J J J J

M J J J J

J J J J

   

   

  

  
 

   
   

,                                     (3.3.6) 
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2 2 2 2 2

4 5 6 4 3

2 2 2 2 2
2 3 4 5 3 2

2 2 2 2 2

2 3 4 2 1

2 2 2 2 2

1 2 3 1

n n n n n

n
n n n n n

J

n n n n n

n n n n n

J J J J J

J J J J J
M

J J J J J

J J J J J

    

    

    

   

  
 

  
  
 

   

                                 (3.3.7) 

ve 

                        

3 3 3 3 3 3

5 6 7 3 4 4

3 3 3 3 3 3

4 5 6 2 3 3

3 3 3 3 3 3 3

3 4 5 1 2 2

3 3 3 3 3 3

2 3 4 1 1

3 3 3 3 3 3

1 2 3 1

n n n n n n

n n n n n n
n

J n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

J J J J J J

J J J J J J

M J J J J J J

J J J J J J

J J J J J J

     

     

     

    

   

  
 

  
   
 

  
   

                           (3.3.8)  

şeklinde elde edilir. Burada  1
det 2JM    ve    2 3

det det 1J JM M   olduğu kolaylıkla 

görülmektedir [26]. 

İndirgemeli bir dizi için Simpson formülü üreteç matrisinin determinantından elde 

edilebilir olduğu bilinmektedir. Bu yüzden genelleştirilmiş Jacobsthal-circulant dizisi 

için Simpson formülü 

       
3 3 3

3 3 3 2 3 1 3 3 3 2 3 13 14
nC C C C C C

n n n n n nJ J J J J J           
 

şeklindedir [26].
 

Birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-circulant dizilerinin karakteristik denklemlerinin 

çoklu köke sahip olmadığını görmek kolaydır. Yani,  1

JM ,  2

JM  ve  3

JM  matrislerinin 

özdeğerleri birbirinden farklı olduğu açıktır.  1

JM ,  2

JM  ve  3

JM  matrislerinin 

özdeğerlerinin kümesi sırasıyla
 

      1 1 1

1 2 3, ,x x x ,         2 2 2 2

1 2 3 4, , ,x x x x  ve 

          3 3 3 3 3

1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  olsun. 1,2,3k   için    2 2k k    tipli 
 k

V  Vandermonde 

matrisinin
 

 

           
           

       

1 1 1 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1

k k k k
k k k k

k k

k k k k
k k k k

k k
k

k k k k

k k

x x x x

x x x x
V

x x x x

   

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

şeklinden ifade edildiğini düşünelim. 
i

kW  matrisi; 
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2

1

2

2

2

2

n k i
k

n k i
k

i

k

n k i
k

k

x

x
W

x

  

  

  



 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

şeklinde ifade edilsin ve 
 ,k i

jV  matrisi,  k
V  matrisinin j -inci sütununun 

i

kW  sütun 

matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin.   

 

Teorem 3.3.1: 
k

nJ , 1,2,3k   için k -inci tür dizinin n -inci terimi olsun. O halde  

 
 

 

,

, det

det

k i

k n j

ij k

V
m

V
  

dır. Burada 
    ,

n
k k n

J ijM m 
   şeklinde ifade edilir [26].   

 

3.3.1 
3C , 

 1

JM , 
 2

JM  ve 
 3

JM  Matrisleri Yardımıyla Devirli Grupların Elde 

Edilmesi  

 

ija  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijA a    matrisi için,  A  nin her elemanının 

modm  ye göre indirgenmesi sonucu  modA m  olarak ifade edilir. Yani  mod =A m  

  modija m  dir.   = mod 0i

m
A A m i   olsun. Eğer  obeb ,det 1m A   ise o 

zaman 
m

A  bir devirli gruptur. Eğer  obeb ,det 1m A   ise o zaman 
m

A  bir yarı 

gruptur. 
m

A  grubunun mertebesi 
m

A  ile gösterilir. 
3det = 14C   olduğundan 3 m

C  

devirli bir gruptur ve  obeb , 14 1m    dir. Benzer şekilde her pozitif m  tam sayı için

   2 3
det det 1J JM M   olduğundan dolayı 

 2

J
m

M  ve 
 3

J
m

M   devirli bir gruptur. 

Ayrıca m  tek tam sayı ise 
 1

J
m

M  devirli bir gruptur. Şimdi 
3C , 

 1

JM , 
 2

JM  ve 
 3

JM  

matrisleri ile üretilen devirli grupların mertebelerini göz önüne alalım. 
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Teorem 3.3.1.1:   bir asal sayı ve n N  için nG


 devirli grubu ise 3 nC


,  

 1
,

nJM


 
 2

nJM


 ve 
 3

nJM


 devirli gruplarından herhangi biri olsun. Eğer u , 

= uG G
 

 eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı ise bu takdirde v u  için 

= v u
vG G

 
    eşitliği yazılır. Özellikle her 2v   için 2G G

 
  ise, o 

zaman 1= v
vG G

 
    dir [26]. 

 

Teorem 3.3.1.2: m  pozitif bir tam sayı ve  
m

G  devirli grubu ise 3 m
C , 

 1

J
m

M , 

 2

J
m

M  ve 
 3

J
m

M  devirli gruplarından herhangi biri olsun. Farz edelim ki 1k   için  

=1

=
k

e
i

i

i

m   olacak şekilde asal çarpanlarına ayrılmış olsun. Burada 
i  ler farklı asal 

sayılardır. O zaman 
1 2

1 2

, , , ee e k
km

G okek G G G
  

 
 

 dır [26]. 

  nJ m  genelleştirilmiş Jacobsthal-circulant dizisi ve   k

nJ m  birinci, ikinci ve 

üçüncü tür Jacobsthal-circulant dizileri m  modülüne göre sırasıyla indirgenirse, tekrar 

eden, 

           1 2 3= , , , , ,n iJ m J m J m J m J m  

ve  

           1 2 3= , , , , ,k k k k k

n iJ m J m J m J m J m  

dizileri elde edilir ve burada 1,2,3k   için    modi iJ m J m  ve 

   modk k

i iJ m J m  dir. Ayrıca (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) ifdelerinde olduğu 

gibi benzer indirgemeli bağıntılara sahiptirler. 

 

Theorem 3.3.1.3:  C

nJ ,  1

nJ ,  2

nJ  ve  3

nJ  dizilerinin m  modülüne göre durumları 

için: 

i.    C

nJ m  dizisi her m  pozitif tam sayısı için periyodiktir.  

ii.   2

nJ m  ve   3

nJ m  dizileri her m  pozitif tam sayısı için basit periyodiktir.  
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iii.   1

nJ m  dizisi her m pozitif tam sayısı için periyodiktir. Özellikle m  tek tam sayı 

ise   1

nJ m  dizisi basit periyodik olacaktır [26]. 

  C

nJ m ,   1

nJ m ,   2

nJ m  ve   3

nJ m  dizilerinin periyotları sırasıyla   C

Jl m , 

 1

Jl m ,  2

Jl m  ve  3

Jl m  ile ifade edilsin. 

 

Sonuç 3.3.1.1:   asal bir sayı olsun. O zaman 
 

i. 2,7   ise   33C

Jl C


    dir. 

ii. 2   asal sayısı için  1

Jl   periyodu 
 1

JM


 devirli grubunun periyoduna eşitttir. 

Ayrıca her   asal bir sayısı için    22

J Jl M


   ve    33

J Jl M


   dir [26]. 

 

3.3.2 Gruplarda Birinci, İkinci ve Üçüncü tür Jacobsthal-Circulant Dizileri 

 

Tanım 3.3.2.1.1: G X ,  1 2, , , jX x x x , j -gerenlisi için sonlu geren grubu 

olsun. O halde birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-circulant orbitleri sırasıyla 

aşağıdaki tanımlanır [26]: 

 

   

     

12 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4

2 12 2 2 2

1 1 2 1 3 2 4 3

5 2 12 2 2 2

1 1 2 1 3 1 4 2

, , , , 4 ise,

, , , , 3 ise,

, , , , 2 ise

x x x x x x x x j

x x x x x x x x j

x x x x x x x x j





 

     



    


    

 

başlangıç değerleri ile birlikte ve 5n   için  

     
1 2

2 2 2 2

4 3 2n n n nx x x x
 

   , 

   
1

2

, , jx x
J G  ile  1 2, , , jx x x , j -geren çifti için ikinci tür Jacobsthal-circulant 

orbitlerini gösterelim. 

 

Teorem 3.3.2.1: Sonlu bir grubun ikinci tür Jacobsthal-circulant orbiti basit periyodiktir 

[26]. 

   
1

2

, , jx x
LJ G  ile 

   
1

2

, , jx x
J G  dizisinin periyot uzunluğu ifade edilsin.  
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Teorem 3.3.2.2: 3n   için [26]: 

   2

, ,

6      çift ise,
,2,2

12    tek ise.
x y z

n n
LJ n

n n


 
  

 

 

3.4 Padovan-Circulant Dizileri 

 

 f x  polinomu için 
4C  circulant matrisi aşağıdaki gibi yazılabilir:

 

4

-1 -1 1 0

-1 1 0 -1

1 0 -1 -1

0 -1 -1 1

C

 
 
 
 
 
 

. 

4C  matrisi kullanılarak genelleştirilmiş Padovan-circulant dizisi:  

1 2 3 0x x x    ve 
4 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 4n   için 

                                  

2 3 4

2 4 5

3 4 6

4 5 6

, 1 mod 4,

, 2 mod 4,

, 3 mod 4,

, 0 mod 4,

n n n

n n n

n

n n n

n n n

x x x n

x x x n
x

x x x n

x x x n

  

  

  

  

  

   

 
   
   

                                 (3.4.1) 

şeklinde tanımlanır [21]. 

1n   için, tümevarım yöntemi kullanılarak 

 4 1 4 1 42 1
n

n n nx x x      

ve 

4 2 4 4 12 1n n nx x x     

yazılabilir [21]. 

0n   için 

                                

   

   

4 4 4 3 4 2 4 1

4 3 4 4 4 1 4 2

4

4 2 4 1 4 4 4 3

4 1 4 2 4 3 4 4

1 1

1 1

n n

n n n n

n n n n n

n n

n n n n

n n n n

x x x x

x x x x
C

x x x x

x x x x

   

   

   

   

  
 
 

  
  

  

                      (3.4.2) 
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matematiksel tümevarım yöntemi kullanılarak ispatlanabilir olduğu kolaylıkla görülür. 

Burada 
4det 5C   olduğu için genelleştirilmiş Padovan-circulant dizisi için Simpson 

fomülü 

           

         

   

2 2
2 1 2 2 2

4 2 4 4 4 1 4 3

1 2 2 2 2

4 2 4 4 4 1 4 3

4 1 4 2 4 3 4 4

1 1

2 1

8 1 5 .

n n

n n n n

n

n n n n

n n

n n n n

x x x x

x x x x

x x x x



   



   

   

       
   

       
   

 

 

şeklinde yazılabilir [21]. 

(3.4.1) eşitsizliği kullanılarak birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant 

dizileri sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır [21]: 

1 1 1

1 2 3 0x x x    ve 
1

4 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 5n   için 

                                                 
1 1 1 1

2 3 4n n n nx x x x     ,                                               (3.4.3) 

2 2 2 2

1 2 3 4 0x x x x     ve 
2

5 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 6n   için 

                                                 
2 2 2 2

2 4 5n n n nx x x x      ,                                            (3.4.4) 

3 3 3 3 3

1 2 3 4 5 0x x x x x      ve 
3

6 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 7n   için 

                                                
3 3 3 3

3 4 6n n n nx x x x                                                    (3.4.5) 

ve 

4 4 4 4 4

1 2 3 4 5 0x x x x x      ve 
4

6 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 7n   için  

                                                
4 4 4 4

4 5 6n n n nx x x x     .                                               (3.4.6) 

Birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant dizilerinin üreteç 

fonksiyonları sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır [21]: 

   
3

1

4 3 2 1

x
g x

x x x


  
, 

   
4

2

5 4 2 1

x
g x

x x x


  
, 

   
5

3

6 4 3 1

x
g x

x x x

   

 

ve 

   
5

4

6 5 4 1

x
g x

x x x


  
. 
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(3.4.3), (3.4.4), (3.4.5) ve (3.4.6) ifadeleri kullanılarak, birinci, ikinci, üçüncü ve 

dördüncü tür Padovan-circulant dizileri için Companion matris formundaki üreteç 

matrisleri; 

 1

0 1 -1 -1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

PM

 
 
 
 
 
 

, 

 2

0 -1 0 1 -1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

PM

 
 
 
 
 
 
  

, 

 3

0 0 -1 -1 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

PM

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

ve 

 4

0 0 0 1 -1 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

PM

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

şeklinde olup, burada  1

PM ,  2

PM ,  3

PM  ve  4

PM  matrisleri sırasıyla birinci, ikinci, 

üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant matrisleri olarak adlandırılır [21]. 

n  üzerinden tümevarım uygulanarak birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-

circulant matrislerinin n -inci kuvvetleri 

                    

1 1 1 1 1

4 5 3 2 3

1 1 1 1 1
1 3 4 2 1 2

1 1 1 1 1

2 3 1 1

1 1 1 1 1

1 2 1

n n n n n

n
n n n n n

P

n n n n n

n n n n n

x x x x x

x x x x x
M

x x x x x

x x x x x

    

    

   

  

   
 

   
   
 

    

, 1n   için                       (3.4.7) 
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2 2 2 2 2 2 2

5 6 3 2 4 3 4

2 2 2 2 2 2 2

4 5 2 1 3 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

3 4 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2

2 3 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1

n n n n n n n

n n n n n n n
n

P n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

x x x x x x x

x x x x x x x

M x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

      

      

     

    

    

   
 

   
    
 

   
    



, 2n   için              (3.4.8) 

         
  

3 3 3 3 3 3 3

6 7 8 3 5 4 5

3 3 3 3 3 3 3

5 6 7 2 4 3 4

3 3 3 3 3 3 3
3 4 5 6 1 3 2 3

3 3 3 3 3 3 3

3 4 5 2 1 2

3 3 3 3 3 3 3

2 3 4 1 1 1

3 3 3

1 2 3 2

n n n n n n n

n n n n n n n

n
n n n n n n n

P

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x
M

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x

      

      

      

     

     

   











3 3 3 3

1n n nx x x

 
 
 
 
 
 
 
 

  

, 2n   için                (3.4.9)  

ve 

        
  

4 4 4 4 4 4 4

6 7 8 9 5 4 5

4 4 4 4 4 4 4

5 6 7 8 4 3 4

4 4 4 4 4 4 4
4 4 5 6 7 3 2 3

4 4 4 4 4 4 4

3 4 5 6 2 1 2

4 4 4 4 4 4 4

2 3 4 5 1 1

4

1

n n n n n n n

n n n n n n n

n
n n n n n n n

P

n n n n n n n

n n n n n n n

n n

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x
M

x x x x x x x

x x x x x x x

x x

      

      

      

      

     



  

  

  


  

  
4 4 4 4 4 4

2 3 4 1n n n n nx x x x x   

 
 
 
 
 
 
 
 

    

, 1n   için            

(3.4.10) 

şeklinde elde edilmiştir. Burada 
     1 4

det det 1
n n

P PM M   ve 

       2 3
det det 1

n n n

P PM M    olduğu kolaylıkla görülmektedir [21]. 

 1

PM ,  2

PM ,  3

PM  ve  4

PM  matrislerinin özdeğerleri birbirinden farklı olduğu açıktır. 

 1

PM ,  2

PM  ve  3

PM  matrislerinin özdeğerlerinin kümesi sırasıyla
 

        1 1 1 1

1 2 3 4, , ,    , 

          2 2 2 2 2

1 2 3 4 5, , , ,      ve             3 3 3 3 3 3

1 2 3 4 5 6, , , , ,       olsun. 1 3k   için 

   3 3k k    tipli 
 k

V  Vandermonde matrisinin 
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2 2 2 2

1 2 2 3

1 1 1 1

1 2 2 3

1 2 2 3

1 1 1 1

k k k k
k k k k

k k

k k k k
k k k k

k k
k k

k k k k

k k

V V

   

   

   

   

 

   

 

 

 
 
 
 
  
 
 
 
  

 

şeklinden ifade edildiğini düşünelim. 
i

kW  matrisi: 

  
  

  

3

1

3

2

3

3

n k i
k

n k i
k

i

k

n k i
k

k

W







  

  

  



 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

şeklinde ifade edilsin ve 
 ,k i

jV  matrisi,  k
V  matrisinin j -inci sütununun 

i

kW  sütun 

matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin. 

 

Teorem 3.4.1: 
k

nx , 1 3k   için k -inci tür dizinin n -inci terimi olsun. O halde  

 
 

 

,

, det

det

k i

k n j

ij k

V
m

V
  

dır. Burada 
    ,

n
k k n

P ijM m 
   şeklinde ifade edilir [21].  

 

3.4.1 
4C , 

 1

PM , 
 2

PM , 
 3

PM  ve 
 4

PM  Matrisleri Yardımıyla Devirli Grupların Elde 

Edilmesi  

 

ija  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijA a    matrisi için,  A  nin her elemanının 

modm  ye göre indirgenmesi sonucu  modA m  olarak ifade edilir. Yani  mod =A m  

  modija m  dir.   = mod 0n

m
A A m n   olsun. Eğer  obeb det , =1A m  ise o 

zaman 
m

A  bir devirli gruptur. 
m

A  grubunun mertebesi 
m

A  ile gösterilir. 

4det = 5C  olduğundan kolaylıkla görülür ki her pozitif m  tam sayı için 4 m
C  devirli 
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bir gruptur ve  obeb 5, =1m  dir. Benzer şekilde her pozitif m  tam sayı için 
 1

P
m

M , 

 2

P
m

M , 
 3

P
m

M  and 
 4

P
m

M   devirli bir gruptur. Şimdi 
4C , 

 1

P
m

M , 
 2

,P
m

M

 3

P
m

M  and 
 4

P
m

M  matrisleri ile üretilen devirli grupları göz önüne alalım. 

Teorem 3.4.1.1: p  bir asal sayı ve N   için 
p

G   devirli grubu ise 4 p
C  , 

 1
,P

p
M


  2

P
p

M


, 
 3

P
p

M

 ve  4

P
p

M


 devirli gruplarından herhangi biri olsun. 

Eğer u , = up p
G G  eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı ise bu takdirde 

v u  için = v u
vp p

G p G   eşitliği yazılır. Özellikle her 2v   için 2p p
G G  

ise, o zaman 1= v
vp p

G p G   dir [21]. 

 

Teorem 3.4.1.2: 
m

G  devirli grubu 4 m
C , 

 1

P
m

M , 
 2

P
m

M , 
 3

P
m

M  ve 
 4

P
m

M  

devirli gruplarından herhangi biri ve 1t   olmak üzere 
=1

=
t

e
i

i

i

m p  olacak şekilde asal 

çarpanlarına ayrılmış olsun. Burada 
ip  ler farklı asal sayılardır. O zaman 

1 2
1 2

, , , ee e k
km p p p

G okek G G G 
 

 dır [21]. 

  nx m  genelleştirilmiş Padovan-circulant dizisi ve   k

nx m  birinci, ikinci, üçüncü ve 

dördüncü tür Padovan-circulant dizileri m modülüne göre sırasıyla indirgenirse, tekrar 

eden, 

           1 2 3= , , , , ,n jx m x m x m x m x m  

ve  

           1 2 3= , , , , ,k k k k k

n jx m x m x m x m x m  

dizileri elde edilir ve burada 1 4k   için    modj jx m x m  ve    modk k

j jx m x m  

dir.  
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Teorem 3.4.1.3: 1 4k   için,   k

nx m  dizisi her m  pozitif tam sayısı için basit 

periyodik bir dizidir. Benzer şekilde   nx m  dizisi  5, 1obeb m   ise basit periyodik 

bir dizidir [21]. 

Sırasıyla  pl m  ve 1 4k   için  k

pl m  notasyonları ile   nx m  ve   k

nx m  

dizilerinin periyodu  ifade edilsin. O zaman (3.4.2), (3.4.7), (3.4.8), (3.4.9) ve (3.4.10) 

iafadeleri için de aşağıdaki sonuçları elde edilir. 

Sonuç 3.4.1.1: p  asal bir sayı olsun. O zaman  

i. 5p   ise   44P p
l p C   dir. 

ii. 1 4k   için  k k

P P p
l p M  dir [21]. 

 

Sonuç 3.4.1.2: p  bir asal sayı ve    olsun. O zaman  1A p
,  2A p

,  3A p
 ve 

 4A p
 devirli grupları sırasıyla 

 1

P
p

M

, 

 2

P
p

M


, 
 3

P
p

M

 and 

 4

P
p

M


 devirli 

gruplarına izomorftur [21]. 

 

3.4.2 Gruplarda Birinci, İkinci, Üçüncü ve Dördüncü tür Padovan-Circulant 

Dizileri 

 

Tanım 3.4.2.1:  1 2, , , jx x x X , j -gerenlisi için birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü 

tür Padovan-circulant orbitleri sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır [21]: 

 

 

   

11 1 1 1

1 1 2 2 3 3 4 4

11 1 1 1

1 1 2 1 3 2 4 3

2 11 1 1 1

1 1 2 1 3 1 4 2

, , , , 4 ise,

, , , , 3 ise,

, , , , 2 ise

a x a x a x a x j

a x a x a x a x j

a x a x a x a x j





 

     



    


    

 

başlangıç değerleri ile birlikte ve 1n   için

      
1 1

1 1 1 1

4 1 2n n n na a a a
 

   ,  
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12 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

1 12 2 2 2 2

1 1 2 1 3 2 4 3 5 4

1 1 12 2 2 2 2

1 1 2 1 3 1 4 2 5 3

1 1 12 2 2 2 2

1 2 1 3 1 4 1 5 2

, , , , , 5 ise,

, , , , , 4 ise,

, , , , , 3 ise,

, , , , , 2 ise

a x a x a x a x a x j

a x a x a x a x a x j

a x a x a x a x a x j

a e a x a x a x a x j



 

  

  

      

      


     


     

 

başlangıç değerleri ile birlikte ve 1n   için

     
1 1

2 2 2 2

5 1 3n n n na a a a
 

   ,  

3 3 3 3 3 3

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

3 3 3 3 3 3

1 2 1 3 2 4 3 5 4 6 5

3 3 3 3 3 3

1 1 2 3 1 4 2 5 3 6 4

3 3 3 3 3 3

1 1 2 1 3 4 1 5 2 6 3

3

1

, , , , , , 6 ise,

, , , , , , 5 ise,

, , , , , , 4 ise,

, , , , , , 3 ise,

a x a x a x a x a x a x j

a e a x a x a x a x a x j

a x a e a x a x a x a x j

a x a x a e a x a x a x j

a

      

      

      

      
3 3 3 3 3

1 2 1 3 1 4 5 1 6 2, , , , , , 2 isex a x a x a e a x a x j








       

 

başlangıç değerleri ile birlikte ve 1n   için

     
1 1

3 3 3 3

6 2 3n n n na a a a
 

    

ve 

 

 

 

   

     

14 4 4 4 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

14 4 4 4 4 4

1 1 2 1 3 2 4 3 5 4 6 5

2 14 4 4 4 4 4

1 1 2 1 3 1 4 2 5 5 3 6 4

3 2 14 4 4 4 4

1 1 2 1 3 1 4 1 5 2

, , , , , , 6 ise,

, , , , , , 5 ise,

, , , , , , 4 ise,

, , , , ,

a x a x a x a x a x a x j

a x a x a x a x a x a x j

a x a x a x a x a x a x j

a x a x a x a x a x a





 

 

      

      

      

    

       

4

6 3

5 3 2 14 4 4 4 4 4

1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 2

, 3 ise,

, , , , , , 2 ise

x j

a x a x a x a x a x a x j
  








 


      

 

başlangıç değerleri ile birlikte ve 1n   için

      
1 1

4 4 4 4

6 1 2n n n na a a a
 

   . 

   
1

1

, , jx x
P G , 

   
1

2

, , jx x
P G , 

   
1

3

, , jx x
P G  ve 

   
1

4

, , jx x
P G  ile sırasıyla birinci, ikinci, 

üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant orbitlerini gösterelim. 

 

Teorem 3.4.2.1: Sonlu bir grubun birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-

circulant orbitleri basit periyodiktir [21]. 

1 4k   için 
   

1 , , j

k

x x
LP G  ile 

   
1 , , j

k

x x
P G  orbitlerinin periyot uzunluğu ifade edilsin. 
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Teorem 3.4.2.2: 
4 2 2 1 1

8 , : , ,Q x y x e y x y xy x      takdimiyle verilen 
8Q  

quaternion grubunu ele alalım. O zaman    1

8,
14

x y
LP Q  ,    2

8,
30

x y
LP Q  , 

   3

8,
62

x y
LP Q   ve    4

8,
62

x y
LP Q   dir [21]. 

 

Teorem 3.4.2.3:  2 2, :
n

nD x y x y xy e     takdimiyle verilen 
nD  Dihedral 

grubunu ele alalım. O zaman 

   1

,

7
, 0 mod 4,

2

7 , 2 mod 4,

14 , diğer durumlarda,

nx y

n
n

LP D n n

n





 




 

   2

,

15
, 0 mod 4,

2

15 , 2 mod 4,

30 , diğer durumlarda

nx y

n
n

LP D n n

n








 


  
 



 

ve 

       3 4

, ,

31
, 0 mod 4,

2

31 , 2 mod 4,

62 , diğer durumlarda

n nx y x y

n
n

LP D LP D n n

n








 


   

 



 

dir. Burada , N    dir [21]. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

 

4.1 Fibonacci-circulant-Hurwitz Sayıları 

 

 2f x  polinomu yardımıyla 
2M  Hurwitz matrisi aşağıdaki gibi yazılabilir: 

2

0 1 1   0   0

1 0   1   0   0

0 0   1 1   0

0 1   0   1   0

0 0   1   0 1

M

 
 
 
  
 
 
  

. 

2M  matrisi kullanılarak ikinci tür Fibonacci-circulant-Hurwitz dizisi  

2 2

1 4 0a a   , 
2

5 1a   

başlangıç değerleri ile birlikte ve 5n   için 

2 2 2 2 2

1 1 2 4n n n n na a a a a         

şeklindeki bağıntı ile tanımlanır [30]. 

İkinci tür Fibonacci-circulant-Hurwitz dizisinin genelleştirilmiş bir formu olan ve 

genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz dizisi olarak adlandırılan yeni bir diziyi 

düşünelim. Bu dizi 

1 1 0k k

ka a    , 1k

ka   

başlangıç değerleri ile birlikte ve n k  için 

                                         1 1 3 1

k k k k k

n n n n k n ka a a a a                                           (4.1.1) 

şeklindeki indirgeme bağıntısıyla tanımlanır. Burada 4k   dir [30]. 
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(4.1.1) bağıntısı kullanılarak 

                     ,

1 1 1 1 0 1

  1 0 0 0 0 0

  0 1 0 0 0 0

  0 0 1 0 0 0

  

  0 0 0 1 0 0

  0 0 0 0 1 0

k i j k k
M m



 
 
 
 
 

     
 
 
 
 
 

                                      (4.1.2) 

matrisi yazılabilir. 
kM  matrisi, genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz matrisi 

olarak adlandırılır. Ayrıca 4k   için    
1

det 1
k

kM


   dir [30]. 

n  üzerinden tümevarım uygulanarak, 

 

4 4 4 4 4

4 3 1 2 3

4 4 4 4 4

3 2 1 2

4 4 4 4 4 4

2 1 1 1

4 4 4 4 4

1 2 1

n n n n n

n n n n n n

n n n n n

n n n n n

a a a a a

a a a a a
M

a a a a a

a a a a a

    

   

   

  

 
 

 
 
 

  

, 

 

5 5 5 5 5 5 5

5 6 5 4 2 3 4

5 5 5 5 5 5 5

4 5 4 3 1 2 3

5 5 5 5 5 5 5
5 3 4 3 2 1 2

5 5 5 5 5 5 5

2 3 2 1 1 1

5 5 5 5 5 5 5

1 2 1 2 1

n n n n n n n

n n n n n n n
n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

a a a a a a a

a a a a a a a

M a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

      

      

     

     

    

  
 

  
   
 

  
   

 

ve 6k   için 

 

 

1 1 3 2 1

1 1 2 4 3 2

2 1 2 3 5 4 3

*

1 2 1 2 1

k k k k k k k

n k n k n k n k n k n k n k

k k k k k k k

n k n k n k n k n k n k n k

n k k k k k k k

n k n k n k n k n k n k n kk

k

k k k k k k k

n n n n n n n

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a aM

M

a a a a a a a

           

            

             

    

  
 

  
  




  k k





 

şeklindeki matrisler elde edilir. Burada 

 

1 4 2 1 5 3 1 2 4

* 2 3 1 2 4 2 2 3 5

4 2 5 3 1

k k k k k k k k k

n k n n n k n n n k n k n k

k k k k k k k k k

n k n n n k n n n k n k n k

k

k k k k k k k k

n n k n k n n k n k n n n

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a
M

a a a a a a a a a

             

             

        

        

        


        
 3 5

k

k k  

 
 
 
 
 
  

 

dır [30]. 
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Lemma 4.1.1: Genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz sayılarının karakteristik 

denlemi 
1 2 2 1 0k k kx x x x        olup 4k   için çok katlı kökü yoktur [30]. 

 

İspat:   1 2 2 1k k kf x x x x x        olsun.  1 0f   olduğu kolaylıkla görülür. 

     1h x x f x   gözönüne alalım.  1 0f   olduğundan dolayı 1,  h x  in bir kökü 

olmasına rağmen çok katlı kökü değildir. O halde   0h u   ve  ' 0h u   dir. Ayrıca 

Mathematica Wolfram 10.0 [88] programı kullanılarak 

       4 3 21 7 4 2 2 1 0k u ku k u k u k          denklemin bir çözümünün 

olmadığı görülür. Bu ise bir çelişkidir. Bu çelişki  f x  denkleminin çok katlı bir köke 

sahip olmadığını gösterir. 

Eğer 
1 2 2 1 0k k kx x x x        denkleminin kökleri 

1 2, , , kx x x  ise Lemma 4.1.1. 

ile bu köklerin birbirinden farklı olduğu kolaylıkla görülür.  

k k  tipli kV  Vandermonde matrisinin 

     

     

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

1 1 1

k k k

k

k k k

k
k

k

x x x

x x x

V

x x x

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinden ifade edildiğini düşünelim.  2 1p    tipli  kW i  matrisi; 

 

 

 

 

1

2

2

n k i

n k i

k

n k i

p

x

x
W i

x

 

 

 



 
 
 

  
 
 
  

 

şeklinde ifade edilsin ve  ,kV i j  matrisi 
kV  matrisinin j -inci sütununun  kW i  sütun 

matrisi ile değiştirilmesi sonucu elde edilsin. 

Bu durumda, Genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz sayıların Binet formülü için 

aşağıdaki teorem verilebilir: 

 

Teorem 4.1.1: 4k   bir tam sayı ve 1   için    
,k i jM m

  
 

 olsun. O halde 
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,

det ,k

i j k

V i j
m

V


  

dır [30]. 

 

İspat: 
1 2, , , kx x x  değerleri birbirinden farklı olduğu için 

kM  genelleştirilmiş 

Fibonacci-circulant-Hurwitz matrisi köşegenleştirilebilirdir. O zaman 
k k

k kM V V D  

eşitliği yazılabilir, burada  1 2, , ,k kD diag x x x   dır. kV  tersinir olduğu için 

 
1

k k

k kV M V D


  

eşitliği sağlanır. Bu ise 
kM  matrisinin 

kD  matrisine benzer olduğunu göstermektedir. O 

halde 1   için    k k

k kM V V D
 

  olduğu görülmektedir. Bu durumda 

           
           

           

1 2

,1 1 ,2 1 , 1

1 2

,1 2 ,2 2 , 2

1 2

,1 ,2 ,

                               

k k k i

i i i k

k k k i

i i i k

k k k i

i k i k i k k

m x m x m x

m x m x m x

m x m x m x

  

  

  

   

   

   

    

    




   

 

lineer denklem sitemi yazılabilir. Lineer denklem siteminin çözümünden ise, her 

, 1,2, ,i j k  için 

   
,

det ,k

i j k

V i j
m

V


  

olduğu görülmektedir. 

 

Sonuç 4.1.1: Farz edelim ki 
k

na , n -inci Genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz 

sayısı olsun. Bu durumda, 

   det , det 1, 1k k

k

n k k

V k k V k k
a

V V

 
   

dır [30]. 

 

Teorem 4.1.2: 
   , 1 2, , ,i j vc c c c


,  1 2, , , vC c c c  matrisinin  ,i j -inci elemanı olmak 

üzere, 
   , 1 2, , ,i j vc c c c


 aşağıdaki eşitlik ile verilir: 
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1

1 2

1 21

, 1 2 1

, , , 1 21 2

, , ,
   , , ,

k

k

kj j k tt

i j v k

t t t kk

t t tt t t
c c c c c c

t t tt t t

 
      

  
    

           (4.1.3) 

olup burada toplam negatif olmayan tam sayılar üzerinde 
1 22 kt t kt i j       

koşulunu sağlamaktadır ve 
 1 1

1 1

!

  , , ! !

k k

k k

t t t t

t t t t

    
 

 
 çok katlı bir katsayıdır. Eğer 

i j    ise (4.1.3) denklemindeki katsayılar 1 olarak tanımlanır[16]. 

 

Sonuç 4.1.2: 4k   bir tam sayı ve 
k

na , n -inci Genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-

Hurwitz sayısı için 

 

 

1 2

1 2 2

1

, , , 11 2

11

, , , 11 2

  , ,

   
  , ,

k

p

kk k
n

t t t kk

kk k

t t t kk

t tt
a

t tt t t

t tt t

t tt t t




  
  

    

  
  

    





 

olup, burada toplam negatif olmayan tam sayılar üzerinde 
1 22 kt t kt n     

koşulunu sağlamaktadır [30]. 

 

İspat: Teorem 4.1.2 de, i j k   ve 1i j k    seçilirse, (4.1.3) eşitliğinden sonuç 

açık olarak görülmektedir. 

 

Tanım 4.1.1: Eğer bir u v  tipli ,i jA a     gerçel matrisinin n -inci sütunu (veya satırı) 

iki tane sıfırdan farklı eleman içeriyor ise bu matrise n -inci sütuna (veya satıra) göre 

indirgenebilir (contractible) matris denir. 

1 2, , , ux x x  lar A  matrisinin satır vektörleri olsun. A  matrisi, , 0nm  , , 0nm   ve 

   olacak şekilde n -inci sütuna göre indirgenebilir ise    1 1u v    tipli , :nA   

matrisi, A  nin  -inci satırının , ,n nm x m x     ile değiştirilip  -inci satırının silinmesi 

sonucu elde edilebilir. n -inci sütun,   -inci satır ve  -inci satır ile bağıntılı indirgeme 

sütunu olarak adlandırılır. 

Eğer A , u  mertebeden  1u   bir gerçel matris ve B , A  nın bir indirgemesi ise 

   per A per B  dir[13]. 
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 ve  tipli  süper köşegen matrisi; 

,

1 eğer  ve  için 1 ,

eğer  ve 1 için 1 1,

 ve 2 için 1 2,

                           

1  ve 3 için 1 3,

 ve 1 için 1 1

                   v

p

i j

i s j s s u

i s j s s u

i s j s s u

n i s j s k s u k

i s j s k s u k

    

     

     

        

       

e

1 ve  için 1 1,

0 diğer durumlarda,

i s j s s u














     



 

şeklinde tanımlanır. Burada  tür [30].  

 

Teorem 4.1.3: , n -inci genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz sayısı ve   

için 

 

eşitliği elde edilir [30]. 

İspat: Denklemin  için sağlandığını kabul edelim. Bu durumda  için 

sağlandığı gösterilmelidir. Eğer  k

uN  matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı 

uygulanarak  k

uper N  genişletilir ise, 

 

eşitliği elde edilir. 

Buradan      1 1 1 3 1, , ,k k k k k k

u u k u u k u k uper N a per N a per N a          ,  1 1

k k

u k uper N a    

genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz sayılarının indirgeme bağıntıları 

kullanılarak  elde edilir. Böylece  üzerinden tümevarım yöntemi 

kullanılarak ispat  tamamlanır.  

 ve  için  tipli  ve  matrisleri; 

u k u u ,=k k

u i jN a  

4k 

k

na u k

  =k k

u u kper N a 

u k 1u 

         1 1 3 1=k k k k k

u u u u k u kper N per N per N per N per N         

  =k k

u u kper N a  u

>u k 4k  u u ,=k k

u i jH h   ,=k k

u i jT t  
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,

1 eğer  ve  için 1 1,

eğer  ve  için 1 2

        ve 1 3,

1  ve 1 için 1 1,

                   ve

1 ve  için 1 1,

0 diğer durumlarda,

k

i j

i s j s s u k

i s j s s u k

k

h i s j s k s u k

i s j s s u





      


      

   


        



     



 

ve 

 

şeklinde tanımlanır [30]. 

 

Teorem 4.1.4:  için 

, 

ve 

 

dir [30]. 

 

İspat: Teoremin ilk kısmını göz önüne alalım. Denklemin  için doğru olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, denklemin  için de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer   

matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  genişletilir ise, 

 

                         
 

                                      

elde edilir. Tümevarım yöntemi kullanarak ispat  tamamlanır. 

 

1
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Teoremin ikinci kısmı için,   matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı 

uygulanarak  genişletilir ise, 

 

eşitliği elde edilir. Bu sonuçla ispat tümevarım yöntemiyle kolaylıkla görülür. 

Genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz sayılarının üreteç fonksiyonu,  

olacak şekilde 

 

dır [30]. 

 

Teorem 3.1.5: Genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz sayılarının üstel 

(exponential) temsili aşağıdaki gibidir [30]: 

   3 1exp 1
i

i
k k k

i i

x
g x x x x x

i


 



 
      

 
 . 

 

İspat:  

ve  

   

 

 

2 2 2 3 1

2
2 2 3 1

2 3 1

ln 1 1

1
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2

1
1

k k k k

k k

i
i k k

x x x x x x x x x

x x x x x

x x x x x
i

  

 

 

            


      


         



 

olduğundan 

   3 1exp 1
i

i
k k k

i i

x
g x x x x x

i


 



 
      

 
  

dır. 

Şimdi genelleştirilmiş Fibonacci-circulant-Hurwitz sayılarının toplamsal temsillerini 

düşünelim.  

 olmak üzere  tipli  matrisinin toplamsal temsili aşağıdaki 

gibi tanımlansın: 

k

uT

 k

uper T

     1=k k p

u u uper T per T per H 

4k 

  2 21

k

k k

x
g x

x x x x


   

   2 2ln = ln ln 1k k kg x x x x x x     

=1

=
n

k

n i

i

S a    1 1k k  
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 üzerinden tümevarım yöntemi kullanarak 

 

 

yazılır [30]. 

 

 

4.2 Padovan-circulant-Hurwitz Dizileri 

 

Birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant dizilerinin karakteristik 

polinomları sırasıyla aşağıdaki gibidir: 

   1 4 2 1f x x x x    , 

   2 5 3 1f x x x x    , 

   3 6 3 2 1f x x x x     

ve 

   4 6 2 1f x x x x    . 

   1
f x , 

   2
f x , 

   3
f x  ve 

   4
f x  polinomları için sırasıyla Hurwitz matrisleri 

 1

0   1   0 0

1 1   1 0
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0   1 1 1
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 2

0 0   1   0 0

1 1 1   0 0

0 0   0   1 0

0 1   1 1 0

0 0   0   0 1

H

 
 


 
 
 

 
  

, 

 3

0 1 0   0   0   0

1 0 1 1   0   0

0 0 1   0   0   0

0 1 0   1 1   0

0 0 0   1   0   0

0 0 1   0  0 1

H

 
 


 
 

  
 

 
 

 

 

ve 

 4

0 0   1   0   0 0

1 0 1   1   0 0

0 0   0   1   0 0

0 1   0 1   1 0

0 0   0   0   1 0

0 0   1   0 1 1

H

 
 


 
 

  
 

 
 

 

 

şeklinde yazılır [2]. 

1n   için 
 1

H , 
 2

H , 
 3

H  ve 
 4

H  matrisleri kullanılarak birinci, ikinci, üçüncü ve 

dördüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz dizileri sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır [2]: 

     1 1 11 2 3 0a a a    ve  1 4 1a   başlangıç değerleri için 

                                  1 1 1 14 2 1a n a n a n a n      ,                                      (4.2.1) 

       2 2 2 21 2 3 4 0a a a a     ve  2 5 1a   başlangıç değerleri için 

                                 2 2 2 25 2 1a n a n a n a n       ,                                   (4.2.2) 

         3 3 3 3 31 2 3 4 5 0a a a a a      ve  3 6 1a   başlangıç değerleri için 

                                 3 3 3 36 3 2a n a n a n a n       ,                                   (4.2.3) 

         4 4 4 4 41 2 3 4 5 0a a a a a      ve  4 6 1a   başlangıç değerleri için 

                                 4 4 4 46 3 2a n a n a n a n      .                                     (4.2.4) 

Birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz dizilerinin üreteç 

fonksiyonları 



75 

 

, 

, 

 

ve 

 

şeklindedir [2]. 

(4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.4) ifadeleri yardımıyla, birinci, ikinci, üçüncü ve 

dördüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz diziler için Companion matris formundaki 

üreteç matrisleri sırasıyla; 

, 

, 

 

ve 

   
4
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x
g x

x x x
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şeklinde olup, burada , ,  ve  matrisleri sırasıyla birinci, ikinci, 

üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz matrisleri olarak adlandırılır [2]. 

 için  notasyonu  şeklinde ifade edilsin.  için  üzerinden 

tümevarım uygulanarak , ,  ve  matrisleri; 

, 

, 

 

ve 

 

 4

0 0 1 1 0 1

1 0 0   0 0 0

0 1 0   0 0 0
=

0 0 1   0 0 0

0 0 0   1 0 0

0 0 0   0 1 0

PH

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1
PH

 2
PH

 3
PH

 4
PH

1,2,3,4k   ka 
ka 3  

  1
PH


  2

PH


  3
PH


  4

PH


  

1 1 1 1

4 5 2 3 3

1 1 1 1
1 3 4 1 2 2

1 1 1 1

2 3 1 1

1 1 1 1

1 2 1

=

k

k

k

k

a a a a a

a a a a a
PH

a a a a a

a a a a a

    


    

    

    

    

    

   

  

 
 

 
 
 

  

  

2 2 2 2 2 2

5 6 7 3 4 4

2 2 2 2 2 2

4 5 6 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2

3 4 5 1 2 2

2 2 2 2 2 2

2 3 4 1 1

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1

=

a a a a a a

a a a a a a

PH a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

     

     


     

     

     

     

     

     

    

   

 
 

 
 
 

 
  

  

3 3 3 3 3 3 3

6 7 8 3 5 4 5

3 3 3 3 3 3 3

5 6 7 2 4 3 4

3 3 3 3 3 3 3
3 4 5 6 1 3 2 3

3 3 3 3 3 3 3

3 4 5 2 1 2

3 3 3 3 3 3 3

2 3 4 1 1 1

3 3 3

1 2 3 2

=

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a
PH

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a

      

      


      

      

      

   

      

      

      

     

     

   










3 3 3 3

1a a a  

 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

4 4 4 4 4 4 4

6 7 8 3 5 4 5

4 4 4 4 4 4 4

5 6 7 2 4 3 4

4 4 4 4 4 4 4
4 4 5 6 1 3 2 3

4 4 4 4 4 4 4

3 4 5 2 1 2

4 4 4 4 4 4 4

2 3 4 1 1 1

4 4 4

1 2 3 2

=

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a
PH

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a

      

      


      

      

      

   

      

      

      

     

     

   










4 4 4 4

1a a a  

 
 
 
 
 
 
 
 

  



77 

 

şeklinde elde edilmiştir. Burada  ve 

 olduğu açıktır [2]. 

, ,  ve  matrislerinin özdeğerleri birbirinden farklı olduğu 

açıktır. ,  ve  matrislerinin özdeğerlerinin kümesi sırasıyla 

,  ve  olsun. 

 için  tipli  Vandermonde matrisinin 

 

şeklinden ifade edildiğini düşünelim.  matrisi; 

 

şeklinde ifade edilsin ve  matrisi  matrisinin j -inci sütununun  sütun 

matrisi ile değiştirilmesi sonucu elde edilsin. 

Bu durumda, birinci, ikinci ve üçüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz matrislerinin 

Binet formülü için aşağıdaki teorem verilebilir: 

 

Teorem 4.2.1: ,  için k -inci tür dizinin  -inci terimi olsun. O halde  

 

dır. Burada  şeklinde ifade edilir [2]. 
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İspat:  matrisinin özdeğerleri birbirinden farklı olduğu için birinci, ikinci ve 

üçüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz matrisleri köşegenleştirilebilirdir. 

          1 1 1 1 1

1 2 3 4, , ,D diag     , 

            2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5, , , ,D diag       

ve 

              3 3 3 3 3 3 3

1 2 3 4 5 6, , , , ,D diag        

olduğundan  eşitliği yazılabilir.  tersinir olduğu için 

 

eşitliği sağlanır. Bu ise  matrisinin  matrisine benzer olduğunu 

göstermektedir. O halde  için  olduğu görülmektedir. 

Bu durumda 

 

lineer denklem sitemi yazılabilir. Lineer denklem siteminin çözümünden ise, her 

 için  

 

olduğu görülmektedir. Eğer  

 ve 

 

 

olarak seçilirse, her bir  için dördüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz 

dizisinin Binet formülü 
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şeklinde elde edilir.  

 

Sonuç 4.2.1: Farz edelim ki , birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-

circulant-Hurwitz sayılarının  -inci sayıları olsun. Bu durumda; 

i.  için  

 

ve 

ii.  için  

 

dır [2]. 
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= 3,4k

 

 

 

 

5,5 6,6det det
=

det det

k k

k

k k

V V
a

V V
 

n n      1 1

,i jK n k 
 

     2 2

,i jK n k 
 

     3 3

,i jK n k 
 

     4 4

,i jK n k 
 

 1

,

1 eğer =   ve  = 2  için  1 2,

eğer  =   ve  = 1  için  1 1,

=   ve  = 3  için  1 3,
  1 ,

= 1  ve  =   için  1 1,

  0 diğer durumlarda,

i j

i p j p p n

i p j p p n

i p j p p n
k

ve

i p j p p n

    


   

    

 

    



 4n 

 2

,

1 eğer =   ve  = 2  için  1 2,

eğer  =   ve  = 3  için  1 3,

=   ve  = 4  için  1 4,
  1 ,

= 1  ve  =   için  1 1,

  0 diğer durumlarda,

i j

i p j p p n

i p j p p n

i p j p p n
k

ve

i p j p p n

    


   

    

 

    



 5n 
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 için,  

ve 

 için,  

şeklinde tanımlanır [2]. 

 

Teorem 4.2.2: i.  ve  için 

 

ve 

ii.  ve  için 

 

eşitlikleri elde edilir. 

 

İspat:  olsun. Denklemin  için sağlandığını kabul edelim. Bu durumda,  

için sağlandığı gösterilmelidir. Eğer  matrisinin birinci satırına göre Laplace 

açılımı uygulanarak  genişletilir ise, 

 

eşitliği elde edilir. 

Buradan ,  ve 

 olduğundan,  kolaylıkla elde 

edilir. Böylece ispat  tamamlanır. 

 3

,

1 eğer =   ve  = 2  için  1 2,

eğer  =   ve  = 3  için  1 3,

=   ve  = 5  için  1 5,
  1 ,

= 1  ve  =   için  1 1,

  0 diğer durumlarda,

i j

i p j p p n

i p j p p n

i p j p p n
k

ve

i p j p p n

    


   

    

 

    



 6n 

 4

,

1 eğer =   ve  = 3  için  1 3,

eğer  =   ve  = 2  için  1 2,

=   ve  = 5  için  1 5,
  1 ,

= 1  ve  =   için  1 1,

  0 diğer durumlarda,

i j

i p j p p n

i p j p p n

i p j p p n
k

ve

i p j p p n

    


   

    

 

    



 6n 

3n k  1,2,3k 

       = 3
k k

perK n a n k 

6n  4k 

       4 4
= 6perK n a n

1k  4n  1n

   1
K n

   1
perK n

               1 1 1 1
1 = 1 2 3perK n perK n perK n perK n     

       1 1
1 = 3perK n a n 

     1 12 = 2perK n a n 

     1 13 = 1perK n a n 
       1 1

1 = 5perK n a n 
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2,3k   ve ii. için ispat benzerdir. 

 tipli , ,  ve  matrisler, 

sırasıyla;  

 için,  

 için,  

 için,  

ve 

 için,  

şeklinde tanımlanır [2]. 

Farz edelim ki  için  tipli  ve  matrisi, 

sırasıyla;
 

n n      1 1

,i jL n l 
 

     2 2

,i jL n l 
 

     3 3

,i jL n l 
 

     4 4

,i jL n l 
 

 1

,

1 eğer =   ve  = 2  için  1 2,

eğer  =   ve  = 1  için  1 2,

=   ve  = 3  için  1 3,
  1 ,

= 1  ve  =   için  1 1,

  0 diğer durumlarda,

i j

i p j p p n

i p j p p n

i p j p p n
l

ve

i p j p p n

    


   

    

 

    



 4n 

 2

,

1 eğer =   ve  = 2  için  1 4,

eğer  =   ve  = 3  için  1 4,

=   ve  = 4  için  1 4,
  1 ,

= 1  ve  =   için  1 1,

  0 diğer durumlarda,

i j

i p j p p n

i p j p p n

i p j p p n
l

ve

i p j p p n

    


   

    

 

    



 5n 

 3

,

1 eğer =   ve  = 2  için  1 5,

eğer  =   ve  = 3  için  1 5,

=   ve  = 5  için  1 5,
  1 ,

= 1  ve  =   için  1 1,

  0 diğer durumlarda,

i j

i p j p p n

i p j p p n

i p j p p n
l

ve

i p j p p n

    


   

    

 

    



 6n 

 4

,

1 eğer =   ve  = 3  için  1 5,

eğer  =   ve  = 2  için  1 5,

=   ve  = 5  için  1 5,
  1 ,

= 1  ve  =   için  1 1,

  0 diğer durumlarda,

i j

i p j p p n

i p j p p n

i p j p p n
l

ve

i p j p p n

    


   

    

 

    



 6n 

1,2,3k  n n
     

,

k k

i jM n m 
 

     4 4

,i jM n m 
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,  için,  

ve 

,  için, 

şeklinde tanımlanır [2]. 

 

Teorem 4.2.3: , birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant-

Hurwitz dizilerinin  -inci terimi olsun. O halde 

i.  için 

 

ve 

ii.  için 

 

dir [2]. 

 

İspat: i.  matrisini göz önüne alalım ve denklemin  için sağlandığını kabul 

edelim. Bu durumda, denklemin  için de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer   

matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  genişletilir ise, 

 

       

                       3 inci

1 1 0 0

1

0
=

0 1

0

k

k

n k

M n
L n



  

 
 
 
 
 

 
 
 
  

 3n k 

 

       
4

4

                       6 inci

1 1 0 0

1

0
=

0 1

0

n

M n
L n



 

 
 
 
 
 

 
 
 
  

 6n 

   k
a n

3n k 

       =
k k

perL n a n

3n k 

       
1

1

=
m

k k

i

perM n a i




 



   2
L n 5n 

1n
   2

L n

   2
perL n
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eşitliği elde edilir. Ayrıca, ,  ve 

 olduğundan,  kolaylıkla elde 

edilir. 

,  ve  matrisleri için de ispat benzerdir. 

ii.  için   matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı 

uygulanarak  genişletilir ise, 

 

eşitliği elde edilir.  üzerinden tümevarım yöntemi ile birlikte Teorem 4.2.2 ün 

sonuçları ve Teorem 4.2.3 ün  i-inci kısmı dikkate alınarak sonuç kolaylıkla görülür. 

 için  tipli  matrisi; 

 

olarak tanımlanır. 

Dolayısıyla  için ,  

ve eşitlikleri elde edilir [2]. 

 

Sonuç 4.2.2: i.  ve  olmak üzere 

 

ve 

 ve  olmak üzere 

 

dır. 

ii. i.  ve  olmak üzere 

               2 2 2 2
1 = 2 3 4perL n perL n perL n perL n      

       2 2
2 = 2perL n a n 

       2 2
3 = 3perL n a n 

       2 2
4 = 4perL n a n 

       2 2
1 = 1perL n a n 

   1
L n

   3
L n

   4
L n

1,2,3,4k     k
M n

   k
perM n

           = 1 1
k k k

perM n perM n perL n  

n

> 3n k  n n R

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
=

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

R

 
 

 
 
 
 
 
 

 

> 3n k 
        det
k k

perK n K n R
        det
k k

perL n L n R

        det
k k

perM n M n R

> 3n k  1,2,3k 

        det = 3 ,
k k

K n R a n k 

> 6n 4k 

        4 4
det = 6K n R a n

> 3n k  1,2,3,4k 
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ve 

 

dır [2]. 

 

Sonuç 4.2.3: ,  -inci birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-

circulant-Hurwitz sayısı olsun. O halde  

i.  için
 

 

olup burada toplam, negatif olmayan tam sayılar üzerinde   

koşulunu sağlamaktadır. 

ii.  için
 

 

olup burada toplam, negatif olmayan tam sayılar üzerinde   

koşulunu sağlamaktadır [2]. 

 

İspat: i.  için düşünelim.  Teorem 4.1.2 de , , ,  ve 

 olarak seçilir ise, ispat  dan açık olarak görülmektedir. 

2k   ve ii. için ispat benzerdir. 

Şimdi birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz sayılarının 

toplamsal temsillerini düşünelim.  

 ve  için  olmak üzere  tipli  

matrislerinin toplamsal temsili aşağıdaki gibi tanımlansın: 

        det =
k k

L n R a n

        
1

=1

det =
m

k k

i

M n R a i




   k
a 

1,2k 

   
 

  31 33

1 31 2 3, ,
1 2 3

= 1
, ,

tk kk

kkt t t
k

t tt
a

t tt t t







  
  

    


 1 2 32 3 =kt t k t    

3,4k 

   
 

 

 
 

1 66

1 61 2 6, ,
1 2 6

1 65 6

1 61 2 6, ,
1 2 6

= 1
, ,

           = 1
, ,

k

k

tk

t t t

t

t t t

t tt
a

t tt t t

t tt t

t tt t t


  

  
    

  
  

    





 1 2 62 6 =t t t   

1k  = 4i j 
1 = 0c 2 = 1c 3 = 1c 

4 = 1c
  1

PH


1i  1,2,3k     
=1

=
k

i

S a i


     3 3k k  
  k

T
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. 

 üzerinden tümevarım yöntemi kullanarak 

 

yazılır [2].  

 

 

4.3 Padovan-circulant-Hurwitz Sayılarının m  Modülüne Göre Periyotları  

 

ija  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijA a    matrisi için,  A  nın her elemanının 

mod  ya göre indirgenmesi sonucu  A mod  olarak ifade edilir. Yani 

     modamodA ij=  dir.   0|= imodAA i 


 olsun. Eğer  obeb ,det =1A  

ise o zaman 


A  bir devirli gruptur. Devirli grubun mertebesi 


A  olmak üzere 


A  

ile gösterilir.      1 3 4
det det det 1PH PH PH     ve  2

det 1PH   için kolayca 

görülür ki her pozitif m  tam sayı için  
 1

m
PH , 

 2

m
PH , 

 3

m
PH  ve 

 4

m
PH  

devirli gruplardır. 

 

Teorem 4.3.1: r  bir asal sayı ve 1,2,3,4k   için 
 

m

k

r
PH devirli gruplar olsun. Eğer 

u , 
   

u

k k

r r
PH PH  eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı ise her v u  

   

1 0 0

1

= 0

0

k kT PH

 
 
 
 
 
 
 
 

n

     

2

1

1

1 0 0 0 0

= .

k

k
k

k

S

S

T
PH

S

S
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için 
   

v

k kv u

r r
PH r PH   dir. Özellikle 

   
2

k k

r r
PH PH  ise 2v   için 

   2

v

k kv

r r
PH r PH   dir [3].  

 

İspat: 1k   için 
 1

mr
PH  devirli grubunu düşünelim. Farzedelim ki t  pozitif bir tam 

sayı ve 
 1

mr
PH ,  mh r  olsun. Eğer   

 
 

1

1 1mod
th r

tPH I r


  ise 

  
 

 
1

1
mod

th r
tPH I r



  dir. Burada I ,    1 1k k    tipinde birim matristir. Böylece 

 th r  nin  1th r 
 yı böldüğü görülmektedir. Ayrıca   

    1
m

th r
t t

ijPH I r   eşitliği 

yazılarak, binom açılımından 

  
          1 1

=0

= = mod
t rrh r r i

t tt t t

ij ij

i

r
PH I m r m r I r

i


 

  
 

  

elde edilir ki, bu da  1th r 
 nin  th r r  tarafından bölünebilir olduğu gösterir. Böylece 

   1t th r h r   yada    1t th r h r r    dir. Ancak    1t th r h r r    eşitliğin 

sağlanması r  tarafından bölünemeyen bir 
 t
ijm  tam sayısının var olması ile mümkündür. 

u ,    uh r h r  eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı olduğundan 

   1u uh r h r   eşitsizliği yazılır ve bu eşitsizlik, r  tarafından bölünemeyen bir 
 1u

ijm


 

tam sayısının mevcut olduğunu gösterir. Dolayısıyla    1 2u uh r h r   sonucu elde 

edilir ve u  üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak ispat tamamlanır. 

 ka  Padovan-circulant-Hurwitz tipli dizisi bir m  modülüne göre indirgenirse, tekrar 

eden, 

         1 2= , , , ,k ia m a m a m a m     

dizisi elde edilir ve burada   =ka m   modka m   dir. 

 

Teorem 4.3.2: 1,2,3,4k   için
    ka m   dizisi basit periyodik bir dizidir [3]. 
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İspat:   1 2= , , , | 0 1k iT t t t t m    olsun. Bu durumda 
kQ m  dır. 

mQ  nin 

elemanlarının km  tane farklı k -tiplisi mevcut olduğundan, bu k -tiplilerden en az bir 

tanesi   ka m  dizisinde iki kez ortaya çıkar. Bundan dolayı bu k -lileri takip eden alt 

dizi tekrarlanır; böylece dizi periyodiktir. >i j  olmak üzere 

            1 1 2 2, , ,i j i j i k j ka m a m a m a m a m a m     

         

ise  modi j k  olduğu sonucuna ulaşılır. Padovan-circulant-Hurwitz dizisi tanımından 

            1 1 1 1, , ,i j i j i ja m a m a m a m a m a m     

       

eşitliği elde edilir ki bu da   ka m  dizisinin basit periyodik olduğunu gösterir.  

 kS m  notasyonu ile   ka m  dizisinin periyodu  gösterilmiş olsun. 

Birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü tür Padovan-circulant-Hurwitz matrislerinden her 

m  pozitif tam sayıları ve 1,2,3,4k   için    kk

m
S m PH  elde edilir. 

Teorem 4.3.3: 
ip  ler farklı asal sayıları olmak üzere  

=1

= i

u
r

i

i

m p ,  1u   olsun. O 

zaman           1 2

1 2, , , ur r rk k k k

uS m okek S p S p S p 
 

 dır [3]. 

 

İspat: 
 

  ri
i

k

p
a m  dizisinin periyodu   irk

iS p
 

olduğundan bu dizi sadece 

  irk

iS p  ,  N  uzunluğundaki bloklarda tekrar eder. Aynı zamanda  kS m , 

  ka m  dizisinin periyodu olduğundan,  her i  değeri için 
 

  ri
i

k

p
a m  dizisi  kS m  

terimde bir tekrar eder. Böylece, her i  değeri için  kS m  periyodu  kS m   şeklinde 

olup bu sayı   ka m  dizisinin periyodunu vermektedir. Dolayısıyla 

           1 2

1 2, , , ur r rk k k k

uS m okek S p S p S p 
 

 

eşitliği elde edilir. 

 

 



88 

 

 

4.4 Semidihedral Grubundaki Fibonacci-Circulant Uzunlukları 

 

 ,x y  geren çifti için birinci ve ikinci tür Fibonacci-circulant orbitleri 1n   için 

sırasıyla aşağıdaki gibidir [41]: 

1 1 1 1 1

1 2 3, ,a x a x a y    ,     
1 1

1 1 1 1

3 1 2n n n na a a a
 

    

ve 

2 3 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5, , , ,a x a x a x a x a y     ,     
1 1

2 2 2 2

3 2 1n n n na a a a
 

   . 

 

Teorem 4.4.1: 4m   ve ,x y  üreteçleri ile birlikte 
2mSD  semidihedral grubunu 

düşünelim. O zaman birinci tür Fibonacci-circulant orbitinin periyot uzunluğu 2m
 dir 

[41]. 

 

İspat: Doğrudan hesaplama yöntemi kullanılarak teorem ispatlanır. 
   1

, 2mx y
F SD  birinci 

tür Fibonacci-circulant orbiti 

1 1 1 1 1 1

1 2 3 4

1 1 1 1 2 1 4

5 6 7 8

1 3 1 1 1 8

9 10 11

1 7 1 1 1

17 18 19

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,

a x a x a y a y

a x a x a yx a x y

a x a x a yx

a x a x a y

 

 





   

   

  

  

 

şeklindedir. 
2mSD  grup taktimi kullanılarak 

1 1 1 1 1

1 2 3

1 4 1 1 1 1 8

8 1 8 2 8 3

, , , ,

, , , .i i

i i i

a x a x a y

a x a x a yx

 

 

  

  

  
 

şeklindeki dizi elde edilir. Böylece i  için 
1 4 2mi k  olacak şekilde en küçük 

i  sayısına ihtiyaç vardır. Eğer 
32mi   olarak seçilirse 

3 1

3

3

1 4 2 1 2 1 1

8 2 1

1 1

8 2 2

,
m m

m

m

a x x x

a x

 





   

 



 

  


 

ve 

3

3

1 8 2 2

8 2 1

m m

ma yx yx y
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şeklinde elde edilir. 

38 2 2m m   ve 1 1 1

2 1 2 2 2 3
, ,m m ma a a

    
tekrar eden elementler olduğundan, 

1 1,x x 
 ve y  

başlangıç değerlerine bağlı olarak dizi 2m
-inci elemandan sonra tekrar devreder. Bu 

yüzden  1

2
; , 2m

mLF SD x y   dir. 

 

Örnek 4.4.1: 
   5

1

, 2x y
F SD  grup taktimi ile verilen dizi  

1 1 1 2 4 3 1 8 4

5 1 2 8 7 1 8 7 1 2 4

5 1 8 4 3 1 2 1 1

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , .

x x y y x x yx x y x x yx x y

x x yx x y x x y x y x x yx x y

x x yx yx x x yx y x x y

    

   

      

 

şeklinde olduğu açıktır. O zaman  5

1 5

2
; , 32 2LF SD x y    dir [41]. 

 

Teorem 4.4.2: Her 4m   pozitif tam sayısı için  2 1

2
; , 7 2m

mLF SD x y  
 
dir [41]. 

 

İspat: 

2 2 1

3

2 3 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 7

2 2 2 2 2 1 2 1 2

8 9 10 11 12 13 14

2 2 2 2 2 3 2 2 3 2 2 2 4 2 6

15 16 17 18 19 20 21

2 2 2 2 3 2 4

22 23 24

, , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , ,

m m m

m

a x a x a x a x a ya e a e

a y a xy a y a y a x a x y a xy

a x a x a x a x a x y a x a x

a yx a x y a x y a

  



 

 

 

      

      

      

  
2 1 2 2 22 2 2 5.2 13.2 5 2 5 5.2 2 6 2 7

25 26 27 28

2 7 2 6 2 7 2 3 2 8

29 30 31 32 33

, , , ,

, , , ,

m m m m m

x y a x a x a yx

a x a x a x a x a yx

         

  

   

    

 

dizisi elde edilir. 
2mSD  grup taktimi kullanılarak 

2 3 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5

2 3 4 2 2 8 2 1 8

28 1 28 2 28 3

2 1 4 2 8 2 4 2 4

28 4 28 5 28 6 28 7

, , , , , ,

, , ,

, , ,

i i i

i i i

i i i i

i i i i

a x a x a x a x a y

a x a x a x

a x a yx a x a x

  

  



   

    

  

   

 

şeklindeki dizi elde edilir. . Böylece i  için 
1 4 2mi k  olacak şekilde en küçük 

i  sayısına ihtiyaç vardır. Eğer 
32mi   olarak seçilirse  
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3 1

3

3

3

3 1

3

3 1

3

3

3

2 3 4 2 3 2

28 2 1

2 2 8 2 2 2

28 2 2

2 3 4 2 3 2

28 2 3

2 1 4 2 1 2

28 2 4

2 8 2 2

28 2 5

m m

m

m m

m

m m

m

m m

m

m m

m

a x x

a x x

a x x

a x x

a yx yx

 







 



 







  

 

  

 

    

 

  

 



 

 

 

 

 

 

 

şeklinde elde edilir. 3 128 2 7 2m m     ve 1

2

7.2 1
,ma  
 1 1

2 2

7.2 2 7.2 3
, ,m ma a  

 1

2

7.2 4
,ma  
 1

2

7.2 5ma  
 

tekrar eden elementler olduğundan, 
3 2, , ,x x x x  ve y   başlangıç değerlerine bağlı olarak 

dizi 
17 2m -inci elementten sonra tekrar devreder. Bu yüzden  2 1

2
; , 7.2m

mLF SD x y   

dir. 

 

Örnek 4.4.2: 
   4

2

, 2x y
F SD  grup taktimi ile verilen dizi 

3 2 1 1

4 5 2 4 2 2 4 4

5 1 2 5 4 4 4 4

1 5 3 4 2 2 2 4

5 3 2

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

x x x x y e e y xy y y x x y xy

x x x x x y x x yx yx x y x y x

yx yx x x x x y x x x y xy y x y

x yx x y x x x x x y e x x y yx x y

y x yx yx x x x x y

 





 

 

olduğundan ikinci tür Fibonacci-circulant orbitinin periyot uzunluğu 

 4

2

2
; , 56LF SD x y   dır [41]. 

 

 

4.5 Jacobsthal-circulant-Hurwitz Dizileri 

 

Birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobshal-circulant dizilerinin karakteristik polinomları 

sırasıyla aşağıdaki gibidir: 

   1 3 2 2f x x x x    , 

   2 4 2 2 1f x x x x     

ve 

   3 5 22 1f x x x x    . 
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   1
f x , 

   2
f x  ve 

   3
f x  polinomları için sırasıyla Hurwitz matrisleri 

 1

1   2 0

1 1 0

0   1 2

J

 
 

 
 
  

, 

 2

0   2   0 0

1 1   1 0

0   0   2 0

0   1 1 1

J

 
 


 
 
 

 

 

ve 

 3

0 2 1   0   0

1 0   1   0   0

0 0   2 1   0

0 1   0   1   0

0 0   0   2 1

J

 
 
 
  
 
 
  

 

şeklinde yazılır [31]. 

 1
J ,  2

J  ve  3
J  matrisleri kullanılarak birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-

circulant-Hurwitz dizileri sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır [31]: 

       1 1
1 2 0x x   ve 

   1
3 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 3n   için 

                         
               1 1 1 1

2 1 2 3x n x n x n x n      ,                                (4.5.1) 

           2 2 2
1 2 3 0x x x    ve 

   2
4 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 4n   

için 

                       
               2 2 2 2

2 2 3 4x n x n x n x n                                       (4.5.2) 

ve 

               3 3 3 3
1 2 3 4 0x x x x     ve 

   3
5 1x   başlangıç değerleri ile birlikte ve 

5n   için 

                     
               3 3 3 3

3 4 2 5x n x n x n x n       .                                (4.5.3) 

Birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-circulant-Hurwitz dizilerinin üreteç 

fonksiyonları 

   
3

1

3 2 2 1

x
g x

x x x

   

, 
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4

2

4 3 22 1

x
g x

x x x


  
 

ve 

   
5

3

5 4 32 1

x
g x

x x x

   

 

şeklindedir [31]. 

(4.5.1), (4.5.2) ve (4.5.3) ifadeleri yardımıyla, birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-

circulant-Hurwitz diziler için Companion matris formundaki üreteç matrisleri sırasıyla; 

 1

2 1 1

1   0 0

0   1 0

JH

 
 


 
  

, 

 2

0 1 2 1

1 0 0   0

0 1 0   0

0 0 1   0

JH

 
 
 
 
 
 

 

ve 

 3

0 0 1 1 2

1 0   0 0 0

0 1   0 0 0

0 0   1 0 0

0 0   0 1 0

JH

 
 
 
 
 
 
  

 

şeklinde olup, burada  1
JH ,  2

JH  ve  3
JH  matrisleri sırasıyla birinci, ikinci ve 

üçüncü tür Jacobsthal-circulant-Hurwitz matrisleri olarak adlandırılır [31]. 

1,2,3k   için 
   k

x n  notasyonu 
 k

nx  şeklinde ifade edilsin. 2n   için n  üzerinden 

tümevarım uygulanarak n  üzerinden tümevarım uygulanarak birinci, ikinci ve üçüncü 

tür Jacobsthal-circulant-Hurwitz matrislerinin n -inci kuvvetleri 

  

       

       

       

1 1 1 1

3 1 2 2

1 1 1 1 1

2 1 1

1 1 1 1

1 1

n n n n
n

n n n n

n n n n

x x x x

JH x x x x

x x x x

   

  

 

 
 

  
 

  

, 
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2 2 2 2 2

4 5 2 3 3

2 2 2 2 2

2 3 4 1 2 2

2 2 2 2 2

2 3 1 1

2 2 2 2 2

1 2 1

2

2

2

2

n n n n n

n
n n n n n

n n n n n

n n n n n

x x x x x

x x x x x
JH

x x x x x

x x x x x

    

    

   

  

   
 

   
  

   
 

   

  

ve 

  

           

           

           

           

           

3 3 3 3 3 3

5 6 7 3 4 4

3 3 3 3 3 3

4 5 6 2 3 3

3 3 3 3 3 3 3

3 4 5 1 2 2

3 3 3 3 3 3

2 3 4 1 1

3 3 3 3 3 3

1 2 3 1

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

n n n n n n

n n n n n n
n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

x x x x x x

x x x x x x

JH x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

     

     

     

    

   

  
 

  
 

   
 

  
   

 

şeklinde elde edilmiştir. Burada 
     1 2

det det 1
n n

JH JH   ve 
  3

2
n

nJH   olduğu 

kolaylıkla görülmektedir [31]. 

 1
JH ,  2

JH  ve  3
JH  matrislerinin özdeğerleri birbirinden farklı olduğu açıktır.  1

JH , 

 2
JH  ve  3

JH  matrislerinin özdeğerlerinin kümesi sırasıyla
 

      1 1 1

1 2 3, ,   , 

        2 2 2 2

1 2 3 4, , ,     ve           3 3 3 3 3

1 2 3 4 5, , , ,      olsun. 1,2,3k   için 

   2 2k k    tipli  k
V  Vandermonde matrisinin 

 

        
        

     

1 1 1

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 1 1

k k k
k k k

k

k k k
k k k

k
k

k k k

k

V

  

  

  

  







 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

şeklinden ifade edildiğini düşünelim.  k

iW  matrisi; 

 

  
  

  

2

1

2

2

2

2

n k i
k

n k i
k

k

i

n k i
k

k

W
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şeklinde ifade edilsin ve 
 
,

k

i jV  matrisi,  k
V  matrisinin j -inci sütununun  k

iW  sütun 

matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin.   

 

Teorem 4.5.1:  k

nx , 1,2,3k   için k -inci tür dizinin n -inci terimi olsun. O halde  

 
 

 

, ,det

det

k

k n i j

ij k

V
p

V
  

dır. Burada 
    ,

n
k k n

ijJH h 
   şeklinde ifade edilir [31].  

 

İspat:  k
JH  matrislerinin özdeğerleri birbirinden farklı olduğu için  k

JH  matrisleri 

köşegenleştirilebilirdir.         1 1 1 1

1 2 3, ,D diag    ,           2 2 2 2 2

1 2 3 4, , ,D diag      ve 

            3 3 3 3 3 3

1 2 3 4 5, , , ,D diag       olduğundan        k k k k
JH V V D  eşitliği 

yazılabilir.  matrisi tersinir olduğu için 

        
1

k k k k
V JH V D



  

eşitliği sağlanır. Bu ise  k
JH  matrisinin  matrisine benzer olduğunu 

göstermektedir. O halde 1n   için 
         

n n
k k k k

JH V V D  olduğu görülmektedir. 

Bu durumda 

              
              

              

1 2
, , ,

1 1 2 1 3 1

1 2
, , ,

1 2 2 2 3 2

1 2
, , ,

1 2 2 2 3 2

                                  

k k n k i
k n k k n k k n k

i i ik

k k n k i
k n k k n k k n k

i i ik

k k n k i
k n k k n k k n k

i k i k ik k

h h h

h h h

h h h

  

  

  

   



   



   

   

    



   



    


 

lineer denklem sistemi yazılabilir. Lineer denklem sisteminin çözümünden ise, her 

, 1,2, , 2i j k   için 

 
 

 

, ,det

det

k

k n i j

ij k

V
p

V
  

olduğu görülmektedir. 

 

 k
V

 k
D
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Sonuç 4.5.1: Farz edelim ki  k

nx , birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-circulant-

Hurwitz sayıları olsun. Bu durumda, 

 
 

 

1

1 3,3

1

det

det
n

V
x

V
 , 

 
 

 

2

2 4,4

2

det

det
n

V
x

V
 

 

ve
 

 
 

 

3

3 5,5

3

det

2det
n

V
x

V
   

dır [31]. 

m m  tipli      1 1

,i jP m p 
 

,      2 2

,i jP m p 
 

 ve      3 3

,i jP m p 
 

 süper köşegen 

matrisleri, sırasıyla;  

 1

,

  2 eğer  ve  için 1 ,

eğer  ve 2 için 1 2

  1                           ve

eğer 1 ve  için 1 1,

1 eğer  ve 1 için 1 1,

  0 diğer durumlarda

i j

i j m

i j m

p
i j m

i j m

  

  

  

  

   


     



 
     

      



, 3m   için, 

 2

,

  2 eğer  ve 2 için 1 2,

eğer  ve 1 için 1 1

  1                           ve

eğer 1 ve  için 1 1,

1 eğer  ve 3 için 1 3,

  0 diğer durumlarda

i j

i j m

i j m

p
i j m

i j m

  

  

  

  

     


     



 
     

      



, 4m   için 

ve 

 3

,

  2 eğer  ve 4 için 1 4,

eğer  ve 3 için 1 3

  1                           ve

eğer 1 ve  için 1 1,

1 eğer  ve 2 için 1 2,

  0 diğer durumlarda

i j

i j m

i j m

p
i j m

i j m

  

  

  

  

     


     



 
     

      



, 5m   için 

 

şeklinde tanımlanır [31]. 
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Teorem 4.5.2: 1,2,3k   ve 2m k   için 

       2
k k

perP m x m k    

eşitliği elde edilir [31]. 

 

İspat:  olsun. Denklemin 3m   için sağlandığını kabul edelim. Bu durumda, 1m  

için sağlandığı gösterilmelidir. Eğer 
   1

P m  matrisinin birinci satırına göre Laplace 

açılımı uygulanarak 
   1

perP m  genişletilir ise, 

               1 1 1 1
1 2 1 2perP m perP m perP m perP m       

eşitliği elde edilir. 

Buradan 
       1 1

3perP m x m  , 
       1 1

1 2perP m x m    ve 

       1 1
2 1perP m x m    olduğundan, 

       1 1
1 4perP m x m    kolaylıkla elde 

edilir. Böylece ispat  tamamlanır. 

2,3k   için ispat benzer şekildedir. 

m m  tipli      1 1

,i jQ m q 
 

,      1 1

,i jQ m q 
 

 ve      1 1

,i jQ m q 
 

 matrisleri, sırasıyla; 

 1

,

  2 eğer  ve  için 1 1,

eğer  ve 2 için 1 2

  1                           ve

eğer 1 ve  için 1 1,

1 eğer  ve 1 için 1 1,

  0 diğer durumlarda

i j

i j m

i j m

q
i j m

i j m

  

  

  

  

    


     



 
     

      



, 3m   için, 

 2

,

  2 eğer  ve 2 için 1 3,

eğer  ve 1 için 1 2

  1                           ve

eğer 1 ve  için 1 1,

1 eğer  ve 3 için 1 3,

  0 diğer durumlarda

i j

i j m

i j m

q
i j m

i j m

  

  

  

  

     


     



 
     

      



, 4m   için 

ve 

1k 
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 3

,

  2 eğer  ve 4 için 1 4,

eğer  ve 3 için 1 4

  1                           ve

eğer 1 ve  için 1 1,

1 eğer  ve 2 için 1 3,

  0 diğer durumlarda

i j

i j m

i j m

q
i j m

i j m

  

  

  

  

     


     



 
     

      



, 5m   için 

 

şeklinde tanımlanır [31]. 

 

Teorem 4.5.3: i. 3m   için  

       1 1
perQ m x m , 

ii. 4m   için 

       2 2
perQ m x m   

ve 

iii. 5m   için 

       3 3
2perQ m x m   

dır [31]. 

 

İspat: ii. 
   2

Q m  matrisini göz önüne alarak denklemin 4m   için sağlandığını kabul 

edelim. Bu durumda, denklemin 1m  için de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer 
   2

Q m  

matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak 
   2

perQ m  genişletilir ise, 

               2 2 2 2
1 1 2 2 3perQ m perQ m perQ m perQ m        

eşitliği elde edilir. Ayrıca, 
       2 2

1 1perQ m x m    , 
       2 2

2 2perQ m x m     

ve 
       2 2

3 3perQ m x m     olduğundan, 
       2 2

1 1perQ m x m     kolaylıkla 

elde edilir. 

   1
Q m  ve 

   3
Q m  matrisleri için de ispat benzerdir. 

Farz edelim ki  için m m  tipli      
,

k k

i jR m r 
 

 matrisi, 1,2,3k 
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    2 th

1 1 0 0

1

0

0 1

0

m k

k

k
R m

Q m



 

 
 
 
 

  
 

 
 
  

, for 2m k   

şeklinde tanımlanır [31]. 

 

Teorem 4.5.4: i. 3m   için 

       
1

1 1

1

m

i

perR m x i




 , 

ii. 4m   için 

       
1

2 2

1

m

i

perR m x i




   

ve 

iii. 5m   için 

       
1

3 3

1

2
m

i

perR m x i




    

dır [31]. 

 

İspat: i. 
   1

R m  matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak 

   1
perR m  genişletilir ise, 

           1 1 1
1 1perR m perR m perQ m     

eşitliği elde edilir. m  üzerinden tümevarım yöntemi ile birlikte Teorem 4.1.3‟ün 

sonuçları ve Teorem 4.1.4 ün  i-inci kısmı dikkate alınarak sonuç kolaylıkla görülür. 

2m k   için m m  tipli T  matrisi; 
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  1   1 1     1 1

1   1 1     1 1

  1 1 1     1 1

        

  1   1 1   1 1

  1   1   1 1 1

T

 
 

 
 

  
 
 
 

 

 

olarak tanımlanır. 

Dolayısıyla 2m k   için         det
k k

perP m P m T , 

        det
k k

perQ m Q m T  ve         det
k k

perR m R m T  eşitlikleri elde edilir 

[31]. 

 

Sonuç 4.5.2: i.  için 

        det 2
k k

P m T x m k   . 

ii.   3m   için         1 1
det Q m T x m , 

4m   için         2 2
det Q m T x m   

ve 

5m   için         3 3
det 2Q m T x m . 

iii.   3m   için         
1

1 1

1

det
m

i

R m T x i




 , 

4m   için         
1

2 2

1

det
m

i

R m T x i




   

ve 

5m   için         
1

3 3

1

det 2
m

i

R m T x i




    

dır [31]. 

Şimdi birinci, ikinci ve üçüncü tür Jacobsthal-circulant-Hurwitz sayılarının toplamsal 

temsillerini düşünelim.  

1i   ve  için    
1

n
k

n

i

S x i


  olmak üzere    2 2k k    tipli 
  

n
k

T  

matrislerinin toplamsal temsili aşağıdaki gibi tanımlansın: 

1,2,3k 

1,2,3k 
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1 0 0

1

0

0

k kT JH

 
 
 
 
 
 
 
 

 

n  üzerinden tümevarım yöntemi kullanarak 

     

1

1

1 0 0 0 0

n k

n kn
k

n
k

n

n

S

S

T
JH

S

S

 





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

yazılır [31]. 

 

4.6 Jacobsthal-circulant-Hurwitz Sayılarının m  Modülüne Göre Periyotları  

 

ija  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir = ijA a    matrisi için,  A  nın her elemanının 

mod  ya göre indirgenmesi sonucu  A mod  olarak ifade edilir. Yani 

     modamodA ij=  dir.   0|= imodAA i 


 olsun. Eğer  obeb ,det =1A  

ise o zaman 


A  bir devirli gruptur. Devirli grubun mertebesi 


A  olmak üzere 


A  

ile gösterilir.    1 2
det det 1JH JH   ve  3

det 2JH   için kolayca görülür ki her pozitif 

m  tam sayı için  
 1

m
JH , 

 2

m
JH  ve 

 3

m
JH  devirli gruplardır. 

 

Teorem 4.6.1: r  bir asal sayı ve 1,2,3k   için 
 

m

k

r
JH devirli gruplar olsun. Eğer u , 

   
u

k k

r r
JH JH  eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı ise her v u  için 

   
v

k kv u

r r
JH r JH   dir. Özellikle 

   
2

k k

r r
JH JH  ise 2v   için 

   2

v

k kv

r r
JH r JH   dir.  
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İspat: 2k   için 
 2

mr
JH  devirli grubunu düşünelim. Farzedelim ki t  pozitif bir tam 

sayı ve 
 2

mr
JH ,  mh r  olsun. Eğer   

 
 

1

2 1mod
th r

tJH I r


  ise 

  
 

 
1

2
mod

th r
tJH I r



  dir. Burada I ,    1 1k k    tipinde birim matristir. Böylece 

 th r  nin  1th r 
 yı böldüğü görülmektedir. Ayrıca   

    2
m

th r
t t

ijJH I r   eşitliği 

yazılarak, Binom açılımından 

  
          2 1

=0

= = mod
t rrh r r i

t tt t t

ij ij

i

r
JH I m r m r I r

i


 

  
 

  

elde edilir ki, bu da  1th r 
 nin  th r r  tarafından bölünebilir olduğu gösterir. Böylece 

   1t th r h r   yada    1t th r h r r    dir. Ancak    1t th r h r r    eşitliğin 

sağlanması r  tarafından bölünemeyen bir 
 t
ijm  tam sayısının var olması ile mümkündür. 

u ,    uh r h r  eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı olduğundan 

   1u uh r h r   eşitsizliği yazılır ve bu eşitsizlik, r  tarafından bölünemeyen bir 
 1u

ijm


 

tam sayısının mevcut olduğunu gösterir. Dolayısıyla    1 2u uh r h r   sonucu elde 

edilir ve u  üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak ispat tamamlanır. 

  k

nx  Jacobsthal-circulant-Hurwitz tipli dizisi bir m  modülüne göre indirgenirse, 

tekrar eden, 

                 1 2= , , , ,
k k k k

n ix m x m x m x m  

dizisi elde edilir ve burada 
       = mod
k k

n nx m x m   dir. 

 

Teorem 4.6.2: 1,2,3k   için
  

    k

nx m   dizisi periyodik bir dizidir. 

 

İspat:   1 2= , , , | 0 1k iT t t t t m    olsun. Bu durumda 
kB m  dır. 

mB  nin 

elemanlarının 
km  tane farklı k -tiplisi mevcut olduğundan, bu k -tiplilerden en az bir 
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tanesi 
    k

nx m  dizisinde iki kez ortaya çıkar. Bundan dolayı bu k -lileri takip eden alt 

dizi tekrarlanır; böylece dizi periyodiktir. >i j  olmak üzere 

                       1 1 2 2, , ,
k k k k k k

i j i j i k j kx m x m x m x m x m x m         

ise  modi j k  olduğu sonucuna ulaşılır. Jacobsthal-circulant-Hurwitz dizisi 

tanımından 

 
                       1 1 1 1, , ,
k k k k k k

i j i j i jx m x m x m x m x m x m       

eşitliği elde edilir ki bu da 
    k

nx m
 
dizisinin basit periyodik olduğunu gösterir.  

 kS m  notasyonu ile 
    k

nx m  dizisinin periyodu  gösterilmiş olsun. 

 

Teorem 4.6.3: 
ip  ler farklı asal sayıları olmak üzere  

=1

= i

u
r

i

i

m p ,  1u   olsun. O 

zaman           1 2

1 2, , , ur r rk k k k

uS m okek S p S p S p 
 

 dır. 

 

İspat: 
 

    ri
i

k

p
x m  dizisinin periyodu   irk

iS p
 

olduğundan bu dizi sadece 

  irk

iS p  ,  N  uzunluğundaki bloklarda tekrar eder. Aynı zamanda  kS m , 

    k

nx m  dizisinin periyodu olduğundan,  her i  değeri için 
 

    ri
i

k

p
x m  dizisi  kS m  

terimde bir tekrar eder. Böylece, her i  değeri için  kS m  periyodu  kS m   şeklinde 

olup bu sayı 
    k

nx m  dizisinin periyodu vermektedir. Dolayısıyla 

           1 2

1 2, , , ur r rk k k k

uS m okek S p S p S p 
 

 

eşitliği elde edilir. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

[21, 23, 24, 26, 29, 50, 53, 55, 74, 75, 84, 89] deki çalışmalarda, indirgemeli dizilerin 

çeşitli özellikleri ve bu dizilerin cebirsel yapılardaki karşılıklarının periyotları elde 

edilirken bu dizilerin bağıntıları yardımıyla elde edilen üreteç matrisler kullanılmıştır.  

Matrisler kullanılarak indirgemeli dizilerin tanımlanması ise, ilk olarak [4, 21, 23, 24, 

26, 28, 29] çalışmalarında ortaya atılmış yeni bir yöntemdir.  

 

Bu tez çalışmasında ise bu yeni yöntem daha da genişletilerek farklı yollardan elde 

edilen Fibonacci-circulant, Padovan-circulant ve Jacobsthal-circulant matrisleri 

kullanılarak Fibonacci-circulant-Hurwitz, Padovan-circulant-Hurwitz ve Jacobsthal-

circulant-Hurwitz matrisleri tanımlanmıştır.  

 

Fibonacci-circulant-Hurwitz, Padovan-circulant-Hurwitz ve Jacobsthal-circulant-

Hurwitz dizilerinin üreteç matrisleri Companion matrisler formatında belirlenerek gerek 

üreteç matrislerin gerekse dizilerin yapısal özellikleri yardımıyla bu dizilerin,  Binet 

formülleri,  permanental, üstel ve toplamsal temsilleri, üreteç fonksiyonları ve sonlu 

toplamları gibi çeşitli özellikleri belirlenmiştir.  
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Yapılan bu çalışmalarda, kullanılan yöntemler ile üzerinde çalışılan matematiksel 

yapıların konsept kapsamında ilk defa birlikte ele alınmış olmalarından dolayı elde 

edilen sonuçlar son derece özgün değere sahiptir.  
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