T.C
KAFKAS UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

BAZI OZEL GRUPLARDAKI LEHMER DiZILERI

Abdulkadir KALEMCI
YUKSEK LISANS TEZI

DANISMAN
Prof. Dr. Omiir DEVECI

HAZIRAN-2019
KARS



T.C.
KAFKAS UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

BAZI OZEL GRUPLARDAKI LEHMER DiZILERI

Abdulkadir KALEMCI
YUKSEK LISANS TEZI

DANISMAN
Prof. Dr. Omiir DEVECI

HAZIRAN-2019
KARS



T.C. Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisic Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans 6grencisi Abdulkadir KALEMCI’nin Prof. Dr. Omiir DEVECI
danismanliginda Yiiksek Lisans tezi olarak hazirladigi “Bazi Ozel Gruplardaki Lehmer
Dizileri” isimli bu ¢aligma, yapilan tez savunmasi sinavi sonunda jiiri tarafindan

Lisansiistii Egitim Ogretim Ydnetmeligi uyarinca degerlendirilerek oy . .b'f .l\'%\ .......

ile kabul edilmistir.
26, /0kr2019

AdiveSoyadi Imza
Baskan : Prof. Dr. Omiir DEVECI m

% ,
Uye : Dog. Dr. Murat CAGLAR (
.. S { e
Uye : Dr. Ogr. Uyesi Sait TAS

Bu tezin kabulii, Fen Bilimleri Enstitiisti Yonetim Kurulu’nun ../ .. /20.. giin ve

...... /.......sayili karariyla onaylanmistir.

Dog. Dr. Fikret AKDENIZ
Enstitii Miidiirii

I



ETIiK BEYAN

Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢aligmasinda;

» Tez icinde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlari akademik ve etik
kurallargercevesinde elde ettigimi,

> Tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglart bilimsel etik ve ahlak kurallarina
uygunolarak sundugumu,

» Tez caligmasinda yararlandifim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak
kaynakgosterdigimi,

» Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimu,

» Bu tezde sundugum ¢aligmanin 6zgiin oldugunu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarmi kabullendigimi

beyan ederim.

Abdulkadir KALEMCI
Tarih

111



OZET

(Yiiksek Lisans Tezi)

BAZI OZEL GRUPLARDA LEHMER DIZILERI

Abdulkadir KALEMCI

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Omiir DEVECI

Bu tez ¢alismasinda baz1 6zel gruplardaki Lehmer dizileri incelendi.

Calismanin 1. boliimiinde, genel anlamda indirgemeli diziler, Lehmer dizileri ve
tizerinde calisilacak gruplarla ilgili detayli bir sekilde bilgi verilmistir. Ayrica 1. ve 2.
boliimde c¢aligmamiza yon vermesi bakimindan iyi bilinen bazi indirgemeli dizilerin
gerek devirli gerekse iki iiretegli gruplardaki karsiliklari ve periyot uzunluklari ele

alinmustir.

Calismanin 3. bolimiinde m>3 i¢in Q,, genellestirilmis Quaternion, n>3 igin D,,
dihedral ve . m=>4 icin SD,, semidihedral gruplarmin Lehmer orbitlerinin

periyodlarinin uzunluklar1 hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Lehmer dizisi, Lehmer orbiti, Esas Lehmer orbiti, Dihedral grup,

Semidihedral grup, Quaternion grup

2019, 60 Sayfa



ABSTRACT
(M. Sc. Thesis)
LEHMER SEQUENCES IN SOME SPECIAL GROUPS
Abdulkadir KALEMCI
Kafkas University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Omiir DEVECI

In this thesis, the Lehmer sequences in some special groups were examined.

At the 1nd section of the study, in general detailed information has been given
associated with recurrence sequences, Lehmer sequences and groups studying on. Also
at the 1nd and 2rd section, in terms of directing our work, well-known some recurrence
sequences both in cyclic groups and in groups which have two generators and the

lengths of the period these sequences were obtained.

At the 3th section of the study, the lengths of the periods of the Lehmer orbits in the Q,,

generalized quaternion group for m=>3, the D,, dihedral group for n>3 and the SD,,

semidihedral group for m >4 have been calculated.

Key Words: Lehmer sequence, Lehmer orbit, Basic Lehmer orbit, Dihedral group,

Semidihedral group, Quaternion group

2019, 60 Pages



ONSOZ

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu c¢alisma Kafkas Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda yapilmastir.

Tez konusunu veren, engin tecriibesiyle bana yol gosteren, ¢aligmalarimda etkin katkisi
bulunan, vaktini ve bilgisini benden esirgemeyen Kafkas Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boliimii Ogretim Uyesi danisman hocam Saym Prof. Dr. Omiir

DEVECTI ye siikranlarimi sunarim.

Calismalarim boyunca kendilerinden gérmiis oldugum destekten dolay: aileme tesekkiir

ederim.

Kars Abdulkadir KALEMCI

VI



ICINDEKILER

[0 Y1 il LTRSS v
ONSOZ.....coo b VI
ICINDEKILER .........ooooieieeeeeeeeeeeeeee ettt VIl
TABLOLAR DIZANI ... VI
SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIZINI ......cocoooooiiiincn, IX
1. GENEL BILGILER .........cooiiiiiiiiiiiicssssees sttt 1
| 'y TPV 1
1.2, CebirSel YaAPIIAT ..cueeiieiieiiitieiesteet ettt st st nes 2
1.3. Lineer Indirgemeli DZIIET .........c.vuevevreereecreeeeeceeeesseeeeese s teseaesesassesesessesessesesessesenassans 11
1.4, FIDONACCT DIZIST ....euvevieeiiieiisieiieteietee ettt 14
1.5, LENMEE DIZISH. ettt 15
2. MATERYAL VE YONTEM .........ccccooiiiimiiiiieieeceeeeeees oo senes s 17
2.1. M Modiiliine Gore Indirgemeli DizZiler..........ccuvueverererrieererieresere e 17
2.1.1. M Modiiliine Gore K -Basamak Fibonacci Dizileri..........ccecvrireeieenieneninieeieiririnnes 17
2.1.2. & Modiiliine Gore Lehmer DizZiSi.......ccceerveerieriiieenieeeiieesieeesieeesveesieeesveessvee s 20

2.2. Gruplarda Indirgemeli DAZILET...........ceveveeuevreceeeceeieecee et eae e 22
2.2.1. Sonlu Gruplarda FibonacCi DIZIEri .......cceiveecieiiieeeiecieeee et 22
2.2.2. Gruplarda LENMEr DIZIlENT......cc.cevieuirieirieiirieerteieeeee et 27

2.2.2.1. Gruplarda Geren Ciftlerinin Lehmer Uzunluklar1 ve Esas Lehmer Uzunluklari ... 27

2.2.2.2. Fox Gruplarinda Lehmer Uzunluklar1 ve Esas Lehmer Uzunluklari...................... 31

3. BULGULAR ...ttt ettt ettt et et 36
3.1 sz Genellestirilmis Quaternion Grubunun Lehmer Uzunlukalari..........cccceeevvevveeneenienne 36
3.2. D,, Dihedral ve SD,,, Semidihedral Gruplarinin Lehmer Uzunluklart..........cc.ccccoconee. 38
4. SONUCLAR VE TARTISMA ... ..ottt 46
S KAYNAKLAR ...ttt nab e 47
(0 7.7€) 00317 1 15RO 50

VI



Tablo-3.1

Tablo-3.2

Tablo-3.3

Tablo-3.4

Tablo-3.5

Tablo-3.6

Tablo-3.7

Tablo-3.8

Tablo-3.9

Tablo-3.10

Tablo-3.11

Tablo-3.12

Tablo-3.13

Tablo-3.14

TABLOLAR DiZiNi

M =-1 ve n=3 i¢in D,, Dihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =-1 ve n=4 icin D, Dihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =-1 ve n=5 i¢in D,, Dihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =-1 ve n=6 icin D, Dihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =1 ve n=3 i¢in D,, Dihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =1 ve n=4 i¢in D,, Dihedral grubunun Lehmer
uzunluklari

M =1 ve n=5 i¢in D,, Dihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =1 ve n=6 i¢in D,, Dihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =-1ve m=4 i¢cin SD,, Semidihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =-1ve m=5 igin SD,, Semidihedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =-1ve m=6 i¢in SD,, Semidhedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =1ve m=4 i¢in SD,, Semidhedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =1ve m=5 i¢in SD,, Semidhedral grubunun Lehmer
uzunluklar1

M =1ve m=6 i¢in SD,, Semidhedral grubunun Lehmer

uzunluklari

VI

39

39

40

40

41

41

42

42

43

43

44

44

45

45



SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

e . Grubun birim elemant
R Reel sayilar kiimesi
7 Tam sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi
N Dogal sayilar kiimesi
G Grup
|G| : Grubun mertebesi
G=(A) . A dan tretilen grup
G/H : G nin H ye gore boliim grubu
H<G : H, G ninalt grubu
HAG :  H, G ninnormal alt grubu
(H,+, .) . Halka
AutG . G grubunun biitiin otomorfizmlerinin kiimesi
A : A matrisinin transpozu
D,, Dihedral grup
SD,, :  Semidihedral grup
Q. . Genellesitirilmis Quaternion grup
Gy, : Foxgrup
{f.} : Fibonacci dizisi
{ fn(k)} .k -basamak Fibonacci dizisi
{U }°° :  Lehmer dizisi
njo
{U ML (a)} . amodiiliine gére Lehmer dizisi
UM (G) ={x} . Lehmer orbiti
UM (G) . Esas Lehmer orbiti
X,y
LenU Q"va (G) :  Lehmer orbitinin periyod uzunlugu
LenUMt (G) . Esas Lehmer orbitinin periyod uzunlugu
X,y



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Indirgemeli diziler ve bu dizilerle alakali kavramlar modern bilimin bir¢ok alaninda
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu anlamda indirgemeli diziler disiplinler arasi iliski noktasinda
son derece oneme sahiptir. [1, 5, 17, 27, 31, 37] deki bilimsel ¢iktilar, indirgemeli
diziler konu aliarak farkli bilimsel disiplinlerde yapilan giincel ¢alismalara 6rnek

olarak verilebilir.

Indirgemeli diziler cebirsel yapilara ilk olarak Wall [40] daki ¢aligmas: ile tasinmistir.
Wall, bu ¢alismasinda devirli gruplarda klasik Fibonacci dizilerini (2-basamak
Fibonacci dizisi) incelemistir. Wilcox, [41] deki calismasiyla teoriyi abelyen gruplara
genisletmistir. Gruplarda indirgemeli diziler iizerine olusturulan konsept, daha sonra
yapilan calismalarla ¢esitli indirgemeli dizilerin farkli grup ailelerinde incelenmesi

seklinde genisletilmistir [2, 8, 13, 14, 25, 28, 32].

Deveci ve Karaduman, [15] deki galismalarinda indirgemeli diziler ailesinden olan
Lehmer dizilerini gruplara tasimis ve bu dizileri grup elemanlar1 yardimiyla yeniden
tanimlamiglardir. Bu calismada ilk olarak « modiiliine gore Lehmer dizilerinin
periyodlar1 elde edilmistir. Indirgemeli bir dizinin @ modiiliine gore periyodu Lehmer
dizisinin o . mertebeden devirli bir gruptaki periyoduna karsilik gelmektedir. Daha
sonra grup elemanlart ve otomorfizm kavrami yardimiyla Lehmer orbiti ve esas Lehmer

orbiti tanimlanmis ve bu kavramlar tizerinde durulmustur.

Bu calismada, grup elemanlar1 yardimiyla tanimlanan bu dizilerin kullanisli olup

olmadiklarmin test edilmesi amaciyla m >3 i¢in Q,, genellestirilmis Quaternion, n=>3
icin D,, dihedral ve m=>4 i¢in SD,, semidihedral gruplarimin Lehmer orbitlerinin

periyodlarinin uzunluklar1 hesaplanmistir.



1.2. Cebirsel Yapilar

Tammli.2.1: G bir kiime olsun. O halde;
*:GxG > G, (X, y)=x*y
fonksiyonuna G de bir ikili islem denir. Bu takdirde (G,*) ikili islemine cebirsel yapi

denir.

Ornek 1.2.1: *:RxR —>R ve a,beR icin

a*b=a+b+ab

seklinde tanimlanan ikili islemdir [38].

Tamm 1.2.2. G bostan farkl bir kiime ve *, bu kiime tizerinde bir ikili islem olsun. O

halde asagidaki kosullar saglanirsa (G,*) cebirsel yapisina bir grup denir.
G,) Va,beG igin a*beG (Kapalilik sarti)
G,) Va,b,ceG i¢in ax(b*c)=(a*b)*c (Birlesme 6zelligi)
G,) VaeG i¢in a*e=e*xa=a olacak sekilde bir eeG vardir. (Birim elemanin
varlig1)
G,) G kiimesindeki her bir a i¢in &, G nin birim eleman1 olmak tizere
axa' =a'*a=e

olacak sekilde a' € G vardir (Ters elemanin varligr) [38].

Ornek 1.2.2: 7. tam sayilar, Q rasyonel sayilar,R reel sayilar ve C komleks sayilar

kiimeleri toplama islemine gore birer grupturlar.

Tamm 1.2.3: (G,*) bir grup olsun. Va,b e G i¢in a*b=b=a oluyorsa G ye degismeli

(abelyan) grup denir.

Tamim 1.2.4: Eger Tanim 2.1.2 deki yalnizca G, ve G, sartlari saglanirsa o zaman

(G,*) cebirsel yapisina yar1 grup denir.



Teorem 1.2.1: (G, *) bir grup olsun. Buna gore

(i) G nin birimi tektir.

(ii) G nin her elemaninin tersi tektir.

(iii) aeG igin a*xa=a ise a=e dir.

(iv) G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 gegerlidir. Yani a € G i¢in
a*b=a=c ise b=c (soldan kisaltma kurali)
bxa=c=a ise b=c (sagdan kisaltma kural1)

(V) a,beG igin a*xx=b vey=*a=>b denklemlerinin G deki islemleri tektir.

(vi) aeG icin (a*) =a dir [38].

Tamm 1.2.5: (G,*) bir grup olsun. a€G elemanlarinin kuvvetleri n e Z* U {0} igin;
a"=a*a=---+a (N tane ¢arpan)
a® =e (&,(G,*) nin birim elemani)
a’ :(a’l)n

seklinde tanimlanir [38].

Teorem 1.2.2: (G*) bir grup, a€G ve m,neZ olmak iizere a nin kuvvetleri igin

asagidaki ifadeler gecerlidir [38]:

m+n

. a"xa"=a™" =a"xa™

ii.(a'“)n —a™ =(a“)m

[

lii.a™ :(am)f

iv. e" =e.

Tamm 1.2.6: G bir grup olsun. G grubunun eleman sayisina bu grubunun mertebesi

denir. |G| veya o(G) ile gosterilir.

Tamum 1.2.7: |G| sonluise G ye sonlu grup; sonsuz ise sonsuz grup adi verilir. G sonlu

bir grup ve |G|=n ise G ye n.mertebeden bir grup denir.



Ornek 1.2.4: Kompleks sayilar iizerindeki 2x 2 kare matrilerin

MZ(C):{: (ﬂ:a,b,c,de(c}

kiimesini diisiinelim. Bu kiime matrislerin
a b+a1 b,| |a+a b+b
c d| |¢ d| |c+c d+d,
toplamina gore bir degismeli grup teskil eder [4].

Tanmm 1.2.8: G birgrupve H, &= H <G olacak sekilde bir alt kiime olsun. H,G

de tanimlanan ikili isleme gore bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denir. H <G ile

gosterilir.

Ornek 1.2.5: 27, kiimesi, adi toplama islemine gdre tam sayilar grubunun bir alt

grubudur.

Tamm 1.2.9: (G,*) bir grup ve e, (G,*) grubunun birim elemant olmak tizere ({e},*)
Ve (G,*) nin kendisi (G,*) grubunun alt gruplari olup bu alt gruplara (G,*) grubunun

agikar alt gruplar1 denir [38].

Tamim 1.2.10: Bir grubun kendisinden ve biriminden farkl: biitiin alt gruplarina 6zalt

grubu denir.

Tamim 1.2.11: G bir grup ve &= AcG olsun. G grubunun A y1 igeren tiim alt

gruplarinin ailesinin ara kesitini (A) ile gosterelim. Bu takdirde (A), G nin bir alt

grubudur. Bu alt grup A y1 igeren en kiigiik alt gruptur ve A tarafindan gerilen alt grup

olarak adlandirilir.

Tamm 1.2.12: G bir grup ve N <G olmak iizere eger her g€G i¢in gN =Ng

oluyorsa N ye G nin bir normal alt grubu denir ve N <G ile gosterilir.

Ornek 1.2.6: G grubu degismeliyken her alt grubun normal olacag: agiktir.



Tamm 1.2.13: N <G olmak iizere G/N kiimesi tizerinde (Ng)(Nh)=N(gh) ile bir

carpim tanimlansin. O halde G/ N bu ¢arpima gore mertebesi [G : N] olan bir gruptur.

Bu gruba N ile G nin béliim grubu denir.

Tamm 1.2.14: G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. H<G ve H<K <G
den K =G elde edilirse H alt grubuna, G nin bir maksimal alt grubu denir.

E={e} olmak iizere E<H ve EXK<H dan K=G elde edilirse H alt grubuna

minimal alt grup denir.

Tamm 1.2.15: (G,*) ve (G',+) iki grup ve ¢:G —G bir doniisiim olsun. Va,beG
i¢in

#(axb)=4(a)* ¢(b)
esitligi saglaniyorsa ¢ doniisimiine G grubundan G’ grubuna bir homomofizm denir.
Eger ¢ homomorfizmi birebir ise ¢ doniisimiine bir monomorfizm; 6rten ise ¢ ye
epimorfizm denilir. Ozel olarak ¢ homomorfizmi G grubundan kendisine ise ¢

dontisiimiine bir endomorfizm denir.

Tamm 1.2.16: (G,=) ve (G',+") iki grup olsun. O halde
$.G>G
doniistimii islemi koruyorsa ve birebir ve oOrtense ¢ donlisimiine G grubundan G’

grubuna bir izomorfizm denir. Bu durumda G ve G’ gruplarina izomorf gruplar denir

ve G =G’ ile gosterilir.
Ozel olarak G =G’ olmasi durumunda ¢ déniisiimiine bir otomorfizm denir [10].

Tamm 1.2.17: G bir grup ve a€G olmak lizere her xeG igin I, (x)=axa™ ile

tanimlanan

,:G>G



Otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun biitin ig¢

otomorfizmlerinin kiimesi I(G), bitiin otomorfizmlerinin kiimesi de AutG ile

gosterilir [38].

Tamm 1.2.18: G bir grup olmak tizere H ={an n eZ} alt grubuna G nin a elemani

tarafindan gerilen devirli alt grubu denir ve (a) ile gosterilir.
Yani,

a={a":inezZj=H dir.
Buradan hareketle devirli grup su sekilde de tanimlanabilir:

G, bir grup olmak ilizere G de G :{a” ‘Nne Z} olacak sekilde bir a elamani varsa o

zaman G grubuna devirli grup denir. Boylece bir @ elamanina G nin gereni denir ve

G= <a> seklinde gosterilir [38].

Tamm 1.2.19: G bir grup ve aeG olsun. a nmn gerdigi (a) devirli grubunun

mertebesine & elemaninin mertebesi denir ve -(a) ile gosterilir [11].

Teorem 1.2.3: Her devirli grup degismelidir [38].

Teorem 1.2.4: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir [38].

Teorem 1.2.5: G bir grup, acG ve @ nin mertebesi N yani o(a)=n olsun. Buna gore

[38];
(i) Eger a nin mertebesi sonsuz ise o takdirde @ nin biitiin farkli kuvvetleri grubun

farkli elemanlaridir.
(ii) Eger a nin mertebesi sonlu ise yani a" =€ sartin1 saglayan en kiigiik pozitif tam
say1 N ise o takdirde @ nin geren devirli grubun yani (a) nin mertebesi de n dir.
Diger bir deyisle,

(a) ={e,a, az,...,a”‘l}

dir.



(iii) a nin mertebesi sonlu ve N olmak iizere a“=a' olmasi icin gerek ve yeter sart

k =I(modn) olmasidir.

(iv) =(a)=n sonlu olmak iizere a“ =€ olmasi i¢in gerek ve yeter sart n|k olmasidir.

Sonu¢ 1.2.1: G =(a) bir sonlu devir grubu ve o(G)=k <oo olsun. H ={e} ve a" eH
olacak sekilde n>0 pozitif tam sayilarinin en kii¢iigii M olmak iizere H =<a'“>

oldugu kabul edilsin. O halde,
k
mik ve o(H)=—
kve o(H) =<

dir [38].

Uyar1 1.2.1: G :<a> sonsuz mertebeli bir devir grubu ise o takdirde a™ nin biitiin

kuvvetleri farkli olacagindan H = (a") devir grubu da sonsuz olur [38].

Teorem 1.2.6: G :<a> ve o(G)=n olan bir devirli grup olsun. O takdirde G nin a*
tarafindan iretilmesi i¢in yani G :<ak> olmast i¢in gerek ve yeter sart k ile n nin

aralarinda relatif asal yani (k,n)=1 olmasidir [38].

Ispat: = Olmayana ergi yontemi ile ispat1 yapalim. Bir an i¢in (k, n) =d >1 oldugunu
varsayalim. O zaman buradan d|k ve d|n ya da sirasiile k =dt ve n=dr yazilir. Bu

durumda,

oyle ki
o(a*)<r<n

dir. Buise a“ min G nin bir iireteci olmadigini gsterir. Ciinkii

G=<ak>



olsaydi o zaman G =(a) oldugundan o(a)=n dolaysi ile o(ak): n olmalydi. Bu
bir ¢eliskidir. Dolaysi ile eger G = <ak> ise 0 zaman (k,n)=1 olmalidur.
<(k,n) =1 olsun. Buna gére G = <ak> oldugu gosterilmelidir.
Gc <ak>
oldugu agiktir. Ciinkii a“ €G ve G bir grup oldugundan kapalilik 6zelliginden dolay:

a* nm kuvvetleri G ye aittir. Simdi ters kapsama gosterilir ise,
(k,n)=1=ku+nv=1
olacak sekilde U,V tam sayilar1 vardir. O halde
ku+nv ku o nv

a=a =a a

yazilir. Diger taraftan G = <ak> ve o(G)=n oldugundan o(a)=n dir. Bylece
am :(an)v —e' =g
olup buradan a=a" esitligi elde edilir. Buna gore a™ € G ise o takdirde

= () =() <)

yazilir.

Bu da,
Gc <ak>

olmasini gerektirir. Boylece G = <ak> esitligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Sonu¢ 1.2.2: Bir k tam sayisinin (Z,,+) grubunun bir gereni olmas i¢in gerek ve

yeter sart (k,n)=1 olmasidir [38].

Bir H kiimesi ile bu kiime iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (-) ikili islemlerinden

olusan cebirsel yap1 (H,+,-) ile gosterilir.

Tamm 1.2.20: (H +) cebirsel yapisi verilmis olsun. Eger H kiimesindeki her x,vy,z

elemanlari i¢in

x(y+2)=(xy)+(xz)



ise (H,+,-) yapisinin sol dagilma 6zelligi vardir denir. Her X,y,ze H igin

(x+y)z=(xz)+(yz)

ise (H,+,-) yapisinin sag dagilma 6zelligi vardir denir [26].

Tanmm 1.2.21: G bir grup ve ScG olsun. Eger G nin herhangi bir eleman1 S nin
sonlu sayidaki elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin bir ¢arpimi olarak tek tiirlii

yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi iizerinde serbesttir denir [22].

Tamm 1.2.22: X bir kilme; F(X), X ilizerinde serbest grup ve Rc< F(X) olsun.
G=(X:R) ye G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine

tanimlayict gerenler kiimesi ve r e R i¢in r =e olacak sekildeki denklemlerin kiimesine

ise tanimlayic1 bagintilar kiimesi denir, r elemanlarina da bagintilar denir.

Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak iizere bir G grubu (X :R) seklinde takdim

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir [22].

Tamm 12.23: G=(X:R) ve H=(Y:S) olmak iizere GxH direkt carpimi,
[X,Y]:{[x,y]:XGX,er}
GxH=(X,Y:R,S,[R,S])

seklinde tanimlanir [22].

Tamm 1.2.24: G, j-gerenli bir grup ve

X ={(x1,xz...,xj)erGx_...xG|<{x1,xz...,xj}>=G}

]

esitligi verilsin. O halde (xi,xz...,xj) ye G nin bir geren j -lisi denir.

Tamm 1.2.25: m=3igin Q,, genellestirilmis Quaternion grubu,

2 2

Q= <X’ yix =y’ =x" yixy = X’l>



seklinde takdim edilir.

Tamm 1.2.26: n >3 igin 2n mertebeli D,, Dihedral grubu,

D,, =<x,y:xn =y? =(xy)2 :e>

seklinde tanimlanir.

Tamm 1.2.27: m >4 i¢in 2" mertebeli SD,, semidihedral grubu,

SD,, = <x, yixZ =y?=e yixy= x‘1+2m72>

seklinde tanimlanir.

Tamm 1.2.28: G,, Fox grubu:
<x, y:xy=y'X, yx= xty>
seklinde takdim edilir. Bu grup |t —1° mertebeli bir metacyclic grup olup, gerenlerin

mertebesi (¢t 1) dir [7].

Tamm 1.2.39: Bostan farkli bir R kiimesi iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (-) denilen
iki ikili islem tammlanmis olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman (R,+,-)
cebirsel yapisina bir halka denir.
R,) (R,+) degismeli bir gruptur.
RZ) R kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir. Yani Va,beR i¢in abeR dir.
R3) R kiimesi ¢carpma islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Yani Va,b,c € R i¢in
a(bc)=(ab)c dir,
R4) Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir.
Yani Va,b,ceR igin

a(b+c)=ab+ac

ve

(b+c)a=ba+ca
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dir [38].

Ornek 1.2.7: F kiimesi R den R ye biitiin fonksiyonlarin kiimesi olsun. Yani
F={f:f:R>R}

olsun. Fonksiyonlarin bilinen toplamina gore yani VXeR ve vf,g e F igin

(F+9)(x)=f(x)+9(x)

islemine gore (F,+) degismeli bir gruptur. Eger ¢arpma islemi de

(fg)(x)=f(x)g(x)
seklinde tanimlanirsa o takdirde (F,+,-) cebirsel yapisinin bir halka oldugu kolayca

gortilebilir [38].

Tamim 1.2.30: Birimli bir H halkasinda 1, #0, ve H nin sifirdan farkli her eleman:

tersinir ise H ye bir aykiri cisim denir [26].
Tamim 1.2.31: Eger H degismeli aykiri cisim ise H Yye bir cisim denir [26].

Ornek 1.2.8: (Q,+,-),(R,+,-) ve (C,+,-) cebirsel yapilari birer cisim olmasina karsilik

(Z,+,-) tam sayilar halkas1 bir cisim degildir. Gergekten sdzgelimi 2 €Z nin garpmaya

gore tersi % olup %gz oldugundan (Z,+,-) bir cisim olamaz [38].

1.3. Lineer indirgemeli Diziler

Tanmim 1.3.1: R birimli ve degismeli bir halka olsun, R nin elemanlarinin a,,a,,...,8,
baslangi¢ elemanlartyla n>1 igin

A = Gy pq T8y o G, (13.1)
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seklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli bagintiy1 saglayan diziye homojen

lineer indirgemeli dizi denir. Burada c,c,,...,C, € R olacak sekilde sabit katsayilar olup

C,., R halkasimin sifir boleni olamaz [17].

Tamm_1.3.2: f(x)=x"+cx“"+---+c_,x+C, seklindeki k. dereceden polinoma,

(1.3.1) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli bagint1 i¢in karakteristik polinom

denir.

Sirayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer indirgemeli

diziler diye adlandirilir. Ayrica 7Z,Q,R,C {izerinde tanimlanan lineer indirgemeli

diziler sirayla tam sayi, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler olarak

adlandirlir.

C., R nin terslenebilir bir elemant ise (1.3.1) de tanimlanan dizi a,,a ;,a,,..., seklinde

devam eder [17].

Eger R sifir bolene sahip degilse bu durumda {a,} dizisi minimal uzunluktaki bir
dizinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine {a,} dizisinin mertebesi

denir.

Tamm 1.3.3: R degismeli ve birimli bir halka olsun, R nin elemanlarinin &a,a,,...,a,
baslangi¢ elemanlariyla n>1 igin,

A =Ca,, +6a - +Ga +C

seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli

dizi denir.

Bu bagint1 kullanilarak

k-1
At = (C1 +1) A Z(Cm —G )an+k—i —C.a, (1.3.2)

i=1

seklindeki (n +1) mertebeli homojen olmayan indirgemeli bagint1 elde edilebilir.

12



(1.3.2) bagintisi igin
F(x)=(X—¢cx",...,cx—¢, )(x-1)

seklindeki karakteristik polinom elde edilir [17].

Tamm 1.3.4: a,,a,,...,8, ; baslangic degerleri ve C,,C,,...,C, ; ler sabitler olmak iizere,

a‘n+k = COan + Clan+1 +eeet Ck—lanJrk—l

seklindeki k -basamak lineer indirgeme bagmtisiyla tanimlanan dizi igin, dizinin

elemanlart;
0 1 0 0 |
0 0 1 0 0
0 0 O 0 0
A= r
0 0 O 0 1
_CO Cl C2 Ck—2 Ck—l
olmak tizere,
_ o 4PN
a1 an+1
Al =
_ak—l_ _an+k—1_

seklindeki denklem yardimiyla elde edilmistir [23].
Tamm 1.3.5: Dizi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin tekrar seklinde meydana
geliyorsa bu diziye periyodik dizi denir. Tekrar eden alt dizideki eleman sayisina ise

dizinin periyodu denir.

Tamm 1.3.6: Bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye k
periyodlu basit periyodik dizidir.
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1.4. Fibonacci Dizisi

Tamm 1.4.1: { f } Fibonacci dizisi, f, =0, f, =1 baslangi¢ degerleri olmak iizere

n>0 icin

f,=f ,+f

n+2 n+1 n

seklinde tanimlanir. Yani Fibonacci dizisi,
0,1,1,2,3,5,8,13,21,...
seklindedir.
Fibonacci dizileri
0 1]'[0 7
BHHE

olacak sekilde bir matris tarafindan iiretilebilecegi gosterilmistir [36].

f2 fl 1 1 n fn+1 fn
Q = f f = f Q =
1 0 1 0 fn fn—l

olacak sekilde bir Q matrisi tarafindan iretebilecegini gosterilmistir. Buradaki Q

Fibonacci sayilarinin

matrisine Fibonacci Q -matrisi denir [21].

Simdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazi 6zelliklerini verelim.

i 2 =11 ,+(-1)

n

Bu esitligin dogrulugu Fibonacci dizisinin taniminda verilen bagintilar yardimiyla

timevarim metodu kullanilarak gdsterilebilir.
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1+\/§, 18:1_\/5 olmak tizere fn:a —p
2 2 a—pf3

esitligine Binet formiilii denir.

Bu formiil N nin negatif degerleri i¢in Fibonacci dizisinin dogal genislemesini verir.

a"B" =(-1)" bagmtis kullanilarak,

oldugu gosterilebilir.

Tamm 1.4.2: {fn(k)} k -basamak Fibonacci dizisi, f,=f,=---=f_, =0, f =1

baslangi¢ degerleri olmak lizere n>1 i¢in

f0) _ ) f(k)

n+k = “n+k-1 n+k—2

et fn(k) (141)

seklinde tanimlanir.

k -basamak Fibonacci dizisi bir lineer kombinasyon olarak tanimlanan

Ak =G 08,y + 618y (1.4.2)
dizisinin 6zel bir halidir. Béylece Tanim 1.3.4 yardimiyla
- arag | F0
010 - 0 of0] | ]
001 - 00||0 |Ff9
000 - 00[[0] |f®

n+k-1

111 -1 1][1 _fn(fﬁj

oldugu kolayca goriilebilir.

1.5. Lehmer Dizisi

Tanmm 1.5.1: LveM tam sayillarnt LM #0 ve K=L—-4M %0 kosullarin1 saglayan
tam sayilar olmak iizere U =U(L,M) = {Un};O Lehmer dizisi U, =0, U, =1 baslangig

degerleriyle
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U LU, ,—-MU_,, n tek,
" lU,.,-MU_,, n Gift,

seklinde tanimlanir [15].
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2. MATERYAL VE YONTEM
2.1. m Modiiliine Gore Indirgemeli Diziler

2.1.1. m Modiiliine Gore k -Basamak Fibonacci Dizileri

modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,
f(kom)=( £, gkm gk

dizisi elde edilir.

O zaman (fl(k’m), fom fk(k*””)z(o, 0,...,1) olup bu dizinin indirgeme bagntist ile

(1.4.1) de tamimh dizideki indirgeme bagintis1 aynidir [30].

Teorem 2.1.1.1: f (k,m) basit periyodik bir dizidir [30].

Ispat: S, ={(a,a,,...,a,)|0<a <m-1} olsun. |S,| = m*sonludur, yani

flom _ flem) g lom) _ g (km)

u+l v+l 1ttt Tu+k v+k

olacak sekilde u>0i¢in v >u sayisi vardir. Tanimdan

\N

k,
(=51
j=0
elde edilir. Yani,
() 0 £ 0
fn = fn+k _Z fn+j
=0

bagintisina ulasilir. Buradan kolaylikla,

(km) _ ¢ (km) g (km) _ £ (km) £ (km) _
f - fv ' 1:u—l - fv—l ' 1:u—2 - f

u

k,m) f(k,m)) — f(k,m) ve f(k,m) — f(k,m)
12 1

(
v-=2 1°°° V—u+2 v—u+l

oldugu sonucuna varilir. Boylece f (k, m) periyodik dizidir.

h.(m), f(k,m) nin en kiigik periyodunu gosterir. f(k,m) nin periyodu veya m

moduliine gore k -basamak Fibonacci dizisinin Wall sayisi olarak adlandirilir [30].
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Ornek2.1.1.1: 5(4,3)=(0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,21,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1...)
olsun. O zaman h,(3) =26 olur [30].
p, ler asal sayilar € ler pozitif tam sayilar olmak iizere, m:l_[::1 pf (t=1) Ise

h(m). h,(p®) lerin en kiigiik ortak katidir [30].

G asagida goriildigi gibi kxk tipli kare matris olmak tizere

01 0 . . . O]

0O001...0
G:

o . . . .

i 1. ..1]

b, lerin tam say1 oldugu bir A= (b;) matrisi igin, A matrisinin her elemaninin modm
ye gore indirgenmesi Amod(m) ile ifade edilir. Yani A(modm)= (b“. (mod m)) dir.
<G>m ={G'(modm) |i > 0} olsun. Acik olarak, T matrisin transpozu olmak tizere,
G'(0,0,....)" (modm) = (5™, fXr, ..., 5™,
dir. O zaman h, (m) nin en kiigiik pozitif tam sayisinin h oldugu elde edilir, dyle ki,
G"(0,0,...,)" (modm) = (0,0,...,1)
dir. Simdi a =(a,,a,,...a,)=00210,...,0) k-boyutlu bir vektér olsun.

a,=(a,.a,,...,a,) vektori n>0 igin

q, =8k V& Ay =84y T84y (i>1) (2.1.1)
seklinde tanimlanir.
an anl an2 o a‘nk
a‘n+l a(n+l)l a(n+1)2 ot a‘(n+1)k
!
Gn = =
Q] [ Ak Rz 0 0 0 Rk |

olsun [30]. Buradan asagidaki lemma verilir.
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Lemma2.1.1.1 G, =G/ dir[30].
g,(p”*), <G>pa grubunun mertebesini gostersin. Asagidaki teorem h (p*) ve g, (p*)

arasindaki iliskiyi verir [30].

Teorem 2.1.1.2: h (p”) =g, (p*) dir [30].

Ispat: g, (p*) nin h (p*) ile bolindiigi agiktir. O zaman h (p“) nin g, (p“) ile
boliinebilir oldugunu kanitlamamiz yeterlidir. h (p*)=n olsun. O zaman n asagidaki
esitligi saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir:

G"(0,0,...,1)" (mod p)=(0,0,...,1). (2.1.2)
Buradan ve Lemma 2.1.1.1 den, 0< j<k—1 i¢in

A, jx =0(mod p*) , 0< j<k-1Ve a,, , =1(mod p“),
olur. Buradan ve (2.1.1) den, tim j=0,1,...,k—1 i¢in
A1y = B jy(ia) ~ s jayk = B jyiiepy (MO P7)

olur. Boylece

8y =81, == &y =1(Mod p%)

elde edilir. j+1<i<k oldugunda,

QUneiyi = X jo)ie)) == Knakiv jok =0(mod p“)
elde edilir ve j>i oldugunda (2.1.1) den dolay1 &, ;,,, = &, Olur. Bundan dolay,
Ay iyi = Qnejoyicag == Qg joivan = Rnejoigk = O(mod p*)

olur. Buradan G"=I(mod p“) elde edilir ki bu da n nin g (p%) tarafindan

boliinebilecegini gosterir. Boylelikle h, (p*) =g, (p*) oldugunu goriliir.

Teorem 2.1.1.3: t, g, (p) =g, (p") esitligini saglayan en biiyiik pozitif tam say1 olsun. O

halde her e >t igin g, (p*)=p“'g.(p) olur. Ozellikle g, (p)= g, (p?) ise her a >1

i¢in, g, (p*)=p“ g, (p) olur [30].
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Ispat: Tanim geregi her pozitif r tam sayist i¢in G%® = I(mod p™) dir. Bundan

r+1

dolayr G*®™ =(mod p") olur. Bu ise g, (p') nin g, (p™*) yi boldiigii anlamina

gelir. Diger taraftan G%®) =] +(b{"p") yazilarak g, (P™), g (p) ile

boliinebilirligini saglayan:

i=0

r P i
GHPP = (1 + (" p")" =Z[Iioj(bé”pr)' =1 (mod p"*) (2.1.3)

denklemi elde edilir. Bundan dolayr g, (p™)=g.(p") veya g,(p™)=9.(p")p

oldugunu gosterir ki burada ikinci durum, ancak ve ancak p ye bdliinmeyen bir big” nin

t+1

varhigi ile miimkiindiir. g,(p')# g, (p"") oldugunda p ile boliinmeyen bir b{™ vardir.

t+1 t+2

Buradan g, (p ) oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

)#9.(p

Varsayim 2.1.1.1: p>K bir asal say1 ise, hk(p)‘( p* — p‘) olacak sekilde 0<i<k-1

araliginda bir i sayis1 vardir [30].

2.1.2. ¢ Modiiliine Gore Lehmer Dizisi

Bu ¢alismada U Lehmer dizisini {U M*L} notasyonu ile ifade edilecektir.

Tamm 2.1.2.1: Lehmer dizisi « modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,

UM (@)} ={Us"" (@)U (@), U}  (@),.... UM (@), ..}

dizisi elde edilir. Burada UM"(a) =UM"(mod &) dir [15].

Teorem 2.1.2.1: M =+1 ig¢in {UM’L(a)} dizisi basit periyodiktir. M nin diger

durumlarinda ise dizi periyodiktir [15].
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Ispat: Dizide «® tane sirali ikili (¢iftli) ortaya ¢ikacagindan ve «? sonlu bir sayi

oldugundan, bu sirali ikililerden birisi dizide tekrar ederek karsimiza cikacaktir. Bu
tekrar {U ML (a)} dizisinin periyodik oldugunu gosterir. Lehmer dizisinin tanimindan

LU, ,-U.,, ntek,
MU, , = U U .
aa =Y., n cift,

n

bagntisini yazariz. Boylece, eger U\)" (o) =U )" (), U () =U}"" (o) V& M =+1

ise UM% (a)=U"" () ve UM (a)=U,"" () olur. Bu da {UM’L(a)} dizisinin basit

i—j+1

periyodik olmasini géstermektedir.

{UM‘L(a)} dizisinin en kisa periyodu k™"“(a) olsun. k™" (a), @ modiline gore

Lehmer dizisinin periyodu olarak adlandirilir.

Ornek 21.21: {U*(7)}={0,1,1,4,34,110,6,6,34,36,6,0114,.} dizsi icin

k**(7) =16 olur [15].

Teorem 2.1.2.2: p, ler farkli asal sayilar olmak iizere m:H::1 pi (t>1) ise

kM (m) = okek[k™"(p®)] olur. Buradak™*(p), k™" (p),....k™"(p%) nin en kiigiik

ortak kat1 okek[k™"(p/)] ile gosterilir [15].

Ispat: {u™t(pg)} dizisinin periyodu k"' (pf) oldugundan {UM’L(pf')} dizisi
yalnmizca uk™"*(p'), (ueN) uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayrica k™t (m),
{UM’L(m)} dizisinin periyodu oldugundan, her i degeri igin {UM’L(pf')} dizisi
k™(m) terimde bir tekrar eder. Boylece her i degeri igin k™*“(m) periyodu
uk"(p) seklinde olup bu sayi {UM'L(m)} dizisinin periyodunu vermektedir.

Dolayistyla k™'*(m) = ekok[k""*(p/)] elde edilmektedir.

Teorem 2.1.2.3: M ==+1 ve k™" (p?) k" (p) ise k™" (p?) = pk™"(p) dir [15].
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Ispat: M ==+1 ve k™" (p*) #k""(p) olsun. O halde {U™*} dizisi,
UMt =0, UMt =1,...
U:('A’t(p) =A,..p, uk“fn';wl =A,.p+1,...,
UMt =4:2p, UM = 4,2p+1..,
ML 2 ML _ 2
Upkaum =A.p°, Upkwp)ﬂ =A4.p"+1...,

seklinde olup burada A ve A, Sptobeb(4,4,) olacak sekilde dogal sayilardir.

UQ/_' k’b‘L(p) =0 ve Ug’.'k'h,L =1 oldugundan bu dizide devir p°. elemanla baslar. Yani

M, L _ M,L M,L _ M,L H M,L t+1 M,L -
Ui, =Uo ~ Ve UMy, o =U["" dir. Buradan K" (p"™) = pk™ - (p) oldugu elde
edilir [15].

Varsayim 2.1.2.1.

D) p=2 k™ (p™) =k (p')(t>1) ve M ==+1 olsun. O halde k™" (p"™") = pk™ " (p")
dir.

i k™2 2k (2)(t>2) ve M =+1 olsun. O haldek™*(2"")=2k""(2") dir
[15].

2.2. Gruplarda indirgemeli Diziler

2.2.1. Sonlu Gruplarda Fibonacci Dizileri

Tamm 2.2.1.1: Sonlu gruplarda bir k-nacci dizisi, grubunun X;, X,X,...,X;,-..
elemanlarinin dizisidir. Burada dizinin her eleman, Xore+s Xjq verilen baglangic

elemanlari igin,

. _{xoxi...xn_l, j<n<k,
=
X X ieer -+ - Xogo n=Kk,

ile tanimlanir. Ayrica bu dizinin Xy, X, X, ..., X4 baslangi¢ elemanlarinin grubu germesi

sarttir. Boylece bu ifade k -nacci dizisini grubun yapisini gésterir. X,, X;, X P ile
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tiretilen sonlu bir G grubunun k -nacci dizisi F (G5 X0, X, Xy, -0 X)) ile gosterilir.
Buna gore tam sayilardaki modm ye gore klasik Fibonacci dizisi F,(Z ,;0,1) seklinde

yazilabilir. Grup elemanlarinin bir 2 -nacci dizisi sonlu bir grubun Fibonacci dizisi
olarak adlandirilir. G grubunun her eleman: dizide goriinecek sekilde bir k -nacci dizisi

varsa sonlu grup G bir k -nacci dizilenebilirdir [28].

Teorem 2.2.1.1: Sonlu gruplardaki bir k-nacci dizisi basit periyodiktir [28].

Ispat: G, n mertebeli bir grup olsun. Bu durumda n* tane G nin elemanlarin farkli
k -tiplisi var oldugundan bu k -tiplilerin en az bir tanesi G nin bir k -nacci dizisinde iki
kez goriliir. Bu nedenle K -nacci dizisi periyodiktir. Dizi periyodik oldugundan i > j ve
Xisg = Xjsnr Ko = Xjuor Xing = Xjpgae oo X = X

olacak sekilde i ve j dogal sayilart mevcuttur. k -nacci dizisinin tanimindan

X = X Koen) ™ i) oo O600) ™
ve

X = X Kigen) Kirgeny) - () ™
oldugu bilinmektedir. Bundan dolay1 x; = x; olur ve dizi

X1 = X0 Xio = Xjp0eems Xy =X =X

seklinde devam eder. Bu nedenle dizi basit periyodiktir.

i-1

Teorem 2.2.1.2: n>3 olmak iizere <a, b:a"=b%?=¢eba= a*lb> seklinde takdim edilen

D, dihedral grubununda, R, (D,;a,b) =R, (D,;b,a) =2k +2 dir [28].

Ispat: |a|=n ve |b|=2 olsun. k =2 igin
a,b,ab,a™,a’,ab,a,b...
ve
b,a,a'b,b,a™,ab,b,a...
seklindeki iki dizinin de periyotlart 6 dir. k >3 i¢in dizinin ilk k tane elemani

2k—3

X, =4, X, =b, x, =ab, x, =(ab)?,..., Xx._, =(ab)
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seklinde olur. Burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j<k-1 i¢in x; =e olmak

lizere a,b,ab,ee,...,ee yazilir. Boylece

k-1 k
x =] [x =abab=e, X =]]x =bab=a",
i=0 i=1
k+1 k+2
X., =] [x =aba™=a’, X.s =] [% =a"a’h=ab,
i=2 i=3

k+3
-1,52
X0 =] [ % =a"a’hab=e.

i+4

elde edilir. Burada 4 < j<kigin x,_; =e dir. Ayrica
k+k K+k+1
X1 = | [ % =a™a’hab=e, X = | | % =@’bab=a,
i=k+1 i=k+2
k+k+2 k+k+3
Xiikia = H X, = aba=Db, Xikra = H X; =ab,
i=k+3 i=k+4

dir. X,,5, Xoxs5 Xoxse Clemanlari a,b ve ab nin degerlerine bagh oldugundan (2k +2).

eleman ile basa doner. Yani X, = X,,,, olur. Bu nedenle B, (D,;a,b) =2k +2 olur.

Eger |b|=n ve |a|=2ise
b, a,ba, (ba)?, (ba)*, (ba)?, ..., (ba)?"
dizisi elde edilir. Burada gerekli indirgemeler yapilirsa, 3< j <k —1 i¢in x; =e olmak

tizere b,a,ba,e,e,...,e dizisine indirgenir ve ispat yukaridakine benzer sekilde

tamamlanir.

Teorem 2.2.1.3: G, gerenleri a ve b olan 2-gerenli bir grup ve birim elemani

F,(G;a,b) veya F,(G;b,a) Fibonacci dizilerinde goriiliiyorsa G abelyan gruptur [28].

Ispat: Genelligi bozmaksizin F,(G;a,b) dizisi igin varsayalim ki bu Fibonacci dizisinin
birim elemani, € ve neN i¢in (n +1). eleman1 olsun. Bu dizinin N. eleman1 grubun

herhangi bir elemani olabilir. Boylelikle

a,b,...,s,e,...

24



seklinde bir dizi elde edilir. Yalmz s™, (n—1). pozisyon icin tanimlayict bagintiy:
saglar. Benzer sekilde, s* dizinin (n—2). pozisyonunda, s~ dizisinin (n-3).
pozisyonunda olur. Benzer sekilde devam edersek dizi,

ab,..s?% s s° s st s
seklinde olusur. Bu elemanlar iislere sahip oldugundan u, ,=-U,,+U; bagmntist
kullanilarak S nin {slerinde ortaya c¢ikan ardisik pozitif ve negatif isaretli tam
sayilardan bir Fibonacci dizisi olusturulur. Bu nedenle grubun Fibonacci dizisi
asagidaki iki formdan birine sahiptir;
I. n tek ise dizi;

g, gt g2 5% g

seklindedir. Bu durumda

st =a, s =b (s* =b™)

ve sz =ab olur.

u,

Sun—lsun—z :Sun—1+un—2 — S n
oldugundan b™ab=a veya ab =ba oldugu soylenebilir. O halde bu grup abelyendir.

ii. n cift ise dizi;

seklindedir. Bu durumda,
s =a,s" =pb (s =b")

ve sz =ab olur.

S_un—ls_un—z — S_(un—1+un—2) — S—Un

oldugundan b'ab=a veya ab=ba oldugunu sdylenebilir. Boylelikle bu grup

abelyendir.

Bu teoremin karsit1 her zaman dogru degildir. Asagidaki abelyen grubu diistinelim:
A=(a,b:a’ =b’ =e ve ba =ab)
Bu grubun Fibonacci dizileri;

a, b, ab, a, a’h, a’b, a°, a®b, a’b, a3, a’b, ab, a®, b,
a’h, a°, a’b, a®b, a*, ab, a’b, a°, a’b, a%, a, b, ab,...,

ve
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b, a, ab, a’b, a, a°h, a®b, a*, a’b, a’b, a, a’b, b, a®,

a’b, a™®, a° a’b, ab, a°, a’b, a’b, a%, ab, b, a, ab,...

seklindedir. Dikkat edilirse e,a’,a’ elemanlar1 her iki dizide de goriilmez.

Sonug¢ 2.2.1.1: 2 -nacci dizilenebilir devirli bir gruptur [28].

Ispat: G, bir 2 -nacci dizilenebilir grup olsun. O zaman G, 1-gerenli ya da 2-gerenli bir
gruptur. G eger 2-gerenliyse €, G nin 2-nacci dizisinde bulundugundan Teorem
2.2.1.3 in ispatinda oldugu gibi, G nin bir S elemanmin terimlerinden bir dizi
olusturulabilir. G nin her elemani kendisinin 2 -nacci dizisinde bulunur. Bundan
dolayi, G nin biitiin elemanlari tek bir S elemaninin terimleri ile takdim edilir. Buradan

G grubu 1-gerenli ya da devirlidir.

k >3 icin k -nacci dizilenebilir gruplar abelyen olmasi gerekmez. D, dihedral grubu 6

elemanli k -nacci dizilenebilir bir gruptur.

Teorem 2.2.1.4: G , 2-gerenli bir grup olsun. G nin birim elemani bu grubun bir

Fibonacci dizisinde goriiliirse, bu takdirde dizinin X, =€ Ozelligini saglayan X,

elemanlarinin indislerinin bir koleksiyonu aritmetik bir dizilise sahip bir dizi bulundurur

[28].

Ispat: Teorem 2.2.1.3 den dolay1 G =(a,b) abelyan gruptur. Bundan dolay: dizinin n.

terimi  a“:b* bi¢imindedir. Wall (1960) daki ¢alismasidan u, =0(modm) olan
terimlerin basit aritmetik diziliste olan indislere sahip olduklar1 bilinmektedir. Boylece,
a,a,a‘,...,a" ve b,b,b®b’....b" elemanlarinin dizilerinin her ikiside indisleri
aritmetik diziliste olan pozisyonda € yi bulundurur. € nin ortaya ¢ikisinin bu periyodu
e nin a,a,a’,...,a" ve b,b,b*,b%,...,b" deki periyodlarmin en kiigiik ortak kat1 olur.

Boylece, € nin a,b,ab,ab? a%’,... deki pozisyonlari, bir aritmetik dizilis bulunduran

alt indisler olacaktir.
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k -nacci dizilenebilir bir grubun bir homomorfik goriintiisii de k -nacci dizilenebilirdir.
k -nacci dizilenebilir bir grubun, bir k-nacci dizilenebilir grup tarafindan
genisletilmesinin k -nacci dizilenebilir olmasi gerekmez. k -nacci dizilenebilir gruplarin
direkt ¢arpimlarinin K -nacci dizilenebilir olmasi gerekmez. Bu durumu bir 6rnekle
gosterelim.
A:<a,b:a9 =b*=eve ba:ab>
abelyen grubunu ele alalim, bu grup (a) ve (b) devirli gruplarmin direkt carpimidur.
(a) grubu i¢in Fibonacci dizisi,
F,((a);e,a)=ea,a,a% 2% a’,a% a*,a’,a’,a,a’,e,a°,a’,a’,a’,a*,a%,ae,aa,...
ve (b) grubu i¢in Fibonacci dizisi,
F,((b);e,b)=e,bbse,...

seklinde olup bu iki grup da 2-nacci dizilenebilir olmasina ragmen bu gruplarin direkt

carpimi 2-nacci dizilenebilir degildir [28].

2.2.2. Gruplarda Lehmer Dizileri

2.2.2.1. Gruplarda Geren Ciftlerinin Lehmer Uzunluklar: ve Esas Lehmer

Uzunluklar

G bir grup ve x,y €G olsun. G nin her eleman1 U, € Z, 1<i<m igin
Xy xiyte L ximytn (2.2.2.1)
seklinde yazilabiliyorsa X ve y, G yi gerer denir ve G, 2-gerenli gruptur. (x,y), G

nin geren ¢iftidir [15].

Tamm 2.2.2.1.1: (x,y) G gerenifti ve i 21 i¢in U"'"(G) ={x} Lehmer orbiti,

Y

{(Xil)M (x)-  igift,

=X, X, =Y, Xi+ = .
PEEATI AT M), ek

seklinde tanimlanir [15].
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Teorem 2.2.2.1.1: M ==1 i¢in U}"(G) Lehmer orbiti basit periyodiktir. M nin diger

durumlarinda ise dizi periyodiktir [15].

Ispat: n, G nin mertebesi olsun. Bu durumda n? tane G nin elemanlarmin farkl 2-
tiplisi var oldugundan bu 2-tiplilerden en az biri G nin Lehmer orbitinde iki kez
goriiniir. Boylece alt dizi bu 2-tipliyi takip eder. Bu da Lehmer orbitinin periyodik

oldugunu gosterir. Lehmer orbiti periyodik oldugundan U >V ve

Xu+1 = Xv+1’ Xu+2 = Xv+2

olacak sekilde U VeV dogal sayilar1 vardir. Lehmer orbitinin tanimindan;
() = {(xwz)(xm)ﬂ u tek
‘ (Xu+2)(xu+1 )71’ u glﬁ’
ve
)" {(xm)(xm)ﬂ v tek,
(Xu+2)(xu+l)_1’ \ (;lﬂ:,
oldugu bilinmektedir. Boylece M =+1 ise X, =X, elde edilir ve asagidaki sekilde
devam ederek

Xu—v = Xv—v = O’ Xu—v+1 = Xv—v+l = X1
oldugu goriilmektedir. Béylece M =+1 ise U,*(G) Lehmer orbiti basit periyodiktir.

LenU'" (G) notasyonu ile U'"(G) Lehmer orbitinin periyodunun uzunlugu

gosterilsin.

Lemma 2.2.2.1.1: M =+1 ve (x,y)e X geren ciftinin U} (G) Lehmer orbitinin

uzunlugu n, ise 0<i<n -1 olacak sekilde herhangi bir her i igin (x,x,,)e X olur.

Ayrica UV (G)=U}"1H (G) dir [15].

Y X Yi
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Ispat: (%,%.,)eX oldugunu gostermek igin i iizerinden tiimevarim ydntemi
kullanalim. i=0 i¢in dogru oldugu agiktir. (x,,X,,,)€ X oldugunu kabul edelim. Bu

durumda (x )e X oldugu gostermeliyiz. Buna gore

X M _ (Xk+2)(xk+1)7L, k tek,
) {(Xk+2)(xk+l)11 k cift,

olup, G nin her elemam1 X =X,X., =Y olacak sekilde (2.2.2.1) deki gibi ifade

k+1? Xk+2

edildiginden(x, )" ifadesi

{(sz)(xm)L, k tek,

(Xk+2)(xk+1)7ly k cift,

seklinde yeniden yazilabileceginden G nin her elemanmin X, ve X, tarafindan
iretildigi goriilmektedir.

Sonug olarak UM'(G)={x} ve UM"(G)={b} olur. Bdylece tiimevarim ydntemi

kullamlarak x, =b;, x, =b,,; ise UY\* (G)=U""(G) oldugu goriiliir.

i+l Y

Burada x =h, ;, i<tolsun. O halde x, :(xt_z)_l(xt_l)z:(bt_zﬂ.)_l(bt_lﬂ.)z=bj+t dir.

Boylelikle ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.2.1.2: M =+1 ve G sonlu bir grup olmak ilizere X, (x,y)e X i¢in

U)?f'y’L(G) Lehmer orbitlerinin tarafindan pargalanir [15].

Konsepti daha ayrintili ele almak adina G nin AutG otomorfizm grubunun (x,y) e X
ve U (G) Lehmer orbitinin iizerine etkisini incelemek gerekir. AutG, tiim

0 =G —G izomorfizmlerini igerdiginden &< AUtG ve (x,y)e X ise (x6,yd)e X

oldugu agiktir.

A c G alt kiimesi ve 8 € AutG i¢in A nin @ altindaki goriintiisii

A9={ab:ac A}
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seklindedir.

Lemma 2.2.2.1.2: (x,y)e X ve € AutG olsun. Bu durumda M =+1 ise

UM (G)o=Uy\, (G)

Y

dir [15].

Ispat: UM (G)={x} olsun. {x}6={x0} ve

((Xi—l)_M (% )L)‘g =(%4) " 0(x) 0 ve ((Xi—l)_M (% ))gz(xi_l)‘“" 0(%)0
oldugundan sonug acgik olarak goriilmektedir.

Eger M =+1 ve AutG nin n elemam U (G) orbitini kendi iizerine gotiiriiyor ise

0 € AutG igin |AutG||n tane farkli U " (G) Lehmer orbiti mevcuttur.

Tamm 2.2.2.1.2: G grubunun elemani {x}, M nin UJ"(G) esas Lehmer orbiti olan

(x,y)e X ikilisidir. Bu durumda i >1 i¢in

X=X X=Y, X4=

Burada m>1 en kiigiik tam sayist ile
XO = Xmg’ X1 = Xm+10

6 € AutG igin G , X, X, olusur ve & y1 tanimlar [15].

U )'(v' y"‘ (G) esas Lehmer orbitinin periyot uzunlugu LenU )'(\]/'y"‘ (G) ile gosterilsin.

Teorem 2.2.2.13: G bir sonlu grup ve (x,y)eX olsun. M=+1 igin

LenUM"-(G)=n, ve LenU}'"(G)=m, ise m, n vyi bdler ve AutG kiimesinin,

UMt (G) Lehmer orbitini kendi iizerine gotiiren m|n, tane eleman: vardir [15].

fsgat: 0 € AutG otomorfizmimin mertebesi 4 olsun. Bu durumda,

Ux“fy'L (G) :Ui‘f'y'L (G)UUX“gy'ng(G)uU M (G)u...

x62,y6?
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ve
LenU}'" (G) = LenUX“gng(G)
oldugundan n, =Am, dir. Acik¢a 1,6,6%,...,60"", UM (G) nin kendi igine bir

eslemesidir.

2.2.2.2. Fox Gruplarinda Lehmer Uzunluklar: ve Esas Lehmer Uzunluklar:

Teorem 2.2.2.2.1: (i) t=3 oldugunda li¢ durum ortaya ¢ikar [15]:

(1) M =1 ve L#0 tam sayilari igin;

4, L=0(mod4),
3, L=1(mod4),
8, L=2(mod4),
6, L=3(mod4)

LenU;(G,,) =

ve

2, L=0(mod4),

1, L=1(mod4),
LenU“(Gls)_ _(mo )
, L=2(mod4),

, L=3(mod4).
(2) M =-1 ve L>0 tam sayilar1 i¢in
8, L=0(mod4),
4, L=2(mod4),
3, L=0(mod4)

LenU;ly'L (G,) =

ve
2, L=0(mod4),
2, L=2(mod4),
1, L=0(mod4)

LenU; > (G,y) =

(3) M =-1 ve L<0 tam sayilari igin
, L=0(mod4),

8

3, L=1(mod4),
LenUtt(G,,) =1 - Hmedd)

4, L=2(mod4),

6

, L=3(mod4)
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ve

2, L=0(mod4),

LenU“(Glg)

1, L=1(mod 4),

2, L=2(mod4),
2, L=3(mod4)

(ii) Burada asagidaki iki durum ortaya ¢ikar;

(1) k" ((t=2)°) =K"* (t=1) ise LenUM!(G,) = LenU},(G,,) =k"* (t~1) i

2 K"((E-D7)#KM (1) dse LenUNN(G)=KMM((t-1)°) v

LenU '\t (G, ) =k (t—1) dir [15].

Ispat:

i) t =3 oldugunda

(1) M =1 ve L =0 bir tam say1 olsun.
L =0(mod 4) ise Lehmer orbiti;

XY 96 Y XY,
olup, LenU;(G,;)=4 e LenU“(GlS) 2 dir.

oldugundan € , 2. mertebeden bir dis otomorfizmdir.
L =1(mod 4) ise Lehmer orbiti;
XY, Y, X, Y, ..

olup, LenU; (G,;)=3 ve LenUlL(Gls) 1 dir.

oldugundan, @, 3. mertebeden dis otomorfizmdir.

L =2(mod 4) ise Lehmer orbiti;

XV, 96 Y, X LY XYL Y XY,

Burada

Burada

X0=yxveyd=y"

X0 = yx ve yf = X

olup, LenU;(G,;)=8 ve LenU“(Glg) 2 dir. Burada x& = xy ve y& = y oldugundan

0, 4. mertebeden bir dis otomorfizmdir.

L =3(mod 4) ise Lehmer orbiti;

XY, Y6 X LY L XYL X Y,
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olup, LenU}\(G,,)=6 ve LenU“(GlS) 2 dir. Burada x@=y'veyfd=xy

oldugundan @, 3. metreden bir dis otomorfizmdir.

(2) M =-1 ve L >0 olan tam sayilar olsun.
L =0(mod 4) ise Lehmer orbiti;
X, ¥, Xy, y,X‘l,y, Y Y. XY,
olup, LenU"(G,,)=8 ve LenU"(G,;)=2 dir. Burada xf=yxveyd=y

oldugundan @, 4. mertebeden bir dis otomorfizmdir.
L =2(mod 4) ise Lehmer orbiti;

X Yo XY Y X Y
olup, LenU;"(G;)=4 ve LenU;"(G,)=2 dir. Burada xf=xyveyd=y"

oldugundan @, 2. mertebeden bir dis otomorfizmdir.
L=1(mod4) veya L=3(mod4) ise Lehmer orbiti;
X, ¥, XY, X, Y,
olup, LenU "(G;)=3 ve W(Gm) 1 dir. Burada x0=xy veyé=x

oldugundan €, 3. mertebeden bir dis otomorfizmdir.

(3) M =-1 ve L<0 olan tam sayilar olsun.
L =0(mod 4) ise Lehmer orbiti;
X Y XY Yo XY YK Yo X, Y
olup x0=yx veyd=y oldugundan LenU ;" (G,;)=8 ve LenU,;"(G,,)=2 olarak

elde edilir. Burada &, 4. mertebeden bir dis otomorfizmdir.
L =1(mod 4) ise Lehmer orbiti;
XY, XY, X Y,...
olup x¢=xy veyd=x oldugundan LenU " (G ,)=3 Ve W(Gls) =1 olarak
elde edilir. Burada @, 3. mertebeden bir dis otomorfizmdir.

L = 2(mod 4) ise Lehmer orbiti;

XV X, YL X Y
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olup x0=xyveyd=y™" oldugundan LenU,’"(G,,)=4 Ve LenU;"(G,,)=2olarak

X,y
elde edilir. Burada @, 2. mertebedenbir dis otomorfizmdir.
L =3(mod4) ise Lehmer orbiti;
X Yo XY XYY X Y
olup x8=y™" veyd=yx oldugundan LenU, > (G,,) =6 Ve LenU " (G,,)=_2olarak

elde edilir. Burada &, 3. mertebedenbir dis otomorfizmdir.

(ii) (1) Ispat, Teorem 2.2.2.2.1 deki [2] in ispatina benzer oldugundan atlanmustir.

(2) Eger k™" ((t —1)2) #k"™" (t—1) ise li¢ tane durum ortaya ¢ikar.

Durum 1: Eger M =1 ve L >0 olan bir tam say1 ve M =-1 ve L <0 olan bir tam sayi

ise U\"(G,,) Lehmer orbiti 2<a<t—2 durumunda

X=X X =Y.,
X _ y-t243t-1 X -
KMb(e-1) T ; Mgy Y
(—a+l)t+a
X =X y X =Yy
(a1 (tajt s =~ Y
X =X =X, X =X =VY,..

ML
M.
1

(t-1)

I BN (S

(1 K ((t-27)

seklinde olup, xf=x""?veyd=y oldugundan LenUM"(G,)=k""*(t-1) Ve

%
LenU}\"(G,,) =k"" (t—1) olarak elde edilir. Burada ¢, y"? ye konjuge (eslenik) bir ig

otomorfizmdir.

Durum 2: M =1 ve L <0 olan tam sayilar olsun. U, (G,,) Lehmer orbiti 2<a<t-2

durumunda
X=X X=Y...
_ (t)I—Z _
Xkl,L(t—l) =X ’ Xk1,L (t-1)+1 - y, ooy
_ .
X(t—a)kl'L(t_) =X X(t—a)kl"'(t—l)+1 =Y
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=X 1, = X1 X(t—l)kl’L(tfl)Jrl = Xkl,L((t_l)2)+1 = ya LR

seklinde olup xd= X v @y oldugndan LenUi”;(Glyt):kl'L((t—l)z) ve

LenU; | (G,,) =k"" (t—1) olarak elde edilir. Burada ¢, y ye konjuge (eslenik) bir i¢

otomorfizmdir.

Durum 3: M=-1 ve L>0 olan tam sayilar olsun. U }"(G,,) Lehmer orbiti

2<a<t-2 durumunda

X=X X =VYeen
Xty = X(t)”’ X = y7t2+3t—1' Y
X(tfa)k’“(t,l) — X(t)a—l’ X(t_a)k—l.L(t_1)+1 _ (—a+1)t+a,“.’
% =X =X, X =X

(t—l)kil'L(t_l) k’l‘L((t—l)z) (t—l)k’l'l‘(t—l)-*—l k—l,L((t71)2 )+l = y, e

seklinde olup x6=x veyd=y*? oldugundan LenU;**(G,)=k™* ((t —1)2) ve

X,y
LenU}" (G, ) =k™"(t—1) olarak elde edilir. Burada &, mertebesi t—1 bir dis

Y

otomorfizmdir.
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3. BULGULAR

3.1 Q,n Genellestirilmis Quaternion Grubunun Lehmer Uzunlukalar:

L>1 ve M=+l tamsayilan i¢in Q, Quaternion grubunun Lehmer uzunluklari

asagidaki gibidir;

Teorem 3.1.1: U, (Q,,) Lehmer orbitinin periyot uzunlugu asagidaki gibidir [16]:

%, eger L=1(mod4),
LenU™, (Q,)=13-2"", egerL=3(mod4),
8, diger durumlarda.

Ispat: | =1(mod 4) ise 0 zaman dizi;
m-2 m-2
Xo =X X =Y, X =X Y, X, =X, X, =YX P % =yxT

_ail _ L+3 A _ i-(L+3)
XG—X,X7—yX ’X6i_X’X6i+1_yX e

seklinde olur. O halde 1eN igin i-(L+3)=2mfl-ﬂ, olacak sekilde en kiigiik i

m-1
dogalsayisinin belirlenmesi gerekir. Eger i= 13 olarak segilirse Xg =X, X5, =Y
- . 1L szl 3 * 2m
elde edelir. Boylece LenU™", y (Q . ) =6- = sonucuna varilir.
A L+3 L+3

L =3(mod4) ise 0 zaman dizi ;

-1 2"24 2 3
XKx=XX=Y,%=X"Y,X=X +,x4:yx,x5:yx,
o™ 2,3 2i(2k+2™343
Xs =X, X = YXT7° 7 X =X, Xgiyy = YX | )
(k e N) seklinde olur. O halde A €N igin 2i = 2"*. 1 olacak sekilde en kiigiik i dogal

sayistnin belirlenmesi gerekir. Eger i yi i =2"7 olarak segilirse, X, =X, X;;,, =Y elde

edilir. Boylece L=3(mod4) icin LenU™, | (sz)=6-2m’2 =3.2"" olur.
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L= O(mod 4) , oldugunda dizi;

-1 -1 2m21 -L
Xo =X X =Y, % =X"Y, X =Y ", X =X y Xs =YX 7,

m-2 m-2
X =YX 2 T =X Y X =X X = Y,
seklinde olup, dizi 8. elemandan sonra tekrar basladigindan periyodu 8 olur.
L =2(mod4) oldugunda dizi;

—L+2m2

-1 -1

KX=XX=Y,X=X"Y,Xx=Y,X,=X",X =YX ’
—L+2™2 L-2m2

X = X =Xy =X X =

seklinde olup, dizi 8. elemandan sonra tekrar basladigindan periyodu 8 olur.

Teorem 3.1.2: U™ (Q,,) Lehmer orbitinin periyot uzunluguasagidaki gibidir [16]:

2m+l
_— egserL=0 d4),
L(Zm’3+l) ger (mod4)
LenU ™t (Q ): 3-27 , eger L =1(mod 4),
AN (L-1)
2", eger L=2(mod4),
3.2mt diger durumlarda.

Ispat: L=0(mod4) oldugunda dizi;

om-2 g |_(2’“—2 +1)
XO=X,X1=y,X2=X)/,X3=y,X4=X ,X5=yX ,
X6 _ yX(L—l)(sz_,_l)’ X7 _ yxl_(zmi_,_l), X8 _ X, Xg _ yXL(2m72+2), o
i-L(Zm’2+2)

Xgi, = X, Xgj1 = YX 1ee.

seklinde olur. O halde AeN igin i-L(2"*+2)=2""-4 olacak sekilde en kiigiik i

m-2
dogal sayisinin belirlenmesi gerekir. Eger i=-—————olarak segilirse X5 =X,
L(2" +1)
Xy = Y elde edilir. Béylece L=0(mod4) igin

2m—2 m+1

. — = — olur.
L(2™*+1) L(2™°+1)

LenU ™", (Q,.)=8

L=1(mod4) oldugunda dizi;
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. . N N 2m—2_1 . 2m—2_2 .
X=XX =Y, X=Xy, X=X » Xy =YX » X5 = XY,

L-1 (L1
Xo =X, X, =YX X = X, X = yX L
seklinde olur. O halde 21eN igin i-(L—1)=2m_1~/1 olacak sekilde en kiigiik i

m-1

dogalsayisinin belirlenmesi gerekir. Eger 1= olarak secilirse X5 =X, X5, =Y

o 2m—1 . 2m
elde edilir. Boylece LenU™, | (sz ) =6- = ?__ 1 sonucuna vartlr.

L =2(mod 4) oldugunda dizi;

XO:X,xlzy,xzzxy,xgzy‘l,

_ o Le2m _ _ 2i-(2m’3+2k+1)
X, =X, X, =YX X, =X, X,.,, = YX s

k e Nseklinde olur. O halde 1 e N ic¢in 2i=2""-1 olacak sekilde en kiiciik i

dogalsayisinin belirlenmesi gerekir. Eger i =2"" olarak segilirse X, =X, X, = Y elde
edilir. Bdylece LenU ™, (sz ) —4.2™2 — 2" olur.

L =3(mod4) oldugunda dizi;

2M241

-1 2
Xo =X, X =Y, X =Xy, X, =X, X, =X"Y, X; =X Y,

2i-(2k—2m’3+1)

—2m2 _ _
yeoos Xgi = X, Xgi,1 = YX yeen

X, = X, X, = yX"
keN seklinde olur. O halde AeN icin 2i=2""-1 olacak sekilde en kiiciik i

dogalsayisinin belirlenmesi gerekir. Eger i =2"? olarak segilirse X; =X X, =Y elde

edilir. Boylece LenU ™", (Q,,)=6-2"7?=3.2"" sonucuna varilir.

3.2. D,, Dihedral ve SD,,, Semidihedral Gruplarmn Lehmer Uzunluklar

L>1 tamsaywist i¢in D,, Dihedral ve SD,, Semidihedral gruplarinin Lehmer

uzunluklar1 asagidaki gibidir;
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Sonu¢ 3.2.1: 3<n<6 i¢cin D,, Dihedral grubunun Lehmer uzunlugu asagidaki

tabloda verilmistir.

Tablo-3.1: M =-1 ve n=3 i¢in D, Dihedral grubunun Lehmer uzunluklari

L=2 LenU™", (D,,)=12
L=3 LenU ™", (D, )=18
L=4 LenU™", (D,,)=12
L=5 LenU ™",  (D,,)=18
an: L=6 LenU ™, (D,,)=4
L=7 Lenu™t (D,,)=6
L=38 LenU ™", (D,,)=12
L=9 Lenu ™",  (D,,)=18

Tablo-3.2: M =-1 ve n=4 i¢in D, Dihedral grubunun Lehmer uzunluklari

L=2 LenU™*  (D,,)=8
L=3 LenU ™ (D,,)=12
L=4 LenU™",  (D,,)=4
L=5 Lenu™" (D,,)=6
M=-1 L=6 LenU ™ (D,,)=8
n=4
L=7 LenU ™", (D,,)=12
L=8 LenU ™, (D,,)=4
L=9 LenU™",  (D,,)=6
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Tablo-3.3: M =-1 ve n=5 i¢in D, Dihedral grubunun Lehmer uzunluklari

L=2 LenU~*%, (D,,)=20
L=3 LenU~*t, | (D,,)=30
L=4 LenU L, , (D,,)=20
L=5 LenU~*t, | (D,,)=30
M L=6 LenU ", (D,,)=20
n=>5 Y
L=7 LenU~*t, | (D,,)=30
L=8 LenU~*%, (D,,)=20
L=9 LenU Y, | (D,,)=30

Tablo-3.4: M =-1 ve n=6 icin D,, Dihedral grubunun Lehmer uzunluklari

L=2 LenU %,  (D,,)=12
L=3 LenU~*t, | (D,,)=18
L=4 LenU~*t, (D, )=12
L=5 LenU Y, (D, )=18
v L=6 LenU L, (D,,)=4
n=6 Y
L=7 LenU*t, (D, )=6
L=8 LenU~*t, | (D,,)=12
L=9 LenU*t  (D,,)=18
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Tablo-3.5: M =1 ve n=3 i¢in D, Dihedral grubunun Lehmer uzunluklar

L=2 LenU*"  (D,,)=8
L=3 LenU*", (D,,)=6
L=4 LenU*", (D,,)=8
L=5 LenU™" (D,,)=18
'\::3 L=6 LenU™, (D,,)=8
L=7 LenU™" (D,,)=18
L=8 Lenu™ (D,,)=8
L=9 LenU™, (D,,)=6

Tablo-3.6: M =1 ve n=4 i¢in D, Dihedral grubunun Lehmer uzunluklari

L=2 Lenu*, (D,,)=8
L=3 LenU*t (D,,)=12
L=4 LenU*"  (D,,)=8
L=5 LenU*"  (D,,)=6
'\::41 L=6 Lenu™,  (D,,)=8
L=7 LenU*"  (D,,)=4
L=8 Lenu™,  (D,,)=8
L=9 LenU*"  (D,,)=6
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Tablo-3.7: M =1 ve n=5 i¢in D, Dihedral grubunun Lehmer uzunluklar

L=2 LenU*"  (D,,)=8
L=3 LenU*", (D,,)=30
L=4 LenU*"  (D,,)=8
L=5 LenU™",  (D,,)=30
L=6 Lenu™,  (D,,)=8
L=7 LenU*"  (D,,)=6
L=8 Lenu™,  (D,,)=8
L=9 LenU™, (D,,)=30

Tablo-3.8: M =1 ve n=6 i¢in D, Dihedral grubunun Lehmer uzunluklari

L=2 Lenu™,  (D,,)=8
L=3 Lenu™,  (D,,)=6
L=4 LenU*"  (D,,)=8
L=5 LenU*  (D,,)=18
L=6 Lenu™,  (D,,)=8
L=7 Lenu™",  (D,,)=18
L=8 LenU™, , (D,,)=8
L=9 LenU™, (D,,)=6

X,y D2n




Sonu¢ 3.2.2: 4<m<6 i¢in SD,, Semidihedral grubunun Lehmer uzunlugu asagidaki

tabloda verilmistir.

Tablo-3.9: M =-1 ve m=4 i¢in SD,, Semidihedral grubunun Lehmer uzunluklart

L=2 LenU ™"  (SD,,)=16
L=3 LenU 1"ny(SD2m)=24
L=4 LenU™*", (SD,,)=8
L=5 LenU™", (SD,,)=12
mzl L=6 LenU ™", (SD,,)=16
L=7 LenU ™"  (SD,,)=24
L=8 LenU ™" (SD,, ) =4
L=9 LenU™",  (SD,,)=6

Tablo-3.10: M =-1 ve m=5 i¢in SD,, Semidihedral grubunun Lehmer uzunluklari

L=2 LenU ™" (SD,,)=32
L=3 LenU™",  (SD,,)=48
L=4 LenU™", (SD,.)=16
L=5 LenU * (SD,,)=24
M=-1
m=>5 WA
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Tablo-3.11: M =-1 ve m=6 i¢in SD,, Semidhedral grubunun Lehmer uzunluklart

M=-1
m=6

L=2 LenU ™" (SD,,)=64
L=3 LenU ", (SD,,)=96
L=4 LenU ™" (SD,,)=32
L=5 LenU™*", (SD,,)=48
L=6 LenU ™"  (SD,,)=64
L=7 LenU ™", (SD,,)=96
L=8 LenU ™", (SD,,)=16
L=9 LenU ™", (SD,, )=24

L=2 LenU™, (SD,,)=8
L=3 LenU™",  (SD,,)=24
L=4 LenU™, (SD,,)=8
L=5 LenU™",  (SD,.)=6
L=6 LenU™,  (SD,,)=8
L=7 LenUlLX’y(SDzm)=24
L=8 LenU™,  (SD,,)=8
L=9 LenU*",  (SD,, )=12
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Tablo-3.13: M =1 ve m=5 i¢in SD,, Semidhedral grubunun Lehmer uzunluklari

L=2 LenU*"  (SD,,)=8

Tablo-3.14: M =1 ve m=6 i¢in SD,, Semidhedral grubunun Lehmer uzunluklar

L=2 LenU™, (SD,,)=8
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda, Lehmer dizileri lizerine genis bir sekilde durulmustur. m>3 i¢in
Q,. genellestirilmis Quaterrnion, n>3 i¢in D, Dihedral ve m>=4 i¢in SD,,

Semidihedral gruplarinin Lehmer orbitlerinin periyodlarinin uzunluklarit hesaplanmustir.
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