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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Ġndirgemeli diziler ve bu dizilerle alakalı kavramlar modern bilimin birçok alanında 

karĢımıza çıkmaktadır. Bu anlamda indirgemeli diziler disiplinler arası iliĢki noktasında 

son derece öneme sahiptir. [1, 5, 17, 27, 31, 37] deki bilimsel çıktılar, indirgemeli 

diziler konu alınarak farklı bilimsel disiplinlerde yapılan güncel çalıĢmalara örnek 

olarak verilebilir. 

 

Ġndirgemeli diziler cebirsel yapılara ilk olarak Wall [40] daki çalıĢması ile taĢınmıĢtır. 

Wall, bu çalıĢmasında devirli gruplarda klasik Fibonacci dizilerini (2-basamak 

Fibonacci dizisi) incelemiĢtir. Wilcox, [41] deki çalıĢmasıyla teoriyi abelyen gruplara 

geniĢletmiĢtir. Gruplarda indirgemeli diziler üzerine oluĢturulan konsept, daha sonra 

yapılan çalıĢmalarla çeĢitli indirgemeli dizilerin farklı grup ailelerinde incelenmesi 

Ģeklinde geniĢletilmiĢtir [2, 8, 13, 14, 25, 28, 32]. 

 

Deveci ve Karaduman, [15] deki çalıĢmalarında indirgemeli diziler ailesinden olan 

Lehmer dizilerini gruplara taĢımıĢ ve bu dizileri grup elemanları yardımıyla yeniden 

tanımlamıĢlardır. Bu çalıĢmada ilk olarak   modülüne göre Lehmer dizilerinin 

periyodları elde edilmiĢtir. Ġndirgemeli bir dizinin   modülüne göre periyodu Lehmer 

dizisinin  . mertebeden devirli bir gruptaki periyoduna karĢılık gelmektedir. Daha 

sonra grup elemanları ve otomorfizm kavramı yardımıyla Lehmer orbiti ve esas Lehmer 

orbiti tanımlanmıĢ ve bu kavramlar üzerinde durulmuĢtur.  

 

Bu çalıĢmada, grup elemanları yardımıyla tanımlanan bu dizilerin kullanıĢlı olup 

olmadıklarının test edilmesi amacıyla 3m   için 
2mQ  genelleĢtirilmiĢ Quaternion, 3n   

için 2nD  dihedral ve 4m   için 
2mSD  semidihedral gruplarının Lehmer orbitlerinin 

periyodlarının uzunlukları hesaplanmıĢtır. 
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1.2. Cebirsel Yapılar 

 

Tanım1.2.1: G  bir küme olsun. O halde; 

 : ,              ,G G G x y x y      

fonksiyonuna G  de bir ikili iĢlem denir. Bu takdirde  ,G   ikili iĢlemine cebirsel yapı 

denir. 

 

Örnek 1.2.1: :    ve ,a b  için  

a b a b ab     

Ģeklinde tanımlanan ikili iĢlemdir [38]. 

 

Tanım 1.2.2: G  boĢtan farklı bir küme ve  , bu küme üzerinde bir ikili iĢlem olsun. O 

halde aĢağıdaki koĢullar sağlanırsa  ,G   cebirsel yapısına bir grup denir. 

1)G  ,a b G   için a b G   (Kapalılık Ģartı) 

2 )G  , ,a b c G   için    a b c a b c      (BirleĢme özelliği) 

3)G  a G   için a e e a a     olacak Ģekilde bir e G  vardır. (Birim elemanın 

varlığı) 

4 )G  G  kümesindeki her bir a  için e , G  nin birim elemanı olmak üzere 

a a a a e      

olacak Ģekilde a G  vardır (Ters elemanın varlığı) [38]. 

 

Örnek 1.2.2:  tam sayılar,  rasyonel sayılar,  reel sayılar ve  komleks sayılar 

kümeleri toplama iĢlemine göre birer grupturlar. 

 

Tanım 1.2.3:  ,G   bir grup olsun. ,a b G   için a b b a    oluyorsa G  ye değiĢmeli 

(abelyan) grup denir. 

 

Tanım 1.2.4: Eğer Tanım 2.1.2 deki yalnızca 1G  ve 2G  Ģartları sağlanırsa o zaman 

( , )G   cebirsel yapısına yarı grup denir. 
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Teorem 1.2.1:  ,G   bir grup olsun. Buna göre 

(i)  G  nin birimi tektir. 

(ii) G  nin her elemanının tersi tektir. 

(iii) a G  için a a a   ise a e  dir. 

(iv)  G  grubunda soldan ve sağdan kısaltma kuralları geçerlidir. Yani a G  için 

a b a c    ise b c   (soldan kısaltma kuralı) 

b a c a    ise b c  (sağdan kısaltma kuralı) 

(v)   ,a b G  için  ve a x b y a b     denklemlerinin G  deki iĢlemleri tektir. 

(vi) a G  için  
1

1 aa


   dır [38]. 

 

Tanım 1.2.5:   ,G   bir grup olsun. a G  elemanlarının kuvvetleri  0n    için; 

na a a a     ( n  tane çarpan) 

0a e  (e ,  ,G   nin birim elemanı) 

 1
n

na a   

Ģeklinde tanımlanır [38].   

 

Teorem 1.2.2:  ,G   bir grup, a G  ve ,m n  olmak üzere a  nın kuvvetleri için 

aĢağıdaki ifadeler geçerlidir [38]: 

i. m n m n n ma a a a a     

ii.    
n m

m mn na a a    

iii.  
1

m ma a


   

iv. me e . 

 

Tanım 1.2.6: G  bir grup olsun. G  grubunun eleman sayısına bu grubunun mertebesi 

denir. G
 
 veya  G  ile gösterilir. 

 

Tanım 1.2.7: G  sonlu ise G  ye sonlu grup; sonsuz ise sonsuz grup adı verilir. G  sonlu 

bir grup ve G n  ise G  ye n . mertebeden bir grup denir. 
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Örnek 1.2.4: Kompleks sayılar üzerindeki 2 2  kare matrilerin 

 2 : , , ,
a b

M a b c d
c d

  
   

  
 

kümesini düĢünelim. Bu küme matrislerin  

1 1 1 1

1 1 1 1

a b a a b ba b

c d c c d dc d

     
     

      
 

toplamına göre bir değiĢmeli grup teĢkil eder [4]. 

 

Tanım 1.2.8: G  bir grup ve H , H G    olacak Ģekilde bir alt küme olsun. ,H G  

de tanımlanan ikili iĢleme göre bir grup ise H  ye G  nin bir alt grubu denir. H G  ile 

gösterilir. 

 

Örnek 1.2.5: 2  kümesi, adi toplama iĢlemine göre tam sayılar grubunun bir alt 

grubudur. 

 

Tanım 1.2.9:   ,G   bir grup ve e ,  ,G   grubunun birim elemanı olmak üzere   ,e   

ve  ,G   nın kendisi  ,G   grubunun alt grupları olup bu alt gruplara  ,G   grubunun 

aĢikar alt grupları denir [38]. 

 

Tanım 1.2.10: Bir grubun kendisinden ve biriminden farklı bütün alt gruplarına özalt 

grubu denir. 

 

Tanım 1.2.11: G  bir grup ve A G   olsun. G  grubunun A  yı içeren tüm alt 

gruplarının ailesinin ara kesitini A  ile gösterelim. Bu takdirde A , G  nin bir alt 

grubudur. Bu alt grup A  yı içeren en küçük alt gruptur ve A  tarafından gerilen alt grup 

olarak adlandırılır. 

 

Tanım 1.2.12: G  bir grup ve N G  olmak üzere eğer her g G  için gN Ng  

oluyorsa N  ye G  nin bir normal alt grubu denir ve N G  ile gösterilir. 

 

Örnek 1.2.6: G  grubu değiĢmeliyken her alt grubun normal olacağı açıktır. 
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Tanım 1.2.13: N G  olmak üzere /G N  kümesi üzerinde     Ng Nh N gh  ile bir 

çarpım tanımlansın. O halde /G N  bu çarpıma göre mertebesi  :G N  olan bir gruptur. 

Bu gruba N  ile G  nin bölüm grubu denir. 

 

Tanım 1.2.14:  G  bir grup ve H , G  nin bir alt grubu olsun. H G  ve H K G   

den K G   elde edilirse H  alt grubuna, G  nin bir maksimal alt grubu denir. 

 E e  olmak üzere E H  ve E K H   dan K G  elde edilirse H  alt grubuna 

minimal alt grup denir. 

 

Tanım 1.2.15:  ,G   ve  ,G   iki grup ve 
':G G   bir dönüĢüm olsun. ,a b G   

için 

     a b a b      

eĢitliği sağlanıyorsa   dönüĢümüne G  grubundan G  grubuna bir homomofizm denir. 

Eğer   homomorfizmi birebir ise   dönüĢümüne bir monomorfizm; örten ise   ye 

epimorfizm denilir. Özel olarak   homomorfizmi G  grubundan kendisine ise   

dönüĢümüne bir endomorfizm denir. 

 

Tanım 1.2.16:  ,G   ve  ,G   iki grup olsun. O halde 

':G G   

dönüĢümü iĢlemi koruyorsa ve birebir ve örtense   dönüĢümüne G  grubundan G  

grubuna bir izomorfizm denir. Bu durumda G  ve G  gruplarına izomorf gruplar denir 

ve G G  ile gösterilir. 

 

Özel olarak G G  olması durumunda   dönüĢümüne bir otomorfizm denir [10]. 

 

Tanım 1.2.17: G  bir grup ve a G  olmak üzere her x G  için   1

aI x axa  ile 

tanımlanan  

:aI G G  
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Otomorfizmine G  grubunun iç otomorfizmi denir. G  grubunun bütün iç 

otomorfizmlerinin kümesi  I G , bütün otomorfizmlerinin kümesi de AutG  ile 

gösterilir [38]. 

  

Tanım 1.2.18: G  bir grup olmak üzere  :nH a n Z   alt grubuna G  nin a  elemanı 

tarafından gerilen devirli alt grubu denir ve a  ile gösterilir. 

Yani,  

 :na a n H    dir. 

Buradan hareketle devirli grup Ģu Ģekilde de tanımlanabilir: 

G , bir grup olmak üzere G  de  :nG a n   olacak Ģekilde bir a  elamanı varsa o 

zaman G  grubuna devirli grup denir. Böylece bir a  elamanına G  nin gereni denir ve 

G a  Ģeklinde gösterilir [38]. 

 

Tanım 1.2.19: G  bir grup ve a G  olsun. a  nın gerdiği a  devirli grubunun 

mertebesine a  elemanının mertebesi denir ve  a  ile gösterilir [11]. 

 

Teorem 1.2.3: Her devirli grup değiĢmelidir [38]. 

 

Teorem 1.2.4: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir [38]. 

 

Teorem 1.2.5: G  bir grup, a G  ve a  nın mertebesi n  yani  a n  olsun. Buna göre 

[38]; 

(i) Eğer a  nın mertebesi sonsuz ise o takdirde a  nın bütün farklı kuvvetleri grubun 

farklı elemanlarıdır. 

(ii) Eğer a  nın mertebesi sonlu ise yani 
na e  Ģartını sağlayan en küçük pozitif tam 

sayı n  ise o takdirde a  nın geren devirli grubun yani a   nın mertebesi de n  dir. 

Diğer bir deyiĢle,  

 2 1, , , , na e a a a   

dir. 
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(iii) a  nın mertebesi sonlu ve n  olmak üzere 
k la a  olması için gerek ve yeter Ģart 

 modk l n  olmasıdır. 

(iv)  a n  sonlu olmak üzere 
ka e   olması için gerek ve yeter Ģart n k  olmasıdır. 

 

Sonuç 1.2.1: G a  bir sonlu devir grubu ve  G k   olsun.  H e  ve 
na H  

olacak Ģekilde 0n   pozitif tam sayılarının en küçüğü m  olmak üzere 
mH a  

olduğu kabul edilsin. O halde,   

m k  ve  
k

H
m

  

dir [38]. 

 

Uyarı 1.2.1: G a  sonsuz mertebeli bir devir grubu ise o takdirde 
ma  nin bütün 

kuvvetleri farklı olacağından mH a  devir grubu da sonsuz olur [38]. 

 

Teorem 1.2.6: G a  ve  G n  olan bir devirli grup olsun. O takdirde G  nin 
ka  

tarafından üretilmesi için yani kG a  olması için gerek ve yeter Ģart k  ile n  nin 

aralarında relatif asal yani  , 1k n   olmasıdır [38]. 

 

İspat:   Olmayana ergi yöntemi ile ispatı yapalım. Bir an için  , 1k n d   olduğunu 

varsayalım. O zaman buradan d k  ve d n  ya da sırası ile k dt  ve n dr  yazılır. Bu 

durumda,  

       
r r t t

k dt dr na a a a e     

öyle ki  

 ka r n   

dir. Bu ise 
ka  nın G  nin bir üreteci olmadığını gösterir. Çünkü  

kG a  
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olsaydı o zaman G a  olduğundan  o a n  dolayısı ile  ko a n  olmalıydı. Bu 

bir çeliĢkidir. Dolayısı ile eğer kG a  ise o zaman  , 1k n   olmalıdır. 

 , 1k n   olsun. Buna göre kG a
 
olduğu gösterilmelidir. 

kG a  

olduğu açıktır. Çünkü 
ka G  ve G  bir grup olduğundan kapalılık özelliğinden dolayı 

ka  nın kuvvetleri G  ye aittir. ġimdi ters kapsama gösterilir ise, 

 , 1 1k n ku nv     

olacak Ģekilde ,u v  tam sayıları vardır. O halde  

ku nv ku nva a a a   

yazılır. Diğer taraftan kG a  ve  G n  olduğundan  a n  dir. Böylece  

 
v

nv n va a e e    

olup buradan kua a  eĢitliği elde edilir. Buna göre ma G   ise o takdirde 

   
m um

m ku k ka a a a    

yazılır.  

Bu da, 

kG a  

olmasını gerektirir. Böylece kG a  eĢitliği elde edilir. Böylece teorem ispatlanır. 

 

Sonuç 1.2.2: Bir k   tam sayısının  ,n    grubunun bir gereni olması için gerek ve 

yeter Ģart  , 1k n   olmasıdır [38]. 

 

Bir H  kümesi ile bu küme üzerinde toplama    ve çarpma    ikili iĢlemlerinden 

oluĢan cebirsel yapı  , ,H    ile gösterilir. 

 

Tanım 1.2.20:  , ,H    cebirsel yapısı verilmiĢ olsun. Eğer H  kümesindeki her , ,x y z  

elemanları için  

     x y z xy xz    
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ise  , ,H    yapısının sol dağılma özelliği vardır denir. Her , ,x y z H   için 

     x y z xz yz    

ise  , ,H    yapısının sağ dağılma özelliği vardır denir [26]. 

 

Tanım 1.2.21: G  bir grup ve S G  olsun. Eğer G  nin herhangi bir elemanı S  nin 

sonlu sayıdaki elemanlarının ve bu elemanların terslerinin bir çarpımı olarak tek türlü 

yazılabiliyorsa G  grubuna S  kümesi üzerinde serbesttir denir [22]. 

 

Tanım 1.2.22: X  bir küme;  F X , X  üzerinde serbest grup ve  R F X  olsun. 

:G X R  ye G  grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X  kümesine 

tanımlayıcı gerenler kümesi ve r R  için r e  olacak Ģekildeki denklemlerin kümesine 

ise tanımlayıcı bağıntılar kümesi denir, r  elemanlarına da bağıntılar denir. 

 

Hem X  hem de R  sonlu kümeler olmak üzere bir G  grubu :X R  Ģeklinde takdim 

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmiĢ grup denir [22]. 

 

Tanım 1.2.23: :G X R  ve :H Y S  olmak üzere G H  direkt çarpımı, 

    , , : ,X Y x y x X y Y    

 , : , , ,G H X Y R S R S   

Ģeklinde tanımlanır [22]. 

 

Tanım 1.2.24: G , j -gerenli bir grup ve  

   1 2, 1 2, , , ,j j

j

X x x x G G G x x x G
  

       
  

 

eĢitliği verilsin. O halde  1 2, , jx x x   ye G  nin bir geren j -lisi denir. 

 

Tanım 1.2.25: 3m  için 
2mQ  genelleĢtirilmiĢ Quaternion grubu,   

1 22 2 2 1 1

2
, : , ,

m m

mQ x y x e y x y xy x
        
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Ģeklinde takdim edilir. 

 

Tanım 1.2.26: 3n   için 2n  mertebeli 2nD  Dihedral grubu, 

 
22

2 , : n

nD x y x y xy e     

Ģeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 1.2.27: 4m   için 2m
 mertebeli 

2mSD  semidihedral grubu, 

1 22 2 1 1 2

2
, : ,

m m

mSD x y x y e y xy x
        

Ģeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 1.2.28: 
1,tG  Fox grubu:  

, :  ,  t tx y xy y x yx x y   

Ģeklinde takdim edilir. Bu grup 3
1t   mertebeli bir metacyclic grup olup, gerenlerin 

mertebesi  
2

1t   dir [7]. 

 

Tanım 1.2.39:  BoĢtan farklı bir R  kümesi üzerinde toplama    ve çarpma    denilen 

iki ikili iĢlem tanımlanmıĢ olsun. Eğer aĢağıdaki Ģartlar sağlanırsa o zaman  , ,R    

cebirsel yapısına bir halka denir. 

1R   ,R   değiĢmeli bir gruptur. 

2R  R  kümesi çarpma iĢlemine göre kapalıdır. Yani ,a b R   için ab R  dir. 

3R  R  kümesi çarpma iĢlemine göre birleĢme özelliğine sahiptir. Yani , ,a b c R   için 

   a bc ab c  dir.  

4R  Çarpma iĢleminin toplama iĢlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özelliği vardır. 

Yani , ,a b c R   için  

 a b c ab ac    

ve 

 b c a ba ca    
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dır [38]. 

 

Örnek 1.2.7: F  kümesi  den  ye bütün fonksiyonların kümesi olsun. Yani  

 : :F f f   

olsun. Fonksiyonların bilinen toplamına göre yani x   ve ,f g F  için 

      f g x f x g x    

iĢlemine göre  F,  değiĢmeli bir gruptur. Eğer çarpma iĢlemi de 

      fg x f x g x  

Ģeklinde tanımlanırsa o takdirde  , ,F    cebirsel yapısının bir halka olduğu kolayca 

görülebilir [38]. 

 

Tanım 1.2.30: Birimli bir H  halkasında 1 0H H   ve H  nin sıfırdan farklı her elemanı 

tersinir ise H ye bir aykırı cisim denir [26]. 

 

Tanım 1.2.31: Eğer H  değiĢmeli aykırı cisim ise H  ye bir cisim denir [26]. 

 

Örnek 1.2.8:  , ,  ,  , ,   ve  , ,   cebirsel yapıları birer cisim olmasına karĢılık 

 , ,   tam sayılar halkası bir cisim değildir. Gerçekten sözgelimi  nin çarpmaya 

göre tersi 
1

2
 olup 

1

2
  olduğundan  , ,   bir cisim olamaz [38]. 

 

 

1.3. Lineer İndirgemeli Diziler 

 

Tanım 1.3.1: R  birimli ve değiĢmeli bir halka olsun, R  nin elemanlarının 1 2, ,..., ka a a  

baĢlangıç elemanlarıyla 1n   için 

                                                 1 1 2 2n k n k n k k na c a c a c a       
                          

(1.3.1) 

2
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Ģeklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli bağıntıyı sağlayan diziye homojen 

lineer indirgemeli dizi denir. Burada 1 2, ,..., kc c c R  olacak Ģekilde sabit katsayılar olup 

,  kc R  halkasının sıfır böleni olamaz [17]. 

 

Tanım 1.3.2: 1

1 1( ) k k

k kf x x c x c x c

      Ģeklindeki k . dereceden polinoma, 

(1.3.1) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli bağıntı için karakteristik polinom 

denir. 

 

Sırayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer indirgemeli 

diziler diye adlandırılır. Ayrıca , , ,  üzerinde tanımlanan lineer indirgemeli 

diziler sırayla tam sayı, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler olarak 

adlandırılır.  

 

,  kc R  nin terslenebilir bir elemanı ise (1.3.1) de tanımlanan dizi 0 1 2, , , ,a a a   Ģeklinde 

devam eder [17]. 

 

Eğer R  sıfır bölene sahip değilse bu durumda  na  dizisi minimal uzunluktaki bir 

dizinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine  na
 
dizisinin mertebesi 

denir. 

 

Tanım 1.3.3: R  değiĢmeli ve birimli bir halka olsun, R  nin elemanlarının 1 2, , , ka a a  

baĢlangıç elemanlarıyla 1n   için, 

1 1 2 2 1n k n k n k k n ka c a c a c a c           

Ģeklindeki bağıntı yardımıyla tanımlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli 

dizi denir. 

 

Bu bağıntı kullanılarak  

                                
   

1

1 1 1

1

1
k

n k n k i i n k i k n

i

a c a c c a c a


     



                                (1.3.2) 

Ģeklindeki  1n  mertebeli homojen olmayan indirgemeli bağıntı elde edilebilir. 
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(1.3.2)  bağıntısı için 

    1

1 1, , 1k k

k kF x x c x c x c x

     

Ģeklindeki karakteristik polinom elde edilir [17]. 

 

Tanım 1.3.4: 0 1 1, , , ka a a   baĢlangıç değerleri ve 0 1 1, , , kc c c   ler sabitler olmak üzere, 

0 1 1 1 1n k n n k n ka c a c a c a         

Ģeklindeki k -basamak lineer indirgeme bağıntısıyla tanımlanan dizi için, dizinin 

elemanları; 

0 1 2 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

k k

A

c c c c c 

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

olmak üzere, 

0

1 1

1 1

n

n

n

k n k

a a

a a

A

a a



  

   
   
   
   
   
   
      

 

Ģeklindeki denklem yardımıyla elde edilmiĢtir [23]. 

 

Tanım 1.3.5: Dizi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin tekrarı Ģeklinde meydana 

geliyorsa bu diziye periyodik dizi denir. Tekrar eden alt dizideki eleman sayısına ise 

dizinin periyodu denir. 

 

Tanım 1.3.6: Bir dizideki ilk k  eleman tekrar eden bir alt dizi Ģeklinde ise bu diziye k  

periyodlu basit periyodik dizidir. 
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1.4. Fibonacci Dizisi 

 

Tanım 1.4.1:  nf  Fibonacci dizisi, 0 10, 1f f   baĢlangıç değerleri olmak üzere 

0n   için 

 

 

Ģeklinde tanımlanır. Yani Fibonacci dizisi, 

0,1,1,2,3,5,8,13,21,  

Ģeklindedir. 

 

Fibonacci dizileri 

1

0 1 0

1 1 1

n

n

n

f

f 

    
     

     
 

olacak Ģekilde bir matris tarafından üretilebileceği gösterilmiĢtir [36].  

 

Fibonacci sayılarının 

2 1 1

1 0 1

1 1
,      

1 0

n nn

n n

f f f f
Q Q

f f f f





    
      

    
 

olacak Ģekilde bir Q  matrisi tarafından üretebileceğini gösterilmiĢtir. Buradaki Q  

matrisine Fibonacci Q -matrisi denir [21].  

 

ġimdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen bazı özelliklerini verelim. 

i.
 

 2

1 2 1
n

n n nf f f      

 

Bu eĢitliğin doğruluğu Fibonacci dizisinin tanımında verilen bağıntılar yardımıyla 

tümevarım metodu kullanılarak gösterilebilir. 

 

2 1n n nf f f  
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ii. 
1 5

2



 , 

1 5

2



  olmak üzere 

n n

nf
 

 





 eĢitliğine Binet formülü denir. 

Bu formül n  nin negatif değerleri için Fibonacci dizisinin doğal geniĢlemesini verir. 

 1
nn n     bağıntısı kullanılarak, 

 
1

1
n

n nf f


    

olduğu gösterilebilir. 

 

Tanım 1.4.2:   k

nf  k -basamak Fibonacci dizisi, 1 2 1 0,  1k kf f f f      

baĢlangıç değerleri olmak üzere 1n   için 

                                              
1 2

k k k k

n k n k n k nf f f f                                                  (1.4.1) 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

k -basamak Fibonacci dizisi bir lineer kombinasyon olarak tanımlanan 

                                      0 1 1 1 1n k n n k n ka c a c a c a                                              (1.4.2) 

dizisinin özel bir halidir. Böylece Tanım 1.3.4 yardımıyla  

 

 

 

 

 

1

2

3

1

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1

kn
n

k

n

k

n

k

n k

k

n k

f

f

f

f

f







 



 
     
     
     
          
     
     
     
      

 

olduğu kolayca görülebilir. 

 

1.5. Lehmer Dizisi 

 

Tanım 1.5.1:  ve L M  tam sayıları 0LM   ve 4 0K L M    koĢullarını sağlayan 

tam sayılar olmak üzere  
0

( , ) nU U L M U


   Lehmer dizisi 0 0U  , 1 1U   baĢlangıç 

değerleriyle  
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1 2

1 2

,          tek,
      

,             çift,

n n

n

n n

LU MU n
U

U MU n

 

 


 


 

Ģeklinde tanımlanır [15]. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1. m  Modülüne Göre İndirgemeli Diziler 

 

2.1.1. m  Modülüne Göre k -Basamak Fibonacci Dizileri 

 

  k

nf  k -basamak Fibonacci dizisi için      ,
mod

k m k

i if f m  olmak üzere bu dizi m  

modülüne göre indirgenirse, tekrar eden, 

        , , ,

1 2, , , ,
k m k m k n

nf k m f f f  

dizisi elde edilir. 

 

O zaman         , , ,

1 2, , , 0,0, ,1
k m k m k m

kf f f   olup bu dizinin indirgeme bağıntısı ile  

(1.4.1) de tanımlı dizideki indirgeme bağıntısı aynıdır [30]. 

 

Teorem 2.1.1.1:  ,f k m  basit periyodik bir dizidir [30]. 

 

İspat: 
1, 2{( , , ) 0 1}k k iS a a a a m   |  olsun. k

kS m sonludur, yani 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1 , ,k m k m k m k m

u v u k v kf f f f      

olacak Ģekilde 0u  için v u  sayısı vardır. Tanımdan 

1
( ) ( )

0

k
k k

n k n j

j

f f


 



  

elde edilir. Yani, 

1
( ) ( ) ( )

0

k
k k k

n n k n j

j

f f f


 



   

bağıntısına ulaĢılır. Buradan kolaylıkla, 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1 2 2 2 2, , , , )  k m k m k m k m k m k m k m k m

u v u v u v v uf f f f f f f f         ve ( , ) ( , )

1 1

k m k m

v uf f  
 

olduğu sonucuna varılır. Böylece ( , )f k m  periyodik dizidir. 

 

( )kh m , ( , )f k m  nin en küçük periyodunu gösterir. ( , )f k m  nin periyodu veya m  

modulüne göre k -basamak Fibonacci dizisinin Wall sayısı olarak adlandırılır [30]. 
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Örnek2.1.1.1:    4,3 0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1,s   

olsun. O zaman 4(3) 26h  olur [30]. 

ip
 
ler asal sayılar ie  ler pozitif tam sayılar olmak üzere,  

1
1i

t e

ii
m p t


    ise  

 kh m ,  ie

k ih p  lerin en küçük ortak katıdır [30]. 

 

G  aĢağıda görüldüğü gibi k k  tipli kare matris olmak üzere 

.

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

0 0 0 . . . .

1 1 1 . . . 1

G

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

ijb  lerin tam sayı olduğu bir ( )ijA b  matrisi için, A  matrisinin her elemanının modm  

ye göre indirgenmesi  modA m  ile ifade edilir. Yani  (mod ) (mod )ijA m b m  dir. 

{ (mod ) 0}i

m
G G m i |

 
olsun. Açık olarak, T  matrisin transpozu olmak üzere, 

, , ,

1 2(0,0,...,1) (mod ) ( , , , )i T k m k m k m

i i i kG m f f f   , 

dir. O zaman ( )kh m  nin en küçük pozitif tam sayısının h  olduğu elde edilir, öyle ki, 

(0,0,...,1) (mod ) (0,0, ,1)h TG m   

dir. ġimdi 1 11 12 1( , , , ) (0,1,0, ,0)ka a a a   k -boyutlu bir vektör olsun.

1 2( , , , )n n n nka a a a  vektörü 0n   için  

                                  
1 ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ve   ( 1)n n k ni n k n ia a a a a i                                 (2.1.1) 

Ģeklinde tanımlanır. 

1 2

( 1)1 ( 1)2 ( 1)1

( 1)1 ( 1)2 ( 1)1

. . .

. . .

. . . . . ..

. . . . . ..

. . . . . ..

. . .

n n nkn

n n n kn

n

n k n k n k kn k

a a aa

a a aa

G

a a aa

  

      

  
  
  
  

     
  
  
  

      

 

olsun [30]. Buradan aĢağıdaki lemma verilir. 
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Lemma 2.1.1.1 n nG G  dir[30]. 

( )kg p , 
p

G   grubunun mertebesini göstersin. AĢağıdaki teorem ( )kh p  ve ( )kg p

arasındaki iliĢkiyi verir [30]. 

 

Teorem 2.1.1.2: ( ) ( )k kh p g p   dir [30]. 

 

İspat: ( )kg p  nin ( )kh p  ile bölündüğü açıktır. O zaman ( )kh p  nin ( )kg p  ile 

bölünebilir olduğunu kanıtlamamız yeterlidir. ( )kh p n   olsun. O zaman n  aĢağıdaki 

eĢitliği sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır: 

                                              0,0, ,1 mod 0,0, ,1
TnG p  .                              (2.1.2) 

Buradan ve Lemma 2.1.1.1 den, 0 1j k    için 

( ) 0(mod )n j ka p

   , 0 1j k    ve 
( 1) 1(mod )n ka p

   , 

olur. Buradan ve (2.1.1) den, tüm  0,1, , 1j k   için 

( 1) ( )( 1) ( 1) ( )( 1) (mod )n j i n j i n j k n j ia a a a p

          , 

olur. Böylece 

1 ( 1)2 ( 1) 1(mod )n n n ka a a p

       

elde edilir. 1j i k    olduğunda, 

( ) ( 1)( 1) ( ) 0(mod )n j i n j i n k i j ka a a p

           

elde edilir ve j i  olduğunda (2.1.1) den dolayı 
( 1)1 ( )n j i n j i ka a      olur. Bundan dolayı,  

( ) ( 1)( 11) ( 1)1 ( ) 0(mod )n j i n j i n j i n j i ka a a a p

              

olur. Buradan (mod )nG I p  elde edilir ki bu da n  nin ( )kg p  tarafından 

bölünebileceğini gösterir. Böylelikle ( ) ( )k kh p g p   olduğunu görülür. 

 

Teorem 2.1.1.3: t , ( ) ( )t

k kg p g p  eĢitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı olsun. O 

halde her t   için ( ) ( )t

k kg p p g p   olur. Özellikle 2( ) ( )k kg p g p  ise her 1   

için, 1( ) ( )k kg p p g p   olur [30]. 
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İspat: Tanım gereği her pozitif r  tam sayısı için 
1( ) 1(mod )

r
kg p rG I p


  dir. Bundan 

dolayı 
1( )

(mod )
r

kg p rG I p


  olur. Bu ise ( )r

kg p  nın 1( )r

kg p   yi böldüğü anlamına 

gelir. Diğer taraftan ( ) ( )( )
r

kg p r r

ijG I b p   yazılarak 1( )r

kg p  , ( )r

kg p  ile 

bölünebilirliğini sağlayan: 

                        
( ) ( ) ( ) 1

0

( ( ) ( ) (mod )
r

k

p
g p p r r p r r i r

ij ij

i

p
G I b p b p I p

i





 
    

 
                  (2.1.3) 

denklemi elde edilir. Bundan dolayı 1( ) ( )r r

k kg p g p   veya 1( ) ( )r r

k kg p g p p   

olduğunu gösterir ki burada ikinci durum, ancak ve ancak p  ye bölünmeyen bir ( )r

ijb  nin 

varlığı ile mümkündür. 1( ) ( )t t

k kg p g p   olduğunda p  ile bölünmeyen bir ( 1)t

ijb   vardır. 

Buradan 1 2( ) ( )t t

k kg p g p   olduğu görülür ve ispat tamamlanır. 

 

Varsayım 2.1.1.1: p k  bir asal sayı ise,  ( ) k i

kh p p p  olacak Ģekilde 0 1i k    

aralığında bir i  sayısı vardır [30]. 

 

 

2.1.2.   Modülüne Göre Lehmer Dizisi 

 

Bu çalıĢmada U  Lehmer dizisini  ,M LU  notasyonu ile ifade edilecektir. 

 

Tanım 2.1.2.1: Lehmer dizisi  modülüne göre indirgenirse, tekrar eden, 

   , , , , ,

0 1 2( ) ( ), ( ), ( ),..., ( ),...M L M L M L M L M L

iU U U U U      

dizisi elde edilir. Burada , ,( ) (mod )M L M L

i iU U   dır  [15]. 

 

Teorem 2.1.2.1: 1M    için  , ( )M LU   dizisi basit periyodiktir. M  nin diğer 

durumlarında ise dizi periyodiktir [15]. 
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İspat: Dizide 2  tane sıralı ikili (çiftli) ortaya çıkacağından ve 2  sonlu bir sayı 

olduğundan, bu sıralı ikililerden birisi dizide tekrar ederek karĢımıza çıkacaktır. Bu 

tekrar  , ( )M LU   dizisinin periyodik olduğunu gösterir. Lehmer dizisinin tanımından  

1

2

1

,        tek,

,           çift, 

n n

n

n n

LU U n
MU

U U n








 


 

bağıntısını yazarız. Böylece, eğer , , , ,

1 1( ) ( ), ( ) ( )M L M L M L M L

i j i jU U U U       ve  1M    

ise , ,

1 1( ) ( )M L M L

i jU U     ve , ,

0( ) ( )M L M L

i jU U    olur. Bu da  , ( )M LU   dizisinin basit 

periyodik olmasını göstermektedir. 

 

 , ( )M LU   dizisinin en kısa periyodu 
, ( )M Lk   olsun. 

, ( )M Lk  ,   modülüne göre 

Lehmer dizisinin periyodu olarak adlandırılır. 

 

Örnek 2.1.2.1:    1,5(7) 0,1,1,4,3,4,1,1,0,6,6,3,4,3,6,6,0,1,1,4,U   dizisi için 

1,5(7) 16k   olur [15]. 

 

Teorem 2.1.2.2: ip  ler farklı asal sayılar olmak üzere 
1

 ( 1)i
t e

ii
m p t


   ise 

, ,( ) [ ( )]ieM L M L

ik m okek k p  olur. Burada 1 2, , ,

1 2( ), ( ), , ( )iee eM L M L M L

ik p k p k p  nin en küçük 

ortak katı ,[ ( )]ieM L

iokek k p  ile gösterilir [15]. 

 

İspat:  , ( )ieM L

iU p
 

dizisinin periyodu , ( )ieM L

ik p  olduğundan  , ( )ieM L

iU p  dizisi 

yalnızca  ,. ( ),  ieM L

iu k p u N  uzunluğundaki bloklarda tekrar eder.  Ayrıca 
, ( )M Lk m , 

 , ( )M LU m  dizisinin periyodu olduğundan, her i  değeri için  , ( )ieM L

iU p  dizisi 

, ( )M Lk m  terimde bir tekrar eder. Böylece her i  değeri için 
, ( )M Lk m  periyodu 

,. ( )ieM L

iu k p  Ģeklinde olup bu sayı  , ( )M LU m  dizisinin periyodunu vermektedir. 

Dolayısıyla , ,( ) [ ( )]ieM L M L

ik m ekok k p  elde edilmektedir. 

 

Teorem 2.1.2.3: 1M    ve 
, 2 ,( ) ( )M L M Lk p k p  ise 

, 2 ,( ) . ( )M L M Lk p p k p  dir [15]. 
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İspat: 1M    ve 
, 2 ,( ) ( )M L M Lk p k p  olsun. O halde  ,M LU  dizisi, 

0 1

, ,0,  1, ,M L M LU U   

, , 1( ) ( )

, ,

1 2. ,  . 1, ,M L M Lp p

M L M L

k k
U p U p     

, , 1( ) ( )

, ,

1 22 2
.2 ,  .2 1, ,M L M Lp p

M L M L

k k
U p U p     

, , 1( ) ( )

, 2 , 2

1 2. ,  . 1, ,M L M Lp p

M L M L

pk pk
U p U p     

Ģeklinde olup burada 1 2 ve   1 2( , )p obeb    olacak Ģekilde doğal sayılardır. 

,

,

. ( )
0M L

M L

p k p
U   ve ,

,

. ( ) 1
1M L

M L

p k p
U


  olduğundan bu dizide devir 

2p . elemanla baĢlar. Yani 

,

, ,

0. ( )M L

M L M L

p k p
U U  ve ,

, ,

1. ( ) 1M L

M L M L

p k p
U U


  dir. Buradan 

, 1 ,( ) . ( )M L t M Lk p p k p   olduğu elde 

edilir [15]. 

 

Varsayım 2.1.2.1: 

i) 
, 1 ,2, ( ) ( )( 1)M L t M L tp k p k p t    ve 1M    olsun. O halde 

, 1 ,( ) . ( )M L t M L tk p p k p 

dir. 

ii)
, 1 ,(2 ) (2 )( 2)M L t M L tk k t    ve 1M    olsun. O halde

, 1 ,(2 ) 2. (2 )M L t M L tk k   dir 

[15]. 

 

 

2.2. Gruplarda İndirgemeli Diziler 

 

2.2.1. Sonlu Gruplarda Fibonacci Dizileri 

 

Tanım 2.2.1.1: Sonlu gruplarda bir k -nacci dizisi, grubunun 0 1 2, , , , ,nx x x x

elemanlarının dizisidir. Burada dizinin her elemanı, 
0 1, , jx x 

 verilen baĢlangıç 

elemanları için, 

0 1 1

1 1

,                 ,

,         ,        

n

n

n k n k n

x x x j n k
x

x x x n k



   

 
 


 

ile tanımlanır. Ayrıca bu dizinin 
0 1 2 1, , , , jx x x x 

 baĢlangıç elemanlarının grubu germesi 

Ģarttır. Böylece bu ifade k -nacci dizisini grubun yapısını gösterir. 
0 1 2 1, , , , jx x x x 

 ile 
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üretilen sonlu bir G  grubunun k -nacci dizisi 
0 1 2 1( ; , , , , )k jF G x x x x 

 ile gösterilir. 

Buna göre tam sayılardaki modm  ye göre klasik Fibonacci dizisi 2( ;0,1)mF Z  Ģeklinde 

yazılabilir. Grup elemanlarının bir 2 -nacci dizisi sonlu bir grubun Fibonacci dizisi 

olarak adlandırılır. G  grubunun her elemanı dizide görünecek Ģekilde bir k -nacci dizisi 

varsa sonlu grup G  bir  k -nacci dizilenebilirdir [28]. 

 

Teorem 2.2.1.1: Sonlu gruplardaki bir k-nacci dizisi basit periyodiktir [28]. 

 

İspat: G , n  mertebeli bir grup olsun. Bu durumda kn  tane G  nin elemanların farklı    

k -tiplisi var olduğundan bu k -tiplilerin en az bir tanesi G  nin bir k -nacci dizisinde iki 

kez görülür. Bu nedenle k -nacci dizisi periyodiktir. Dizi periyodik olduğundan i j  ve  

1 1 2 2 3 3, , , ,i j i j i j i k j kx x x x x x x x            

olacak Ģekilde i  ve j  doğal sayıları mevcuttur. k -nacci dizisinin tanımından  

1 1 1

( 1) ( 2) 1( ) ( ) ( )i i k i k i k ix x x x x  

       

ve 

1 1 1

( 1) ( 2) 1( ) ( ) ( )i j k j k j k jx x x x x  

       

olduğu bilinmektedir. Bundan dolayı 
i jx x  olur ve dizi 

1 1 2 2 0,  , ,  i j i j i j j jx x x x x x x          

Ģeklinde devam eder. Bu nedenle dizi basit periyodiktir. 

 

Teorem 2.2.1.2: 3n   olmak üzere 2 1, : ,na b a b e ba a b    Ģeklinde takdim edilen

nD  dihedral grubununda, ( ; , ) ( ; , ) 2 2k n k nP D a b P D b a k  
 
dir [28]. 

 

İspat: a n  ve 2b   olsun. 2k   için 

1 2, , , , , , ,a b ab a a b ab a b
 

ve 

1 1, , , , , , ,b a a b b a ab b a 
 

Ģeklindeki iki dizinin de periyotları 6  dır. 3k   için dizinin ilk k  tane elemanı 

32 2

0 1 2 3 1,  ,  ,  ( ) , ,  ( )
k

kx a x b x ab x ab x ab


      
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Ģeklinde olur. Burada gerekli indirgemeler yapılırsa, 3 1j k    için 
jx e  olmak 

üzere , , , , , , ,a b ab e e e e  yazılır. Böylece 

1
1

1

0 1

1 2
1 2 1 2

2 3

2 3

3
1 2

4

4

, ,

      ,     ,

        .

k k

k i k i

i i

k k

k i k i

i i

k

k i

i

x x abab e x x bab a

x x aba a b x x a a b ab

x x a a bab e






 

 
 

 

 








     

     

  

 

 



 

elde edilir. Burada 4 j k  için 
k jx e   dir. Ayrıca  

1
1 2 2

1 2

1 2

2 3

3 4

3 4

        ,             ,

, ,

k k k k

k k i k k i

i k i k

k k k k

k k i k k i

i k i k

x x a a bab e x x a bab a

x x aba b x x ab

  


   

   

   

   

   

     

    

 

 

 

dir. 
2 2 2 3, 2 4,k k kx x x  

 elemanları ,a b  ve ab  nin değerlerine bağlı olduğundan  2 2k  . 

eleman ile baĢa döner. Yani 0 2 2kx x   olur. Bu nedenle ( ; , ) 2 2k nP D a b k   olur.  

 

Eğer b n  ve 2a  ise 

32 4 8 2, , , ( ) ,( ) ,( ) , , ( )
k

b a ba ba ba ba ba


 

dizisi elde edilir. Burada gerekli indirgemeler yapılırsa, 3 1j k    için 
jx e  olmak 

üzere , , , , , ,b a ba e e e  dizisine indirgenir ve ispat yukarıdakine benzer Ģekilde 

tamamlanır. 

 

Teorem 2.2.1.3: G , gerenleri a  ve b  olan 2 -gerenli bir grup ve birim elemanı 

2 2( ; , ) veya ( ; , )F G a b F G b a  Fibonacci dizilerinde görülüyorsa G  abelyan gruptur [28]. 

 

İspat: Genelliği bozmaksızın 2( ; , )F G a b  dizisi için varsayalım ki bu Fibonacci dizisinin 

birim elemanı, e  ve n  için  1 .n  elemanı olsun. Bu dizinin .n  elemanı grubun 

herhangi bir elemanı olabilir. Böylelikle 

, , , , ,a b s e  
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Ģeklinde bir dizi elde edilir. Yalnız 1s , ( 1).n  pozisyon için tanımlayıcı bağıntıyı 

sağlar. Benzer Ģekilde, 2s  dizinin ( 2).n  pozisyonunda, 3s  dizisinin ( 3).n  

pozisyonunda olur. Benzer Ģekilde devam edersek dizi,  

8 5 3 2 1 1,  , ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,a b s s s s s s e  
 

Ģeklinde oluĢur. Bu elemanlar üslere sahip olduğundan 2 1i i iu u u     bağıntısı 

kullanılarak s  nin üslerinde ortaya çıkan ardıĢık pozitif ve negatif iĢaretli tam 

sayılardan bir Fibonacci dizisi oluĢturulur. Bu nedenle grubun Fibonacci dizisi 

aĢağıdaki iki formdan birine sahiptir; 

i. n  tek ise dizi; 

1 2 5 3 1 1,  ,  , ,  ,  ,  ,  ,  n n nu u u
s s s s s s s e   

 

Ģeklindedir. Bu durumda 

1 1 1,   (s )n n nu u u
s a s b b      

ve 2s nu
ab   olur. 

1 2 1 2s s sn n n n nu u u u u
s   

   

olduğundan 1  b ab a  veya ab ba  olduğu söylenebilir. O halde bu grup abelyendir. 

ii. n  çift ise dizi; 

1 2 5 3 2 1 1,  ,  , ,  ,  ,  ,  ,  ,  n n nu u u
s s s s s s s s e    

 

Ģeklindedir. Bu durumda, 

1 1 1,  (s )n n nu u u
s a s b b       

ve 2s nu
ab

  olur. 

1 2 1 2( )
s s sn n n n nu u u u u

s       
   

olduğundan 1b ab a   veya ab ba  olduğunu söylenebilir. Böylelikle bu grup 

abelyendir. 

 

Bu teoremin karĢıtı her zaman doğru değildir. AĢağıdaki abelyen grubu düĢünelim: 

9 2, :  ve A a b a b e ba ab     

Bu grubun Fibonacci dizileri; 

2 3 5 8 4 3 7 8

8 8 7 6 4 5 6 2 8

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  , ,

a b ab a a b a b a a b a b a a b ab a b

a b a a b a b a ab a b a a b a b a b ab
 

ve 
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2 3 5 8 4 3 7 8 8

8 7 6 4 5 6 2 8

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,b

b a ab a b a a b a b a a b a b a a b b a

a b a a a b ab a a b a b a ab b a ab
 

Ģeklindedir. Dikkat edilirse 
2 7, ,e a a  elemanları her iki dizide de görülmez. 

 

Sonuç 2.2.1.1: 2 -nacci dizilenebilir devirli bir gruptur [28]. 

 

İspat: G , bir 2 -nacci dizilenebilir grup olsun. O zaman G , 1-gerenli ya da 2-gerenli bir 

gruptur. G  eğer 2-gerenliyse e , G  nin 2 -nacci dizisinde bulunduğundan Teorem 

2.2.1.3 in ispatında olduğu gibi, G  nin bir s  elemanının terimlerinden bir dizi 

oluĢturulabilir. G  nin her elemanı kendisinin 2 -nacci dizisinde bulunur. Bundan 

dolayı, G  nin bütün elemanları tek bir s  elemanının terimleri ile takdim edilir. Buradan 

G  grubu 1-gerenli ya da devirlidir. 

 

3k   için k -nacci dizilenebilir gruplar abelyen olması gerekmez. 3D  dihedral grubu 6  

elemanlı k -nacci dizilenebilir bir gruptur. 

 

Teorem 2.2.1.4: G  , 2-gerenli bir grup olsun. G  nin birim elemanı bu grubun bir 

Fibonacci dizisinde görülürse, bu takdirde dizinin ix e  özelliğini sağlayan ix  

elemanlarının indislerinin bir koleksiyonu aritmetik bir diziliĢe sahip bir dizi bulundurur 

[28]. 

 

İspat: Teorem 2.2.1.3 den dolayı ,G a b  abelyan gruptur. Bundan dolayı dizinin n . 

terimi 1n nu u
a b  biçimindedir. Wall (1960) daki çalıĢmasıdan 0(mod )nu m  olan 

terimlerin basit aritmetik diziliĢte olan indislere sahip oldukları bilinmektedir. Böylece, 

2, , , , nu
a a a a   ve 

2 3, , , , , nu
b b b b b  elemanlarının dizilerinin her ikiside indisleri 

aritmetik diziliĢte olan pozisyonda e  yi bulundurur. e  nin ortaya çıkıĢının bu periyodu 

e  nin 
2, , , , nu

a a a a  ve 
2 3, , , , , nu

b b b b b  deki periyodlarının en küçük ortak katı olur. 

Böylece, e  nin 
2 2 3, , , , ,a b ab ab a b  deki pozisyonları, bir aritmetik diziliĢ bulunduran 

alt indisler olacaktır. 
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k -nacci dizilenebilir bir grubun bir homomorfik görüntüsü de k -nacci dizilenebilirdir. 

k -nacci dizilenebilir bir grubun, bir k -nacci dizilenebilir grup tarafından 

geniĢletilmesinin k -nacci dizilenebilir olması gerekmez. k -nacci dizilenebilir grupların 

direkt çarpımlarının k -nacci dizilenebilir olması gerekmez. Bu durumu bir örnekle 

gösterelim. 

9 2, :  ve A a b a b e ba ab     

abelyen grubunu ele alalım, bu grup a  ve b  devirli gruplarının direkt çarpımıdır. 

a  grubu için Fibonacci dizisi, 

  2 3 5 8 4 3 7 8 8 8 7 6 2 8

2 ; , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,F a e a e a a a a a a a a a a a e a a a a a a a e a a  

ve b  grubu için Fibonacci dizisi, 

 2 ; , , , , ,F b e b e b b e  

Ģeklinde olup bu iki grup da 2-nacci dizilenebilir olmasına rağmen bu grupların direkt 

çarpımı 2-nacci dizilenebilir değildir [28]. 

 

 

 

2.2.2. Gruplarda Lehmer Dizileri 

 

2.2.2.1. Gruplarda Geren Çiftlerinin Lehmer Uzunlukları ve Esas Lehmer 

Uzunlukları 

 

G  bir grup ve ,x y G  olsun. G  nin her elemanı ,  1iu i m    için  

                                               3 11 2 4 m mu u uu u u
x y x y x y                                              (2.2.2.1) 

Ģeklinde yazılabiliyorsa x  ve y , G  yi gerer denir ve G , 2 -gerenli gruptur.  ,x y , G  

nin geren çiftidir [15].

  

Tanım 2.2.2.1.1:  ,x y G  geren çifti ve 1i   için  ,

, ( )M L

x y iU G x  Lehmer orbiti, 

1

0 1 1

1

( ) ( ) ,        çift,
,    x ,         

( ) ( ),           tek,

M L

i i

i M

i i

x x i
x x y x

x x i





 




   

  

Ģeklinde tanımlanır [15]. 
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Teorem 2.2.2.1.1: 1M    için ,

, ( )M L

x yU G  Lehmer orbiti basit periyodiktir. M  nin diğer 

durumlarında ise dizi periyodiktir [15]. 

 

İspat: n , G  nin mertebesi olsun. Bu durumda 2n  tane G  nin elemanlarının farklı 2-

tiplisi var olduğundan bu 2-tiplilerden en az biri G  nin Lehmer orbitinde iki kez 

görünür. Böylece alt dizi bu 2-tipliyi takip eder. Bu da Lehmer orbitinin periyodik 

olduğunu gösterir. Lehmer orbiti periyodik olduğundan u v  ve  

1 1 2 2,        u v u vx x x x      

olacak Ģekilde  ve u v  doğal sayıları vardır. Lehmer orbitinin tanımından; 

 
  

  

2 1

1

2 1

,        tek

,        çift,

L

M u u

u

u u

x x u
x

x x u



  



 




 


 

ve 

 
  

  

2 1

1

2 1

,         tek,

,         çift,

L

M v v

v

u u

x x v
x

x x v



  



 




 


 

olduğu bilinmektedir. Böylece 1M    ise u vx x  elde edilir ve aĢağıdaki Ģekilde 

devam ederek 

1 1 10,        u v v v u v v vx x x x x          

olduğu görülmektedir. Böylece 1M    ise ,

, ( )M L

x yU G  Lehmer orbiti basit periyodiktir.  

 

 ,

,

M L

x yLenU G  notasyonu ile  ,

,

M L

x yU G  Lehmer orbitinin periyodunun uzunluğu 

gösterilsin. 

 

Lemma 2.2.2.1.1: 1M    ve  ,x y X  geren çiftinin  ,

,

M L

x yU G  Lehmer orbitinin 

uzunluğu 1n  ise 10 1i n    olacak Ģekilde herhangi bir her i  için  1,i ix x X   olur. 

Ayrıca     , ,

, ,i i

M L M L

x y x yU G U G  dir [15]. 
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İspat:  1,i ix x X   olduğunu göstermek için i  üzerinden tümevarım yöntemi 

kullanalım. 0i   için doğru olduğu açıktır.  1,k kx x X   olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda  1 2,k kx x X    olduğu göstermeliyiz.  Buna göre 

 
  

  

2 1

1

2 1

,        tek,

,        çift,

L

M k k

k

k k

x x k
x

x x k



  



 




 


 

olup, G  nin her elemanı 1,k kx x x y   olacak Ģekilde (2.2.2.1) deki gibi ifade 

edildiğinden  
M

kx


 ifadesi  

  

  

2 1

1

2 1

,        tek,

,        çift,

L

k k

k k

x x k

x x k



 



 






 

Ģeklinde yeniden yazılabileceğinden G  nin her elemanının 1kx   ve 2kx   tarafından 

üretildiği görülmektedir.

  

Sonuç olarak    ,

,

M L

x y iU G x  ve    ,

,

M L

r s iU G b  olur. Böylece tümevarım yöntemi 

kullanılarak 
0 1 1,  j jx b x b    ise    , ,

, ,

M L M L

x y r sU G U G  olduğu görülür. 

Burada 
1 1 ,jx b i t  olsun. O halde        

1 21 2

2 1 2 1t t t t j t j j tx x x b b b


          dir. 

Böylelikle ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.2.2.1.2: 1M    ve G  sonlu bir grup olmak üzere X , ( , )x y X  için 

,

, ( )M L

x yU G  Lehmer orbitlerinin tarafından parçalanır [15]. 

 

Konsepti daha ayrıntılı ele almak adına G  nin AutG  otomorfizm grubunun ( , )x y X  

ve  ,

,

M L

x yU G  Lehmer orbitinin üzerine etkisini incelemek gerekir. AutG , tüm 

G G    izomorfizmlerini içerdiğinden AutG   ve  ,x y X  ise  ,x y X    

olduğu açıktır. 

 

A G  alt kümesi ve AutG   için A  nın   altındaki görüntüsü 

 :A a a A    
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Ģeklindedir. 

 

Lemma 2.2.2.1.2:  ,x y X ve AutG   olsun. Bu durumda 1M    ise  

   , ,

, ,

M L M L

x y x yU G U G    

dir [15]. 

 

İspat:    ,

,

M L

x y iU G x  olsun.    i ix x   ve 

        1 1

M L M L

i i i ix x x x  
 

   ve         1 1

M M

i i i ix x x x  
 

   

olduğundan sonuç açık olarak görülmektedir. 

Eğer 1M    ve AutG  nin n  elemanı ,

, ( )M L

x yU G  orbitini kendi üzerine götürüyor ise 

AutG   için AutG n  tane farklı  ,

,

M L

x yU G  Lehmer orbiti mevcuttur.  

 

Tanım 2.2.2.1.2: G  grubunun elemanı  ix , m  nin  ,

,

M L

x yU G  esas Lehmer orbiti olan 

 ,x y X  ikilisidir. Bu durumda 1i   için 

   

   

1

0 1 1

1

,       çift,
,      ,      

,        tek.

M L

i i

i M

i i

x x i
x x x y x

x x i





 






   


 

Burada 1m   en küçük tam sayısı ile  

0 1 1,      m mx x x x  
 

AutG   için G  , 1,m mx x   oluĢur ve   yı tanımlar [15]. 

 

 ,

,

M L

x yU G
 
esas Lehmer orbitinin periyot uzunluğu  ,

,

M L

x yLenU G  ile gösterilsin. 

 

Teorem 2.2.2.1.3: G  bir sonlu grup ve  ,x y X  olsun. 1M    için

 ,

, 1

M L

x yLenU G n  ve  ,

, 1

M L

x yLenU G m  ise 1m , 1n  yi böler ve AutG  kümesinin, 

 ,

,

M L

x yU G  Lehmer orbitini kendi üzerine götüren 1 1m n  tane elemanı vardır [15]. 

İspat: AutG   otomorfizmimin mertebesi   olsun. Bu durumda, 

       2 2

, , , ,

, , , ,

M L M L M L M L

x y x y x y x y
U G U G U G U G   

     
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ve 

   , ,

, ,

M L M L

x y x yLenU G LenU G   

olduğundan 1 1.n m  dir. Açıkça 
2 11, , , ,    

,  ,

,

M L

x yU G  nin kendi içine bir 

eĢlemesidir. 

 

 

2.2.2.2. Fox Gruplarında Lehmer Uzunlukları ve Esas Lehmer Uzunlukları 

 

Teorem 2.2.2.2.1: (i)  3t   olduğunda üç durum ortaya çıkar [15]: 

(1) 1M   ve 0L   tam sayıları için; 

1,

, 1,3

4,   0(mod 4),

3,   1(mod 4),
( )

8,   2(mod 4),

6,   3(mod 4)

L

x y

L

L
LenU G

L

L





 


   

ve 

1,

, 1,3

2,   0(mod 4),

1,   1(mod 4),
( )

2,   2(mod 4),

2,   3(mod 4).

L

x y

L

L
LenU G

L

L





 


 

 

(2) 1M    ve 0L   tam sayıları için 

1,

, 1,3

8,   0(mod 4),

( ) 4,   2(mod 4),

3,   0(mod 4)

L

x y

L

LenU G L

L






 
 

 

ve 

1,

, 1,3

2,   0(mod 4),

( ) 2,   2(mod 4),

1,   0(mod 4)

L

x y

L

LenU G L

L






 
 

 

(3) 1M    ve 0L   tam sayıları için 

1,

, 1,3

8,   0(mod 4),

3,   1(mod 4),
( )

4,   2(mod 4),

6,   3(mod 4)

L

x y

L

L
LenU G

L

L





 


 

 



32 

 

ve 

1,

, 1,3

2,   0(mod 4),

1,   1(mod 4),
( )

2,   2(mod 4),

2,   3(mod 4)

L

x y

L

L
LenU G

L

L





 


 

 

(ii) Burada aĢağıdaki iki durum ortaya çıkar; 

(1)     
2, ,1 1M L M Lk t k t    ise  , , ,

, 1, , 1,( ) ( ) 1M L M L M L

x y t x y tLenU G LenU G k t   dir. 

(2)     
2, ,1 1M L M Lk t k t    ise   2, ,

, 1,( ) 1M L M L

x y tLenU G k t   ve

 , ,

, 1,( ) 1M L M L

x y tLenU G k t   dir [15]. 

 

İspat: 

i) 3t   olduğunda 

(1) 1M   ve 0L   bir tam sayı olsun. 

0(mod 4)L   ise Lehmer orbiti; 

1, , , , , ,x y yx y x y
 

olup, 1,

, 1,3( ) 4L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 2L

x yLenU G   dir. Burada 
1 ve x yx y y     

olduğundan   , 2. mertebeden bir dıĢ otomorfizmdir. 

1(mod4)L   ise Lehmer orbiti; 

, , , , ,x y yx x y  

olup, 1,

, 1,3( ) 3L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 1L

x yLenU G   dir. Burada  ve x yx y x    

olduğundan,  ,  3. mertebeden dıĢ otomorfizmdir.  

2(mod 4)L   ise Lehmer orbiti; 

1, , , , , , , , , ,x y yx y x y xy y x y
 

olup, 1,

, 1,3( ) 8L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 2L

x yLenU G   dir. Burada  ve x xy y y    olduğundan 

 , 4. mertebeden bir dıĢ otomorfizmdir. 

3(mod4)L   ise Lehmer orbiti; 

1 1, , , , , , , ,x y yx x y xy x y 
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olup, 1,

, 1,3( ) 6L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 2L

x yLenU G   dir. Burada 
1  ve x y y xy    

olduğundan  , 3. metreden bir dıĢ otomorfizmdir. 

 

(2) 1M    ve 0L   olan tam sayılar olsun.  

0(mod 4)L   ise Lehmer orbiti; 

1, , , , , , , , , ,x y xy y x y yx y x y
 

olup, 1,

, 1,3( ) 8L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 2L

x yLenU G   dir. Burada  ve x yx y y    

olduğundan  , 4. mertebeden bir dıĢ otomorfizmdir. 

2(mod 4)L   ise Lehmer orbiti; 

1, , , , , ,x y xy y x y
 

olup, 1,

, 1,3( ) 4L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 2L

x yLenU G   dir. Burada 
1 ve x xy y y   

olduğundan  , 2. mertebeden bir dıĢ otomorfizmdir. 

1(mod4)  veya  3(mod4)L L   ise Lehmer orbiti; 

, , , , ,x y xy x y  

olup, 1,

, 1,3( ) 3L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 1L

x yLenU G   dir. Burada  ve x xy y x  

olduğundan  , 3. mertebeden bir dıĢ otomorfizmdir. 

 

(3)  1M    ve 0L   olan tam sayılar olsun. 

0(mod 4)L   ise Lehmer orbiti; 

1, , , , , , , , , ,x y xy y x y yx y x y
 

olup  ve x yx y y    olduğundan 1,

, 1,3( ) 8L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 2L

x yLenU G   olarak 

elde edilir.  Burada  , 4. mertebeden bir dıĢ otomorfizmdir. 

1(mod4)L   ise Lehmer orbiti; 

, , , , ,x y xy x y  

olup  ve x xy y x    olduğundan 1,

, 1,3( ) 3L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 1L

x yLenU G   olarak 

elde edilir. Burada  , 3. mertebeden bir dıĢ otomorfizmdir. 

2(mod 4)L   ise Lehmer orbiti; 

1, , , , , ,x y xy y x y
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olup 
1 ve x xy y y     olduğundan 1,

, 1,3( ) 4L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 2L

x yLenU G  olarak 

elde edilir. Burada  , 2. mertebedenbir dıĢ otomorfizmdir. 

3(mod4)L   ise Lehmer orbiti; 

1 1, , , , , , , ,x y xy x y yx x y 
 

olup 
1  ve x y y yx    olduğundan 1,

, 1,3( ) 6L

x yLenU G   ve 1,

, 1,3( ) 2L

x yLenU G  olarak 

elde edilir. Burada  , 3. mertebedenbir dıĢ otomorfizmdir. 

 

(ii)  (1) Ġspat, Teorem 2.2.2.2.1 deki [2] in ispatına benzer olduğundan atlanmıĢtır.  

 

(2) Eğer      
2, ,1 1M L M Lk t k t    ise üç tane durum ortaya çıkar. 

Durum 1: Eğer 1M   ve 0L   olan bir tam sayı ve 1M    ve 0L   olan bir tam sayı 

ise ,

, 1,( )M L

x y tU G  Lehmer orbiti 2 2a t    durumunda  

0 1,     ,...,x x x y   

 

2

, ,

3 1

1 ( 1) 1
,      ,...,M L M L

t t

k t k t
x x x y  

  
   

       , ,

( 1)

1 11
,     ,...,M L M L

a t a

t a k tt a k t
x x x y  

   
   

             , , , 2,2 1 1 1 1 111 1
,     ,...M L M L M L M Lk t k t k tk tt t

x x x x x y
     

     

Ģeklinde olup, 
2  ve tx x y y     olduğundan  , ,

, 1,( ) 1M L M L

x y tLenU G k t   ve 

 , ,

, 1,( ) 1M L M L

x y tLenU G k t   olarak elde edilir. Burada  , 
2ty 
 ye konjuge (eĢlenik) bir iç 

otomorfizmdir.  

 

Durum 2: 1M   ve 0L   olan tam sayılar olsun. 1,

, 1,( )L

x y tU G  Lehmer orbiti 2 2a t    

durumunda  

0 1,     , ,x x x y   

 

 
2

1, 1,1 ( 1) 1
,      , ,

t

L L

t

k t k t
x x x y



  
   

       

1

1, 1,

( )

1 11
,     , ,

a

L Lk

t

t a k tt a t
x x x y



   
   
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             1, 1, 1, 21,2 1 1 1 1 111 1
,     ,L L L Lk t k t k tk tt t

x x x x x y
     

     

Ģeklinde olup    v e  tx x y y    olduğndan   21, 1,

, 1,( ) 1L L

x y tLenU G k t   ve 

 1, 1,

, 1,( ) 1L L

x y tLenU G k t   olarak elde edilir. Burada  , y  ye konjuge (eĢlenik) bir iç 

otomorfizmdir. 

 

Durum 3: 1M    ve 0L   olan tam sayılar olsun. 1,

, 1,( )L

x y tU G  Lehmer orbiti 

2 2a t    durumunda  

0 1,     , ,x x x y   

 

 
2 2

1, 1,

3 1

1 ( 1) 1
,      , ,

t

L L

t t t

k t k t
x x x y



 

  

  
   

       

 1

1, 1,

1( )

1 11
,     , ,

a

L Lk

a t at

t a k tt a t
x x x y



 

  

   
   

             1, 1, 1, 21,2 1 1 1 1 111 1
,     ,L L L Lk t k t k tk tt t

x x x x x y        
     

Ģeklinde olup 
2 ve t tx x y y      olduğundan   21, 1,

, 1,( ) 1L L

x y tLenU G k t    ve 

 1, 1,

, 1,( ) 1L L

x y tLenU G k t    olarak elde edilir. Burada  , mertebesi 1t   bir dıĢ 

otomorfizmdir. 
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3. BULGULAR 

 

3.1. 
2mQ Genelleştirilmiş Quaternion Grubunun Lehmer Uzunlukaları 

 

1L   ve 1M    tamsayıları için 
2mQ  Quaternion grubunun Lehmer uzunlukları 

aĢağıdaki gibidir; 

 

Teorem 3.1.1: 1,
, 2

( )m

L
x yU Q  Lehmer orbitinin periyot uzunluğu aĢağıdaki gibidir [16]: 

 

 

 1, 1

, 2

3 2
, eğer 1 mod 4 ,

3

3 2 , eğer 3 mod 4 ,

8, diğer durumlarda.

m

m

L m

x y

L
L

LenU Q L







  









 

İspat: 1(mod4)L   ise o zaman dizi; 

 

2 21 2 2 2 3

0 1 2 3 4 5

33

6 7 6 6 1

, , , , , ,

, , , , .

m m

i LL

i i

x x x y x x y x x x yx x yx

x x x yx x x x yx

   

 



     

   
 

Ģeklinde olur. O halde   için   13 2mi L      olacak Ģekilde en küçük i

doğalsayısının belirlenmesi gerekir. Eğer 

12

3

m

i
L






 olarak seçilirse 6ix x , 6 1ix y   

elde edelir. Böylece  
1

1,

, 2

2 3 2
6

3 3
m

m m
L

x yLenU Q
L L

 
  

 
 sonucuna varılır. 

 3 mod 4L   ise o zaman dizi ; 

 

2

3
2

1 2 1 2 3

0 1 2 3 4 5

2 2 2 32 3

6 7 6 6 1

, , , , , ,

, , , , ,

m

m
m i kL

i i

x x x y x x y x x x yx x yx

x x x yx x x x yx






 

   



     

   
 

 Nk  Ģeklinde olur. O halde   için 
12 2mi    olacak Ģekilde en küçük i  doğal 

sayısının belirlenmesi gerekir. Eğer i  yi 
22mi   olarak seçilirse, 6ix x , 6 1ix y   elde 

edilir. Böylece   3 mod 4L   için  1, 2 1

, 2
6 2 3 2m

L m m

x yLenU Q       olur. 
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 0 mod 4L  , olduğunda dizi; 

2

2 2

1 1 2 1

0 1 2 3 4 5

2 1 2

6 7 8 9

, , , , , ,

, , , , .

m

m m

L

L L

x x x y x x y x y x x x yx

x yx x x y x x x y



 

   

   

     

   
 

Ģeklinde olup, dizi 8. elemandan sonra tekrar baĢladığından periyodu 8 olur. 

 2 mod 4L   olduğunda dizi; 

2

2 2

1 1 2

0 1 2 3 4 5

2 1 2

6 7 8 9

, , , , , ,

, , , , .

m

m m

L

L L

x x x y x x y x y x x x yx

x yx x x y x x x y



 

   

   

     

   
 

Ģeklinde olup, dizi 8. elemandan sonra tekrar baĢladığından periyodu 8 olur. 

 

Teorem 3.1.2: 1,

, 2
( )m

L

x yU Q  Lehmer orbitinin periyot uzunluğuaĢağıdaki gibidir [16]: 

 

 
 

 
 

 

1

3

1,

, 2

1

2
,    eğer 0 mod 4 ,

2 1

3 2
,    eğer 1 mod 4 ,

1

2 ,   eğer  2 mod 4 ,

3 2 ,    diğer durumlarda.

m

m

m

m

L

x y

m

m

L
L

LLenU Q
L

L
















 


 

 

 

İspat:  0 mod 4L   olduğunda dizi; 

 

      

 

2
2

2 2 2

2

2 12 1

0 1 2 3 4 5

1 2 1 2 1 2 2

6 7 8 9

2 2

8 , 8 1

, , , , , ,

, , , , ,

, ,

m
m

m m m

m

L

L L L

i L

i i

x x x y x xy x y x x x yx

x yx x yx x x x yx

x x x yx




  





   

 



     

   

 

 

Ģeklinde olur. O halde   için  2 12 2 2m mi L       olacak Ģekilde en küçük i

doğal sayısının belirlenmesi gerekir. Eğer 
2

1

2

(2 1)

m

m
i

L







olarak seçilirse 8ix x , 

8 1ix y   elde edilir. Böylece   0 mod 4L   için

 
2 1

1,

, 3 32

2 2
8

(2 1) (2 1)
m

m m
L

x y m m
LenU Q

L L

 


 
  

 
 olur. 

 1 mod 4L   olduğunda dizi; 



38 

 

 

2 22 1 2 2

0 1 2 3 4 5

11

6 7 6 6 1

, , , , , ,

, , , , .

m m

i LL

i i

x x x y x xy x x x yx x xy

x x x yx x x x yx

  

 



     

   
 

Ģeklinde olur. O halde   için   11 2mi L      olacak Ģekilde en küçük i

doğalsayısının belirlenmesi gerekir. Eğer   
12

1

m

i
L






 olarak seçilirse 6ix x , 6 1ix y   

elde edilir. Böylece  
1

1,

, 2

2 3 2
6

1 1
m

m m
L

x yLenU Q
L L

 
  

 
 sonucuna varılır. 

 2 mod 4L   olduğunda dizi; 

 3
2

1

0 1 2 3

2 2 2 12

4 5 4 4 1

, , , ,

, , , ,,
m

m i kL

i i

x x x y x xy x y

x x x yx x x x yx






  



   

   
 

k Ģeklinde olur. O halde  için 
12 2mi    olacak Ģekilde en küçük i

doğalsayısının belirlenmesi gerekir. Eğer 
22mi   olarak seçilirse 6ix x , 6 1ix y   elde 

edilir. Böylece  1, 2

, 2
4 2 2m

L m m

x yLenU Q     olur. 

 3 mod 4L   olduğunda dizi; 

 

2

3
2

1 2 2 1

0 1 2 3 4 5

2 2 2 12 1

6 7 6 6 1

, , , , , ,

, , , , , ,

m

m
m i kL

i i

x x x y x xy x x x x y x x y

x x x yx x x x yx






 

   



     

   
 

k  Ģeklinde olur. O halde   için 
12 2mi    olacak Ģekilde en küçük i

doğalsayısının belirlenmesi gerekir. Eğer 22mi   olarak seçilirse 6ix x  6 1ix y   elde 

edilir. Böylece  1, 2 1

, 2
6 2 3.2m

L m m

x yLenU Q      sonucuna varılır. 

 

 

3.2. 2nD  Dihedral ve  Semidihedral Gruplarının Lehmer Uzunlukları 

 

1L   tamsayısı için 2nD  Dihedral ve 
2mSD  Semidihedral gruplarının Lehmer 

uzunlukları aĢağıdaki gibidir; 

 

2mSD



39 

 

Sonuç 3.2.1: 3 6n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunluğu aĢağıdaki 

tabloda verilmiĢtir. 

 

Tablo-3.1: 1M    ve 3n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M    

3n   

2L    1,

, 2 12L

x y nLenU D   

3L    1,

, 2 18L

x y nLenU D   

4L    1,

, 2 12L

x y nLenU D   

5L    1,

, 2 18L

x y nLenU D   

6L    1,

, 2 4L

x y nLenU D   

7L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   

8L    1,

, 2 12L

x y nLenU D   

9L    1,

, 2 18L

x y nLenU D   

 

 

Tablo-3.2: 1M    ve 4n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M    

4n   

2L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

3L    1,

, 2 12L

x y nLenU D   

4L    1,

, 2 4L

x y nLenU D   

5L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   

6L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

7L    1,

, 2 12L

x y nLenU D   

8L    1,

, 2 4L

x y nLenU D   

9L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   
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Tablo-3.3: 1M    ve 5n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M    

5n   

2L    2

1,
, 20n

L
x y DLenU    

3L    2

1,
, 30n

L
x y DLenU    

4L    2

1,
, 20n

L
x y DLenU    

5L    2

1,
, 30n

L
x y DLenU    

6L    2

1,
, 20n

L
x y DLenU    

7L    2

1,
, 30n

L
x y DLenU    

8L    2

1,
, 20n

L
x y DLenU    

9L    2

1,
, 30n

L
x y DLenU    

 

 

Tablo-3.4: 1M    ve 6n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M    

6n   

2L    2

1,
, 12n

L
x y DLenU    

3L    2

1,
, 18n

L
x y DLenU    

4L    2

1,
, 12n

L
x y DLenU    

5L    2

1,
, 18n

L
x y DLenU    

6L    2

1,
, 4n

L
x y DLenU    

7L    2

1,
, 6n

L
x y DLenU    

8L    2

1,
, 12n

L
x y DLenU    

9L    2

1,
, 18n

L
x y DLenU    
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Tablo-3.5: 1M   ve 3n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M   

3n   

2L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

3L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   

4L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

5L    1,

, 2 18L

x y nLenU D   

6L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

7L    1,

, 2 18L

x y nLenU D   

8L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

9L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   

 

 

Tablo-3.6: 1M   ve 4n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M   

4n   

2L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

3L    1,

, 2 12L

x y nLenU D   

4L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

5L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   

6L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

7L    1,

, 2 4L

x y nLenU D   

8L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

9L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   
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Tablo-3.7: 1M   ve 5n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M   

5n   

2L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

3L    1,

, 2 30L

x y nLenU D   

4L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

5L    1,

, 2 30L

x y nLenU D   

6L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

7L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   

8L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

9L    1,

, 2 30L

x y nLenU D   

 

 

Tablo-3.8: 1M   ve 6n   için 2nD  Dihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M   

6n   

2L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

3L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   

4L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

5L    1,

, 2 18L

x y nLenU D   

6L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

7L    1,

, 2 18L

x y nLenU D   

8L    1,

, 2 8L

x y nLenU D   

9L    1,

, 2 6L

x y nLenU D   
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Sonuç 3.2.2: 4 6m   için 
2mSD  Semidihedral grubunun Lehmer uzunluğu aĢağıdaki 

tabloda verilmiĢtir. 

 

Tablo-3.9: 1M    ve 4m   için 
2mSD  Semidihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M    

4m   

2L    1,

, 2
16m

L

x yLenU SD   

3L    1,

, 2
24m

L

x yLenU SD   

4L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

5L    1,

, 2
12m

L

x yLenU SD   

6L    1,

, 2
16m

L

x yLenU SD   

7L    1,

, 2
24m

L

x yLenU SD   

8L    1,

, 2
4m

L

x yLenU SD   

9L    1,

, 2
6m

L

x yLenU SD   

 

 

Tablo-3.10: 1M    ve 5m   için 
2mSD  Semidihedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M    

5m   

2L    1,

, 2
32m

L

x yLenU SD   

3L    1,

, 2
48m

L

x yLenU SD   

4L    1,

, 2
16m

L

x yLenU SD   

5L    1,

, 2
24m

L

x yLenU SD   

6L    1,

, 2
32m

L

x yLenU SD   

7L    1,

, 2
48m

L

x yLenU SD   

8L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

9L    1,

, 2
12m

L

x yLenU SD   
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Tablo-3.11: 1M    ve 6m   için 
2mSD  Semidhedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M    

6m   

2L    1,

, 2
64m

L

x yLenU SD   

3L    1,

, 2
96m

L

x yLenU SD   

4L    1,

, 2
32m

L

x yLenU SD   

5L    1,

, 2
48m

L

x yLenU SD   

6L    1,

, 2
64m

L

x yLenU SD   

7L    1,

, 2
96m

L

x yLenU SD   

8L    1,

, 2
16m

L

x yLenU SD   

9L    1,

, 2
24m

L

x yLenU SD   

 

 

Tablo-3.12: 1M   ve 4m   için 
2mSD  Semidhedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

1M   

4m   

2L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

3L    1,

, 2
24m

L

x yLenU SD   

4L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

5L    1,

, 2
6m

L

x yLenU SD   

6L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

7L    1,

, 2
24m

L

x yLenU SD   

8L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

9L    1,

, 2
12m

L

x yLenU SD   
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Tablo-3.13: 1M   ve 5m   için 
2mSD  Semidhedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

 

 

1M   

5m   

2L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

3L    1,

, 2
48m

L

x yLenU SD   

4L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

5L    1,

, 2
12m

L

x yLenU SD   

6L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

7L    1,

, 2
48m

L

x yLenU SD   

8L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

9L    1,

, 2
24m

L

x yLenU SD   

 

 

Tablo-3.14: 1M   ve 6m   için 
2mSD  Semidhedral grubunun Lehmer uzunlukları 

 

 

 

 

1M   

6m   

2L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

3L    1,

, 2
96m

L

x yLenU SD   

4L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

5L    1,

, 2
24m

L

x yLenU SD   

6L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

7L    1,

, 2
96m

L

x yLenU SD   

8L    1,

, 2
8m

L

x yLenU SD   

9L    1,

, 2
48m

L

x yLenU SD   
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4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

Bu tez çalıĢmasında, Lehmer dizileri üzerine geniĢ bir Ģekilde durulmuĢtur. 3m   için

2mQ  genelleĢtirilmiĢ Quaterrnion, 3n   için 2nD  Dihedral ve 4m   için 
2mSD  

Semidihedral gruplarının Lehmer orbitlerinin periyodlarının uzunlukları hesaplanmıĢtır. 
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