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DanıĢman:  Prof. Dr. Erhan DENĠZ 

 

 

Bu tez çalıĢmasında Bessel fonksiyonları için Jordan tipli eĢitsizlikler incelenmiĢtir. 

Bunun için öncelikle klasik trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar için Jordan 

eĢitsizliği tarihi seyir içinde incelendi ve bu bağlamda Jordan eĢitsizliğinin 

iyileĢtirmeleri ve genelleĢtirmeleri anlatıldı. Daha sonra birinci çeĢit Bessel 

fonksiyonları ve genelleĢtirilmiĢ Bessel fonksiyonları için Jordan tipli eĢitsizliklerin 

iyileĢtirmeleri ve genelleĢtirmeleri ile birlikte yapılan çalıĢmalara yer verilmiĢtir.   

 

Anahtar Kelimeler Bessel fonksiyon, Modifiye Bessel fonksiyon, Küresel Bessel 

fonksiyon, Modifiye küresel Bessel fonksiyon, Jordan tipli eĢitsizlikler 
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In this thesis, Jordan-type inequalities for Bessel functions are studied. For this purpose, 

Jordan inequality for classical trigonometric and hyperbolic functions are examined in 

historical course, and in this context, improvements and generalizations of Jordan 

inequality are described. Later, the first kind of Bessel functions and generalized Bessel 

functions for Jordan-type inequalities with improvements and generalizations are 

included in the studies.  
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ilgili yapılan çalıĢmalar tarihi seyir içinde verilmiĢtir. Daha sonra birinci çeĢit Bessel ve 
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1.  GENEL BĠLGĠLER 

 

1.1 GiriĢ 

 

Bessel fonksiyonları kavramı 1732 yılında D. Bernoulli tarafından ilk kez çalıĢılmıĢ 

olmasına rağmen, Bessel fonksiyonu adını uzay bilimci olan F. W. Bessel’den (1784-

1846) alır.  

Bernoulli fiziksel bir problem olan sarkaç probleminin bir çözümü olarak sıfırıncı 

mertebeden Bessel fonksiyonunu, 1764 yılında Euler bir mebranın titreĢim analizinde 

tamsayı mertebeli Bessel fonksiyonunu kullanmıĢtır. 

Bessel, 1817 yılına kadar genellikle Bessel fonksiyonlarını uzay bilimleri üzerinde 

çalıĢmıĢ, öyle ki Bessel yerçekimi altında üç tip hareketlinin davranıĢını inceleyen 

çalıĢmasına Bessel fonksiyonunu dâhil etmiĢtir. 1824 yılında bir gezegenin hareketini 

Bessel fonksiyonunun belirttiği serinin katsayıları ile iliĢkisini vermiĢ ve güneĢin 

hareketini ayrıca bu katsayılar yardımıyla belirlemiĢtir.  

Rayleigh, 1878 yılında Bessel fonksiyonlarının Laplace’in özel bir durumu olduğunu 

ispatlamasıyla bu konu daha da geniĢlemiĢtir. 

Bessel ve hipergeometrik fonksiyonlar olasılık, istatistik, matematiksel fizik ve 

mühendislik bilimlerinde çok sık kullanılmaktadır. Ayrıca diğer uygulama alanları 

olarak Bessel fonksiyon teorisi son zamanlarda daha çok elektrik, hidrodinamik, radyo 

fiziği, haberleĢme teorisi, atom ve nükleer fizik gibi birçok problemin çözümünde yer 

almaktadır.  

Klasik anlamda Bessel ve Modifiye Bessel fonksiyonları sinüs, kosinüs, hiperbolik 

sinüs ve hiperbolik kosinüs fonksiyonlarının genelleĢtirilmiĢ hali olarak gösterilebilir. 

Grafikleri de kabaca sinüs ve cosiniüs grafiklerine benzer fakat genel olarak periyodik 

değildir. Trigonometrik fonksiyonları içeren birçok eĢitsizlik ve özdeĢlik, Bessel 
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fonksiyonlarına geniĢletilebilmektedir. Bu tarz eĢitsizlikler son zamanlarda mühendislik 

biliminde, biliĢim ve iletiĢim teorilerinde çok sık kullanılmaktadır. 

Analizin önemli kullanımlarından biri olan eĢitsizlikler oldukça fazla kullanım alanına 

sahiptir. Bu eĢitsizliklerden birisi de Jordan eĢitsizliğidir. 

Literatürlerde bilinen Jordan eĢitsizliği 

2 sin
1

x

x
     0

2
x

 
  

 
 

Ģeklindedir. Jordan eĢitsizliği gibi klasik eĢitsizliklerin incelenmesi sayısız 

matematikçinin dikkatini çekmiĢtir. Matematikçiler Jordan eĢitsizliği için iyileĢtirme 

yaparken 
sin sin

sup   ve  inf 'i
x x

x x

   
   
   

bulmaya veya eĢitsizliğin geçerli olduğu x  lerin 

aralığını geniĢleterek iyileĢtirme yapmıĢtır. Jordan eĢitsizliğinin ve geliĢtirilmiĢ 

hallerinin trigonometri ve analitik hesaplamalar gibi birçok matematiksel alanda 

uygulamaları vardır. 

Jordan tipli eĢitsizlikler Bessel fonksiyonları için alt ve üst sınır bulma problemleri için 

önemli yere sahiptir. 

Jordan eĢitsizliği ile ilgili çalıĢmaları kronolojik olarak sıralarsak; 1986 yılında Abel ve 

Caccia, 1993 yılında Qi ve Guo, 1995 yılında Deng bu konudaki ilk çalıĢmaları 

yapmıĢlardır. Qi ve Hao’nun 1998 yılında yaptığı çalıĢmada verilen eĢitsizlik ise bu 

bağlamda elde edilen en önemli eĢitsizliklerden biridir. Bu eĢitsizliğin sağ tarafını  

Debnath ve Hao 2003 yılında tamamen farklı bir metod kullanarak kanıtladı. Yine 2005 

yılında Sandor’un çalıĢması mevcuttur.  

2006 yılında Zhang tarafından L’Hospital’ın monotonluk formu kullanılarak Jordan 

eĢitsizliğinin sınırları iyileĢtirilmiĢtir. Aynı yıl Zhu yine L-Hospital’ın monotonluk 

formunu kullanarak Qi ve Hao tarafından iyileĢtirilen eĢitsizliği 2 2x r      

için genelleĢtirmiĢtir. Özban 2006 yılında, Debnath ve Hao’nun alt sınırını 

iyileĢtirmiĢtir.     
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Bunlar gibi Jordan eĢitsizliğinin iyileĢtirmeleri ve genelleĢtirmeleri ile ilgili 2006 

yılında Jiang ve Yun’un, 2007 yılında Qi ve arkadaĢlarının, 2008 yılında Niu ve 

arkadaĢlarının yaptığı ve yine 2008 yılında; Wu’nun tek baĢına yaptığı, Srivastava ile 

yaptığı ve bunlardan bağımsız Debnath ile yaptığı, 2009 yılında Agarwal ve 

arkadaĢlarının, 2010 yılında Klen’in, 2011 yılında Zhu’nun, 2012 yılında Lv ve 

arkadaĢlarının, 2014 yılında Zhen ve Yang’ın, 2015 yılında Debnath ve arkadaĢlarının 

ve yine 2015 yılında Nishizawa’nın  2016 yılında Bhayo ve Sandor’un , 2017 yılında 

Bercu’nun  ve 2018 yılında Nenezic ve Zhu’nun yaptığı çalıĢmalar mevcuttur. 

Ayrıca son yıllarda Hiperbolik fonksiyonlar için de Jordan eĢitsizliği ile ilgili çalıĢmalar 

yapılmıĢtır. Bu çalıĢmalar 2009 yılında Zhu’nun, 2010 yılında Neuman ve Sandor’un ve 

bu çalıĢmadan bağımsız yine 2010 yılında Klen ve arkadaĢlarının, 2012 yılında Lv ve 

arkadaĢlarının, 2013 yılında Yang’ın ve son olarak 2015 yılında Yang ve Chu’nun 

yaptıkları çalıĢmalardır. 

Yukarıda verilen çalıĢmalar Jordan eĢitsizliği üzerinde önceden yapılan iyileĢtirmeler ve 

genelleĢtirmelerdir. 

Daha önceden belirtildiği gibi Bessel fonksiyonları klasik trigonometrik ve hiperbolik 

fonksiyonların genelleĢtirmesi olduğundan Jordan eĢitsizliğini Bessel fonksiyonları için 

vermek birçok problemi beraberinde çözecektir. pJ   fonksiyonu .p  mertebeden birinci 

çeĢit Bessel fonksiyonu, pI  fonksiyonu da .p  mertebeden birinci çeĢit Modifiye Bessel 

fonksiyonu olmak üzere özel olarak  1 2

sin

2

x
J x

x x


  ve  1 2

sinh
 dır.

2

x
I x

x x


  

Böylece Jordan eĢitsizliğini Bessel fonksiyonları için vererek özel hallerinde birçok 

farklı trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar için eĢitsizlikler elde edilir. 

Bu tez çalıĢmasında Jordan eĢitsizliğinin iyileĢtirmelerini ve genelleĢtirmelerini yıllara 

göre incelendi, daha sonra Bessel fonksiyonları için Jordan eĢitsizliği üzerinden 

çalıĢmalar verildi.  
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1.2 Kuramsal Temeller 

 

1.2.1 Gama ve Beta Fonksiyonu 

 

Tanım 1.2.1.1 (Gama Fonksiyonu): z  ve Re( ) 0z   olmak üzere 

   1

0

( ) t zz e t dt



                                                                (1.2.1.1)                                             

fonksiyonuna Euler gama fonksiyonu denir. Bu tanımda geçen integral ikinci tür Euler 

integrali olarak bilinmektedir (ġahin, 2011). 

 

Re 0z   için (1.2.1.1) fonksiyonu 

                    
1

1 1

0 1

( ) t z t zz e t dt e t dt



                                             (1.2.1.2) 

biçiminde iki integralin toplamı olarak yazılabilir. Bu integraller ayrı ayrı 

1

1

0

( ) t zP z e t dt    ve 
1

1

( ) t zQ z e t dt



    Ģeklinde iki fonksiyon olarak göz önüne alınırsa 

( )P z  fonksiyonu Re( ) 0z   yarı düzleminde analitik ve  ( )Q z  nin ise tam fonksiyon 

olduğu görülür. Dolayısıyla ( ) ( ) ( )z Q z P z    fonksiyonu  Re( ) 0z   yarı düzleminde 

analitik olur. 

( )P z  fonksiyonundaki 
te
 ifadesinin kuvvet serisi 

    
1 1

1 1

00 0

( 1)
( )

!

k
t z z k

k

P z e t dt t dt t
k


  




                                            (1.2.1.3) 

elde edilir.  
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Burada  

1 1 1

1 1 1

0 00 0 0

( 1)

! !

k k
z k x t x

k k

t
t dt t t dt e t dt

k k

 
  

 


        

olup bu da (1.2.1.3)  integralinin yakınsak olduğunu gösterir. Böylece (1.2.1.3) ifadesi 

terim terime integrallenirse 

               

1 1

1 1

0 00 0

0

( 1) ( 1)
( )

! !

( 1) 1
                                         

!

k k
z k k z

k k

k

k

P z t dt t t dt
k k

k z k

 
  

 





 
 






  



                                    (1.2.1.4)                                 

bulunur. Bu durumda (1.2.1.4) serisinin 0, 1, 2,...z     noktasında basit kutba sahip ve 

Re 0z   için ( )P z  integrali ile aynı olduğu görülür. Dolayısıyla (1.2.1.4) serisi ( )P z  

nin analitik devamıdır. ( )Q z  fonksiyonu tam fonksiyon olduğundan ( )z  fonksiyonu 

0, 1, 2,...z     noktalarında basit kutba sahip olan meromorf bir fonksiyon olur. 

Ayrıca ( )z  fonksiyonunun kompleks düzlemdeki tanımları değiĢik versiyonlarla ifade 

edilebilir. Bunlar, 

 
1

0 1

( 1)
( ) ,     0,-1,-2,...

!

k
t z

k

z e t dt z
k


 




     

 
1

1

1 1
1 , lim -  

( )

n
z z k

nk
k

z
ze e In n

z k k

 







  
      

    
  

  1 (1 2) (1 3) ... (1 )  n

1

1
lim  lim

( )

n
n z zIn z k

n n k

z k
ze e

z k

     

  

       
              

 n

1

lim 1

( 1)( 2)...( )
lim

!

n
zIn

n k

zn

z
ze

k

z z z z n

n n



 



  
    

  

  


 

 
!

( ) lim , 0,-1,-2,...
( 1)( 2)...( )

z

n

n n
z z

z z z z n
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Ģeklindedir. Ayrıca bu son eĢitlik Gauss formülü olarak anılır. 0, 1, 2,...,z     değerleri 

için Gauss formülünden 

!
( 1) lim ( )

1 ( 1)...( )

z

n

nz n n
z z z

z n z z z n

 
     

    
 

elde edilir. 

Gama fonksiyonu ile ilgili  

 ( 1) ( ),z z z      

 ( ) (1 ) ,    z 0, 1, 2,...
sin

z z
z




        

 2 12 ( ) ( 1 2) (2 )z z z z       

 ( 1) !, 0,1,2,...n n n     

 
1.3.5...(2 1)

( 1 2)
2n

n
n 


    

özellikler yazılabilir. Özel olarak  

21 2

0 0

(1 2) t ue t dt e du 
 

        

dir (ġahin, 2011). 

 

 Tanım 1.2.1.2 (Beta Fonksiyonu) : z  ve w  kompleks değiĢkenler olmak üzere  

1

1 1

0

( , ) (1 ) ,  Re( ) 0,  Re( ) 0z wB z w t t dt z w      

Ģeklinde tanımlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.  
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Beta fonksiyonu ile Gama fonksiyonu arasında 

( ) ( )
( , )

( )

x y
B x y

x y

 

 

 

bağıntısı vardır (ġahin, 2011).  

 

Tanım 1.2.1.3. (Pochammer sembolü):   gama fonksiyonunu göstermek üzere 0 ,n

a  ve 0, 1, 2,...a     olması durumunda  

 1,                                      0;  0( )
( )

( ) ( 1)...( -1),          ;  
n

n aa n
a

a a a a n n a

    
  

    

 

Ģeklinde tanımlanır. Eğer a  ve a n  negatif tamsayı ise 
0

( )
( ) lim

( )
n

t

a n t
a

a t

  


 
 formülü 

geçerlidir (ġahin, 2011).  

 

Pochammer sembolü için 1( ) ( )( )n na a n a    eĢitsizliği her zaman sağlanır. 

Özel olarak 0n   alınırsa 0( ) 1a   Ģeklinde tanımlanır.  

 

1.2.2 Bessel Fonksiyonları 

 

Tanım 1.2.2.1 (Bessel Diferansiyel Denklemi): p  (veya ) olmak üzere; 

       2 2 2'' ' 0z w z zw z z p w z            (1.2.2.1) 

ikinci mertebeden diferansiyel denklemine Bessel diferansiyel denklemi denir.  
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(1.2.2.1) diferansiyel denkleminin bir özel çözümü Frobenüs metodu kullanılarak 

 
 

   

2

0

1

1 1 2

n n p

p

n

z
J z

n p n





  
  

      
             z               (1.2.2.2) 

Ģeklinde olur. Burada pJ   fonksiyonuna .p  mertebeden birinci çeĢit Bessel fonksiyonu 

adı verilir (Watson, 1944). 

 

Her z  için .p  mertebeden birinci çeĢit Bessel fonksiyonunun integral gösterimi de,  

   
   sinh

0 0

sin1
cos sin

x t vt

p

p
J x x t pt dt e dt

 

 


 

           (1.2.2.3) 

veya 

1 1

2 2

0

2
2

( ) (1 ) cos( )
1

2

p

x

J x t xt dt





 



 
 
 

 
 

  
 

  

Ģeklindedir (Watson, 1944).   

Her z  için .p  mertebeden birinci çeĢit Bessel fonksiyonunu temsil etmenin bir yolu 

da onu sonsuz çarpım biçiminde yazmaktır. Dolayısıyla birinci çeĢit Bessel 

fonksiyonunu sonsuz çarpım gösterimi ,nj , ( )pJ x  fonksiyonunun .n pozitif sıfırını 

göstermek üzere 

 

2

2
1 ,

2
( ) 1

1
p

n n

x

x
J x

j



 

 
          

  

Ģeklindedir. 
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ġekil 1.2.2.1: Bessel Fonksiyonunun ( 0,1,2p   için) Grafiği 

 

Tanım 1.2.2.2 (Modifiye Bessel Diferansiyel Denklemi): p  (veya ) olmak üzere; 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0       (z )z w z zw z z p w z                              (1.2.2.4) 

denklemine Modifiye Bessel diferansiyel denklemi denir.  

 

Bu denklemin özel çözümü z   için 

 
   

2

0

1

1 1 2

n p

p

n

z
I z

n p n





 
  

      
  

biçiminde olup  pI z  fonksiyonuna .p  mertebeden birinci çeĢit Modifiye Bessel 

fonksiyonu denir (Watson, 1944). 
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ġekil 1.2.2.2: Modifiye Bessel Fonksiyonunun ( 0,1, 2,3p   için) Grafiği 

 

Tanım 1.2.2.3 (Küresel Bessel Diferansiyel Denklemi):  (veya )p  olmak üzere 

2 2( ) 2 ( ) ( 1) ( ) 0       (z )z w z zw z z p p w z                                  (1.2.2.5) 

denklemine Küresel Bessel diferansiyel denklemi denir (Abramowitz ve Stegun, 1965). 

 

Bu denklemin özel çözümü z   için; 

   
 

   

2

1

02

1

2 2 1 3 2 2

n n p

p
p

n

z
j z J z

z n p n

 





  
   

      
  

biçiminde olup  pj z  fonksiyonuna .p  mertebeden birinci çeĢit Küresel Bessel 

fonksiyonu adı verilir (Abramowitz ve Stegun, 1965). 
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ġekil 1.2.2.3: Küresel Bessel Fonksiyonunun ( 0,1,2p  için) Grafiği 

 

Tanım 1.2.2.4 (Modifiye Küresel Bessel Diferansiyel Denklemi): p  (veya ) 

olmak üzere 

        2 2( ) 2 ( ) ( 1) ( ) 0   (z )z w z zw z z p p w z                                            (1.2.2.6)  

denklemine Modifiye Küresel Bessel diferansiyel denklemi denir (Abramowitz ve 

Stegun, 1965).  

 

Bu denklemin özel çözümü z   için 

   
   

2

1

02

1

2 2 1 3 2 2

n p

p
p

n

z
i z I z

z n p n

 





 
   

      
  

biçimindedir. Burada  pi z  fonksiyonuna .p  mertebeden birinci çeĢit Modifiye Küresel 

Bessel fonksiyonu adı verilir (Abramowitz ve Stegun, 1965). 
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Tanım 1.2.2.5 (GenelleĢtirilmiĢ Bessel Diferansiyel Denklemi): , ,b c p  (veya ) 

olmak üzere; 

         2 2 2'' ' 1 0  z w z bzw z cz p b p w z z                         (1.2.2.7) 

ikinci mertebeden diferansiyel denklemine, genelleĢtirilmiĢ Bessel diferansiyel 

denklemi denir. 

 

Bu denklemin özel çözümü 

 
 

 
 

2

0

   z
1 2

1
2

n n p

p

k

c z
w z

b
n p n





  
          

 

            (1.2.2.8)  

Ģeklindedir. Burada  pw z  fonksiyonuna .p  mertebeden genelleĢtirilmiĢ Bessel 

fonksiyonu adı verilir  (Watson, 1944). 

Burada  ve b c ye çeĢitli değerler vererek .p  mertebeden birinci çeĢit tüm Bessel 

fonksiyonlarını elde edebiliriz. 

pw  serisinde, 1 ve 1b c   yerine yazılırsa pw , .p  mertebeden birinci çeĢit Bessel 

fonksiyonu olan pJ  fonksiyonuna dönüĢür.   

pw  serisinde 1 ve 1b c    yerine yazılırsa pw , .p   mertebeden birinci çeĢit Modifiye 

Bessel fonksiyonu olan pI  fonksiyonuna dönüĢür.   

Benzer olarak pw  serisinde 2 ve 1b c   yerine yazılırsa pw , 
2 pj


 ye dönüĢür. 

Son olarak  pw  serisinde 2 ve 1b c    yerine yazılırsa pw , 
2 pi


 ye dönüĢür. 
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.p  mertebeden genelleĢtirilmiĢ Bessel fonksiyonu, 

 
 1

2

0

1
/ 4

1 2
2

12
!

2

n

p p n

p

n

b
c p

b
w z p z z

b
n n p





 
                    

 

  

Ģeklinde yazılacak olursa, 0n   için, 

 
1

/ 4
2

1
!

2

n

n

b
c p

b
b

n n p

 
   

 
 

   
 

 

olmak üzere 

 
0

n

p n

n

u z b z


  

fonksiyonu ele alınırsa z   için 

   
1

21
2

2

p p

p p

b
w z p z u z



   
    

  
 

elde edilir. 0, 1, 2...a      ve  
 

 
n

a n
a

a

 



 Euler Gamma cinsinden Pochhammer 

(Appell) ifadesi kullanılırsa, 

           
 

 0

/ 4

!

n n

p

n n

c z
u z

n


                    (1.2.2.9) 

Ģeklinde yazılabilir. Burada ,  ,  b p c  birer kompleks sayı olup 0, 1, 2...     için 

 1

2

b
p


   Ģeklindedir. Elde edilen  pu z  serisine genelleĢtirilmiĢ ve normalize 

edilmiĢ .p  mertebeden Bessel fonksiyonu adı verilir (Baricz, 2008c).  
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Ayrıca  pu z  fonksiyonu 

       24 '' 4 ' 0       z u z zu z czu z z     

diferansiyel denklemini sağlar. 

Ayrıca :p   ve    2

p pz u z   olarak tanımlanan p  fonksiyonunda; 

1 , 1b c   ve 1 , 1b c    alınırsa sırasıyla aĢağıdaki p  ve  fonksiyonlarıp  
 

     

     

2 1

2 1

p p

p p

p p

p p

z p z J z

z p z I z





  

  
                    (1.2.2.10)  

elde edilir. 

Bessel fonksiyonlarında parametrelerin bazı özel değerleri için 

1 2

2
( ) sinJ z z

z
                                 1 2 1 2

sin

2

z
z J z

z z


                     

 1 2

2
cosJ z z

z
                              1 2 1 2 cos

2
z J z z

z


     

1 2

2
coshI z

z
                                1 2 1 2 cosh

2
I z z

z


     

 1 2

2
sinhI z z

z
                              1 2 1 2

sinh

2

z
z I z

z z


    

fonksiyonları yazılır. 

Diğer taraftan 0, 1, 2,...     olmak üzere ,  ,  b p c  ve z   için .p  mertebeden 

genelleĢtirilmiĢ Bessel fonksiyonları için  

1.        1 1 2 1p p pzw z czw z p b w z       

2.        1' 1p p pzw z p b w z zw z      
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3.      1'p p pzw z czw z pw z    

4.    1'p p

p pz w z cz w z 


        olup ayrıca 0z   iken yandaki bağıntının her iki 

tarafı limit değerleriyle yer değiĢtirir 

rekürans bağıntıları doğrudur (Baricz, 2008a) 

 

NOT: Yukarıdaki rekürans bağıntılarında 1b c   alınırsa klasik .p  mertebeden Bessel 

fonksiyonlar için rekürans bağıntıları elde edilir.  

 

1.2.3 Bernoulli Sayıları 

 

Tanım 1.2.3.1(Bernoulli Sayıları): Herhangi bir m  doğal sayısı için,  

1

0

11
( )

1

m
m k

m k

k

m
T n B n

km

 



 
  

  
  dır. 

EĢitlikte geçen kB  sayılarına Bernoulli sayıları denir.  2x   için
01 !

k

kx
k

x x
B

e k








  

eĢitliğinden değerleri hesaplanabilir (Gradshteyn ve Ryzhik, 2000).  

Birkaç örnek vermek gerekirse: 

0 1 2 3 4 5 6

1 1 2 1 6 0 1 30 0 1 42k

k

B  
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2.  MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1 Klasik Jordan EĢitsizliği 

 

Temel analitik Jordan eĢitsizliğini netleĢtirmek için birçok matematikçi çalıĢmalar 

yapmıĢtır. Bu eĢitsizlik Trigonometrik fonksiyonların sınırlarını bulmada önemli yere 

sahiptir. Bu eĢitsizliğinin sınırlarını iyileĢtirmede en çok L’Hospital’ın monotonluk 

formu kullanılmıĢtır. 

Adını Fransız matematikçi Camille Jordan’dan (1838-1922) alan Jordan eĢitsizliği 

literatürde, 

 
2 sin

1,
x

x
     0

2
x


        (2.1.1) 

olarak belirtilir. 0
2


   için 2sec 1   eĢitsizliğinin, 0 ’dan  ’ya integrali alınıp,  

sin
sin 22

2




 
   

sonucu kullanılmıĢ, ayrıca 0   için sin   olduğu gerçeği göz önüne alınarak 

Jordan eĢitsizliği elde edilmiĢtir (Mitrinovic, 1970). 
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ġekil 2.1.1: Jordan EĢitsizliğinin Grafiği 
2

sin   0,
2

x x x x




  
    

  
  

 

ġekil 1’de, klasik Jordan eĢitsizliğinin her tarafı x  ile çarpılıp, grafik üzerinde Jordan 

eĢitsizliği için sınırlar gösterilmiĢtir. 

 

ġekil 2.1.2: Jordan EĢitsizliğinin Geometrik Yorumu 
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ġekil 2.1.2’den de görüldüğü üzere, Jordan eĢitsizliği iç içe geçmiĢ iki çember 

üzerinden uzunluklar arasındaki bağıntılardan faydalanılarak da gösterilebilir. Öyle ki, 

ġekil 2.1.2’den sin ,    DE AD x DC AD x     ve 
2 sin

4 2

DE AD x
DG

   
   

eĢitlikleri  DE DC DG   eĢitsizliğinde yerine yazılırsa 

2
sin sin sin

2
x x x x x x




      elde edilir. 

 

2.2 Trigonometrik Fonksiyonlar Ġçin Jordan EĢitsizliği 

 

Klasik Jordan eĢitsizliğinin gerek genelleĢtirmeleri gerekse iyileĢtirmeleri yarım yüzyılı 

aĢkın bir zamandır birçok matematikçinin ilgi odağı olmuĢ ve bu problemler üzerine 

önemli çalıĢmalar yapılmıĢtır.  

1986 yılında Abel ve Caccia  0, 2x    için 

 2 2

3

sin 2 1
4

x
x

x


 
                                                                   (2.2.1) 

eĢitsizliğini elde etmiĢtir (Abel ve Caccia, 1986). 

Görüldüğü gibi alt sınırların karĢılaĢtırıldığı zaman yapılan bu ilk çalıĢma klasik Jordan 

eĢitsizliğinin iyileĢtirilmiĢidir. 

1993 yılında Qi ve Guo’nun çalıĢmasında  0, 2  aralığındaki   

 

 

 

2 2

2

2
sin 4

2
sin 2

2
sin 2

x x x x

x x x x

x x x x

 


 


 


  

  

  

 

yardımcı fonksiyonları göz önüne alınarak  
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 2 2

3

sin 2 2
4

x
x

x




 


                                                      (2.2.2) 

 

   

3

2 2

sin 2 4
2

2 2 sin 2 2
2 2

x
x x

x

x
x x

x


 


 

   

  


     

 

eĢitsizlikleri elde edilmiĢtir. 

Burada    3 3 2 22 ,  4 ,  2  ve 2       alınabilecek en iyi sabitlerdir (Qi ve 

Guo, 1993). 

1995’te Deng, (Qi ve Guo, 1993) ve (Qi ve Guo, 1994) referanslı çalıĢmalardaki 

metodu kullanarak  0, 2x    için   

 

 

   

2 2

4

2

4

3 3 3 3

4 4

sin 2 2
4

sin 2 8
2

2 sin 2 2
8 8

3

x
x x

x

x
x x

x

x
x x

x


 


 


 

  

  

  


    

 

eĢitsizliklerini elde etmiĢtir (Deng, 1995). 

 (2.2.1) ve (2.2.2) eĢitsizlikleri birleĢtirilip 

 2 2

3 3

4 23 4 sin
1

x
x x

x



  


                                                   (2.2.3) 

eĢitsizliği elde edilebilir. 

Qi 1996 yılında (2.2.3) eĢitsizliğinin integralini alarak  

2

0

4 sin 1

3 3

x
dx

x


 

                                                              (2.2.4) 

eĢitsizliğini elde etmiĢtir (Qi, 1996). 
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Yine Qi 1998 yılında sin x  fonksiyonunun periyodik ve simetrik fonksiyon olmasından 

faydalanarak ayrıca (2.2.3) eĢitsizliğini kullanarak  2,   aralığı için 

   2 2

3 2 3 2

4 2 12 24 12 9 1 sin 11 24 8 3x
x x x x

x x x

   

     

   
         

ve  

 
2

7 sin 13 32
ln 2 8 3 ln 2

6 6

x
dx

x









                                             (2.2.5) 

eĢitsizliklerini elde etmiĢtir. 

1999 yılında Qi, Cui ve Xu’nun yaptıkları çalıĢmada ünlü Tchebysheff integral 

eĢitsizliğini (Mitrinovic, 1970) kullanarak sin x x  ile ilgili (2.2.4) ve (2.2.5) 

eĢitsizliklerine benzer eĢitsizlikler ve integraller elde edilmiĢtir. Örnek olarak 

  
2

2

2

3

0

sin sin 1 cos
2 4 cos    0,

2
2 tan tan    0,

sin 2 3 2 2

t

t t t
t t

t t t

x t t
dx t

x





     
        

     

        
         

        


 

eĢitsizlikleri verilebilir. 

2008 yılında Cheng ve Deng (Qi ve Guo, 1993), (Qi, 1996) ve (Yu, Qi ve Guo, 1995) 

referanslarındaki metodu kullanarak  

 
 
 

sin 2 2
cos    0,

2

4 2 2sin 4
cos    0,

42 1 2 2 2

x
x x

x

x
x x

x

 

 

 

 

   
    

  

   
    

    

 

tek taraflı eĢitsizliklerini elde etmiĢtir (Cheng ve Deng, 2008). 
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AĢağıdaki lemmalar Jordan eĢitsizliği ile ilgili teoremlerin ispatında kullanılmıĢtır. 

 

Lemma 2.2.1: , ,    <   ve  , : ,f g     fonksiyonları  ,   aralığında 

sürekli  ,   aralığında türevlenebilir olsun.    ,  için 0x g x      olmak üzere 

eğer ( ) ( )f x g x   fonksiyonu  ,   açık aralığında artan (veya azalan) ise, bu 

durumda  ,   aralığında 

   

   
( )

f x f
F x

g x g









 

ve 

   

   
( )

f x f
G x

g x g









 

fonksiyonları da artan (veya azalan) dır (Anderson, Vamanamurthy ve Vuorinen, 1993). 

 

Lemma 2.2.2:    
 1

0

sin
0,   ve 

k

k r

xx
x x x

x x


  


    k  ve 1r   koĢulları 

altında  

   1 1

11 1 , 0

1, 0

0,

k k

i t

k

i

a i k t a i k

a i

i k

 


        


 
 


 

olmak üzere 

 
  1

1

1

sin 1 2
 

kk
i

k kr i
i

a x i k
x

x










  
  

Ģeklinde yazılır (Qi, Niu ve Cao, 2007). 
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Lemma 2.2.3: 0 ve x k   için 

1
1

1 1 1

1

1 1
( ) sin  ve ( ) ( )   

2

k
k k i

i j j

i

k i
x a x x x x j

x
   


 

 



       
 

  

dır. Burada j ,  1 1 1

0 1,  1 ve 3 (0 1,  1)k j j j j

i i i i ib a b b b k i j b i k j j 

             

koĢulları altında 

1
1

0

( ) sin
2

k j
j k i j

j i

i

k i j i
x b x x 

 
  



   
  

 
  

dir (Qi, Niu ve Cao, 2007). 

   

Lemma 2.2.4: 0 x    aralığı için  

26sin 2 4 cos sin 0

2 1
cos sin cos

3 3

x x x x x x

x x x x x x

   

  
 

eĢitsizlikleri doğrudur (Wu, 2008). 

 

Qi ve Hao’nun 1998 yılındaki çalıĢmasında analizin klasik yöntemlerinden faydalanarak 

elde ettiği yukarıda verilen ve Jordan eĢitsizliğinin iyileĢtirmesi olan (2.2.3) 

eĢitsizliğinin doğruluğu aĢağıdaki teoremin ispatıyla verilmiĢtir. 

 

Teorem 2.2.1: Her ,
2 2

x
  

  
 

 için 

   2 2 2 2

3 3

2 2 sin 2 1
4 4

x
x x

x


 

   


       

eĢitsizliği doğrudur (Qi ve Hao, 1998). 
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Ġspat: Teoremin ispatı için 0, , >0
2

x



 

  
 

 ve (0) ( 2) 0f f    koĢulları altında 

 2 22
( ) sin 4

x
f x x x x 


     

fonksiyonu göz önüne alınsın. 

Bu fonksiyonların türevlerini alınıp sınır değerleri yerine yazılırsa 

     

    

 

2 2 2 22 2 2
( ) cos 12 , 0 1 , 2 2

( ) 24 sin , 0 0, 2 12 1

( ) 24 cos , (0) 24 1, ( 2) 24 0

f x x x f f

f x x x f f

f x x f f

    
  

  

   

 
           

 

      

       

 

sonuçlarını elde edilir. 

 Buradan, ( )f x  fonksiyonun 0,
2

x
 

  
 

 aralığında artan olduğu görülür. Diğer 

taraftan ( )f x  fonksiyonunun iĢareti iki durumda incelenir. 

1. Durum: Eğer
1

(0) 0 yani 
24

f     ise bu durumda  ( ) 0f x   olur. Dolayısıyla 

( )f x  artandır. Buda ( ) 0f x   yani ( )f x  konkav fonksiyon olması demektir. 

Böylece  
1

, 0,  için  ( ) 0  dır.
24 2

x f x



 

   
 

 

2. Durum: Eğer (0) 0f    ise ( )f x  tek bir minimum değere sahiptir. Dolayısıyla  

2.1. Durum: Eğer 0
2

f
 

  
 

 yani 
1

0<
12




  ise bu durumda ( ) 0f x   olur. 

Böylece ( ),   0,
2

f x
 

 
 

 aralığında konvekstir. Bu da 
1

0< , 0,
12 2

x





 
   

 
 için

( ) 0f x   olması demektir. 

2.2. Durum: Eğer 0
2

f
 

  
 

 ise bu durumda ( )f x  fonksiyonu 0,
2

 
 
 

 aralığında tek 

köke sahiptir ve ( )f x  aynı aralıkta sadece bir minimum değere sahiptir. Dolayısıyla, 
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2.2.1. Durum: Eğer (0) 0,   0
2

f f
 

   
 

 ise bu durumda 
3

2
  ve  ( )f x







  tek bir 

maksimum değere sahiptir. Böylece 0,  için ( ) 0 dır.
2

x f x
 

  
 

 

2.2.2. Durum: Eğer 
3

1 1

12


 
   ise bu durumda (0) 0,   0  ve  ( )

2
f f f x

 
   

 
 tek 

maksimuma sahiptir. Böylece 0,  için  ( ) 0 dır.
2

x f x
 

  
 

 

2.2.3. Durum: Eğer ( ) 0,   0
2

f x f
 

   
 

 ise bu durumda ( ),  0,
2

f x x
 

  
 

 aralığında 

aynı iĢaretini korumaz. 

 

Yukarıdaki tüm bu bilgilerden 

 

 

2 2

3

2 2

3

sin 2 2
4 ,    ,  0,

2

sin 2 1
4 ,    ,  0,

2

x
x x

x

x
x x

x

 
  

 


  

 

  
     

 

 
     

 

 

eĢitsizlikleri elde edilir. Buradaki 
3 3

2 1
 ve 



 


 en iyi sabitlerdir. Böylece teoremin 

ispatı tamamlanmıĢtır. 

 

(2.2.3) eĢitsizliği klasik Jordan eĢitsizliği ile karĢılaĢtırılırsa alt sınırın daha büyük üst 

sınırın daha küçük olduğu görülür. Ayrıca (2.2.3) eĢitsizliği ,
2 2

  
 
 

 için doğru 

olduğundan bu anlamda klasik Jordan eĢitsizliğin genelleĢtirilmiĢ versiyonudur. 

2003 yılında Debnath ve Hao (Debnath ve Hao, 2003),  (2.2.3) eĢitsizliğinin sağ tarafını 

Hao ve Qi nin yukarıdaki ispatına benzer bir yolla ispatlamıĢtır. 

Sandor 2005 yılında   0, 2  aralığında sin x x  fonksiyonunun konkav olduğunu 

ispatlamıĢ (Sandor, 2005) ve bundan yola çıkarak 2007 yılında Jordan eĢitsizliğini 
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   2 2

2 2 sin 2 2
2 2 ,  0,

2

x
x x x

x

 
 

   

  
        

 
                      (2.2.6) 

Ģeklinde iyileĢtirmiĢtir. 

(2.2.6) eĢitsizliğini Zhang 2006 (Zhang, Wang ve Chu, 2006) yılında L’Hospital 

kuralının monotonluk formunu yani Lemma 2.2.1’ i kullanarak ispatladı. 

Qi ve Hao’nun (2.2.3) eĢitsizliği ve Sandor’un (2.2.6) eĢitsizlikleri  0, 2  aralığında 

karĢılaĢtırılamaz. 

Aslında Neuman 2004 yılında 2x   için (2.2.3) ve (2.2.6) eĢitsizliklerindeki 

sınırlardan daha iyi sınırları olan                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

2 5 3 sin
2 cos cos

9 2 5 3

x x
x

x

    
       

    

                                        (2.2.7) 

eĢitsizliğini ispatlamıĢtır. 

Eğer  5 5,x x  alınırsa  cos 3 2x   olur. Burada 5 1.525398501...x  , 

 cos 3 2x 
 
denkleminin bir köküdür.  52,x x    veya  5 , 2x x   için 

eĢitsizliğin tersi doğrudur.                                                   

Bu anlamda Sandor, Neuman’nın bu çalıĢmasından haberdar olmadığını makalesinde 

referans yapmayarak da göstermiĢtir. Çünkü Neuman’ın sonucu Sandor’un sonucunun 

iyileĢtirilmiĢidir. Bu karĢılaĢtırma aĢağıda ayrıntılı bir Ģekilde verilmiĢtir. 

 (2.2.7) eĢitsizliğinin sağ tarafı,  1 1,x x x   için (2.2.3) eĢitsizliğinin sağ 

tarafından daha iyidir. Burada 1 1.204850991...x  ,  0, 2  aralığında 

  2 3cos 3 3 4x x    denkleminin bir köküdür. Bu durum  12,x x    

veya  1, 2x x   için de doğrudur. 
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 (2.2.7) eĢitsizliğinin sağ tarafı,  20,x x  için (2.2.7) eĢitsizliğinin sağ 

tarafından daha iyidir. Burada 2 1.475028163...x  ,  0, 2  aralığında 

    2cos 3 1 2 2x x     denkleminin bir köküdür. Ayrıca  2 , 2x x    

için de doğrudur. 

 (2.2.3) eĢitsizliğinin sağ tarafı,  3 2, 2x        için (2.2.6) eĢitsizliğinin 

sağ tarafından daha iyidir. Bunun yanı sıra  0, 3 2x       için tersi 

doğrudur. Burada  3 2 0.2224132208...     dır. 

 (2.2.7) eĢitsizliğinin sol tarafı,  3 3,x x x   için (2.2.3) eĢitsizliğinin sol 

tarafından daha iyidir. Burada 3 1.563220278...x  ,  0, 2  aralığında 

    2 32 9 2 5 2cos 3 5 1 4 2x x     
 

 denkleminin bir köküdür. Bunun 

yanı sıra    3 32,  veya , 2x x x x      aralıkları için tersi doğrudur 

 (2.2.7) eĢitsizliğinin sol tarafı,  40,x x için (2.2.6) eĢitsizliğinin sol tarafından 

daha iyidir. Burada 4 1.497945837...x  ,  0, 2  aralığında 

    22 9 2 5 2cos 3 5 4x x    
 

 denkleminin bir köküdür. Fakat 

 4 , 2x x   aralıkları için tersi doğrudur 

 (2.2.3) eĢitsizliğinin sol tarafı,     0, 2 4 2x         için (2.2.6) 

eĢitsizliğinin sol tarafından daha iyidir. Burada 

    2 4 2 1.181142066...      dır. Ayrıca yukarıdaki duruma benzer 

olarak      2 4 2 , 2x          için bu durumun tersi doğrudur. 

  2 2x     için  2 9 2 5 2cos 3 5 1x  
 

 dir (Baricz, 2010). 

 

Yine 2006 yılında Özban klasik analizden bilinen türev testlerinden faydalanarak 

aĢağıdaki teoremi ispatlamıĢtır. Özban bulduğu eĢitsizliği grafik yardımıyla Qi ve 

Hao’nun eĢitsizliği ile kıyaslamıĢtır. 
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Teorem 2.2.3  0, 2x   aralığı için  

 
  2

2 2

3 3

4 32 1 sin
( ) : 4

2

x
o x x x

x

 


  

  
      

 
                          (2.2.8)   

eĢitsizliği doğrudur. EĢitlik 2x   için sağlanır (Özban, 2006). 

 

Ġspat: Teoremin ispatı için  0, 2x   koĢulu altında 

2( ) 6sin sin 4 cos 2f x x x x x x x     

fonksiyonu göz önüne alınır. 

Bu fonksiyonun türevleri alınırsa 

2( ) 2cos 2 sin cos 2f x x x x x x      

2( ) sin .f x x x   

sonuçları elde edilir. 

 0, 2x   aralığında ( ) 0f x   olduğundan ( ),f x   0, 2x   aralığında artandır. 

Böylece (0) 0f    olduğundan her  0, 2x   için ( ) 0f x   dır. Bu nedenle ( )f x   

kesin artandır. Dolayısıyla (0) 0f   olduğundan her  0, 2x   için ( ) 0f x   dır. Bu 

yüzden 

26sin sin 4 cos 2 0,    0,
2

x x x x x x x
 

     
 

  

olur. ġimdi : 0,
2

g
 

 
 

 için 

  3 3 3 2 2 3 2

2 3

sin 16 4 4 12
( )

x x x x x x
g x

x
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fonksiyonu göz önüne alınır. Bu fonksiyonun türevleri alınırsa 

   3 3 3 3 3

3 3

cos 16 4 2 sin
( )

x x x x x x
g x

x

   



   
   

2

4

sin 4 cos 2 6sin
( )

x x x x x x
g x

x

   
   

sonuçları elde edilir. Her  0, 2x   için 
26sin sin 4 cos 2 0x x x x x x     

olduğundan ( ) 0g x   dır. Böylece ( )g x ,  0, 2  aralığında artandır. ( 2) 0g    

olduğundan dolayı her  0, 2x   için ( ) 0g x   dır. Böylece ( )g x ,  0, 2  

aralığında kesin azalandır. Ayrıca  2 0g    dır. Dolayısıyla her  0, 2x   için 

( ) 0g x   dır. ġimdi ( )g x  fonksiyonu x  ile çarpılırsa 

 

 
 

3 3 3 2 2 3 2

3

2

2 2

3 3

sin 16 4 4 121
( )

4 3sin 2 1
          = 4

2

x x x x x x
xg x

x

x
x x

x

    



 


  

    


  
     

 

 

eĢitliği yazılır. Yani sonuç olarak her  0, 2x    için 0x   ve ( ) 0g x   olduğundan 

 
  2

2 2

3 3

4 3sin 2 1
4 0

2

x
x x

x

 


  

  
      

 
 olur. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur.

 

ġekil 2.2.1: ( ) ve ( )x x   in karĢılıkları 
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ġekil 2.2.2:  ve       in grafiği 

 

Özban ġekil 2.2.1 ve ġekil 2.2.2’yi aĢağıdaki gibi yorumlamıĢtır.  

     

   
 

2 2

3

2

2 2

3 3

sin 2 1
,  4

4 32 1
4

2

x
x x x

x

x x x

  
 

 
 

  

   

  
     

 

 

olsun. Burada   ile Qi ve Hao’nun (2.2.3) deki eĢitsizliğinin,   ile de Özban’ın (2.2.8) 

eĢitsizliğinin alt sınırları olarak alınmıĢtır. ġekil 2.2.1’deki grafikte fonksiyonlar, ġekil 

2.2.2’deki grafikte ise  ve       hata fonksiyonlarının grafiği verilmiĢtir. 

Görüldüğü gibi Özban’ın hata fonksiyonu Qi ve Hao’nun hata fonksiyonundan daha 

küçüktür. 

 

Jordan eĢitsizliğinin genelleĢtirmelerinde ve iyileĢtirmelerinde seriler de kullanılmıĢtır. 

AĢağıda 2006 yılında Li’nin Jordan eĢitsizliği ile ilgili çalıĢması buna örnektir. 
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Teorem 2.2.4: 0x   için  

   2 2

2
1

( 2)sin 2
1 4

!

kk k

k
k

Rx
x

x k




 





                                (2.2.9) 

Ģeklindedir. Burada  

 

   
2

1 !
( )

2 1 ! !

n

n

k

n k

n
R x x

n n k








 
  

dir. Ayrıca 2x   alınırsa  1 ( 2) 0
k

kR    olur. k  için 1

sin
( )

2

x x
R x

x

 
  

 
 ve

1( ) ( ) ( )
2

k k k

x
R x kR x R x

    eĢitlikleri doğrudur (Li, 2006).  

 

Yukarıdaki özdeĢliğin sonucu olarak 0 2x    için 
sin x

x
 in alt sınırı 

   

   

2
2

2 2 2 2

3 5

2 4 2
3 4

2 2 2 2

7 9

sin 2 1 12
4 4

16

10 180 1680
   + 4 4

16 3072

x
x x

x

x x


 

  

  
 

 


    

  
  

                                 (2.2.10)     

Ģeklindedir. (2.2.10) eĢitsizliğinde sadece 2x   alınırsa eĢitlik sağlanır. 

Burada alınabilecek en iyi sabitler  

 3 2 51 ,  12 16   ,    2 7 4 2 910 16 ,  ve 180 1680 3072        Ģeklindedir. 

x   için  
 

2
1 2

2

0

2 2
1

sin 2 !

k
k k

k

k

x
B x

x k







   eĢitliği kullanılarak x   için

2 4 61 7 31
1

sin 6 360 15120

x
x x x

x
     eĢitsizliği elde edilmiĢtir. Burada 2kB  Bernoulli 

sayısıdır. 
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2006 yılında Jiang ve Yun Lemma 2.2.1’i kullanarak Jordan eĢitsizliğinin bir 

iyileĢtirmesini aĢağıdaki Ģekilde elde etmiĢlerdir. 

 

Teorem 2.2.4:
 

 0, 2x    için  

   4 4 4 4

5 5

2 1 sin 2 2
16 16

2

x
x x

x


 

   


                               (2.2.11) 

eĢitsizliği doğrudur. 2x   için eĢitlik sağlanır (Jiang ve Yun, 2006). 

 

Zhu, Lemma 2.2.1’i kullanarak Özban’ın (2.2.8) eĢitsizliğini ve aĢağıda verilen Jordan 

eĢitsizliğinin iyileĢtirilmiĢ formları olan (2.2.12) ve (2.2.13) eĢitsizliklerini elde etmiĢtir. 

 

Teorem 2.2.5:  0, 2x    için  

     
2

2 2
2 2 2 2 2 2

5 3 5

12 sin 2 1 3
4 4 4

16

x
x x x

x

 
  

   

 
                      (2.2.12) 

 
22

2 2

3 3

sin 2 1 12
4

2

x
x x

x

 


  

  
     

 
                     (2.2.13) 

eĢitsizlikleri doğrudur (Zhu, 2006a). 

                                       

Ayrıca Zhu aynı yıl baĢka bir çalıĢmasında Lemma 2.2.1’i kullanarak Jordan 

eĢitsizliğini 2 2x r      aralığında genelleĢtirerek 

   2 2 2 2

3 3

sin sin sin sin sin cos

2

r r r x r r r r
r x r x

r r x r r

 
                           (2.2.14) 

eĢitsizliğini elde etmiĢtir (Zhu, 2006b). 
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Yine Wu ve Debnath 2006 yılında farklı fonksiyonlar için Lemma 2.2.1’i kullanarak 

Jordan eĢitsizliğinin genel bir formunu elde etmiĢtir. 

 

Teorem 2.2.6:  0  ve 0,x       koĢulları altında 

22 2

1 2( ) 2

2

2

22 2

2 2 2

3 3
max ( ) 1 , 1

2 8

sin sin 1 sin
       cos 1

2

3 3
        min ( ) 1 , ( ) 1

2 8

x x

x x

x

x x

  
 

 


  

   
 

    
    

     

  
      

  

    
     

     

                                    (2.2.15) 

eĢitsizliği doğrudur. Burada  

1

2 cos sin
( )

3 3

 
 


    ve 

2

sin 1
( ) sin cos

3


    


    

dır (Wu ve Debnath, 2006). 

 

(2.2.15) eĢitsizliğinde x   olduğunda eĢitlik sağlanır. Bu eĢitsizlikte katsayılar 

 
2

1 x   ve  
2

2 21 x   dir. 2   olması durumunda da (2.2.15) eĢitsizliği 

(2.2.12) ve (2.2.13) eĢitsizliklerine indirgenir. Teoremdeki eĢitsizlik Jordan 

eĢitsizliğinin genelleĢtirilmiĢ halidir. Diğer taraftan (2.2.15) eĢitsizliğinde her tarafın 

integrali alınırsa 

2

2

0

5sin cos 2 23sin 8 cos sin
max ,

6 15

sin 11sin 5 cos sin 8sin cos 8
min ,

6 15

x

x



        

        

   
 
 

     
   




              (2.2.16) 

yazılır.  
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(2.2.16) eĢitsizliğinde 2   alınırsa  

22

0

92 sin 8 4

60 15

x

x


  

                                          (2.2.17) 

elde edilir. (2.2.17) eĢitsizliği (2.2.4) eĢitsizliğinden daha iyi bir sonuçtur. 

 

Qi, Niu ve Cao, 2007 yılında Lemma 2.2.1, Lemma 2.2.2 ve Lemma 2.2.3’ü  kullanarak 

Jordan eĢitsizliğinin genelleĢtirmesini elde etmiĢtir. 

 

Teorem 2.2.7: 0 ,   ve 2x n t       koĢulları altında 

   
1 1

sin sinn n
k k

t t t t

k k

k k

x
x x

x


   

 

                                        (2.2.18) 

eĢitsizliği doğrudur. Burada  

  1

1

1

1 1
sin ,

! 2

k
k

k k i kt

k ik
i

k i
a

k t
   


 





   
  

 


 1

1

1 sin

, ,

, 1

n
ti

i

i

k tn

k

k n

k n

  











 

 


 


 

   1 1

11 1 , 0

1, 0

0,

k k

i t

k

i

a i k t a i k

a i

i k

 


        


 
 


 

Ģeklindedir (Qi, Niu ve Cao, 2007). x   alınırsa eĢitlik sağlanır. 
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2008 yılında Niu ve arkadaĢlarının yaptığı çalıĢmada ispat için kullanılacak yardımcı 

fonksiyonlar diğer çalıĢmalardakinden farklı seçilerek ve Lemma 2.2.1’i kullanılarak  

Jordan eĢitsizliğinin genelleĢtirmesi ve iyileĢtirmesi verilmiĢtir. Bu çalıĢma aynı 

zamanda Zhu’nun Teorem 2.2.5’deki sonucunun hem genelleĢtirmesi hem de 

iyileĢtirmesidir. 

 

Teorem 2.2.8:  ve 0 2n x     koĢulları altında 

   2 2 2 2

0 0

2 sin 2
4 4

n n
k k

k k

k k

x
x x

x
   

  

                                (2.2.19) 

eĢitsizliği doğrudur. Burada  

 

 

 

   

1

1

1

1
2

1

2

1 1

1

1 2
sin

24 !

2
1

  1 ,    

1 , 0

1, 0

0,

k ik
k

k ik
i

n
i

i

i
k k n n

k k

i i

k

i

k i
a

k

k n

i k a a i k

a i

i k

 


 


  












 



    
    

   

 

   

     


 
 




 

Ģeklindedir (Niu, Huo, Cao ve Qi, 2008). (2.2.19)’daki sabitler en iyi sabitlerdir. Eğer 

2x   alınırsa eĢitlik sağlanır. 

 

(2.2.19) eĢitsizliğinde 2n   alınırsa Zhu’nun (2.2.12) eĢitsizliği elde edilir. 

 

 Diğer taraftan 3n   alınırsa da 

2 2 2

1 1 2 2 3 33 5 7 7

1 12 10 16 60
,  ,   ve 

16 16 16
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olmak üzere 

   
3 3

2 2 2 2

0 0

2 sin 2
4 4

k k

k k

k k

x
x x

x
   

  

        

yazılır. Burada  

 2 2

1 3 5

3
4x


  




    

olduğundan son eĢitsizlik Zhu’nun (2.2.12) eĢitsizliğinin iyileĢtirilmiĢi olur. 

 

AĢağıdaki Teorem 2.2.9’da elde edilen eĢitsizlik Jordan eĢitsizliğinin 

genelleĢtirilmiĢidir. Bu teoremin ispatında Lemma 2.2.4 kullanılmıĢtır. 

 

Teorem 2.2.9: 0  ve 2x        koĢulları altında 

1 sin sin 1 sin
cos 1 1 cos 1

sin sin

sin
1 1

x x

x

x

x









  
 

      







 

        
             

       

 

  
    
  

              (2.2.20) 

eĢitsizliği doğrudur (Wu, 2008). 

 

2008 yılında Wu ve Srivastava’nın ortak çalıĢmasında ise Lemma 2.2.1’i kullanarak 

Özban’ın (2.2.8) ve Zhu’nun (2.2.13) eĢitsizliğini aĢağıdaki Teorem 2.2.21 ile hem 

genelleĢtirmiĢ hem de iyileĢtirmiĢtir.  
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Teorem 2.2.10: 0 2x      aralığı için {0}i   olmak üzere 4 1n i    veya 

4 2n i   alındığında                                                                                                    

   

   

   

11

 
0 0

1

1
0 0

1
0

1
1 sin

! 2

1sin
           sin

! 2

1
           sin

! 2

n
n k

n
k

k k
n k

k
k

n
n

n

x

xx

x

x

  




 




  






 




 
 




    
   

   

   
   

 

   
  

 







                               (2.2.21) 

eĢitsizliği, 4 3 veya 4 4n i n i     alındığında ise (2.2.21) eĢitsizliğinin tersi doğrudur 

(Wu ve Srivastava, 2008). 

 

Teorem 2.2.10 dan bazı özel durumlar çıkarmak mümkündür öyle ki: 

 (2.2.21) eĢitsizliğinde x   alınırsa eĢitlik sağlanır. 

 2n   alınırsa (2.2.15) eĢitsizliği elde edilir. 

 2 ve = 2n    alınırsa (2.2.8) ve (2.2.13) eĢitsizlikleri elde edilir. 

 5 ve = 2n    alınırsa bulunan sonuç (2.2.8) ve (2.2.13) sonuçlarından daha 

iyidir. 

 

2008 yılında Wu ve Debnath Jordan eĢitsizliği ile ilgili çalıĢmasında aĢağıdaki  

eĢitsizliği elde ederek, Jordan eĢitsizliğinin genel bir formunu elde etmiĢtir. f ,  0,  

aralığında  0 0f   koĢulunu sağlayan  1n   kez diferansiyellenebilen reel değerli bir 

fonksiyon olsun.  

1. Durum: n  pozitif çift sayı olduğunda  1
,

n
f


  0,  aralığında artan, n  pozitif 

tek sayı olduğunda ise  1
,

n
f


  0,  aralığında azalan oluyorsa  0,x   için  
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1 11

0 0

1

1
0 0

1
0

1 1
(0 )

!

1( )
        

!

1
        

!

n i in k
i

n
k i

i k
n k

i

k i
k i

i n
n

i

k i
i

f f
i

xf x
f

x i

x
f

i
















 


 



 
 

 


  
  

  

 
 

 








                                        (2.2.22) 

 eĢitsizliği geçerlidir 

2. Durum: n  pozitif çift sayı olduğunda  1
,

n
f


  0,  aralığında azalan, n  pozitif 

tek sayı olduğunda ise  1
,

n
f


  0,  aralığında artan oluyorsa  0,x   için 

(2.2.22) eĢitsizliğinin tersi geçerlidir 

3. Durum: (2.2.22) eĢitsizliğinde sadece x  alınırsa eĢitlik sağlanır (Wu ve 

Debnath, 2006). 

 

2008 yılında Wu, Srivastava ve Debnath, Lemma 2.2.1 ve  20 x    için 

sin
( )

x
f x

x
  fonksiyonunun      01 ( ) 0 

n n
f x n    sonucunu kullanmıĢtır. Bu 

sonuç kullanılarak Jordan eĢitsizliğinin genelleĢtirilmiĢi elde edildi. 

 

Teorem 2.2.11:  0  ve ( ) sinn x f x x x       koĢulları altıda  

 
 

 

     
 

22 1
2

2 2 2 2

0

2 2
1

2 2

2
0

( ) sin

! !

11
                          1

!

kn n
k

k

k kk
n

n

n
k

ff x
x x

n x k

f
x

k


 

 












   

 
   
 
 





                      (2.2.23) 

eĢitsizliği doğrudur EĢitsizlikte x   için eĢitlik sağlanır. (Wu, Srivastava ve Debnath, 

2008). 
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Agarwal ve arkadaĢlarının (Agarwal, Kim ve Sen, 2009) ortak çalıĢında (2.2.8) ve 

(2.2.13) eĢitsizlikleri iyileĢtirilip aĢağıdaki Teorem 2.2.12 de verilen aĢağıdaki eĢitsizliği 

elde edilmiĢtir. 

  

Teorem 2.2.12: 0 2x    aralığı için  

2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

sin
1 1

x
B x B x B x C x C x B x

x
                                        (2.2.24) 

eĢitsizliği doğrudur. Burada katsayılar 

     2 2

1 2 32 3 4

4 4 16
66 43 7 ,    124 83 14 ,    3B B B    

  
         

   2 2

1 22 3

4 4
75 49 8 ,    142 95 16C C   

 
       

Ģeklindedir (Agarwal, Kim ve Sen, 2009). Sadece 2x   alınırsa eĢitlik sağlanır. 

 

AĢağıdaki teoremde verilen eĢitsizlik de Jordan eĢitsizliğinin önemli iyileĢtirmelerinden 

biridir. Kendisinden sonra elde edilen Jordan eĢitsizliğinin bazı iyileĢtirmelerine 

referans olmuĢtur. 

 

Teorem 2.2.13:  27 5, 27 5x    için 

2 3sin 2 cos
cos cos

2 3 3

x x x x

x


                                                       (2.2.25) 

eĢitsizliği doğrudur (Klen, Visuri ve Vuorinen, 2010). 
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AĢağıda verilen eĢitsizlik de yine Jordan eĢitsizliğinin baĢka bir genelleĢtirilmiĢ halidir. 

Bu teoremin ispatında Lemma 2.2.1 ve  0,t   için ( ) sin cos 0k t t t t    ve 

2( ) 2sin 2 cos sin 0d t t t t t t     sonucu kullanılmıĢtır. 

 

Teorem 2.2.14:  0, ,  0 2  ve 0x r r p     koĢulları altında 

   2 2 2 2sin sin sin
p p p

r x r
r x r x

r x r
 

     
          

     
                       (2.2.26) 

eĢitsizliği doğrudur. Burada 

 2 5p   alınırsa, 

1

2 3

sin
1

sin sin cos
,    

2

p

p

r

p r r r rr

r r r
 


 

    
   

 
 en iyi 

sabitlerdir. 

 1p   alınırsa, 

1

3 2

sin
1

sin sin cos
,    

2

p

p

r

p r r r r r

r r r
 


 

    
  

 
 en iyi 

sabitlerdir (Zhu, 2011). 

 

AĢağıdaki eĢitsizliğinin sınırları Klen’in (2.2.25) eĢitsizliği referans alınarak elde 

edilmiĢtir. Ayrıca teoremin ispatında Lemma 2.2.1 kullanılmıĢtır. 

 

Teorem 2.2.15:     0, 2  ve log 2 log 2 1.30299x a     için 

4

3
sin

cos cos
2 2

ax x x

x
                                                                       (2.2.27) 

eĢitsizliği doğrudur. Burada olabilecek en iyi sabitler  ve 4 3a olur (Lv, Wang ve Chu, 

2012). 
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2012 yılında Zhen ve Yang’ın çalıĢmasında yine Klen’in (2.2.25) eĢitsizliği referans 

alınarak aĢağıdaki iki eĢitsizlik elde edildi. 

Bunlardan ilki: 

 0, 2   için:x    

  0

3
1

0

sin
cos cos

3

p x x
p x

x

 
   

 
                                           (2.2.28) 

eĢitsizliğidir. Burada sabit 0 0.34731 1 3p    Ģeklindedir. 

Ġkinci eĢitsizlik ise: 

   0, 0, 2x c    aralığı için: 

    
1 1sin

cos cos
p p

p

x
c px px

x
                                       (2.2.29) 

eĢitsizliğidir. Burada      
110,1 3   cos sin 1

p

pp c c pc c
  

 
Ģeklindedir. Eğer 

 1 2,1p  alınırsa eĢitsizliğin tersi olur (Yang, 2012). 

 

2015 yılında Debnath, Mortici ve Zhu’nun çalıĢmasında  0, 2x   aralığı için Jiang 

ve Yun’un (2.2.11) eĢitsizliği aĢağıdaki eĢitsizlik ile iyileĢtirilmiĢtir.  

Birinci eĢitsizlik: 

 

 

2 2 2

3 3

2 2 2 4

3 3

2 1 3 1 4 sin
4 1

6

2 1 3 1 4 1
4 1

6 120

x
x x

x

x x x


   


   

   
         

   

   
          

   

                           (2.2.30) 

Ģeklindedir. 
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Ġkinci eĢitsizlik ise: 

 

 

4 4 2

5

4 4 2 4

5 5

2 1 5 1 sin
16 1

2 2 6

2 2 5 1 8 1
16 1

2 6 120

x
x x

x

x x x


  




   

 
      

 

    
          

   

                  (2.2.31) 

Ģeklindedir (Debnath, Mortici ve Zhu, 2015) . 

 

Nishizawa (2.2.1) ve (2.2.2) eĢitsizliklerini kullanarak 2015’te yaptığı çalıĢma ile 

aĢağıdaki (2.2.32) ve (2.2.33) eĢitsizliklerini elde etmiĢtir. Teorimin ispatında ise 

Lemma 2.2.1 kullanılmıĢtır. 

 

Teorem 2.2.16: 0 2x    için 

   2 2 2 2

3 3

2 1 sin 2 1
4 4

x
x x

x

 

 
   

   
        

   
                            (2.2.32) 

eĢitsizliği doğrudur. Burada olabilecek en iyi sabitler 1 ve 0    Ģeklindedir 

(Nishizawa, 2015). 

 

Nishizawa aynı çalıĢmasında yine 0 2x    için 

 
( )

2 2

3

sin 2 1
4

x
x

x
x




 

 
   
 

                                                  (2.2.33) 

eĢitsizliğini elde etmiĢtir. Burada 
2

2

4
( )

x
x


  Ģeklindedir (Nishizawa, 2015) 
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Bhayo ve Sandor’un 2016 yılında yaptığı çalıĢmada elde edilen aĢağıdaki eĢitsizliğin alt 

sınırı Özban’ın eĢitsizliğindeki alt sınırın iyileĢtirilmiĢidir.  

 

Teorem 2.2.17:  0, 2x   için:  

   3 2

4 3

16 3 4 3 8 sin
( ) 1

x
o x x x

x

 

 

 
                                   (2.2.34) 

eĢitsizliği doğrudur. 2x   için eĢitlik sağlanır (Bhayo ve Sandor, 2016).  

 

Aynı çalıĢmada bir diğer eĢitsizlik ise  0,x   için 

2 2

1 cos sin 1 cos

2 2

x x x

x x x 

 
 

 
                                                         (2.2.35) 

Ģeklinde olup bu eĢitsizlik Jordan eĢitsizliğinin genelleĢtirilmiĢ halidir. Burada sabitler 

21 6 0.166667   ve   2 0.202642       dır. 

 

Bercu 2017 yılında yaptığı çalıĢma ile aĢağıdaki eĢitsizliği elde etmiĢtir. Teoremdeki 

eĢitsizlikler (Abel ve Caccia, 1986) ve (Klen, Visuri ve Vuorinen, 2010) çalıĢmalarında 

elde edilen eĢitsizliklerin iyileĢtirilmiĢidir. 

 

Teorem 2.2.18: 0,
2

x
 

  
 

 için 

 
2 4 2

2 2

7 60 sin 11 360 2520

3 60 60 2520

x x x x

x x x

   
 

 
                                  (2.2.36) 

 eĢitsizliği doğrudur (Bercu, 2017). 
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Ayrıca Bercu yukarıdaki eĢitsizliği elde ettiği çalıĢmasında 

1. 
 

 
2 2 2

3 2

2 4 7 60
0,1.4163  için  

3 60

x x
x

x



 

  
   

  
 

2. 
4 2 2

2

11 360 2520
0,  için 1

2 60 2520 3

x x x
x

x





  
    

   
 

eĢitsizliklerini de elde etmiĢtir (Bercu, 2017). 

 

2.3 Hiperbolik Fonksiyonlar Ġçin Jordan EĢitsizliği  

 

Bu bölümde son yıllarda yapılan hiperbolik fonksiyonlar için Jordan eĢitsizliği ile ilgili 

çalıĢmalar anlatılıp, sinhx x  in supremum ve infimum değerlerini bulmak için yapılan 

çalıĢmalara yer verilmiĢtir.  

 

AĢağıda Zhu’nun bu konu hakkındaki çalıĢmasında yer alan Teorem verilmiĢtir. 

 

Teorem 2.3.1:      0  3 1   ,8 15 1,x q p p        koĢulları için 

 
sinh( )

1 cosh( )

q
x

p p x
x

 
   

 
                                                     (2.3.1) 

eĢitsizliği doğrudur (Zhu, 2010). 

 

Neuman ve Sandor 2010 yılında sinh x x  in sınırlarını aĢağıdaki eĢitsizlik ile elde 

etmiĢtir. 
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Teorem 2.3.2: 0x   için 

  4 3 3sinh( )
cosh cosh ( )

2

x x
x

x

 
  

 
                                                      (2.3.2) 

eĢitsizliğini doğrudur (Neuman ve Sandor, 2010). 

 

Klen ve arkadaĢları 2010 yılında yaptığı çalıĢmada sin  ve sinhx x x x  fonksiyonlarının 

orijindeki limitini almıĢ ve 0 0lim sin 1 ve lim sinh 1x xx x x x    sonucundan yola 

çıkarak aĢağıdaki teoremdeki çift taraflı eĢitsizliği elde etmiĢtir. 

 

Teorem 2.3.3:  0,1x   için 

1 4 1 2sinh( )
cosh ( ) cosh ( )

x
x x

x
                                                         (2.3.3) 

eĢitsizliği doğrudur (Klen, Visuri ve Vuorinen, 2010). 

 

Lv ve arkadaĢları da Hiperbolik fonksiyonlar için Jordan eĢitsizliğini aĢağıdaki gibi 

iyileĢtirmiĢtir. AĢağıdaki teoremin ispatı için Lemma 2.2.1 kullanılmıĢtır. 

 

Teorem 2.3.4:        0,1  1 3 ve log sinh 1 / log cosh 1 0.3721...x p q              

koĢulları altında 

sinh( )
cosh ( ) cosh ( )p qx

x x
x

                                              (2.3.4) 

eĢitsizliği doğrudur (Lv, Wang ve Chu, 2012). 
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AĢağıdaki teoremle yine hiperbolik fonksiyonlar için Jordan eĢitsizliğinin iyileĢtirmesi 

verilmiĢtir. 

 

Teorem 2.3.5:  0,  5 5 ve 1 3x p q      koĢulları altında 

              
2 21 3 1 3sinh( )

cos( ) cos( )
p qx

px qx
x

                                                   (2.3.5) 

eĢitsizliği doğrudur (Yang, 2013). 

 

Son olarak Yang ve Chu 2015 yılındaki çalıĢmalarında hiperbolik fonksiyonlar için 

Jordan eĢitsizliğini aĢağıdaki eĢitsizlikle iyileĢtirmiĢtir.  

 

Teorem 2.2.6:  , 0, , 0,  15 5 ve 1 p q x p q         koĢulları altında 

 
2 2 2 2

1 1 sinh( ) 1 1
cosh( ) 1 cosh( ) 1

3 3 3 3

x
px qx

p p x q q
                                (2.3.6)                                        

eĢitsizliği doğrudur (Yang ve Chu, 2015).     
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3.  ARAġTIRMA BULGULARI            

                                                                                                                                  

3.1 Bessel Fonksiyonları Ġçin Jordan EĢitsizliği 

 

Bu bölümde ise Bessel fonksiyonları için Jordan eĢitsizliği ile ilgili yapılan çalıĢmalara 

yer verilmiĢtir. Bu bağlamda 2004 yılında Neuman’ın, 2007 yılında Baricz’in yine aynı 

yıl baĢka bir çalıĢma olan Niu’nun, 2008 yılında Zhu’nun, 2009 yılında Baricz ve 

Wu’nun, 2010 yılında Niu ve arkadaĢlarının, yine aynı yıl baĢka bir çalıĢma olan 

Baricz’in çalıĢmasına yer verilmiĢtir.    

Bessel fonksiyonlarının, Trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonların genelleĢmiĢ hali 

olduğundan yola çıkarak bu çalıĢmalardaki amacın daha genel sonuçlar elde etmek 

olduğu söylenebilir. 

Bu çalıĢmalardaki teoremlerin ispatında ise genellikle Lemma 2.2.1 kullanılmıĢtır. 

Bu bölümdeki ana sonuçlar verilmeden önce aĢağıda bu bölümde sıkça kullanılan bazı 

kavram ve kısaltmalar tekrar verelim: 

 

 

 

 

 

0

2

, ,  ve 0, 1, 2...

1

2

/ 4
( )

!

( ) ( )

( ) 2 1 ( )

( ) 2 1 ( ).

n n

p

n n

p p

p p

p p

p p

p p

b p c

b
p

c z
u z

n

z u z

z p z J z

z p z I z















   


 






  

  


 

 

Bessel fonksiyonları için Jordan tipli eĢitsizlik ile ilgili ilk çalıĢma olan Neuman’ın 

2004 yılındaki çalıĢmasının sonucu aĢağıdaki teoremde verilmiĢtir. 
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Teorem 3.1.1:  1 2 ve 2p x     için 

 
 

   

1 3
2 1 2 cos ( ) cos

3 1 2 2 2 1
p

x
p p x x

p p p

   
       

          

            (3.1.1) 

eĢitsizliği doğrudur (Neuman, 2004). 

 

Teoremdeki eĢitsizlikte ,  için 1 2
2 2

x p
  

   
 

 alınırsa 

 
2 5 3 sin

2 cos cos
9 2 5 3

x x
x

x

    
       

    

                                          (3.1.2) 

eĢitsizliği elde edilir (Neuman, 2004). 

 

Baricz 2007 yılında yaptığı çalıĢmada Lemma 2.2.1’i kullanarak yukarıda verilen bazı 

eĢitsizliklerin genelleĢtirilmiĢ hallerini elde etmiĢtir. 

 

Teorem 3.1.2:   a)    1 2,   0,1 ,   0, 2c x     Ģartları için 

  1

2 2
1

2 2 2 2
p p p p

x c x
x

     
   

  


            
             

          
                         (3.1.3) 

eĢitsizliği doğrudur. 

b) 0  ,   0,1c ,   2, 2x     Ģartları için 

 
2 2 2 2

1 2

4 4
1

4 2 4 2 2
p p p p

c x x
x

    
   

 


            
             

          
                    (3.1.4) 

eĢitsizliği doğrudur (Baricz, 2007). 
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Sonuç 3.1.3: (3.1.3) de 1b c   ve 1 2p    alınırsa 

        
2 2

1 cos 2 1    0,
2

x x x x


 

    
        

    
                                        (3.1.5) 

elde edilir. (3.1.5)’ ün sol tarafı bilinen Kober eĢitsizliğidir (Kober, 1944). 

 

(3.1.3) (sırasıyla (3.1.4)) genelleĢmiĢ hallerinde 1,  1 ve 1 2c b p    değerleri yerine 

yazılırsa (2.2.6) (sırasıyla (2.2.3)) eĢitsizliklerini elde ederiz. 

Ayrıca (3.1.4) eĢitsizliği (2.2.14) eĢitsizliğinin genelleĢtirilmiĢ halidir. Görüldüğü gibi 

Zhu’nun çalıĢmasındaki sonuç aslında Bessel fonksiyonlarının tipik sonucudur (Zhu, 

2006b). 

 

Teorem 3.1.4:  0,  0,1  ve 2 2c x r         Ģartları sağlanırsa  

   2 2 2 2

1 2

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4

p

p p p p

rc
r r r x x r r x

r


   




   
         

    
              (3.1.6) 

eĢitsizliği doğrudur. 0 ve 0c    alınırsa x r      için (3.1.6) eĢitsizliği 

sağlanır (Baricz, 2007). 

 

Sonuç 3.1.5: (3.1.6) eĢitsizliğinde 1 ve 1 2b c p    yerine yazılırsa (2.2.14) eĢitsizliği 

elde edilir. Benzer Ģekilde 1,  1 ve 1 2b c p     alınırsa (2.2.14)’ün hiperbolik 

karĢılığı aĢağıdaki eĢitsizlikle elde edilir. Buna göre  x r      için 

   2 2 2 2

3 3

sinh sinh sinh sinh sinh cosh

2

r r r x r r r r
r x r x

r r x r r

 
     

            
 

doğrudur. 
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Burada   3 2 3 23 2 3 2

sin cos sinh cosh
3      ve     3

x x x x
x

x x x x

   
       

   
   fonksiyonları 

kullanılmıĢtır. Ayrıca (Wu ve Debnath, 2006) çalıĢmasından esinlenerek elde edilen 

Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.4 ün sonuçları (Baricz, 2008b) çalıĢmasında 

geliĢtirilmiĢtir.    

 

Niu, Cao ve Qi’nin ortak çalıĢmasında Bessel fonksiyonları için Jordan tipli 

eĢitsizliklerle ilgili olan aĢağıdaki Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.8 ispatlanmıĢtır. 

 

Teorem 3.1.6: 1 2   ve 0 1c   alınırsa 

    2 2 2 2

0 0

4 ( ) 4
n n

i i

i p i

i i

x x x    
 

                                     (3.1.7) 

eĢitsizliği  ve 0,
2

n x
 

  
 

 için doğru olur. Burada katsayılar b  olmak üzere 

 

( 2)
    0

16 !

i

i p

i

i

c
i n

i

 




 
   
 

 

ve 

1
2

0

2

                          
0 1

1

i

n

i

n

i n

i n



  








  


  
 


  

Ģeklindedir. Eğer 0  ve  0c    alınırsa (3.1.7) eĢitsizliği n nin tek sayı olduğu 

durumlar için geçerlidir n eğer çift sayı ise tersi geçerlidir (Niu, Cao ve Qi, 2010). 
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Sonuç 3.1.7: Teorem 3.1.6 da 1 2,  1 ve 1p b c     alınırsa (3.1.7) eĢitsizliği 

   
2 1 2 1

2 2 2 2

0 0

sinh
4 4 ,   

m m
i i

i i

i i

x
x x m

x
   

 

 

               

ve 

   
2 2

2 2 2 2

0 0

sinh
4 4 ,   

m m
i i

i i

i i

x
x x m

x
   

 

       

Ģeklinde olur (Niu, Cao ve Qi, 2010). 

 

Teorem 3.1.8: Eğer 
1

  ve  0 1
2

c     ise, bu durumda  

     2 2 2 2

0 0

n n
i i

i p i

i i

x x x    
 

                            (3.1.8) 

eĢitsizliği  ve 0 2n x       koĢulları sağlandığında doğrudur. Burada en iyi 

katsayılar b  olmak üzere 

 
 

( )
,    0

4 !

i

i p

i

i

c
i n

i

 




 
   
 

   

ve 

1
2

0

2

,
0 1

     1

i

n

i

n

i n

i n



  








  


  
 




 

Ģeklindedir. Eğer 0 ve 0c    alınırsa (3.1.8) eĢitsizliği n tek sayıları için geçerlidir. 

0 x     aralındaki n  çift sayıları için tersi geçerlidir (Niu, Cao ve Qi, 2010). 
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Sonuç 3.1.9: Eğer Teorem 3.1.8 de 1 2,  1 ve 1p b c     alınırsa (3.1.8) eĢitsizliği 

   
2 1 2 1

2 2 2 2

0 0

sinh
,   

m m
i i

i i

i i

x
x x m

x
   

 

 

       

ve 

   
2 2

2 2 2 2

0 0

sinh
,   

m m
i i

i i

i i

x
x x m

x
   

 

       

eĢitliklerine dönüĢür (Niu, Cao ve Qi, 2010). 

 

Sonuç 3.1.10: Eğer 
2


   alınırsa (3.1.8) eĢitsizliği (3.1.7) eĢitsizliğine dönüĢür. Bunun 

anlamı Teorem 3.1.8, Teorem 3.1.6 nın geniĢletilmiĢidir (Niu, Cao ve Qi, 2010). 

 

AĢağıdaki teoremler Bessel fonksiyonları için kesinleĢmiĢ Jordan eĢitsizliğiyle ilgilidir. 

 

Teorem 3.1.11 ,11 ve  pp j  , pJ  birinci çeĢit Bessel fonksiyonunun ilk pozitif kökü 

olmak üzere 1,10 px r j     için  

   
1 1

2 2 2 2

, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

p n p p p n pS x r r x x S x r r x 
 

                        (3.1.9) 

kesinleĢmiĢ Jordan eĢitsizliği doğrudur. Burada 

 2 2

, ,

0

( ) ( )
n

k

p n p k

k

S x a r r x


   

Ģeklindedir. ,p nS  deki   ,,  0,1,..., 1  ve ( )p kn k n a r  
 
katsayıları  
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,

( )
( )  

4 ! 1

p k

p k k

k

r
a r

k p





                                          (3.1.10) 

dır. Daha açık haliyle  1,2,...,k n  için 

   
, 1 , , 12 2

1
( ) ( ) ( )

1 4 1
p k p k p k

p k
a r a r a r

k r k k r
 


 

 
  1,2,...,k n               (3.1.11) 

Ģekildedir. Ayrıca 
 

2

,

0
, 1 2 1

1 ( )

( ) ( ) ve ( )

n
k

p k

k
p p n p n

a r r

r a r r
r

  
 



 


  en iyi sabitlerdir. 

Bunlara ek olarak  ,x r   e bağlı olarak 

 
   

 
112 2 2 2

, 1
0 1

( )
( ) ( )

4 1 ! 1

n
k np n

p p k n
k n

x a r r x r x
n p

  


 

   
 

           (3.1.12) 

eĢitliği doğrudur. Burada p  fonksiyonunun kuvvet serisi 

 2 2

,

0

( ) ( )
n

p p n

n

x a r r x


                                            (3.1.13) 

Ģeklindedir (Baricz ve Wu, 2009). 

 

Sonuç 3.1.12: (3.1.9) eĢitsizliğinde 1 2p   alınırsa 
1 2

sin
( )

x
x

x
 , 1 2p    alınırsa 

1 2 cos x   fonksiyonları için eĢitsizlikler elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.13:  (3.1.9)  eĢitsizliğinde 1 2p   alınırsa  

1 2 3 2 3 2

sin sin cos
( ) ,    ( ) 3

x x x
x x

x x x

 
   

 
 

fonksiyonları için eĢitsizlikler elde edilir. Örneğin 
3 2,10 x r j     için 
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1 1

2 2 2 2

1 2, 1 2 1 2, 1 2

sin
( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

x
S x r r x S x r r x

x
 

 

                   (3.1.14) 

kesinleĢmiĢ Jordan eĢitsizliği doğrudur. Burada katsayılar  ,  1,2,...,n k n 
 1 2, ( )ka r  

1 2,0 1 2,1 3

sin sin cos
( ) ,    ( )

2

r r r r
a r a r

r r


   

   
1 2, 1 1 2, 1 2, 12 2

2 1 1
( ) ( ) ( )

2 1 4 1
k k k

k
a r a r a r

k r k k r
 


 

 
 

Ģeklindedir. 
3 2,1 4,493409457,  tanj x x    denklemin birinci pozitif köküdür. Ayrıca 

 

2

1 2

0
1 2 1 2, 1 1 2 2 1

1 ( )

( ) ( ) ve ( )

n
k

k
n n

a r r

r a r r
r

  
 



 


 

eĢitliklerinden 

 2 2

1 2, 1 2,

0

( ) ( )
n

k

n k

k

S x a r r x


   

eĢitliği yazılır. 

 

Bu sonuçtaki yaklaĢım Zhu’nun, (Zhu, 2008) çalıĢmasındaki Teorem 6 ve (Zhu, 2009) 

çalıĢmasındaki Teorem 1’den elde edilmiĢtir ancak bu yaklaĢım Zhu’nun çalıĢmasından 

daha basittir. (3.1.14) eĢitsizliği (Zhu, 2009) çalıĢmasında 1 2,10 x r j      durumu 

için ispat edilmiĢken (Zhu, 2008) deki çalıĢmada 
1 2,10 2x r j      durumunda 

ispatlanmıĢtır. Böylece verilen (3.1.9) sonucu sadece (3.1.14)’e geniĢlemekle kalmaz, 

aynı zamanda geçerlilik aralığını da geliĢtirir.   
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Sonuç 3.1.14: (3.1.14) de 2r   seçilirse elde edilen kesinleĢmiĢ Jordan eĢitsizliği 

   

     

1
2 2 2 2

1

0

2

1
2 2 2 20

2 1
0

sin
4 4 ,

1
sin

4 4

n
k n

k n

k

n
k

kn
k n

k
k n

k

x
b x b x

x

b
x

b x x
x

 



 














   



   






 

Ģeklindedir. Burada  ,  1,2,...,  ve katsayılar  olmak üzerekn k n b  kb  lar açık olarak

 

   
0 1 1 13 2 2

2 1 2 1 1
,  ,  

2 1 16 1
k k k

k
b b b b b

k k k   
 


   

 
 

Ģeklindedir. 

 

Sonuç 3.1.15: (3.1.12) ve (3.1.13) için 
3 2,11 2 ve 0p x r j     alınırsa  

 
   

 
13 22 2 2 2

1 2, 1
0 1

( )sin
( )

4 1 ! 3 2

n
k nn

k n
k n

x
a r r x r x

x n

 


 

   


  

eĢitliği doğrudur. Sinüs fonksiyonları için 

 2 2

1 2,

0

sin
( )

k

k

k

x
a r r x

x 

 
             

Ģeklinde kuvvet serisine geniĢletilmiĢtir. 

Burada katsayılar 1 2, ( )ka r   açık Ģekilde

 

1 2,0 1 2,1 3

sin sin cos
( ) ,    ( )

2

r r r r
a r a r

r r


   

   
 1 2, 1 1 2, 1 2, 12 2

2 1 1
( ) ( ) ( )   1,2,...

2 1 4 1
k k k

k
a r a r a r k

k r k k r
 


  

 
  
 

Ģeklindedir. 
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Bunlara ek olarak 1 2 ( )r  in kök olduğu durumda katsayılar 1 2, ( )ka r  olmak üzere
 

2

1 2,

0

( ) 1
n

k

k

k

a r r


  

Ģeklindedir. 

Yukarıdaki Sonuçlar 3.1.13-3.1.15 Zhu’nun (Zhu, 2008) çalıĢmasındaki Teorem 8 ve 

Teorem 9’un sonucuna eĢ değerdir.  

Yukarıda verilen Sinüs fonksiyonunda 2r   alınırsa  

 2 2

0

sin
4

k

k

k

x
b x

x




 
 

eĢitliği elde edilir. Burada katsayılar  1,2,...k  için 

0 1 3

2 1
,  ,b b

 
   

   
1 12 2

2 1 1

2 1 16 1
k k k

k
b b b

k k k 
 


 

 
   

Ģeklindedir (Zhu, 2008). 

 

Sonuç 3.1.16: (3.1.12) ve (3.1.13) de 
,1pr j  alınırsa 

,10 px j   birinci çeĢit Bessel 

fonksiyonları için  

 
 

 
1,1 12 2 2 2

,1 ,11 1
0 ,1 ,1

( ) ( )
( )

2 ! 2 1 !

p p
n

k np k p p n

p p pk k n n
k p p

J j Jx x
J x j x j x

j k j n



 

  

 


   
          
     (3.1.15) 

eĢitliği doğrudur. Burada  ,1,  dır.px j   Dolayısıyla yeni seri 

 ,1 2 2

,1

1 ,1 ,1

( )
( )

2 !

p

np n p

p pn n
n p p

J jx
J x j x

j n j





 
   

 
                                (3.1.16) 

Ģeklindedir. Yeni seride  ,1pj , pJ  nin birinci köküdür.  
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Teorem 3.1.17: 1   ve   0p x r     koĢulları altında 

   
1 1

2 2 2 2

, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

p n p p p n pP x r r x x P x r r x 
 

                (3.1.17)  

kesinleĢmiĢ Jordan eĢitsizliği doğrudur. Burada , ( )p kc r  lar n  çift doğal sayısı için 

 

 
,

1 ( )
( )

4 ! 1

k

p k

p k k

k

r
c r

k p





                                                (3.1.18) 

Ģeklindedir. Daha açık bir Ģekilde  0,1,..., 1k n   için 

 

,0

,1 1

( ) ( ),  

1
( ) ( )

4 1

p p

p p

c r r

c r r
p





 


 

   
, 1 , , 12 2

1
( ) ( ) ( )

1 4 1
p k p k p k

p k
c r c r c r

k r k k r
 


 

 
                (3.1.19) 

olmak üzere 

 2 2

, ,

0

( ) ( )
n

k

p n p k

k

P x c k r x


   

Ģeklindedir. EĢitsizlik (3.1.17)’de n  tek doğal sayı olduğunda tersine çevrilir ve her iki 

durumda da sabitler 

     
 

 

2

,

0
, 1 2 1

1

  ve  

n
k

p k

k
p p n p n

c r r

r c r r
r

  
 



 


 

 Ģeklindedir. Buna ek olarak  ,x r   ye bağlı olarak 

 
 

   
 

1
112 2 2 2

, 1
0 1

1 ( )
( ) ( )

4 1 ! 1

m
m

k mp m

p p k m
k m

x c k r x r x
m p




 


 


   

 
           (3.1.20) 
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veya 

 2 2

,

0

( ) ( )
m

p p m

m

x c r r x


                                                      (3.1.21)       

kuvvet serileri elde edilir (Baricz ve Wu, 2009).       

                                         

Sonuç 3.1.18:  (3.1.17) eĢitsizliğinde 1 2p   alınırsa 

1 2 3 2 3 2

sinh sinh cosh
( )    ve   ( ) 3

x x x
x x

x x x

 
    

 
 

fonksiyonları için 0 x r   olması durumunda 

   
1 1

2 2 2 2

1 2, 1 2 1 2, 1 2

sinh
( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

x
P x r r x P x r r x

x
 

 

                  (3.1.22) 

kesinleĢmiĢ Jordan eĢitsizliği doğrudur. Burada n  çift doğal sayı,  1,2,...,k n   ve 

katsayılar 1 2, ( )kc r   

   

1 2,0 1 2,1 3

1 2, 1 1 2, 1 2, 12 2

sinh sinh cosh
( ) ,    ( )

2

2 1 1
( ) ( ) ( )

2 1 4 1
k k k

r r r r
c r c r

r r

k
c r c r c r

k r k k r
 


 


 

 

 

olmak üzere

 

 2 2

1 2, 1 2,

0

( ) ( )
n

k

n k

k

P x c r r x


 
 

Ģeklindedir. 

Bunlara ek olarak katsayılar
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2

1 2,

0
1 2 1 2, 1 1 2 2 1

1 ( )

( ) ( )   ve   ( )

n
k

k

k
n n

c r r

r c r r
r

  
 



 


    

dir. Ayrıca n  tek sayı iken (3.1.22)’nin tersi doğrudur. 

 

Sonuç 3.1.19: (3.1.20) ve (3.1.21)’de 
,1pr j  seçilip 

,10 px j   için birinci çeĢit 

Modifiye Bessel fonksiyonları için 

 
 

 

 
 

1
1,1 12 2 2 2

,1 ,11 1
0 ,1 ,1

1 ( ) 1 ( )
( )

2 ! 2 1 !

p k mp
m

k mp k p p m

p p pk k m m
k p p

I j Ix x
I x j x j x

j k j m



 


  

 


    
          
   

eĢitliği doğrudur. Burada  ,1,  içinpx j  geniĢletilmiĢ yeni seri 

 
 ,1 2 2

,1

0 ,1 ,1

1 ( )
( )

2 !

p m
mp m p

p pm m
m p p

I jx
I x j x

j m j





  
   

 
                         (3.1.23) 

Ģeklindedir. 

 

Baricz ve Wu, Niu’nun (Niu, 2007) çalıĢmasından yola çıkarak birinci çeĢit 

genelleĢtirilmiĢ Bessel fonksiyonları için yeni sonuçlar elde edilmiĢtir. Elde edilen 

sonuçlar Teorem 3.1.11 ve 3.1.17’deki eĢitsizlikleri hem genelleĢtirmiĢ hem de 

iyileĢtirmiĢtir. Baricz ve Wu’nun aĢağıdaki teoremi daha önceki (Baricz, 2007) ve 

(Baricz, 2008b) çalıĢmalarındaki sonuçları önemli ölçüde iyileĢtirilir. Örneğin 1b c   

alındığında Teorem 3.1.20, Teorem 3.1.11’e ve 1,  1b c    alınırsa Teorem 3.1.20, 

Teorem 3.1.17’e dönüĢür. 
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Teorem 3.1.20:   ,10  0,1   ve  0c x r j        Ģartları altında  

   
1 1

2 2 2 2

, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m

p m p p p m pG x r r x x G x r r x  
 

             (3.1.24) 

kesinleĢmiĢ Jordan eĢitsizliği doğrudur. Burada  

 2 2

, ,

0

( ) ( )
m

i

p m p i

i

G x d r r x


 
 

Ģeklindedir. ,p mG  deki  ,,   ( )p im d r    katsayıları 

 
 ,

( )
( )   0,1,..., 1

4 !

i

p i

p i

i

rc
d r i m

i





 
   
 

 

veya daha açık Ģekilde  1,2,...,i n  için 

,0

,1 1

( ) ( ),  

( ) ( ),
4

p p

p p

d r r

c
d r r










  

   
, 1 , , 12 2

1
( ) ( ) ( )

1 4 1
p i p i p i

i c
d r d r d r

i r i i r


 

 
 

 
 

dir. Bununla birlikte eğer 0,  0  ve c x r m    çift sayı alınırsa (3.1.24) Jordan 

eĢitsizliği doğru olur. Eğer 0,  0  ve c x r m    tek sayı alınırsa (3.1.24) Jordan 

eĢitsizliğinin tersi doğrudur. Her bir durum için de sabitler 

 

2

1

0
, 1 2 1

1 ( )

( ) ( )  ve  ( )

m
k

p

k
p p m p m

d r r

r d r r
r

 



 



 


 

Ģeklindedir.  

Bunlara ek olarak  1  ,c x r   için 
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1

112 2 2 2

, 1
0 1

( )
( ) ( )

4 1 !

mm
i mp m

p p i m
i m

c
x d r r x r x

m

 





 


 

   


  

eĢitliği doğrudur. Dolayısıyla 

 2 2

,

0

( ) ( )
m

p p m

m

x d r r x


   

olur (Baricz ve Wu, 2009). 

 

Sonuç 3.1.21: Baricz (Baricz, 2008) çalıĢmasında, Niu’nun (Niu, 2007) sonuçlarını elde 

etmiĢtir. (Baricz 2007, Teorem 14) de (3.1.24) eĢitsizliği 1m n   için ispatlanmıĢtır. 

Bununla birlikte Teorem 3.1.6’da  0,1c  olması durumunda 1 2 ve 2r    

koĢulları vardı ancak Teorem 3.1.20’de bu Ģartlar biraz daha esnetilmiĢ  

,10 ve r j    olmuĢtur. Çünkü 

1 2,1 0,1 ,11.570796327 2 2.4048255577j j j       

doğrudur. Yani ,1(0, ]j  aralığı  0, 2  aralığından daha geniĢtir. (Niu, 2007) deki 

yaklaĢım Zhu'nun (Zhu, 2008) ve (Zhu, 2009) çalıĢmalarındaki verilerden biraz farklı 

olduğundan eĢitsizlik (3.1.14) ve eĢitsizlik (3.1.24) arasındaki bağıntı 1m n   formu 

için açık değildir. Bunun nedeni (Zhu, 2008) ve (Zhu, 2009)’deki katsayıların 

tekrarlanarak tanımlanması; (Niu, 2007)’de açıkça belirtilmesidir. Bununla birlikte 

Teorem 3.1.20’de 1 2 ve 1p b c     alınırsa (3.1.14) eĢitsizliğinin (3.1.24)’ün özel 

hali olduğu görülebilir. GenelleĢtirilmiĢ birinci çeĢit Bessel fonksiyonunda 2b   ve 

1c   alınırsa   1 2( ) 2 ( )p pj x x J x   birinci çeĢit küresel Bessel fonksiyonu elde 

edilir. Burada  p   fonksiyonu  

   1 21 2

1 2 1 2( ) 2 3 2 ( )
pp

p px p x J x
 

     

fonksiyonuna indirgenir. 
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Benzer Ģekilde 2 ve 1b c    aldığında 

  1 2( ) 2 ( )p pi x x I x   

birinci çeĢit Modifiye Küresel Bessel fonksiyonu elde edilir. p  fonksiyonu da  

   1 21 2

1 2 1 2( ) 2 3 2 ( )
pp

p px p x I x
 

     

fonksiyonuna indirgenir. 

Eğer Teorem 3.1.20’de 2 ve 1b c    alınırsa birinci çeĢit küresel ve modifiye küresel 

Bessel fonksiyonları için Teorem 3.1.11 ve 3.1.17’ye karĢılık gelen sonuçlar elde 

edilebilir (Baricz, 2010).  
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4.  TARTIġMA VE SONUÇ  

 

Bu tez çalıĢmasında öncelikle klasik trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar için 

Jordan eĢitsizliği bütün hatlarıyla sunuldu. Bu sunum yapılırken Jordan eĢitsizliğinin 

gerek genelleĢtirmeleri gerekse iyileĢtirmeleri tarihi seyir içinde verilmiĢtir. Daha sonra 

birinci çeĢit Bessel fonksiyonları ve genelleĢtirilmiĢ Bessel fonksiyonları için Jordan 

tipli eĢitsizliklerin iyileĢtirmeleri ve genelleĢtirmeleri ile birlikte yapılan çalıĢmalara yer 

verilmiĢtir. 

Bu çalıĢmadan esinlenerek bazı araĢtırmacılar diğer özel fonksiyonlar (Struve, Lommel, 

Wright, Mittag-Leffler, v.s) için gerek Jordan gerekse diğer eĢitsizlikler üzerinde 

yapılan çalıĢmaları bir tez çalıĢması olarak yapabilir. 
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