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OZET

(Yiiksek Lisans Tezi)

Bessel Fonksiyonlari i¢in Jordan tipli Esitsizlikler

Rabia ATIS

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Erhan DENIZ

Bu tez calismasinda Bessel fonksiyonlari i¢in Jordan tipli esitsizlikler incelenmistir.
Bunun i¢in Oncelikle klasik trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar i¢in Jordan
esitsizligi tarihi seyir iginde incelendi ve bu baglamda Jordan esitsizliginin
tyilestirmeleri ve genellestirmeleri anlatildi. Daha sonra birinci g¢esit Bessel
fonksiyonlar1 ve genellestirilmis Bessel fonksiyonlar1 i¢in Jordan tipli esitsizliklerin

iyilestirmeleri ve genellestirmeleri ile birlikte yapilan calismalara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler Bessel fonksiyon, Modifiye Bessel fonksiyon, Kiiresel Bessel
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ABSTRACT

(M. Sc. Thesis)

Jordan type Inequality for Bessel Functions
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Supervisor: Prof. Dr. Erhan DENIZ

In this thesis, Jordan-type inequalities for Bessel functions are studied. For this purpose,
Jordan inequality for classical trigonometric and hyperbolic functions are examined in
historical course, and in this context, improvements and generalizations of Jordan
inequality are described. Later, the first kind of Bessel functions and generalized Bessel
functions for Jordan-type inequalities with improvements and generalizations are

included in the studies.
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ONSOZ

Bu calisma Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda

yiiksek lisans tezi olarak hazirlanmistir.

Bu tez calismasinda Bessel fonksiyonlari i¢in Jordan tipli esitsizlikler ele alinmistir. Bu
baglamda oncelikle trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar igin Jordan esitsizligi ile
ilgili yapilan ¢alismalar tarihi seyir i¢inde verilmistir. Daha sonra birinci ¢esit Bessel ve
genellestirilmis Bessel fonksiyonlari igin Jordan tipli esitsizlikler ile ilgili yapilan

¢alismalar sunulmustur.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1 Giris

Bessel fonksiyonlart kavrami 1732 yilinda D. Bernoulli tarafindan ilk kez g¢aligilmis
olmasina ragmen, Bessel fonksiyonu adini uzay bilimci olan F. W. Bessel’den (1784-

1846) alir.

Bernoulli fiziksel bir problem olan sarka¢ probleminin bir ¢oziimii olarak sifirinci
mertebeden Bessel fonksiyonunu, 1764 yilinda Euler bir mebranin titresim analizinde

tamsay1 mertebeli Bessel fonksiyonunu kullanmistir.

Bessel, 1817 yilina kadar genellikle Bessel fonksiyonlarini uzay bilimleri iizerinde
calismis, Oyle ki Bessel yergekimi altinda ii¢ tip hareketlinin davranisini inceleyen
caligmasina Bessel fonksiyonunu dahil etmistir. 1824 yilinda bir gezegenin hareketini
Bessel fonksiyonunun belirttigi serinin katsayilari ile iligkisini vermis ve giinesin

hareketini ayrica bu katsayilar yardimiyla belirlemistir.

Rayleigh, 1878 yilinda Bessel fonksiyonlarmin Laplace’in 6zel bir durumu oldugunu

ispatlamasiyla bu konu daha da genislemistir.

Bessel ve hipergeometrik fonksiyonlar olasilik, istatistik, matematiksel fizik ve
miithendislik bilimlerinde ¢ok sik kullanilmaktadir. Ayrica diger uygulama alanlari
olarak Bessel fonksiyon teorisi son zamanlarda daha c¢ok elektrik, hidrodinamik, radyo
fizigi, haberlesme teorisi, atom ve niikleer fizik gibi bir¢ok problemin ¢dziimiinde yer

almaktadir.

Klasik anlamda Bessel ve Modifiye Bessel fonksiyonlari siniis, kosiniis, hiperbolik
siniis ve hiperbolik kosiniis fonksiyonlarinin genellestirilmis hali olarak gosterilebilir.
Grafikleri de kabaca siniis ve cosiniiis grafiklerine benzer fakat genel olarak periyodik

degildir. Trigonometrik fonksiyonlar1 iceren birgcok esitsizlik ve 06zdeslik, Bessel



fonksiyonlaria genisletilebilmektedir. Bu tarz esitsizlikler son zamanlarda miihendislik

biliminde, bilisim ve iletisim teorilerinde ¢ok sik kullanilmaktadir.

Analizin 6nemli kullanimlarindan biri olan esitsizlikler olduk¢a fazla kullanim alanina

sahiptir. Bu esitsizliklerden birisi de Jordan esitsizligidir.

Literatiirlerde bilinen Jordan esitsizligi

gS—Smx<l (0<x££j
T X 2

seklindedir. Jordan esitsizligi gibi klasik esitsizliklerin incelenmesi sayisiz

matematik¢inin dikkatini ¢ekmistir. Matematikgiler Jordan esitsizligi i¢in iyilestirme
in x . inx),. W 4 ) i

yaparken Sup(s—j ve inf (s—j'lbulmaya veya esitsizligin gecerli oldugu X lerin
X X

araligin1 genisleterek iyilestirme yapmistir. Jordan esitsizliginin ve gelistirilmis
hallerinin trigonometri ve analitik hesaplamalar gibi bircok matematiksel alanda

uygulamalari vardir.

Jordan tipli esitsizlikler Bessel fonksiyonlari i¢in alt ve iist sinir bulma problemleri i¢in

onemli yere sahiptir.

Jordan esitsizligi ile ilgili galismalar1 kronolojik olarak siralarsak; 1986 yilinda Abel ve
Caccia, 1993 yilinda Qi ve Guo, 1995 yilinda Deng bu konudaki ilk g¢aligmalari
yapmuglardir. Qi ve Hao’nun 1998 yilinda yaptig1 ¢aligmada verilen esitsizlik ise bu
baglamda elde edilen en 6nemli esitsizliklerden biridir. Bu esitsizligin sag tarafini
Debnath ve Hao 2003 yilinda tamamen farkli bir metod kullanarak kanitladi. Yine 2005

yilinda Sandor’un c¢aligsmast mevcuttur.

2006 yilinda Zhang tarafindan L’Hospital’in monotonluk formu kullanilarak Jordan
esitsizliginin sinirlart iyilestirilmistir. Ayn1 yil Zhu yine L-Hospital’in monotonluk
formunu kullanarak Qi ve Hao tarafindan iyilestirilen esitsizligi —7z/2<x<r<7x/2
icin genellestirmistir. Ozban 2006 yilinda, Debnath ve Hao’nun alt sinirim

tyilestirmistir.



Bunlar gibi Jordan esitsizliginin iyilestirmeleri ve genellestirmeleri ile ilgili 2006
yilinda Jiang ve Yun’un, 2007 yilinda Qi ve arkadaslarinin, 2008 yilinda Niu ve
arkadaglarinin yaptig1 ve yine 2008 yilinda; Wu’nun tek basina yaptigi, Srivastava ile
yaptigi ve bunlardan bagimsiz Debnath ile yaptigi, 2009 yilinda Agarwal ve
arkadaglariin, 2010 yilinda Klen’in, 2011 yilinda Zhu’nun, 2012 yilinda Lv ve
arkadaslarinin, 2014 yilinda Zhen ve Yang’in, 2015 yilinda Debnath ve arkadaslarinin
ve yine 2015 yilinda Nishizawa’nin 2016 yilinda Bhayo ve Sandor’un , 2017 yilinda

Bercu’nun ve 2018 yilinda Nenezic ve Zhu’nun yaptigi ¢alismalar mevcuttur.

Ayrica son yillarda Hiperbolik fonksiyonlar i¢in de Jordan esitsizligi ile ilgili caligmalar
yapilmistir. Bu ¢aligmalar 2009 yilinda Zhu’nun, 2010 yi1linda Neuman ve Sandor’un ve
bu calismadan bagimsiz yine 2010 yilinda Klen ve arkadaslarinin, 2012 yilinda Lv ve
arkadaglarinin, 2013 yilinda Yang’in ve son olarak 2015 yilinda Yang ve Chu’nun
yaptiklari ¢alismalardir.

Yukarida verilen ¢aligmalar Jordan esitsizligi izerinde 6nceden yapilan iyilestirmeler ve

genellestirmelerdir.

Daha 6nceden belirtildigi gibi Bessel fonksiyonlar1 klasik trigonometrik ve hiperbolik
fonksiyonlarin genellestirmesi oldugundan Jordan esitsizligini Bessel fonksiyonlari i¢in

vermek bir¢ok problemi beraberinde ¢ozecektir. J  fonksiyonu p. mertebeden birinci

cesit Bessel fonksiyonu, I, fonksiyonu da p. mertebeden birinci gesit Modifiye Bessel

. sin f sinh
fonksiyonu olmak iizere 6zel olarak ‘]J/Z(X): %% ve IJ/Z(X): % IX X dir.

Boylece Jordan esitsizligini Bessel fonksiyonlari igin vererek 6zel hallerinde birgok

farkli trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar i¢in esitsizlikler elde edilir.

Bu tez calismasinda Jordan esitsizliginin iyilestirmelerini ve genellestirmelerini yillara
gore incelendi, daha sonra Bessel fonksiyonlar1 i¢in Jordan esitsizligi iizerinden

caligmalar verildi.



1.2 Kuramsal Temeller

1.2.1 Gama ve Beta Fonksiyonu

Tanim 1.2.1.1 (Gama Fonksiyonu): z e C ve Re(z) >0 olmak {izere
[(z) = j e 't dt (1.2.1.1)
0

fonksiyonuna Euler gama fonksiyonu denir. Bu tanimda gecen integral ikinci tiir Euler
integrali olarak bilinmektedir (Sahin, 2011).

Rez >0 igin (1.2.1.1) fonksiyonu
1 0
I'(z)= j e 't ldt + j e 't Idt (1.2.1.2)
0 1

biciminde iki integralin toplami olarak yazilabilir. Bu integraller ayr1 ayri
1 0

P(z) = J-e’ttz’ldt ve Q(z) = Ie_ttz_ldt seklinde iki fonksiyon olarak gz 6niine alinirsa
0 1

P(z) fonksiyonu Re(z) >0 yan diizleminde analitik ve Q(z) nin ise tam fonksiyon
oldugu gériiliir. Dolayisiyla I'(z) = Q(z) + P(z) fonksiyonu Re(z) >0 yar diizleminde

analitik olur.

~t ifadesinin kuvvet serisi

P(z) fonksiyonundaki e
i g (D'
_ —tyz-1 4y z-1 - k
P(z)—l.et dt—_([t dth:(; R (1.2.1.3)

elde edilir.



Burada

zl

dtZ‘( D,

jtx Lt itk— jettdet <o
k=0 0

olup bu da (1.2.1.3) integralinin yakinsak oldugunu gosterir. Boylece (1.2.1.3) ifadesi

terim terime integrallenirse

1 0
P(2) = [tdt) =
0 k=0

' = kg (1.2.1.4)

= ! z+k

bulunur. Bu durumda (1.2.1.4) serisinin z =0,—1,-2,... noktasinda basit kutba sahip ve
Rez >0 i¢in P(z) integrali ile ayn1 oldugu goriiliir. Dolayisiyla (1.2.1.4) serisi P(z)
nin analitik devamidir. Q(z) fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan I'(z) fonksiyonu

z=0,-1,-2,... noktalarinda basit kutba sahip olan meromorf bir fonksiyon olur.

Ayrica I'(z) fonksiyonunun kompleks diizlemdeki tanimlari degisik versiyonlarla ifade

edilebilir. Bunlar,

0 0

I'(2) Z J. 't dt, z#0,-1,-2,...

k=0 - 1

1 - z . 51
——=ze""[[|1+= e, y=lim| > =-Inn
T knl( kj ’ w(zk j

k=1

° L |:||m Ze[1+(1/2)+(1/3)+ +(/n)]z=zIn nj| lim H z+k ok
F(Z) n—oo b ke k

=lim {ze‘z'n n lﬂl(1+ Eﬂ
n—w k=1 k

_lim 2(z+)(z+2)...(z+n)
o n‘n!

e I'(z)=Iim n'n! z+#0,-1,-2,...
>0 7(2+1)(2+2)..(z+n)’




seklindedir. Ayrica bu son esitlik Gauss formiilii olarak anilir. z # 0,-1,-2,

icin Gauss formiiliinden

I'(z+1) = lim ”Z( nn! ]zzl“(z)
e z4+n+1\ z2(z+1)...(z+n)

elde edilir.
Gama fonksiyonu ile ilgili

o I'(z+1)=120(2),

rrl-z)=—2—, z#0,+1,+2,.
SiInzz

22 (2)[(z +1/2) =7 (22)

I'n+)=n!, n=012,..

F(n+1/2) = 1.3.5...2(n2n =)

ozellikler yazilabilir. Ozel olarak
r@/2) = j e 't V2t = j edu=+r
0 0

dir (Sahin, 2011).

..., degerleri

Tanim 1.2.1.2 (Beta Fonksiyonu) : z ve W kompleks degiskenler olmak {izere

B(z,w) = jtz‘l(l—t)w‘ldt, Re(z) >0, Re(w)>0

seklinde tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.



Beta fonksiyonu ile Gama fonksiyonu arasinda

COAT(y)

B(x,y)= Tt y)

bagintis1 vardir (Sahin, 2011).

Tanim 1.2.1.3. (Pochammer semboliil): I' gama fonksiyonunu gostermek iizere ne N,

aeC ve a=0,-1,-2,... olmasi durumunda

(a)n:r(aJrn):{l, n=0; acC-{0}

I'(a) a(a+1)...(a+n-1), nelN; aeC

. . ’ . I'(a+n+t 1
seklinde tanimlanir. Eger a ve a+n negatif tamsay1 ise (a), = IImg formiili

=0 ['(a+t)

gecerlidir (Sahin, 2011).

Pochammer sembolii i¢in (a),,, = (a+n)(a), esitsizligi her zaman saglanir.

n+1

Ozel olarak n=0 alinirsa (@), =1 seklinde tanimlanur,

1.2.2 Bessel Fonksiyonlari

Tanim 1.2.2.1 (Bessel Diferansiyel Denklemi): p e C (veya R ) olmak iizere;
2’w"(z)+2w'(z)+(2* - p*)w(z) =0 (1.2.2.1)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemine Bessel diferansiyel denklemi denir.



(1.2.2.1) diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii Frobeniis metodu kullanilarak

_i 1) (ijmp 1.2.2.2
_n F n+1 F(p+n+1) 2 (zeC) (1.2.2.2)

seklinde olur. Burada J, fonksiyonuna p. mertebeden birinci gesit Bessel fonksiyonu

ad1 verilir (Watson, 1944).

Her z € C i¢in p. mertebeden birinci cesit Bessel fonksiyonunun integral gosterimi de,

sm K
J J.cos xsint— pt)dt— I e MO Mgt (1.2.2.3)
0

veya
1 by |
j (1-t?) 2 cos(xt)dt

seklindedir (Watson, 1944).

Her z e C i¢in p. mertebeden birinci gesit Bessel fonksiyonunu temsil etmenin bir yolu
da onu sonsuz carpim bi¢iminde yazmaktir. Dolayisiyla birinci ¢esit Bessel

fonksiyonunu sonsuz ¢arpim gosterimi | J,(x) fonksiyonunun n.pozitif sifirini

v,n?

gostermek lizere

2

X2
Jp(x)%(m)g{l‘fn}

seklindedir.
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Sekil 1.2.2.1: Bessel Fonksiyonunun ( p=0,1,2 i¢in) Grafigi

Tanim 1.2.2.2 (Modifiye Bessel Diferansiyel Denklemi): p e C (veya R ) olmak iizere;
22W'(z)+ 2w (2) - (22 + pP)W(Z) =0  (zeC) (1.2.2.4)

denklemine Modifiye Bessel diferansiyel denklemi denir.

Bu denklemin 6zel ¢6ziimii Vz € C igin

Ip(z):gr(n +1)F1(p+n+1) (%)M

biciminde olup Ip(z) fonksiyonuna p. mertebeden birinci ¢esit Modifiye Bessel

fonksiyonu denir (Watson, 1944).



3.5 7 =
| /! t A4
. I,(x) / ! i
3.0 7 7 z
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Sekil 1.2.2.2: Modifiye Bessel Fonksiyonunun ( p =0,1, 2,3 igin) Grafigi

Tanim 1.2.2.3 (Kiiresel Bessel Diferansiyel Denklemi): p € C (veya R) olmak iizere
2°W'(2) +22W/(2) +[ 2° - p(p+1) |W(2) =0 (z€C) (1.2.2.5)

denklemine Kiiresel Bessel diferansiyel denklemi denir (Abramowitz ve Stegun, 1965).

Bu denklemin 6zel ¢6ziimii Vz € C igin;

- 0t gmeals)

bigiminde olup j,(z) fonksiyonuna p. mertebeden birinci gesit Kiiresel Bessel

fonksiyonu ad1 verilir (Abramowitz ve Stegun, 1965).

10
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Sekil 1.2.2.3: Kiiresel Bessel Fonksiyonunun ( p =0,1, 2 i¢in) Grafigi

Tanim 1.2.2.4 (Modifiye Kiiresel Bessel Diferansiyel Denklemi): peC (veya R)

olmak tizere
2°W'(2) +22w(z) - 22+ p(p+1) [W(z) =0 (2 C) (1.2.2.6)

denklemine Modifiye Kiiresel Bessel diferansiyel denklemi denir (Abramowitz ve
Stegun, 1965).

Bu denklemin 6zel ¢oziimii Vz € C igin

ip(2)=\/%| ”%(Z)z %ér(nﬂ)r(lmn+3/2)(92n+p

bi¢imindedir. Burada i,(z) fonksiyonuna p. mertebeden birinci gesit Modifiye Kiiresel

Bessel fonksiyonu adi verilir (Abramowitz ve Stegun, 1965).
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Tanim 1.2.2.5 (Genellestirilmis Bessel Diferansiyel Denklemi): b,c,peC (veya R)

olmak tizere;
zzw"(z)+bzw'(z)+[cz2 - p*+(1-b) p]w(z) =0 (zeCQ) (1.2.2.7)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemine, genellestirilmis Bessel diferansiyel

denklemi denir.

Bu denklemin 6zel ¢oziimii

w,(2)=3 ((—C)” bﬂ@m (zeC) (1.228)

“°T'(n+1)T p+n+T
seklindedir. Burada w,(z) fonksiyonuna p. mertebeden genellestirilmis Bessel

fonksiyonu adi verilir (Watson, 1944).

Burada bvecye ¢esitli degerler vererek p. mertebeden birinci ¢esit tim Bessel

fonksiyonlarini elde edebiliriz.

w, serisinde, b=1vec=1 yerine yazilirsa w,, p. mertebeden birinci cesit Bessel

fonksiyonu olan J fonksiyonuna dondisiir.

w, serisinde b=1ve c=-1 yerine yazilirsa w,, p. mertebeden birinci ¢esit Modifiye

Bessel fonksiyonu olan 1 fonksiyonuna doniisiir.

5
Benzer olarak w, serisinde b=2 ve c=1 yerine yazilirsa w,, ﬁ ye dontistir.

2i
Son olarak w, serisinde b=2 ve ¢ =-1 yerine yazilirsa w,, —£ ye déniisiir.

N

12



p. mertebeden genellestirilmis Bessel fonksiyonu,

(—c/4)"1“(p+b;lj

W"(Z){Zpr(mb%lﬂ_lzp; n!r( b+1j

n+p+—-
P 2

2n

seklinde yazilacak olursa, n>0 i¢in,

(—C/4)n1“(p+b+lj
b — 2

n!l"(n+ p+b;1j

olmak tizere

up (Z) F anzn

n>0

fonksiyonu ele alinirsa VZ € C igin

W, (z):[ZpF(p+bT+1ﬂ_l 27, (27)

I'(a+n)
I'(a)

elde edilir. a=0,-1,-2... ve (a,)= Euler Gamma cinsinden Pochhammer

(Appell) ifadesi kullanilirsa,

Up(2) =2 5 (1.2.2.9)

seklinde yazilabilir. Burada b, p, ¢ birer kompleks say1 olup x #0,-1,-2... igin

+
K= p+% seklindedir. Elde edilen up(z) serisine genellestirilmis ve normalize

edilmis p. mertebeden Bessel fonksiyonu adi verilir (Baricz, 2008c).
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Ayrica u,(z) fonksiyonu
47°0"(z)+4xzu'(z)+czu(z)=0  (zeC)
diferansiyel denklemini saglar.

Ayrica A,:C—>C ve lp(z):up(zz) olarak tanimlanan A, fonksiyonunda;

b=1,c=1ve b=1,c=-1 alinirsa sirasiyla asagidaki .7, ve Z, fonksiyonlar:

J,(2)=2°"T(p+1)z7"J,(z)

(1.2.2.10)
Z,(2)=2"T(p+1)z"1,(z2)

elde edilir.

Bessel fonksiyonlarinda parametrelerin bazi1 6zel degerleri igin

2 T sinz
Jj/z(z)z,/gsmz *71/2(2):"2‘]1/2(2):7
2 /4
Jip(2)= — Cos2 T .(2)= ZJ_I/Z(Z):COSZ

I, =] cosh Z == — cosh

2 =4 COSN 2 2 = Zfﬂz(z)_cos z
2 . 7 sinh z

1, (2)= fEsmhz Z,(2)= ’EIM(Z)Z .

fonksiyonlar1 yazilir.

Diger taraftan x #0,-1,-2,... olmak iizere b, p, ce C ve zeC igin p. mertebeden

genellestirilmis Bessel fonksiyonlari i¢in

1. w,, (z)+czw,,, (2)=(2p+b-1)w,(z)

2. w' (2)+(p+b-1)w,(z)=2w,,(2)

14



3. zw', (z)+czw,,, (2) = pw, (2)
4. [Z*pwp (Z)] =—cz "w,,(z) olup ayrica z=0 iken yandaki bagmntimnmn her iki

tarafi limit degerleriyle yer degistirir

rekiirans bagmtilart dogrudur (Baricz, 2008a)

NOT: Yukaridaki rekiirans bagintilarinda b=c =1 alinirsa klasik p. mertebeden Bessel

fonksiyonlar i¢in rekiirans bagintilari elde edilir.

1.2.3 Bernoulli Sayilari

Tanim 1.2.3.1(Bernoulli Sayilar1): Herhangi bir m dogal sayist igin,

1 & (/m+1
T (n)=—— B,n™* dir.
n(M) m+1kz( k Jk 1r

-0

0

k

1 . . " X X
Esitlikte gecen B, sayilarina Bernoulli sayilar1 denir. |X|<27z i¢in — 1= 2 Bkm
e — k=0 !

esitliginden degerleri hesaplanabilir (Gradshteyn ve Ryzhik, 2000).
Birkag¢ 6rnek vermek gerekirse:

k 0 1 2 3 4 5 6
B, 1 -1/2 1/6 0 -1/30 0 1/42
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Klasik Jordan Esitsizligi

Temel analitik Jordan esitsizligini netlestirmek i¢in bir¢ok matematik¢i caligmalar
yapmustir. Bu esitsizlik Trigonometrik fonksiyonlarin sinirlarini bulmada 6nemli yere
sahiptir. Bu esitsizliginin smurlarini iyilestirmede en ¢ok L’Hospital’in monotonluk

formu kullanilmistir.

Adim Fransiz matematik¢i Camille Jordan’dan (1838-1922) alan Jordan esitsizligi

literatiirde,

2 sinx T
—<—x<1 O0O<x<—

2.1.1
T X 2 ( )

olarak belirtilir. 0< 9 < % icin sec” @ >1 esitsizliginin, 0 ’dan 6 ’ya integrali alinip,

sinz
smo_" 2 _2
T

z
2

sonucu kullanilmig, ayrica >0 i¢in SINn@<6 oldugu gergegi goz Oniine alinarak
Jordan esitsizligi elde edilmistir (Mitrinovic, 1970).
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04 Y |

02 3
m;:2

4 2 :
Sekil 2.1.1: Jordan Esitsizliginin Grafigi [— X<SINX<X Xe {O%D
V3

Sekil 1°de, klasik Jordan esitsizliginin her tarafi X ile ¢arpilip, grafik iizerinde Jordan

esitsizligi i¢in sinirlar gosterilmistir.

Sekil 2.1.2: Jordan Esitsizliginin Geometrik Yorumu
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Sekil 2.1.2°den de gorildiigl iizere, Jordan esitsizligi i¢ ice gecmis iki ¢ember
lizerinden uzunluklar arasindaki bagintilardan faydalanilarak da gosterilebilir. Oyle ki,

2rxDE 7 xADxsinx

Sekil 2.1.2’den DE = ADxsinx, DC=ADxx ve DG= >

esitlikleri DE <DC<DG esitsizliginde yerine yazilirsa

] T . 2 ] .
smx£x£Esmx:>—x£smx£x elde edilir.
VA

2.2 Trigonometrik Fonksiyonlar I¢cin Jordan Esitsizligi

Klasik Jordan esitsizliginin gerek genellestirmeleri gerekse iyilestirmeleri yarim yiizyili
askin bir zamandir bircok matematik¢inin ilgi odagi olmus ve bu problemler iizerine

onemli caligmalar yapilmistir.

1986 yilinda Abel ve Caccia VX e [0, 7[/2] i¢cin

Slnxzz+i3(ﬂ2_4xz) (2.2.1)
X 7

esitsizligini elde etmistir (Abel ve Caccia, 1986).

Gortiildigi gibi alt siirlarin karsilastirildigi zaman yapilan bu ilk ¢aligma klasik Jordan

esitsizliginin iyilestirilmisidir.
1993 yilinda Qi ve Guo’nun ¢alismasinda [O, z/ 2] araligindaki

. 2 2 2
sin x—;x—ax(;z — 4x )

sin X—EX—ﬂXZ(ﬂ'—ZX)
T

] 2
~Lx—0x(n-2
sin x ﬂx X(7 —2x)

yardimci fonksiyonlar1 gz oniine alinarak
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Tg;+7(7r2—4x2) (2.2.2)
ﬂzz — X(7—2x)

X T T

2 m-2 sinx 2 2

;—l— 72.2 ( _ZX)STS;—'—?(”_ZX)

esitsizlikleri elde edilmistir.

Burada (7—2)/7°, 4/7° (7—2)/z* ve 2/z* alnabilecek en iyi sabitlerdir (Qi ve
Guo, 1993).

1995’te Deng, (Qi ve Guo, 1993) ve (Qi ve Guo, 1994) referansli calismalardaki
metodu kullanarak Vx €[0,z/2] i¢in

wzg+%x(ﬂz—4x2)

X T T

sinx_2 8 ,

—2—+—X (7 —2X

2t X (7= 2x)
-8 3)Ssmx 2 72

2
y( X " =< (n3—8x3)

esitsizliklerini elde etmistir (Deng, 1995).

(2.2.1) ve (2.2.2) esitsizlikleri birlestirilip

X% < < — X (2.2.3)
T T X V4
esitsizligi elde edilebilir.

Q1 1996 yilinda (2.2.3) esitsizliginin integralini alarak

"2 sin x 7+1
I dx <
0

» - (2.2.4)

4
—<
3

esitsizligini elde etmistir (Qi, 1996).
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Yine Qi 1998 yilinda sinX fonksiyonunun periyodik ve simetrik fonksiyon olmasindan

faydalanarak ayrica (2.2.3) esitsizligini kullanarak [7/2, ] aralig1 igin

i 4(r-2 12(z -2 - -
i3x2—1—22x+3—135'”xs (7z3 )XZ_ (n2 )X+117z 24 8-3r
v T T X X T VA V4 X

ve

Z—In2< .[ smxdx<137z—32

» +(8-37)In2 (2.2.5)

/2
esitsizliklerini elde etmistir.

1999 yilinda Qi, Cui ve Xu’nun yaptiklart ¢alismada {inlii Tchebysheff integral
esitsizligini  (Mitrinovic, 1970) kullanarak sinx/x ile ilgili (2.2.4) ve (2.2.5)

esitsizliklerine benzer esitsizlikler ve integraller elde edilmistir. Ornek olarak

(sitntjz +2(sitntj > 4(1_::205tj+cost (te[o,x])

t 2

I(—_X j dx < 2tan (l}rgtans (lj te (O,z}

o \Lsinx 2) 3 2 2
esitsizlikleri verilebilir.

2008 yilinda Cheng ve Deng (Qi ve Guo, 1993), (Qi, 1996) ve (Yu, Qi ve Guo, 1995)

referanslarindaki metodu kullanarak

SInX2£+7z_2cosx (XE[O,Z:D
X T V.2 2

inx -7 7 -242 T
S?( >(\/g_l)ﬂ+i((2_z\/;;cosx (XE[O,ZD

tek tarafli esitsizliklerini elde etmistir (Cheng ve Deng, 2008).
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Asagidaki lemmalar Jordan esitsizligi ile ilgili teoremlerin ispatinda kullanilmigtir.

Lemma 2.2.1: «,feR, a<p ve f,g:[a,f]>R fonksiyonlan [e,f] araiginda
sirekli (e, 8) araliginda tiirevlenebilir olsun. Vxe (e, £) icing’(x) =0 olmak iizere
eger f'(x)/g'(x) fonksiyonu (a,B) a¢ik araliginda artan (veya azalan) ise, bu

durumda (a, B) araliginda

ve

U (X
Lemma 2.2.2: X>0, UO(X)_TV v = ;r keN ve r>1 kosullan

altinda

a'+[i+(k-1)(t-1)]a;, O<i<k
a = 1, i=0
0, i>k

olmak tzere

et sin(x+(i+k-1)7/2)

Uk (X) = Z - N

i=1

seklinde yazilir (Qi, Niu ve Cao, 2007).
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Lemma2.2.3: x>0vek eN i¢in

k+1 . .
v (x) =D af x“"sin (x+ K +2' 17:} ve v, (X) = %vj'(x) jeN
i=1

dir. Burada jeN, bl =a*, bl =1ve b’ =b/* —(k—i— j+3)b/} O <i<k—j+1 j>1)

kosullart altinda

k=j+l A
vi()= > biJXk_'_J+1Sin(X+%ﬂ']
i=0

dir (Qi, Niu ve Cao, 2007).

Lemma 2.2.4: 0< x < 7 aralig1 igin

6sin X —2X —4xcos X —x2sinx >0

, 2 1
xcosx<5|nx<§x+§xcosx

esitsizlikleri dogrudur (Wu, 2008).

Qi ve Hao’nun 1998 yilindaki ¢alismasinda analizin klasik yontemlerinden faydalanarak
elde ettigi yukarida verilen ve Jordan esitsizliginin iyilestirmesi olan (2.2.3)

esitsizliginin dogrulugu asagidaki teoremin ispatiyla verilmistir.

Teorem 2.2.1: Her XG‘:——,—:l icin
2 72-_ 2 2 SinX 2 1 2 2
—+ 7t =4X" )z — 2 —+ — (7" —4x
G = G

esitsizligi dogrudur (Qi ve Hao, 1998).



Ispat: Teoremin ispati igin X € [0, %}, a>0 ve f(0)= f(x/2)=0 kosullar altinda

f (x) =sin X—Q—ax(ﬂ'z —4x2)
T

fonksiyonu géz Oniine alinsin.

Bu fonksiyonlarin tiirevlerini alinip siir degerleri yerine yazilirsa

T T

f'(x) :COSX—E—oc(ﬁ2 —12X2),(f'(0):1—£—a7z2, f'(ﬁ/2)=2a7r2—£]
T

f"(x) = 24ax—sinx, (f"(0)=0, "(z/2) =12ar -1
f"(x) = 24a —cos x, (f"(0) = 24a -1, "(x/2) = 24a. > 0)

sonuglarini elde edilir.

Buradan, f"(x) fonksiyonun XE|:0,%:| araliginda artan oldugu gorilir. Diger

taraftan f(x) fonksiyonunun isareti iki durumda incelenir.

1. Durum: Eger f”(0) >0 yani 2% ise bu durumda f"(x)>0 olur. Dolayisiyla
f"(x) artandir. Buda f”(x)>0 vyani f(x) konkav fonksiyon olmasi demektir.
Boylece o > i, Xe 0,z icin f(x)<0 dir.

24 2
2. Durum: Eger f"(0) <0 ise f"(x) tek bir minimum degere sahiptir. Dolayisiyla

2.1. Durum: Eger f”(%)go yani 0<a§% ise bu durumda f”"(x)<0 olur.
T

Boylece f(x), O,Z araliginda konvekstir. Bu da 0<asi,Xe 0,Z icin
2 127 2
f (x) > 0 olmas1 demektir.

2.2. Durum: Eger f"[%)>0 ise bu durumda f"(x) fonksiyonu (O%j araliginda tek

koke sahiptir ve f'(x) ayni aralikta sadece bir minimum degere sahiptir. Dolayisiyla,
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=2

2.2.1. Durum: Eger f'(0) <0, f'(%) 0 ise bu durumda o >——— ve f(x) tek bir
T

maksimum degere sahiptir. Boylece X € {O, %} icin f (x) <0 dur.

2.2.2. Durum: Eger is >a > L ise bu durumda f'(0) >0, f’(zjgo ve f(x) tek
T 127 2

maksimuma sahiptir. Béylece X € [O, %} icin f(x) >0 dur.

2.2.3. Durum: Eger f'(x) >0, f(%) >0 ise bu durumda f(x), x [oﬂ araliginda

ayni isaretini korumaz.

Yukaridaki tiim bu bilgilerden

%Sz—a(ﬂz —4X2), azﬂ-—_z XG[O,Z}
X T

sin x 23_0[(7[2 —4x2), agi X€|:0,z:|
X T d 2

=2 1 . . . , .
-— Ve — en 1yi sabitlerdir. Boylece teoremin
T

esitsizlikleri elde edilir. Buradaki
Vs

ispat1 tamamlanmaistir.

(2.2.3) esitsizligi klasik Jordan esitsizligi ile karsilastirilirsa alt sinirin daha biiytik tist
sinirin daha kiiclik oldugu goriiliir. Ayrica (2.2.3) esitsizligi [—%,%} icin dogru
oldugundan bu anlamda klasik Jordan esitsizligin genellestirilmis versiyonudur.

2003 yilinda Debnath ve Hao (Debnath ve Hao, 2003), (2.2.3) esitsizliginin sag tarafini

Hao ve Qi nin yukaridaki ispatina benzer bir yolla ispatlamistir.

Sandor 2005 yilinda [0,7/2] arah@inda sinx/x fonksiyonunun konkav oldugunu

ispatlamig (Sandor, 2005) ve bundan yola ¢ikarak 2007 yilinda Jordan esitsizligini
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2

T

SN

2 V4
(r-20)2 20X 2 T2 (1 o) xG[o,ﬂ (2.26)

3
b

seklinde iyilestirmistir.

(2.2.6) esitsizligini Zhang 2006 (Zhang, Wang ve Chu, 2006) yilinda L’Hospital

kuralinin monotonluk formunu yani Lemma 2.2.1” i kullanarak ispatladi.

Qi ve Hao’nun (2.2.3) esitsizligi ve Sandor’un (2.2.6) esitsizlikleri [0,7/2] araliginda

karsilastirilamaz.

Aslinda Neuman 2004 yilinda |X|<7z/2 icin (2.2.3) ve (2.2.6) esitsizliklerindeki

smirlardan daha iyi sinirlari olan

§{2+§cos(\/§xﬂzsi¥2cos(%j (2.2.7)

esitsizligini ispatlamistir.

Eger [-X5, %] almirsa COS(X/\/§) >2/7 olur. Burada x, =1.525398501...,
COS(X/\/§)22/JZ denkleminin bir kokiidiir. X e[-7/2,-X;] veya xe[x;,7/2] igin
esitsizligin tersi dogrudur.

Bu anlamda Sandor, Neuman’nin bu ¢alismasindan haberdar olmadigini makalesinde
referans yapmayarak da gostermistir. Clinkii Neuman’in sonucu Sandor’un sonucunun
iyilestirilmisidir. Bu karsilastirma asagida ayrintili bir sekilde verilmistir.
v (2.2.7) esitsizliginin sag tarafi, Xe [—X11 X1] icin (2.2.3) esitsizliginin sag
tarafindan daha iyidir. Burada x =1.204850991..., [0,7[/2] araliginda
cos(x/\/§) =3/7—4x?/7* denkleminin bir kokiidiir. Bu durum X € [-7/2,—x]

veya X e[x,,7/2] i¢in de dogrudur.
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v’ (2.2.7) esitsizliginin sag tarafi, Xe[O, X2] icin (2.2.7) esitsizliginin sag
tarafindan daha iyidir. Burada x, =1.475028163..., [0,7r/2] araliginda
cos(x/f) 1-2(z—2)x/x* denkleminin bir kokiidiir. Ayrica x €[x,,~7/2]

icin de dogrudur.

v’ (2.2.3) esitsizliginin sag tarafi, x e[ 7(7—3)/2,7/2] igin (2.2.6) esitsizliginin
sag tarafindan daha iyidir. Bunun yami sira X €|:0,7Z'(7Z'—3)/ 2] icin tersi
dogrudur. Burada 7 (7 —3)/2 =0.2224132208... dur.

v’ (2.2.7) esitsizliginin sol tarafi, Xe [—Xg, Xg] icin (2.2.3) esitsizliginin sol
tarafindan daha iyidir. Burada X, =1.563220278..., [O, z/ 2] araliginda
2/9[2+5/2cos( 3/5x)}:1—4(7r—2)x2/7r3 denkleminin bir kékiidiir. Bunun
yani sira X € [-7/2,—%,| veya x € [x;, z/2] araliklari i¢in tersi dogrudur

v (2.2.7) esitsizliginin sol tarafi, x e [O, X4] icin (2.2.6) esitsizliginin sol tarafindan
daha  iyidir.  Burada X, =1.497945837..., [0,7/2] araliginda
2/9[2+5/2cos( 3/5x)} =4(z—x)/x* denkleminin bir kokiidir. Fakat

Xe [X4 7t/ 2] araliklar icin tersi dogrudur
v’ (2.2.3) esitsizliginin sol tarafi, X E[O,(ﬂ/Z)(4—7Z’)/(7Z’—2):| icin (2.2.6)

esitsizliginin sol tarafindan daha tyidir. Burada

(7/2)(4-r)/(7r—2)=1.181142066... dir. Ayrica yukaridaki duruma benzer

olarak xe[(7/2)(4-x)/(7—2),7/2] igin bu durumun tersi dogrudur.

v xe[-z/2/x/2] igin 2/9[2+5/Zcos(\/3/_5x)}£1 dir (Baricz, 2010).

Yine 2006 yilinda Ozban klasik analizden bilinen tiirev testlerinden faydalanarak
asagidaki teoremi ispatlamuistir. Ozban buldugu esitsizligi grafik yardimiyla Qi ve

Hao’nun esitsizligi ile kiyaslamistir.
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Teorem 2.2.3 x (0, 7/2] araligi igin

o(x) :z%+%(7z2—4x2)+4(ﬁ_3)(x—z] SSiﬂ (2.2.8)

Pt 2 X

esitsizligi dogrudur. Esitlik X =7/2 icin saglamir (Ozban, 2006).

Ispat: Teoremin ispat1 i¢in X € (0, z/ 2] kosulu altinda

f (X) =65sin X —x*sin X —4Xxcos X — 2X
fonksiyonu g6z Oniine alinir.
Bu fonksiyonun tiirevleri alinirsa
f'(x) = 2€0s X + 2XSin X — x* cos X — 2
f"(x) = x*sin x.
sonuclari elde edilir.

x€(0,7/2) arahginda f"(x)>0 oldugundan f'(x), xe(0,7/2] arahginda artandir.
Boylece f'(0)=0 oldugundan her xe(0,7/2] i¢in f'(x)>0 dir. Bu nedenle f(Xx)

kesin artandir. Dolayisiyla f(0) =0 oldugundan her x €(0,7/2] i¢in f(x)>0 dir. Bu

yiizden

6sin x—x%sin x—4xcos x—2x >0, XE(O,%}

olur. Simdi g :(o,%}—n@ icin

(sinx)7° +16X° 47X’ +4x*7? — x7° —127X?

9(x) =

X27Z'3
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fonksiyonu g6z oniine alinir. Bu fonksiyonun tiirevleri alinirsa

x(cosx) 7z’ +16x° —4zx’ +xz° —2(sin x) 7°

X37Z'3

g9'(x) =

) —x%sin X —4Xcos X —2X + 6sin x
9"(x) = v

sonuglart elde edili. Her xe(0,7/2] igin 6sinx—x*sinx—4xcosx—2x>0
oldugundan g"(x) >0 dir. Béylece g'(x), (0,7;/2] araliginda artandir. g'(7z/2)=0
oldugundan dolayr her xe(0,7z/2] igin g'(x)<0 dir. Boylece g(x), (0,7/2]
araliginda kesin azalandir. Ayrica g(ﬂ/2)=0 dir. Dolayistyla her Xe(O, 7r/2] i¢in

g(x) =0 dir. Simdi g(x) fonksiyonu x ile ¢arpilirsa

1 (sin x);z3 +16X° —Arx® + 4x2 % — xn® —-127%°
XQ(X)=; e
! 4(m—3 2
:yj_is(ﬂz_“z)_@(x_z]
X T T T 2

esitligi yazilir. Yani sonug olarak her x (0,7/2] igin x>0 ve g(x) >0 oldugundan

sinx 2 i(ﬂ2—4x2)—4(7[3_3)

2
[X — gj >0 olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
T

025 05 0.75 1 125 15

Sekil 2.2.1: w(x) ve n(x) in karsiliklar
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0.05 - : : - . -

éoil y=0(x) = w(x)

0.03
y=0(x) =n(x)
0.02|

0.01;

0.0

0 025 05 075 1 125 15

Sekil 2.2.2: ¢—y ve ¢—n in grafigi

Ozban Sekil 2.2.1 ve Sekil 2.2.2’yi asagidaki gibi yorumlanustir.

- 2 1., 2
¢(X)=¥, W(X)=;+?(7f —4)()

2 1,, »n A(7-3 ?
77(X)=;+?(7T —4x )+%(X—%j

olsun. Burada y ile Qi ve Hao’nun (2.2.3) deki esitsizliginin, 7 ile de Ozban’in (2.2.8)

esitsizliginin alt sinirlar1 olarak alinmistir. Sekil 2.2.1°deki grafikte fonksiyonlar, Sekil

2.2.2°deki grafikte ise ¢—w ve g—n hata fonksiyonlarmin grafigi verilmistir.

Goriildiigii gibi Ozban’in hata fonksiyonu Qi ve Hao’nun hata fonksiyonundan daha

kiictiktiir.

Jordan esitsizliginin genellestirmelerinde ve iyilestirmelerinde seriler de kullanilmistir.

Asagida 2006 yilinda Li’nin Jordan esitsizligi ile ilgili ¢aligmas1 buna Srnektir.
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Teorem 2.2.4: x>0 igin

sinx 2 & k R (7/2)
AN N —4x? 2.2.9
X Vs kzz;( k172 ( ) ( )
seklindedir. Burada
I’l nl

Re(x) = Z2n+1 n- k)xn

!

dir. Ayrica x=7/2 almrsa (-1 ) R.(7/2)>0 olur. keN igin R (x)-—(%j ve

R.1(X) =—kR, () + g R/ (x) esitlikleri dogrudur (Li, 2006).

e .. sinx .
Yukaridaki 6zdesligin sonucu olarak 0< X < /2 i¢in g X in alt sinir1
X

H _ 2
SInXZE+i3(ﬂ2_4X2)+1]2-6 7;' (7[2_4)(2)2
x Tz 4 (2.2.10)

10-7°, , .3 7' —1807°+1680, , 2\
Ty (7" ~4x) + 30727° (#* -4x')

seklindedir. (2.2.10) esitsizliginde sadece X = 7/2 alinirsa esitlik saglanir.

Burada alinabilecek en iyi sabitler

J/ 7, (12-7°) /167z5 ,(10-7%) /16;z7 , ve (z* -1807" +1680) / 30727° seklindedir.

.. = k+l 2 k _2 2k geo ..
X|<m 1cin  ————X esitligi  kullanilarak [X|<xz icin
2 ¢ sinx kz(; (2k)! i A ¢
_L31+1x2+ LA esitsizligi elde edilmistir. Burada B, Bernoulli

sin X 6 360 15120

sayisidir.
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2006 yilinda Jiang ve Yun Lemma 2.2.1°i kullanarak Jordan esitsizliginin bir

iyilestirmesini asagidaki sekilde elde etmislerdir.

Teorem 2.2.4: Vx €(0,7/2] igin

T—2

(7*-16x") (2.2.11)

esitsizligi dogrudur. X =7/2 igin esitlik saglanir (Jiang ve Yun, 2006).

Zhu, Lemma 2.2.1°i kullanarak Ozban’in (2.2.8) esitsizligini ve asagida verilen Jordan

esitsizliginin iyilestirilmis formlar1 olan (2.2.12) ve (2.2.13) esitsizliklerini elde etmistir.

Teorem 2.2.5: Vx €(0, /2] igin

12_72-2 2 2 2 SInX 2 1 2 2 7[_3 2 2 2
e 7 ) Sl ad)s T ez
SinX 2 1 2 2 12_7[2( 7[)2
— <S4 (x*-4x*)+ X—= 2.2.13
X T 72'3( ) 7 2 ( )

esitsizlikleri dogrudur (Zhu, 2006a).

Ayrica Zhu ayni yil baska bir calismasinda Lemma 2.2.1°’i kullanarak Jordan
esitsizligini —z/2 <x<r < z/2 araliginda genellestirerek

sinr r-sinr sinx _ sinr sinr—rcosr
+ (r*=x*)= > + (r*=x?) (2.2.14)

r rs

X r 2r3

esitsizligini elde etmistir (Zhu, 2006b).
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Yine Wu ve Debnath 2006 yilinda farkli fonksiyonlar i¢in Lemma 2.2.1°i kullanarak

Jordan esitsizliginin genel bir formunu elde etmistir.

Teorem 2.2.6: 0< x <6 ve 0 (0, 7] kosullari altinda
3 x\* 3 x2 Y
maX{EQ(e)(l—Ej '§¢2(9) (1_?j }
: ; ; 2
ss'”x—s'”e—l(s'”a—cosej 1-2 (2.2.15)
X o AN, o

(3 W\ 3 2 Y
Smln{§¢2(9)(1—5j ,g(pz(g)(l_?] }

esitsizligi dogrudur. Burada

2 cos@ sind sin@ 1 .
H=—+———— Ve 0)=——-—=6sin@—-cosH
¢, (0) 7 7 »,(0) B 3

dir (Wu ve Debnath, 2006).

(2.2.15) esitsizliginde X=6 oldugunda esitlik saglanir. Bu esitsizlikte katsayilar
(1—X/9)2 ve (1—X2/92)2 dir. #=7/2 olmasi durumunda da (2.2.15) esitsizligi
(2.2.12) ve (2.2.13) esitsizliklerine indirgenir. Teoremdeki esitsizlik Jordan

esitsizliginin genellestirilmis halidir. Diger taraftan (2.2.15) esitsizliginde her tarafin

integrali alinirsa

6 15
%sinx . {1lsin9—500050—4923in«9 8sin9—¢9003¢9+89}
<I < min

ax{55in 0—0cosO+20 23sind—80cosd—H%sin 6’}

(2.2.16)

6 15

yazilir.
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(2.2.16) esitsizliginde €= /2 alinirsa

92-7° ™sinx 8+4rx
<J. <

2.2.17
X 15 ( )

0

elde edilir. (2.2.17) esitsizligi (2.2.4) esitsizliginden daha iyi bir sonugtur.

Qi, Niu ve Cao, 2007 yilinda Lemma 2.2.1, Lemma 2.2.2 ve Lemma 2.2.3’ii kullanarak

Jordan esitsizliginin genellestirmesini elde etmistir.

Teorem 2.2.7: 0<x<60<m, neN vet>2 kosullar1 altinda

gyk(et )<ﬂ_ﬁ_z (6 -x)’ (2.2.18)

X

esitsizligi dogrudur. Burada

k1t 2

_ kk+1 .
L = (1) Za_ﬂk'“sm(e ki 17[],

n-1 )
1-sin6/6- 16"
i-1

th
s 1<k<n

o, = ,  k=n

a'+[i+(k-1)(t-1) ], O<i<k
ak = 1, i=0
0, i>k

seklindedir (Qi, Niu ve Cao, 2007). x =6 alinirsa esitlik saglanir.
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2008 yilinda Niu ve arkadaglarinin yaptig1 ¢aligmada ispat i¢in kullanilacak yardimci
fonksiyonlar diger ¢alismalardakinden farkli secilerek ve Lemma 2.2.1°1 kullanilarak
Jordan esitsizliginin genellestirmesi ve iyilestirmesi verilmistir. Bu galisma aymi
zamanda Zhu'nun Teorem 2.2.5°deki sonucunun hem genellestirmesi hem de

tyilestirmesidir.

Teorem 2.2.8: neN ve 0 < x < 7/2 kosullari altinda
2 & ) Nk _sinx 2 2 2\
Z4d (2 -a) < T= <S4 Y B (27 - 4% (2.2.19)
T k=0 X T k=0

esitsizligi dogrudur. Burada

=8 2] i K1)

(47[)kk!i=1 T
n-1
1-=-N az”
B.=a, (1<k<n), B = ”ﬂi;nl
(i+k-1)a‘!+a!, (0<i<k)
a‘ = 1, i=0
0, i >k

seklindedir (Niu, Huo, Cao ve Qi, 2008). (2.2.19)’daki sabitler en iyi sabitlerdir. Eger

X =7/2 alinirsa esitlik saglanir.

(2.2.19) esitsizliginde n=2 alinirsa Zhu’nun (2.2.12) esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan N =3 alinirsa da

1 12-7° 10— 7 7’ +167 - 60
e T - R T =
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olmak lizere

yazilir. Burada

B+ By (7 - 4x?) < ”7;3

oldugundan son esitsizlik Zhu’nun (2.2.12) esitsizliginin iyilestirilmisi olur.

Asagidaki  Teorem 2.2.9°da elde edilen esitsizlik Jordan  esitsizliginin

genellestirilmisidir. Bu teoremin ispatinda Lemma 2.2.4 kullanilmustir.

Teorem 2.2.9: 0<x< @< 7 ve A >2 kosullari altinda

. y . . A
1(—S"”g—cose] -2 1+ 1—5'”9—1(5'”94039) (1—%
PN 0 AN 0

Ssmx_sm@ (2.2.20)
X 0

s

esitsizligi dogrudur (Wu, 2008).

2008 yilinda Wu ve Srivastava’nin ortak calismasinda ise Lemma 2.2.1°1 kullanarak
Ozban’m (2.2.8) ve Zhu'nun (2.2.13) esitsizligini asagidaki Teorem 2.2.21 ile hem

genellestirmis hem de iyilestirmistir.

35



Teorem 2.2.10: 0<x<@<x/2 aralig: i¢in i€ NU{0} olmak iizere n=4i+1 veya

Nn=4i+2 alindiginda

k=0 (=0
sinx 23 (1) (x-0)" (n
ST—H;‘ g S|n(0+7J (2.2.21)
_ no, _ (Y
(eenjj) [Z(;( 12|9 sin(6+—j

esitsizligi, n =4i+3 veyan=4i+4 alindiginda ise (2.2.21) esitsizliginin tersi dogrudur

(Wu ve Srivastava, 2008).

Teorem 2.2.10 dan baz1 6zel durumlar ¢ikarmak miimkiindiir 6yle ki:

o (2.2.21) esitsizliginde X =6 alinirsa esitlik saglanir.
e n=2 alinirsa (2.2.15) esitsizligi elde edilir.
e n=2ve O=7/2 alinirsa (2.2.8) ve (2.2.13) esitsizlikleri elde edilir.

e n=5ve #=x/2 almirsa bulunan sonug (2.2.8) ve (2.2.13) sonuglarindan daha

iyidir.

2008 yilinda Wu ve Debnath Jordan esitsizligi ile ilgili calismasinda asagidaki

esitsizligi elde ederek, Jordan esitsizliginin genel bir formunu elde etmistir. f [0,6?]
arahginda f (0)=0 kosulunu saglayan (n+1) kez diferansiyellenebilen reel degerli bir

fonksiyon olsun.

n+1)

1. Durum: n pozitif ift say1 oldugunda ", [0,0] arahiginda artan, n pozitif

tek say1 oldugunda ise """, [0,6] arahgmnda azalan oluyorsa x €[0,6] icin
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( f (0*)+nZ:Zk: _o” 49)

i H .’if U t0(6)

i=0

IN

esitsizligi gecerlidir

2. Durum: n pozitif ¢ift say1 oldugunda ", [0,0] araliginda azalan, n pozitif

tek say1 oldugunda ise f"*

. [0,0] araliginda artan oluyorsa x[0,0] igin
(2.2.22) esitsizliginin tersi gecerlidir
3. Durum: (2.2.22) esitsizliginde sadece X =@ alinirsa esitlik saglanir (Wu ve

Debnath, 2006).

2008 yilinda Wu, Srivastava ve Debnath, Lemma 2.2.1 ve (0<x<z’) igin

sin/x

f(x) = N fonksiyonunun (~1)" f(x)>0 (neN,) sonucunu kullanmistir. Bu

sonug kullanilarak Jordan esitsizliginin genellestirilmisi elde edildi.

Teorem 2.2.11: neN 0< x <0< ve f(x) =sin/x/+/x kosullar altida

£°0%) ., o _sinx S T9()
POy s $ W e g
(2.2.23)

esitsizligi dogrudur Esitsizlikte X =6 i¢in esitlik saglanir. (Wu, Srivastava ve Debnath,
2008).
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Agarwal ve arkadaslarinin (Agarwal, Kim ve Sen, 2009) ortak calisinda (2.2.8) ve
(2.2.13) esitsizlikleri iyilestirilip asagidaki Teorem 2.2.12 de verilen asagidaki esitsizligi

elde edilmistir.

Teorem 2.2.12: 0< X <7/2 aralig1 igin

1+ Bx—B,x* + B,x° swlerclx—szerBsx3 (2.2.24)
X

esitsizligi dogrudur. Burada katsayilar

Bl:%(66—437z+77z2), Bzz%(124—837z'+14712), Bgzg(ﬂ—:ﬁ)
C =i(75—49;z+8;r2) C =i(142—95n+167z2)
1 72_2 ’ 2 72_3

seklindedir (Agarwal, Kim ve Sen, 2009). Sadece x = /2 alinirsa esitlik saglanir.

Asagidaki teoremde verilen esitsizlik de Jordan esitsizliginin 6nemli iyilestirmelerinden
biridir. Kendisinden sonra elde edilen Jordan esitsizliginin bazi iyilestirmelerine

referans olmustur.

Teorem 2.2.13: Vx & (—/27/5,,/27/5) igin

coszgsﬂscos3§§$ (2.2.25)
X

w

esitsizligi dogrudur (Klen, Visuri ve Vuorinen, 2010).
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Asagida verilen esitsizlik de yine Jordan esitsizliginin baska bir genellestirilmis halidir.

Bu teoremin ispatinda Lemma 2.2.1 ve te(O,zz] icin k(t)=sint—tcost>0 ve

d(t) = 2sint—2tcost +t*sint > 0 sonucu kullanilmustir.

Teorem 2.2.14: xe(0,r], 0<r<7/2 ve p>0 kosullar: altinda

({2 o)

esitsizligi dogrudur. Burada

. P
1_(&nrj
AN

q -1 .
5o p(smrjp sinr—rcosr

° <2/5 almrsa, a= , en iyi
p<2/ r? 20 r re Y
sabitlerdir.

sinr )\’
sinr\* " sinr—rcosr 1- r
e p>1 aliirsa, a=§( ) 5 , B=——7F—— en i
r r r

sabitlerdir (Zhu, 2011).

Asagidaki esitsizliginin sinirlarnt Klen’in (2.2.25) esitsizligi referans alinarak elde

edilmistir. Ayrica teoremin ispatinda Lemma 2.2.1 kullanilmastir.

Teorem 2.2.15: x (0,7/2) ve a=(log(z/2))/log~/2 =1.30299 igin

Wl

X ANX_ ost 2 (2.2.27)
2 X 2

COos

esitsizligi dogrudur. Burada olabilecek en iyi sabitler a ve 4/3olur (Lv, Wang ve Chu,

2012).
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2012 yilinda Zhen ve Yang’in ¢alismasinda yine Klen’in (2.2.25) esitsizligi referans
alinarak asagidaki iki esitsizlik elde edildi.

Bunlardan ilki:

xe(0,7/2) igin:

. 3

(cos pox)]/p‘) LANX (coszj (2.2.28)
X 3

esitsizligidir. Burada sabit p, ~ 0.34731~1/3 seklindedir.

Ikinci esitsizlik ise:

x€(0,¢)=(0,7/2) araligs igin:
B, (c)(cos px)"* < % <(cos px)"* (2.2.29)

esitsizligidir. Burada pe(0,1/3] B,(c)=c™(cos pc)_l/p sinc~1 seklindedir. Eger

p €[1/2,1) alinirsa esitsizligin tersi olur (Yang, 2012).

2015 yilinda Debnath, Mortici ve Zhu’nun ¢alismasinda X € (0,7[/2) aralig1 i¢in Jiang

ve Yun’un (2.2.11) esitsizligi asagidaki esitsizlik ile iyilestirilmistir.

Birinci esitsizlik:

g+i3(7:2—4x2)+(1—§)—(1—i3jx2 LNX
T T Vs 6 « X

<£+i3(7r2—4x2)+(1—§j—(1—i3jx2+ix4
T T V4 6 & 120

seklindedir.

(2.2.30)
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Ikinci esitsizlik ise:

T 27 27

2
<—+
/s

V4 T

seklindedir (Debnath, Mortici ve Zhu, 2015) .

£+L5(7;4 —16x4)+(1—£j—gx2 <

_52(”4 —16x4)+(1—ziJ

sin X

X
1.2

(2.2.31)
)
X+ = +—|X
6 7° 120

Nishizawa (2.2.1) ve (2.2.2) esitsizliklerini kullanarak 2015°te yaptigi ¢alisma ile

asagidaki (2.2.32) ve (2.2.33) esitsizliklerini elde etmistir. Teorimin ispatinda ise

Lemma 2.2.1 kullanilmustir.

Teorem 2.2.16: 0< x < /2 igin

6 .
[E+i3(7r2—4x2)j LAnx <[E+ !
X

VA V4

(72— ax )j (2.2.32)

T

esitsizligi dogrudur. Burada olabilecek en iyi sabitler @=1ve $=0 seklindedir

(Nishizawa, 2015).

Nishizawa ayni ¢alismasinda yine 0 < x < /2 i¢in

X

sin x (2
T T

2

9(x)
+ ig (7;2 —4%? )]

(2.2.33)

esitsizligini elde etmistir. Burada 3(x) = 4% seklindedir (Nishizawa, 2015)
T
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Bhayo ve Sandor’un 2016 yilinda yaptig1 ¢calismada elde edilen asagidaki esitsizligin alt

siir1 Ozban’1n esitsizligindeki alt smirin iyilestirilmisidir.

Teorem 2.2.17: x €(0,7/2) igin:

16 (7[4— 3) o

o(x) <1+ - 3 (2.2.34)
T X
esitsizligi dogrudur. X =7/2 igin esitlik saglanir (Bhayo ve Sandor, 2016).
Ayni ¢alismada bir diger esitsizlik ise x €(0,7) igin
1+cosx sinx 1+cosx (2.2.35)

< <
2—ax’*  x  2-pX°

seklinde olup bu esitsizlik Jordan esitsizliginin genellestirilmis halidir. Burada sabitler
a=1/6~0.166667 ve £=2/7"~0.202642 dur.

Bercu 2017 yilinda yaptig1 ¢calisma ile asagidaki esitsizligi elde etmistir. Teoremdeki
esitsizlikler (Abel ve Caccia, 1986) ve (Klen, Visuri ve Vuorinen, 2010) ¢alismalarinda

elde edilen esitsizliklerin iyilestirilmisidir.

Teorem 2.2.18: Vx e (o, %j icin

—7x*+60 - sin x - 11x* —360x°> — 2520
3x? +60 X 60x2 + 2520

(2.2.36)

esitsizligi dogrudur (Bercu, 2017).
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Ayrica Bercu yukaridaki esitsizligi elde ettigi caligmasinda

2 a2 72
1. Vxe(0,14163) igin 247 41X 400
7 2 3¢+60

4 2 2
) VXEEO,ZJ icin 11x 3?0x +2520 X
60x“ + 2520 3

esitsizliklerini de elde etmistir (Bercu, 2017).
2.3 Hiperbolik Fonksiyonlar I¢cin Jordan Esitsizligi

Bu boliimde son yillarda yapilan hiperbolik fonksiyonlar i¢in Jordan esitsizligi ile ilgili
caligmalar anlatilip, X/sinh x in supremum ve infimum degerlerini bulmak i¢in yapilan

caligsmalara yer verilmistir.

Asagida Zhu’nun bu konu hakkindaki ¢aligmasinda yer alan Teorem verilmistir.

Teorem 2.3.1: x>0 q>3(1-p) pe(—0,8/15]U(L ) kosullar i¢in

(%T > p+(1— p)cosh(x) (2.3.1)

esitsizligi dogrudur (Zhu, 2010).

Neuman ve Sandor 2010 yilinda sinhx/X in smrlarimi agagidaki esitsizlik ile elde

etmistir.

43



Teorem 2.3.2: Vx>0 igin
cosh*? (%j < Sinh(x) _ cosh®(x) (2.3.2)
X

esitsizligini dogrudur (Neuman ve Sandor, 2010).

Klen ve arkadaglar1 2010 yilinda yaptig1 ¢alismada sin x/x ve x/sinh x fonksiyonlarinin
orijindeki limitini almig ve lim,_,sinx/x=1velim, ,x/sinhx=1 sonucundan yola
cikarak agagidaki teoremdeki cift tarafl esitsizligi elde etmistir.

Teorem 2.3.3: Vx €(0,1) igin

< cosh¥?(x) (2.3.3)

cosh¥ (x) < SMNCY
X

esitsizligi dogrudur (Klen, Visuri ve Vuorinen, 2010).

Lv ve arkadaglar1 da Hiperbolik fonksiyonlar i¢in Jordan esitsizligini asagidaki gibi

tyilestirmistir. Asagidaki teoremin ispati i¢in Lemma 2.2.1 kullanilmistir.

Teorem 2.3.4: vxe(0,1) Vp SJ/S ve q> [Iog (sinh (1))}/[Iog(cosh (1))] =0.3721...

kosullar1 altinda

sinh(x)

cosh®(x) < < cosh?(x) (2.3.4)

esitsizligi dogrudur (Lv, Wang ve Chu, 2012).
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Asagidaki teoremle yine hiperbolik fonksiyonlar i¢in Jordan esitsizliginin iyilestirmesi

verilmigtir.

Teorem 2.3.5: Vx>0, Vp=>+/5/5 ve q<1/3 kosullari altinda

[cos(px)]mpz < sin:l((x) < [cos(qx)]]/3qz (2.3.5)

esitsizligi dogrudur (Yang, 2013).

Son olarak Yang ve Chu 2015 yilindaki ¢alismalarinda hiperbolik fonksiyonlar i¢in

Jordan esitsizligini agagidaki esitsizlikle iyilestirmistir.

Teorem 2.2.6: p,qe(0,:0), Vx>0, Vp<+15/5ve vq>1 kosullar altinda

1 1 sinh(x) 1 1
——cosh(px)+1— < < cosh(gx) +1—- — 2.3.6
357 OSNP +1mts < S < cosh(@) +1- (2:36)

esitsizligi dogrudur (Yang ve Chu, 2015).
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Bessel Fonksiyonlar: icin Jordan Esitsizligi

Bu béliimde ise Bessel fonksiyonlari i¢in Jordan esitsizligi ile ilgili yapilan ¢aligmalara
yer verilmistir. Bu baglamda 2004 yilinda Neuman’in, 2007 yilinda Baricz’in yine ayni
yil bagka bir ¢alisma olan Niu’nun, 2008 yilinda Zhu’nun, 2009 yilinda Baricz ve
Wu’nun, 2010 yilinda Niu ve arkadaglarinin, yine ayni yil bagka bir ¢aligma olan

Baricz’in ¢aligmasina yer verilmistir.

Bessel fonksiyonlarinin, Trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlarin genellesmis hali
oldugundan yola ¢ikarak bu c¢alismalardaki amacin daha genel sonuglar elde etmek

oldugu sodylenebilir.
Bu ¢alismalardaki teoremlerin ispatinda ise genellikle Lemma 2.2.1 kullanilmustir.

Bu boliimdeki ana sonuglar verilmeden once asagida bu bolimde sikga kullanilan bazi

kavram ve kisaltmalar tekrar verelim:

b,p,ceCve xk#0,-1,-2...
(b+1)
2
c/4
u,(z)= Z

/lp(Z)ZUp(Z )
J,(2)=2"T(p+1)27"J3,(2)
Z,(2)=2"T(p+1)z "1 (2).

K=p+

Bessel fonksiyonlar1 i¢in Jordan tipli esitsizlik ile ilgili ilk ¢alisma olan Neuman’in

2004 yilindaki ¢aligmasinin sonucu asagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 3.1.1: Vp>1/2 ve |x|<7/2 i¢in

1 3 X
3( p+1){2p+1+(p+2)cos[ 2(p+2)xﬂ 2 7,(%) >C°5[m] (3.1.1)

esitsizligi dogrudur (Neuman, 2004).

Teoremdeki esitsizlikte X € [—% : %} icin p=1/2 alinirsa

2{2+§COS(\/§XHZEZCOS(1) (3.1.2)
9 2 5 X 3

esitsizligi elde edilir (Neuman, 2004).

Baricz 2007 yilinda yaptig1 calismada Lemma 2.2.1°1 kullanarak yukarida verilen bazi

esitsizliklerin genellestirilmis hallerini elde etmistir.

Teorem 3.1.2: a) KZ]/Z, Ce[O,l], XE[O,JZ'/Z] sartlar1 i¢in

e EE e

esitsizligi dogrudur.

b) x>0, Ce[O,l], Xe[—zz/Z,zz/Z] sartlar1 i¢in

(GG e

esitsizligi dogrudur (Baricz, 2007).

47



Sonug 3.1.3: (3.1.3) de b=c=1 ve p=-1/2 alinirsa

1—£x3cosx§2[1—£xj [XG{O,ZD (3.1.5)
Vs Vs 2

elde edilir. (3.1.5)’ iin sol tarafi bilinen Kober esitsizligidir (Kober, 1944).

(3.1.3) (sirasiyla (3.1.4)) genellesmis hallerinde ¢ =1, b=1ve p=1/2 degerleri yerine
yazilirsa (2.2.6) (sirastyla (2.2.3)) esitsizliklerini elde ederiz.

Ayrica (3.1.4) esitsizligi (2.2.14) esitsizliginin genellestirilmis halidir. Gorildigi gibi
Zhu’nun ¢alismasindaki sonug aslinda Bessel fonksiyonlarmin tipik sonucudur (Zhu,

2006h).

Teorem 3.1.4: k>0, c€[0,1] ve —7/2<x<r <7/2 sartlan saglanirsa

lp(r)+{(ijipﬂ(r)}(r2 ~X*)<2,(X) < Ap(r){#}(rz -x) (3.1.6)

esitsizligi dogrudur. x>0vec<0 alinrsa —wo<Xx<r<ow igin (3.1.6) esitsizligi
saglanir (Baricz, 2007).

Sonug 3.1.5: (3.1.6) esitsizliginde b=c=1ve p=1/2 yerine yazilirsa (2.2.14) esitsizligi
elde edilir. Benzer sekilde b=1, c=-1vep=1/2 alimrsa (2.2.14)’iin hiperbolik

karsilig1 asagidaki esitsizlikle elde edilir. Buna gére —o < x<r <oo igin

sinhr r-sinhr, , ,\_sinhx _sinhr sinhr-rcoshr, , ,
+ (r’=x*)> > + (r*=x?)

r ri X r 2r?

dogrudur.
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Zy

x® NG

Burada .7, (x)= 3(_sm3x __cos; X)

) fonksiyonlar1
X X

. _3(smh X cosh x

kullanilmistir. Ayrica (Wu ve Debnath, 2006) caligmasindan esinlenerek elde edilen
Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.14 in sonuglar1 (Baricz, 2008b) c¢alismasinda

gelistirilmistir.

Niu, Cao ve Qi’nin ortak c¢alismasinda Bessel fonksiyonlar1 igin Jordan tipli

esitsizliklerle ilgili olan asagidaki Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.8 ispatlanmustir.

Teorem 3.1.6: k¥ >1/2 ve 0<c <1 alinirsa

n

Zn:yi (72 -4x?) < 2,00 <Y 1, (22 ~4x) (3.1.7)

i=0

esitsizligi ne N ve x e [0, %} icin dogru olur. Burada katsayilar b€ R olmak iizere

(o) A2 .
}/i_[ﬁj —i!(zc)i 0<i<n

ve

7 0<i<n-1
n-1
77| = 1—27/[72'2{
(=0 i=n
7Z_Zn

seklindedir. Eger x>0 ve ¢<0 almirsa (3.1.7) esitsizligi n nin tek say1r oldugu
durumlar i¢in gegerlidir n eger ¢ift sayi ise tersi gegerlidir (Niu, Cao ve Qi, 2010).
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Sonug 3.1.7: Teorem 3.1.6 da p=1/2, b=1ve c =-1 alinirsa (3.1.7) esitsizligi

Sin(at -y <IN (72 -ax), men

i=0 X i=0

ve

seklinde olur (Niu, Cao ve Qi, 2010).

Teorem 3.1.8: Eger 2% ve 0<c<1 ise, budurumda

0, (0° %) <2,(x) <D vi (02 -x%) (3.1.8)

esitsizligi neNve 0<x<60<7/2 kosullarn saglandiginda dogrudur. Burada en iyi

katsayilar b € R olmak tizere

o :(EJIM, 0<i<n

1(x),
ve
i 0<i<n-1

n-1
(=0
02n

—=0 i=n

seklindedir. Eger x>0 ve c<0 alinirsa (3.1.8) esitsizligi n tek sayilar1 i¢in gegerlidir.

0<Xx<@<oo aralindaki n ¢ift sayilari igin tersi gecerlidir (Niu, Cao ve Qi, 2010).
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Sonug 3.1.9: Eger Teorem 3.1.8 de p=1/2, b=1ve ¢ =—1 alinirsa (3.1.8) esitsizligi

zilai (92 B Xz)i . sinXh X < zilvi (92 — xz)i , meN
i=0 0

ve

esitliklerine doniisiir (Niu, Cao ve Qi, 2010).

Sonug 3.1.10: Eger 6 :% alinirsa (3.1.8) esitsizligi (3.1.7) esitsizligine doniislir. Bunun

anlami Teorem 3.1.8, Teorem 3.1.6 nin genisletilmisidir (Niu, Cao ve Qi, 2010).
Asagidaki teoremler Bessel fonksiyonlar i¢in kesinlesmis Jordan esitsizligiyle ilgilidir.

Teorem 3.1.11 p>-1ve j,,, J, birinci gesit Bessel fonksiyonunun ilk pozitif kokii

olmak lizere 0<x<r<j ,, i¢in

Spn(¥)+a, (N)(r*—x* )r”1 < J,(0)<S,,()+B,(r)(r* - xz)“1 (3.1.9)

kesinlesmis Jordan esitsizligi dogrudur. Burada
0 k
S,n ()= a,, (N(r’=x*)
k=0

seklindedir. Son deki neN, k e {0,1,..., n+1} ve ap‘k(r) katsayilar
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ijrk (r)

a ., (N=——— 3.1.10
oic (1) 4KY(p+1), ( )
dir. Daha agik haliyle k {1, 2,..., n} icin
1
pk+l( ) (k 1) pk( ) W pykfl(l’) kE{l,Z,...,n} (3111)
1->a, (nr*
sekildedir. Ayrica «a,(r)=a,,,(r) ve g, (r)= k=0 en iyi sabitlerdir.

r2(n+l)

Bunlara ek olarak ¢ e(x,r) e bagh olarak

- ; 2 2\ jp+n+1(§) 2 2 n+l
fp(x)—kZ:;ap,k(r)(r -x) (0 D1(p D (r*=x*) (3.1.12)

n+1

esitligi dogrudur. Burada 7, fonksiyonunun kuvvet serisi

T, =Y a,,(n(r’-x) (3.1.13)

n=0

seklindedir (Baricz ve Wu, 2009).

sm X

Sonug 3.1.12: (3.1.9) esitsizliginde p=12 almrsa .7,,(x) = , p=-1/2 alinirsa

J 4, =cosx fonksiyonlari i¢in esitsizlikler elde edilir.

Sonug 3.1.13: (3.1.9) esitsizliginde p=21/2 almirsa

ﬁz()_w1 () = 3(smx C?(S;Xj

fonksiyonlari igin esitsizlikler elde edilir. Ornegin 0 < x<r < Jgp1 1€IN
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Syan () +a, (N(r2—x2)"" < % < Sy, (0 + B, (N (r2 —x2)™ (3.1.14)

kesinlesmis Jordan esitsizligi dogrudur. Burada katsayilar ne N, k € {1, 2,..., n} Ay (1)

sinr sinr—rcosr

a1/2,o(r) = T’ ai/z,l(r) = ot

2k +1 1
Ay (r) = W Ay (1) — W Ay (r)

seklindedir. jy,, =4,493409457, tanx =X denklemin birinci pozitif kokiidiir. Ayrica

1- zn: ay, (r)r*
ay, () =2y, ,.4(r) ve B, (r) = kziz(M)

esitliklerinden

Syan(X) = Zn:aj/z,k (r) (rz -x? )k

esitligi yazilir.

Bu sonugtaki yaklagim Zhu’nun, (Zhu, 2008) ¢alismasindaki Teorem 6 ve (Zhu, 2009)
calismasindaki Teorem 1’den elde edilmistir ancak bu yaklasim Zhu’nun ¢alismasindan

daha basittir. (3.1.14) esitsizligi (Zhu, 2009) caligmasinda 0<x<r < j,, =7 durumu
icin ispat edilmisken (Zhu, 2008) deki ¢alismada O <Xx<r < Jaon = 7/2 durumunda

ispatlanmistir. Boylece verilen (3.1.9) sonucu sadece (3.1.14)’e genislemekle kalmaz,

ayni zamanda gegerlilik araligini da gelistirir.
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Sonug 3.1.14: (3.1.14) de r = 7/2 segilirse elde edilen kesinlesmis Jordan esitsizligi

;;q(ﬂ2_4qu+bm4ﬂ2_4xq“1gigl,

) . ) 1—ibk7r2k X
% < ébk (7[2 —4X2) +%(7r2 —4X2)rH

seklindedir. Burada neN, k € {l, 2,..., n} ve Katsayilar b, olmak tizere b, lar agik olarak

k+1 | 1 o
k+1)z> * 16k(k +1)7z*

2 1
b =—, =—, b =
0 . bl 72_3 k+1 2(

seklindedir.

Sonug 3.1.15: (3.1.12) ve (3.1.13) i¢in p=1/2ve 0<x<r< j,,, alinirsa

SinX 2 2\ T e32(8) 2 2\l
T‘é%'k“)(“ X)Jr4”*l(n+1)!(3/2) (r*=x°)

n+1

esitligi dogrudur. Siniis fonksiyonlar1 igin

ﬂz:z%mm@hﬁy

X k>0

seklinde kuvvet serisine genisletilmistir.

Burada katsayilar a,,, (r) acik sekilde

sinr sinr—rcosr

a1/2,o(r) = T’ ai/z,l(r) = ot

2k +1 1
8y (N) = w ay, (1) _W a,,4(r) ke{l,2,..}

seklindedir.
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Bunlara ek olarak f,,(r) in kok oldugu durumda katsayilar &, (r) olmak iizere

Zi: Ay (Nr¥ =1

seklindedir.

Yukaridaki Sonuglar 3.1.13-3.1.15 Zhu’nun (Zhu, 2008) c¢alismasindaki Teorem 8 ve

Teorem 9’un sonucuna es degerdir.

Yukarida verilen Siniis fonksiyonunda r = 7z/2 alinirsa

Siﬂ:Zbk (7[2 —4X2)k

X k>0
esitligi elde edilir. Burada katsayilar k € {1, 2, } icin

2 1 2k +1 1
b=<,b=—, b, = _ b, .
o= =7 B 2(k+1)z° ™ 16k(k+1)7*

seklindedir (Zhu, 2008).

Sonug 3.1.16: (3.1.12) ve (3.1.13) de r=j , almrsa 0<x< j , birinci gesit Bessel

fonksiyonlar1 i¢in

p .
n(ox ) Jpu(ps) c(xY Jpaal@) et
J, 0= = | 22 %) +| = prot 2 X’ 3.1.15

D( ) ;(Jpll 2kk|J'I;l (Jp,l ) +(§j 2n+1(n+1)!é/n+1(Jp,l ) ( )

esitligi dogrudur. Burada ¢ e(x, jp,l) dir. Dolayistyla yeni seri

"3 (] '
Jp(x)zz[_i} M(J‘fm-xz) (3.1.16)

n £n
nx1 Jp,l 2 nl Jp,l

seklindedir. Yeni seride j ,, J  nin birinci kokudir.
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Teorem 3.1.17: p>-1 ve 0<x<r kosullar altinda

P, (0 +&,(N(rP—x2)"" < Z,(0 <P, (0 +5,(r)(r2 —x*)"" (3.1.17)

kesinlesmis Jordan esitsizligi dogrudur. Burada c, (r) lar n cift dogal sayis1 igin

Cor(r) = (lei(),(—ppfl()r) (3.1.18)
seklindedir. Daha agik bir sekilde k €{0,1,...,n+1} igin
Coo(r)=Z,(r),
(1) = —mzpﬂ(r)
Copn(r) = (k 1) D Cor(r)+ ﬁ () (3.1.19)

olmak tzere
n k
Pa (0= (K)(r*—x*)
k=0

seklindedir. Esitsizlik (3.1.17)’de n tek dogal say1 oldugunda tersine gevrilir ve her iki

durumda da sabitler

seklindedir. Buna ek olarak ¢ e(x,r) ye bagli olarak

Xz )k n (_1) Zp+m+l (é,) (rz _ X2 )”“'l

(1) (p+1) (3.1.20)

Z,(x) = icp,k(k)(r2

m+1
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veya

Z,(0) =Y ¢, (N(r* - x?)"

m>0

kuvvet serileri elde edilir (Baricz ve Wu, 2009).

Sonug 3.1.18: (3.1.17) esitsizliginde p=1/2 alinirsa

sinh x

Zj/z (X)= -

sinh x cosh x
ve Zs/Z(X)=—3( 3 —T)

fonksiyonlart i¢in 0 < X <r olmasi durumunda

n+1 _ sinh X -
PJ/Z'”(X)Jrgj/Z(r)(rz_xz) p X SF)J/z,n(x)+5J/2(")(I’2—X2)

kesinlesmis Jordan esitsizligi dogrudur. Burada n ¢ift dogal say1, k 6{1,2

katsayilar c,,, (r)

sinhr sinhr—rcoshr
Cj/z,o(r)z r ) Cj/z,l(r)= 2r3
2k +1
c rN=————c¢ N+——c¢ r
vz (T) 2(k+1)r? vaic (1) 4k (k +1)r? vaia(F)

olmak tlizere
n k
Pan(X) = Z Cyp i (I) (rz - XZ)
k=0

seklindedir.

Bunlara ek olarak katsayilar
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1= ¢, (N

(1) =Cypa(r) Ve 6,(r)= k=or2(n+1)

dir. Ayrica n tek say1 iken (3.1.22)’nin tersi dogrudur.

Sonu¢ 3.1.19: (3.1.20) ve (3.1.21)’de r=j , secilip O<x<j , icin birinci gesit

Modifiye Bessel fonksiyonlari i¢in

| p(X) = i(i] (_1) I p+k(jp,1) ( J§1 . X2 )k +(£Jp (_1) | p+m+1(é,) ( ]51 . X2 )m+1

o\ ps 2k1j, ¢ &) 2™ (m+1)gm

esitligi dogrudur. Burada ¢ e (x, jp’l) icin genisletilmis yeni seri

"(=D)" 1 (j n
|p(x)zz(iJ( ) p+m(‘p'l)(j;,l_xz) (3.1.23)

8 m +m
m>0 prl 2 ml Jp,l

seklindedir.

Baricz ve Wu, Niu'nun (Niu, 2007) caligmasindan yola ¢ikarak birinci g¢esit
genellestirilmis Bessel fonksiyonlart i¢in yeni sonuglar elde edilmistir. Elde edilen
sonuglar Teorem 3.1.11 ve 3.1.17°deki esitsizlikleri hem genellestirmis hem de
iyilestirmistir. Baricz ve Wu’nun asagidaki teoremi daha onceki (Baricz, 2007) ve
(Baricz, 2008b) ¢alismalarindaki sonuglar1 énemli dlgiide iyilestirilir. Ornegin b=c=1
alindiginda Teorem 3.1.20, Teorem 3.1.11’¢ ve b=1, c=-1 alinirsa Teorem 3.1.20,

Teorem 3.1.17’¢ doniistir.
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Teorem 3.1.20: x>0 ce[0,1] ve 0<x<r<j_, sartlari alinda

G, () +a,(N(r’—x*)" < 2,(0)<G,, (0 +7,()(r’—x*)""  (3.1.24)

kesinlesmis Jordan esitsizligi dogrudur. Burada
G, () =>d,;(n(r*=x*)
i=0
seklindedir. G,, deki meN, d ;(r) katsayilan

N
dp,i(r):(%J %’f()r.) ie{0,1,...,m+1}

veya daha agik sekilde i e {1, 2,..., n} icin

d,o(r) = 4,(r),
c
dp,l(r) = Eﬂ’pﬂ(r)v
K+i-1 C

dpia(N=—-—x-4d,:(N-

. d .
(i+1)r* * r? pi-1(1)

4i(i+1)
dir. Bununla birlikte eger ¢<0, O<x<rvem gift say1 alinirsa (3.1.24) Jordan
esitsizligi dogru olur. Eger ¢<0, 0<x<rvem tek sayr alinirsa (3.1.24) Jordan

esitsizliginin tersi dogrudur. Her bir durum i¢in de sabitler

1->d (r)r*

(r) ve z,(r)= k:Orz(ml)

@,(r)=d

p,m+1

seklindedir.

Bunlara ek olarak ¢ <1 ¢ (X,r) icin
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Cm+12“p+m+1 (é’) (r2 2 )m+l

/’Lp(x)zgdp,i(r)(r — X ) +4m+1(m+l)!(’()m+1

esitligi dogrudur. Dolayisiyla

A, (%) =de'm(r)(r2 —xz)m

m>0

olur (Baricz ve Wu, 2009).

Sonug 3.1.21: Baricz (Baricz, 2008) ¢alismasinda, Niu’nun (Niu, 2007) sonuglarini elde
etmigstir. (Baricz 2007, Teorem 14) de (3.1.24) esitsizligi m=n-1 igin ispatlanmistir.
Bununla birlikte Teorem 3.1.6°da ce[0,1] olmasi durumunda x>1/2 ver<z/2
kosullar1 vardi ancak Teorem 3.1.20°de bu sartlar biraz daha esnetilmis

k>0ver<j ., olmustur. Ciinkii
1.570796327 = 72'/ 2= ] yp, <2.4048255577 = j,, < ],y

dogrudur. Yani (0, j,,] arahg (0,7/2] arah@indan daha genistir. (Niu, 2007) deki

yaklasim Zhu'nun (Zhu, 2008) ve (Zhu, 2009) calismalarindaki verilerden biraz farkli
oldugundan esitsizlik (3.1.14) ve esitsizlik (3.1.24) arasindaki bagintt m=n-1 formu
icin agik degildir. Bunun nedeni (Zhu, 2008) ve (Zhu, 2009)’deki katsayilarin
tekrarlanarak tanimlanmasi; (Niu, 2007)’de agikga belirtilmesidir. Bununla birlikte

Teorem 3.1.20°de p=-1/2veb=c=1 almirsa (3.1.14) esitsizliginin (3.1.24)’iin 6zel
hali oldugu goriilebilir. Genellestirilmis birinci ¢esit Bessel fonksiyonunda b=2 ve

c=1 alirsa j (x)=/z/(2x)J,.,,(X) birinci cesit kiiresel Bessel fonksiyonu elde

edilir. Burada 4, fonksiyonu

Ty (X) =2""T (p+3/2) x (P2) 3 o2 (X)

fonksiyonuna indirgenir.
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Benzer sekilde b =2 ve c =—1 aldiginda

i, () =7/ (2X)1,,1,(X)
birinci ¢esit Modifiye Kiiresel Bessel fonksiyonu elde edilir. /1p fonksiyonu da
Z (¥ = 2PV (p+3/2) x (P2 ora/2(X)

fonksiyonuna indirgenir.

Eger Teorem 3.1.20°de b =2 ve c==1 alinirsa birinci gesit kiiresel ve modifiye kiiresel
Bessel fonksiyonlar1 i¢in Teorem 3.1.11 ve 3.1.17°ye karsilik gelen sonuglar elde
edilebilir (Baricz, 2010).
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda oOncelikle klasik trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar igin
Jordan esitsizligi biitiin hatlariyla sunuldu. Bu sunum yapilirken Jordan esitsizliginin
gerek genellestirmeleri gerekse iyilestirmeleri tarihi seyir i¢inde verilmistir. Daha sonra
birinci ¢esit Bessel fonksiyonlari ve genellestirilmis Bessel fonksiyonlari igin Jordan
tipli esitsizliklerin iyilestirmeleri ve genellestirmeleri ile birlikte yapilan ¢alismalara yer

verilmistir.

Bu c¢aligmadan esinlenerek bazi arastirmacilar diger 6zel fonksiyonlar (Struve, Lommel,
Wright, Mittag-Leffler, v.s) i¢in gerek Jordan gerekse diger esitsizlikler iizerinde

yapilan ¢aligmalar1 bir tez ¢alismasi olarak yapabilir.
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