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ONSOZ

Bu calisma Kafkas Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda
yiiksek lisans tezi olarak hazirlanmistir. Bu tez ¢alismasinda 20. Yiizyilin Bir Matematik
Problemi: Bieberbach Varsayimi probleminin ¢oziimii ele alinmistir. Bu ¢alismada biiyiik
emegi gecen, bilgi ve deneyimleriyle beni yonlendiren Sayin Prof. Dr. Erhan DENIZ’ e
en i¢ten tesekkiirlerimi sunmay1 bir borg bilirim. Ayrica bugiline gelmemde en biiyiik
destekgilerim olan ve her zaman yanimda bulunan sevgili aileme sonsuz sevgi ve

tesekkiirlerimi sunarim.
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1.GENEL BILGILER

1.1. Giris

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en onemli dallarindan biri hi¢ kuskusuz iinivalent
fonksiyonlar teorisidir. Bu teorideki en 6nemli problem de agik birim diskte kuvvet
serisi ile verilen analitik ve {inivalent olan bir fonksiyonun katsayilarmin kesin st
sinirint belirlemek olmustur. Unutulmamalidir ki, katsayr problemini en dnemli kilan
sebep katsayinin fonksiyonun geometrisi lizerindeki roliidiir. Bu probleme ilk adimi
1916 yilinda Alman matematik¢i Ludwig Bieberbach atmistir. O g¢alismasinda agik

birim diskte katsayilar1 kompleks olan analitik ve tinivalent
f(z)=z+a,2° +a,2° +..+a,2" +...

seklindeki fonksiyonlar i¢in |a7| <2 oldugunu ispatlamis ve 2 sinirinin kesin oldugunu

belirtmistir. Ayni ¢alismada Bieberbach bdyle fonksiyonlar i¢in |a,|<n (n=2,3,)

varsayimini (tahminini, konjectiir) acgik problem olarak ortaya atmistir. Matematik
diinyasinda onun tahmini yaklasik 70 yil i¢inde diinyanin en iyi arastirmasi olarak
gosterilir. Matematik diinyasinin 6nde gelen matematikgileri bu tahminin ispatinin
yapilip yapilamayacaginin ¢ok zor oldugu hatta bdyle bir tahminin yanlis oldugunu
disiinmekteydiler. Bir¢ok arastirmact matematik kariyerlerini bu tahmini ¢6zmeyi
denerken olusturmus hatta meshur olmustur. Bu tahmin geometrik fonksiyonlar
teorisinde bircok gelismeye de oOncelik etmistir. Oyle ki bu tahmini ispatlamaya
calisirken matematige birgok yeni metotlar ve tahminle alakali bir¢ok yeni problemler
kazandirilmstir.

Tahmin uzun yillar matematikgiler tarafindan ispatlanmaya g¢alisilmis ve 1984 yilina

kadar bu tahmin sadece a,,a,,a,,a,,a, katsayilari i¢in ispatlanmistur.



Oyle ki;

ADI YILI | [a,|<C, =supla,|
Bieberbach 1916 |a,|<2
Lowner 1923 |a,|<3
Garabedian ve Schiffer 1955 |a,| <4
Pederson ve Schiffer 1972 |lag| <5
Pederson ve Ozawa 1968 |a;| <6

Tablo 1.

tahminleri dogrulanmistir. Diger taraftan yukardaki matematik¢ilerden farkli olarak bir

cok matematik¢i de tiim n=2,3,--- degerleri icin Sup|an| yi bulmak icin ¢okga caba

harcamistir. Yaklasik 70 yillik seriivende sup|an| icin asagida verilen tablodaki sonuglar

elde edilmistir.



ADI YILI |a,|<C, =sup|a,|
Littlewood 1923 |a,| <en~2.7183n
11
a,|<| —+— |en~=2.2244n
Landau 1929 | n| (2 71')
Goluzin |a,| < 3 en~2.0388n
1946 4
9( 1 (7sinx
Bazilevich 1047 | 13< Z(; [ de+0,2649)n ~1.9240n
Milin |an|<1en+1.8oz1.3592n+1.80
1949 2
Bazilevich |a,| < 1en +1.51~1.3592n+1.51
1949 2
1
(el.ﬁ _1)2
Milin 1964 |an|<Tn~1.2427n
7
FitzGerald 1971 la,| < \/%n ~1.0802n
1
209 \e
Horowitz a,|<| —=| n=1.0691n
1
Horowitz 1978 | la| < (Mjm n~1.0657n

681.080.400

Tablo 2.




Nihayet 1984 yilinda L. De Branges [1] tarafindan tim n=2,3,--- degerleri i¢in
|an| < nispatlanmistir. Sonug olarak yaklasik 70 yildir yiizlerce matematikgiyi zorlayan

Bieberbach Tahmini 1984 yilinda Louis De Branges tarafindan ¢ozilmiistiir. De

Branges problemi ¢dzdiigiinde 52 yasinda ve Purdue Universitesinde ¢alismaktaydi.

Aslinda Bieberbach tahminin dogrulugu 1936 yilinda Robertson tarafindan 6ne siiriilen
bir tahmine dayaniyor. Bu tahmin baz1 6zel degerler i¢in ispatlansa da genel dogrulugu
ispatlanamamuigstir. Daha sonraki yillarda goriildii ki; Robertson tahmininin dogrulugu da
1971 yilinda Rus matematik¢i Milin tarafindan bir agik problem olarak ortaya atilan bir
esitsizligin dogruluguna dayaniyordu. Yani asil problem Milin esitsizligini (tahminini)
ispatlamakti. De Branges, Milin tahminine dolayisiyla Bieberbach tahmini iizerine 7 yil
boyunca caligmig, nihayetinde 1984 yilimin Mayis ayinda ise basarili olmustur. O
aslinda 1971 de Milin tarafindan ortaya atilan tahminden daha giigliisiinii ispatladi.
Branges yaptigi bu calismay:r 385 sayfalik bir yazi haline getirmis ve yaziyt hem
Amerikan hemde Sovyetler matematik topluluguna sunmustur. Amerikan matematik
toplulugundaki matematikgiler sayfa sayisindan dolayr yaziy1 okumaya pek istekli
degildi. Ama Sovyetler matematik toplulugu ayni seyi diisiinmiiyordu tam tersine
kendisini Rusya’ya davet ettiler. Rus matematik¢i Milin ve onun Leningrad’daki
meslektaslar1 Branges’i davet ederek caligmasini matematikgiler karsisinda sunmasini
istediler. Louis De Branges calismasini Sovyetlerin 6nde gelen bu matematikgileri
karsisinda sunarak biiyiikk bir begeni toplamigtir. Ayni tarihte ispat Amerika
matematikeileri tarafindan kabul edilmisti. Amerikan matematik¢iler bu yaziyi
kisaltmasin1 ve bir makale haline getirmesini istediler. Branges’in yaptigi bu c¢alisma
matematik diinyasinin en prestijli dergisi olan Acta Mathamatica dergisinde [2]
basilmistir. Daha sonra Ekim 1985°de FitzGerald ve Pommerenke [3] De Branges

teoreminin daha kisa ispatin1 veren bir bilgi notu yayinladi.

Branges’in ispatindan sonra ispatin 6nemini farkli bakis agilarindan daha anlagilir hale
getirmek igin bircok makale yazilmisti. Ornegin 1986 yilinda Koornwinder [4] bu
ispatin grup teorileri ile ilgili yanlarimi aragtirdi. O ispatin daha az hesaplamali ve
anlagilir olmasini istedi. 1991-1992 yillarinda  Nikolskii ve Vasyunin [5,6] (3.5)
denklemlerinin fonksiyonel analiz agiklamasini verdi. De Branges [7] , Helton ve

Weening [8] sistemsel olarak ispat1 gelistirdi. Rovneyak [9] ispatin 1989 yilinda Krein



uzay operator teorisi ile bazi baglantilarin1 yapmistir. Branges’in ispatindan sonra
Branges’in orijinal ispatin1 adim adim basitlestirmek icin birka¢ makale yaynlamistir.

Fakat hepsinde ortak olarak kullanilan hedef Milin tahmini olmustur.

Hazirlanan bu yiiksek lisans tezi li¢ bolimden olusmaktadir. Kuramsal temeller

boliimiinde tez i¢in gerekli olan tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Materyal ve yontem boliimiinde Bieberbach tahmininin ispati igin gerekli olan bilgiler

ve kullanilacak olan yontem ayrintili bir sekilde verilmistir.

Uciincii béliim yani aragtirma bulgularinda Bieberbach tahmininin Branges ve

Weinstein tarafindan yapilan ispatilarina yer verilmistir.

1.2. Kuramsal Temeller

Bu boliimde daha sonra kullanilacak olan tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu

baglamda ilk 6nce normlu uzay kavrami tanitilacaktir.

Tanmim 1.2.1 (Normlu Uzay): X, F cismi iizerinde vektér uzayr olmak iizere

|: X >R, {0} ile tanimlanan fonksiyon her X,y € X Ve a e F skaleri igin

(i) x| =0

(ii) [X|=0 < x=0

(i) flerx] =[] [¥]

() [x+y[ <[]+l

sartlarim sagliyorsa || fonksiyonuna X vektdr uzayi iizerinde norm denir. Olusan

(X,|||) siralt ikilisine ise normlu uzay denir.

Ornegin; X =(X,X%,,...,X,)eR" icin ||X|| = \/Xf +X; +...+X°  seklinde tanmimlanan

fonksiyon bir normdur.



1.2.1. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde analitik ve tinivalent fonksiyonlar i¢in 6nemli olan tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.

Tanmim 1.2.1.1 (Diferensiyellenebilme): A<= C olsun. f:A— C ye bir fonksiyon ve

Z,, A nm bir i¢ noktas1 olmasi durumunda

lim f (Z)_ f (ZO)

-7 -1,
limiti varsa f(z) fonksiyonu Zz, noktasinda diferensiyellenebilirdir (veya
tiirevienebilirdir) denir. Burada limit degeri f'(z,) ile gosterilir. f'(z,) ifadesi z =z,

noktasindaki f fonksiyonunun tiirevidir [10].

Tanim 1.2.1.2 (Analitik Fonksiyon): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemde bir z,
noktasinda ve z, noktasinin uygun bir komsulugundaki her noktada

diferansiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [10].

Tiim diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. Ornegin; f(z) =2z,

f(z) =€’ ve f(z)=sinz fonksiyonlar1 tam fonksiyonlardir.

f (z) fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse z, noktasina f(z) fonksiyonunun

singiiler (tekil) noktasi denir.

Z =17, noktas1 f(z) fonksiyonunun singiiler noktasi ise bu durumda f (z) fonksiyonu,
Z, merkezli bir kuvvet serisine agilamaz. Fakat Z =17, c¢ikarilmis singiiler nokta
civarinda f(z) yi (Z - ZO) i hem pozitif hem de negatif tam say1 kuvvetlerini i¢inde

bulunduran Laurent serisi olarak seri gosterimi agsagidaki gibi yapilabilir.



Z, noktas1 f(z) fonksiyonunun singiiler noktasi ve a,,b, € C olmak tizere

o0

D s RORC)

n=1 0) n=0

. . . . . = b
serisine f(z) fonksiyonunun z, merkezli Laurent serisi denir. Burada Zﬁ
n=1(Z—12,

serisi Laurent serisinin esas kismu, »'a,(z—z,)" serisi ise Laurent serisinin analitik
n=0

kismidir. z,, f fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktasi oldugunda bu noktanin uygun

bir delinmis komsulugundaki Laurent serisi goz oniine alinsin. Bu serinin esas kisminda

sonlu sayida terimi varsa Z, noktasina f fonksiyonunun kutup noktas: denir. Serinin

esas kisminda paydadaki (z—Zz,) i en biyik kuvveti 1 ise Zz, noktasi f

fonksiyonunun basit kutup noktasidir.
Analitik fonksiyonlarin 6nemini belirten teoremlerden biri Cauchy-Tiirev formiiliidiir.

Teorem 1.2.1.3 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f (z) fonksiyonu pozitif yonli basit kapali »

egrisi icinde ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve Z, bu egrinin i¢inde bir nokta olsun.

Bu durumda n=0,1,2,... i¢in

/oy NI f(z,)
f (%)_2m£(z—%rﬂ

esitligi gergeklenir [11].

Cauchy-Tiirev formiiliinden g¢ikarilabilecek en o6nemli sonug: “ f(z) bir bolgede
analitik bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler o

bolgede analitiktir” dir. Bu durumda f (z) analitik fonksiyonu z, noktasinda

f(2)=Ya,(z-2)", a="f"(@)/n (1.1)

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir.



Tanim 1.2.1.4 (Meromorf Fonksiyon): Bir f(z) fonksiyonunun bir B bdlgesindeki
singiiler noktalar1 sadece kutup noktalar1 ise f(z) fonksiyonuna B bdlgesinde

meromorf fonksiyon denir [10].

Ornegin; f(z)=e*/z fonksiyonu C de bir meromorf fonksiyondur.

Teorem 1.2.1.5 (Maksimum Prensibi): f(z), E < C bélgesinde sabit olmayan analitik

bir fonksiyon olsun. Bu durumda |f (z)

, maksimum degerini E bdlgesinin sinirinda

alir [11].

Maksimum prensibinin 6nemli sonuglarindan birisi Schwarz Lemmasidir.

Bu tez boyunca orijin merkezli agik birim disk D = {Z eC: |Z| < 1} ile gosterilecektir.

Lemma 1.2.1.6 (Schwarz Lemmasi): f(z) fonksiyonu D birim diskinde analitik bir

fonksiyon ve f(0)=0 olsun. Eger D birim diskinde | f(z)|<1 oluyor ise bu durumda
|£'(0)| <1 ve |f(2)|<|z| dir. Esitlik ancak ve ancak (& € Rigin) f (z) =€"’z fonksiyonu

igin saglanir [11].

Tanim 1.2.1.7 (Univalent Fonksiyon): f(z), B<C bdlgesinde taniml bir analitik
fonksiyon olsun. Her z,,z,e€B i¢in f(z)=f(z,) olmasi sadece Z =2z, olmasim
gerektiriyorsa (veya z #2, oldugunda f(z)# f(z,) gerceklesiyorsa) f(z)

fonksiyona B bolgesinde iinivalent (veya schlicht) fonksiyon denir [12].

Eger f(z) fonksiyonu, Z, noktasinin bir komsulugunda {nivalent ise f(z)

fonksiyonuna yerel iinivalent fonksiyon denir.

Teorem 1.2.1.8: Analitik bir f(z) fonksiyonunun z, noktasinda yerel tinivalent olmasi

icin gerekli ve yeter sart f'(z,) =0 olmasidir [12].



Ayrica '(z,)#0 sarti, f(z) fonksiyonunun iinivalentligi i¢in gerekli fakat yeterli
degildir. Yani f (z) analitik fonksiyonu tinivalent ise f'(z,)#0 olur. Bu ifadenin tersi

her zaman dogru degildir. Bir kiimede yerel tinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu

kiimede iinivalent olmas1 gerekmez.

Ornegin; f(z)=2z> fonksiyonu E= {Z 0< |Z| <l,0<argz< 27[} bolgesinde yerel

inivalent olmasina ragmen iinivalent fonksiyon degildir.

Tanim 1.2.1.9 (Konform Ddniistim): Eger bir doniisiim, belli bir Z, noktasindan gegen
iki diizgiin egri arasindaki acinin biiyiikliiglinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime Z;
noktasinda konformdur denir. Eger bir f(z) fonksiyonu, bir B < C bdélgesinin tiim

noktalarinda konform ise, f (z) fonksiyonu B bolgesinde konformdur denir [10].

Ornegin; f(z)=¢€’ déniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 1.2.1.10: f(z) fonksiyonunun analitik oldugu her Z noktasinda f'(z) #0 sart1

saglaniyorsa, f (z) fonksiyonu konformdur [12].

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve tinivalent bir fonksiyon ayni zamanda konformdur.
En onemli konform doniisiimlerden biri de Mobiiis doniisiimiidiir. Bu doniisiim,
a,b,c,d € C olmak tizere

_az+b
cz+d’

w=f(2) ad—bc =0

seklindedir Bu doniisiim, genisletilmis kompleks diizlemi ((C@ =(Cu{oo}) kendi

uzerine konform olarak resmeder.

1851 yilinda Riemann, Z— diizlemindeki D — (C(D * (C) bolgesini, W— diizlemindeki

D, bolgesi lizerine resmeden f konform fonksiyonunun varligindan s6z etmistir.



Teorem 1.2.1.11 (Riemann Doniisim Teoremi): Kompleks diizlemde tiim

D C(C(D ;t(C) basit baglantili bolgesi konform olarak D birim diski iizerine

resmedilir. Ayrica, Z,€D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,)>0 sartlarim saglayan

D vyi D birim diski iizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir [12].

1.2.2. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Analitik olarak dusiiniildiigiinde, bir iinivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip
iken; geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Hem analitik hem de
tinivalent fonksiyon ise basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Riemann doniisiim
teoremine gore, C den farkli herhangi iki basit baglantili bolge konform olarak denk

oldugundan keyfi bolgelerde tanimli f (z) analitik fonksiyonu yerine D de tanimlh

analitik fonksiyonlarla islem yapilmaktadir. f(0) =0, f’(0)=1 sartlarini saglayan
f(z)=z+> az". zeD
n=2

bicimindeki fonksiyona normalize edilmis analitik fonksiyon denir. Normalize edilmis

analitik fonksiyonlarin sinifin1 A ile gosterilir ve

A= { f:vVzeDiginf(z)=z+ Z:anzn seklindeki analitik fonksiyon}

n=2

seklinde yazilir.

Tanim 1.2.2.1 (S sinifi): D birim diskinde tinivalent olan f € A fonksiyonlarinin
olusturdugu sinifa S sinifi denir ve kisaca
S={f eA:vzeDicin f —Univalent}

bi¢iminde gosterilir [12-14].

Ornegin; W=f(Z)=1L=Z+ZZ+Z3+...ES fonksiyonu D birim  diskini
-z

{w=u+iv:Rew>-1/2} kiimesine resmeder.
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Teorem 1.2.2.2: f €S olsun. Bu durumda:

i.  Eslenik alma: g(Z):ﬁ:Z+gzz+... ise geS dir.

Ii.  Dondiirme (Rotasyon): & € R olmak iizere

9(z)=ef(e“2)=z +ianei(“*l)‘9zn (zeD)

n=2
bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S sinifina aittir

iii.  Genisleme (Dilatasyon): 0<r <1 olmak {izere
9(2)=rf(rz)=z+> ar"'z" (zeD)
n=2

bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S sinifina aittir.

iIv.  Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, € D olmak iizere

f(z+zo]
1427
_\T 07/ D
) £'(2) (2<D)

bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S sinifina aittir

V.  Deger bolgesi doniisimii: y fonksiyonu f(D) de inivalent ve
w(0) =0 y'(0)=1 kosulunu gerg¢ekleyen bir fonksiyon ise o f €S dir.

vi.  Cikarilms deger doniisiimii: we f (D) olsun. Bu durumda

@,
9O=1"Fw (<P

bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S sinifina aittir.

Vii. n kok donisimii: Eger n=2,3,4,... ise

9(z) =4 f(z") =z +a—nzzn+l +2—12(2na3 —(n-0a,>)z""* +... (zeD)
n

bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S smifina aittir [12].

S smifiyla yakindan iligkisi olan bagka bir sinifta birim diskin disinda tanimli
fonksiyonlarin olusturdugu smiftir. Bu smifi X ile gosterelim. X smifina ait

fonksiyonlar,
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by b,
f(Z)—Z+b0 +?+Z—2+"'

seklinde olup, A= {z:|z| > 1} birim diskin diginda analitik ve birebir olan

fonksiyonlardan olusur. Yani kisaca;
3= {f f(@)=z+ anz‘”, A kuimesinde analitik ve Univalent}
n=0

dir. Eger f €S ise,

1
g(Z)=—1€Z
1)
yazilir. Bu durumda
_ Ny 4 1y 1 1 1
f(2) =z+ az° +azz +---=>f(;)_z+azz—2+a3z—3+---
g2)=——=z—a,+ (@5 —az)—+:€X

olur.

Teorem 1.2.2.3 (Alan Teoremi): Eger g(z) =z + by + % + 2—; +--€X ise, bu

durumda
z nlb,|" <1
n=1

dir [12-14].

Ispat: v > 1 icin C, ile |z| =r ¢emberinin g(z) doéniisiimii altindaki gériintiisiinii
gosterelim. E kiimesi de 4 kiimesinin g(z) altindaki goriintii kiimesi olsun. g € X olup

yani g tinivalent oldugundan, C,, E C E, olacak sekilde bir basit kapali egri olur.
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Green teoreminden E,’nin alani

1 -
A, v_vdw=z fg(z)g'(z)dz

Cr |z|=r

2\/2 0 [ee]

— %f {re—ie + Z b_nr—neinelil _ Z vbvr—v—le—(v+1)9}drei9
n=0 v=0

= n{rz — 2 nlbnlzr‘zn}

T 20

0
n=1
olup, r —» 1 iken
M(E) = n{1 —anbnlz}
n=1

bulunur. Burada M (E), E’nin dis 6l¢iimiidiir. M (E) = 0 oldugundan

M(E):nil—anbnlz}ZO::» nlby|? <1
n=1 n=1

bulunur. Béylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 1.2.2.4 (Bieberbach Teoremi 1916): f €S ise bu durumda |a,| < 2 dir. Esitlik

ancak ve ancak

z
f2) = a—22

i¢in saglanir [12-14].

Ispat: g(z) = +/f(z2) fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu durumda,

1 1 1
g9(2) =Z+Ea223 + (Ea3 —§a§>25 + -
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fonksiyonunun S sinifindan oldugu Teorem 1.2.2.2 nin vii sikkindan biliniyor. Diger

taraftan

feS=>——<€eX
(1]
fl =
z
oldugunundan g €S igin

g eS=> Ll ex
o2
z
olacaktir. Dolayisiyla

1
d)(Z) = E = Z+C1;+ C32—3 + C5;+
9\7
olup ¢ € Z’dir. Ayrica alan teoreminden ¢ € X oldugundan,

[o9)

Z nlc,|? <1

n=1

yazilir. Burada cift terimler sifir oldugundan

(0]

> nleal? = les? + 2cal? + 3lesl? + 4lcyl? + Slesl? + -

n=1
= leal? +lesl® + lesl? + - < 1
elde edilir. Buradan |¢,|? = ilazl2 < 1 yazilir. Dolayisiyla |a,| < 2 bulunur. Esitlik

ancak ve ancak Koebe fonksiyonu i¢in yazilir. Yani, |a,| = 2 olmasi ancak ve ancak

f (z)’nin Koebe fonksiyonu olmasiyla gergeklesir. Clinki,

k(z) = s =2z+2z°+32° +- ann

z
(1-2)

n=1

oldugundan ve a, = 2 oldugundan esitlik saglanir. Boylece teorem ispatlanmais olur.
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Tamim 1.2.2.5: Bir esitsizligin esitlik halini saglayan fonksiyona ekstramal fonksiyon

denir. Koebe fonksiyonu S siifi i¢in bir ekstramal fonksiyondur [12-14].

Bieberbach teoreminin en Onemli sonug¢lardan birisi Koebe’nin meshur ceyrek

teoremidir. Bu teorem asagidaki sekildedir.

Teorem 1.2.2.6 (Koebe Ceyrek Teoremi): S sinifina ait her fonksiyonun deger kiimesi

<)

diskini igerir [12-14].

Ispat: f €S oldugundan ¢ikarilmis deger doniisiimiinden w € C noktasinin ¢ikarilmasi

ile

yazilir. f(z) = z + a,z% + azz3 + - olmak {izere

wf (z) zw + a,wz? + azwz3 + -

g9(z) =

T w—f(z) W-—2)—ayz?2—azz3— -

elde edilir. Buradan

yazilir. Bieberbach Teoreminden

1
a2+;|S2

dir. Bu esitsizlikten,
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a, —|<2

‘ |_| lal| <
ve dolayisiyla

1 1 1
| | |a2|<2:| |<2+|a2|:o <242=>—<4=>|w|l=>-
w lwl lwl 4

bulunur. Bu ise her w ¢ikarilmig degerinin yarigapi i olan diskin disinda oldugunu

gosterir. Bununla teoremin ispat1 tamamdir.

Bieberbach Teoreminin en o6nemli sonuglarindan birisinin Koebe ¢eyrek teoremi
oldugunu goérdiik. Diger bir 6nemli sonucu da, |f'(z)| ve |f(z)] i¢in kesin alt ve {ist

siirlari belirlemektir. Bununla ilgili teoremler asagida verilmistir.

Teorem 1.2.2.7 (Distortion Teoremi): Her f €S igin

m_ (zl =r<1)

_|_
If'(2)| < ﬁ

dir. Esitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ile saglanir [12-14].

Teorem 1.2.2.8 (Growth Teoremi): Her f €S igin

Slf@lsm—7 (zl=r<D

r
1+7)~ (1 r)?

dir. Esitligin olmasi igin gerek ve yeter sart f(z) nin Koebe fonksiyonu olmasidir [12-
14].
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Yukaridaki teoremlerden goriildiigi lizere 1984 yilina kadar S sinifina ait bircok

problem ¢o6ziilmiisken ¢ziilemeyen tek bir problem kalmisdi. O da
f(z)=z+>a,2"€S
n=2

fonksiyonu i¢in;

“‘Bieberbach Varsaymm (Bieberbach 1916): f eS=a|<n dir. Esitlik ancak ve

ancak Koebe fonksiyonu igin saglanir.”’

problemidir.

1.2.3. Univalent Fonksiyonlarin Temel Siniflar
Bu bolimde S sinifinin dnemli bazi alt siniflar1 tanimlanacaktir.

Tanim 1.2.3.1 (P Smnifi): D birim diskinde f(0)=1 Re f(z) >0 kosullarini saglayan

f(z) =1+ chzn seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory sinifi veya

n=1

P sinufi denir [12].

Ornegin; f(z)=01+2)/(1-2) (Z € D) fonksiyonu P sinifina ait olup bu fonksiyon D

birim diskini sag yar1 diizlem tizerine resmeden konform bir doniisiimdiir. P sinifina ait

bir fonksiyonun iinivalent olmas1 gerekmez.

Ornegin; f(z)=1+2z" fonksiyonu P smifina ait olmasina ragmen neN, n>2 icin

tinivalent degildir.

Tanim 1.2.3.2 (Q Sinifi): D birim diskinde f(0)=0 ve |f(Z)|<1 sartlarin1 saglayan

analitik fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarimin sinifi denir ve Q

ile gosterilir [12].
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Ayrica P sinifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda agagida gosterilen bir iligki vardir:

1+ f(2)
1-(2)’

p(z) eP < p(z) = f(z) eQ.

Tanim 1.2.3.3 (S* smifi): BcC kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W,

noktasini her we B noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B kiimesinde
kaliyorsa, B ye W, noktasina gore yildizil kiime denir. W, noktasi 6zel olarak orijin
secilirse, bu kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime denir. Eger bir
f (z) fonksiyonu, D birim diskini f(z,) =W, noktasina gére bir yildizil kiimeye
resmediyorsa, f(z) fonksiyonuna z, noktasina gére yildizil fonksiyon denir. f(z)
fonksiyonu D birim diskini orijine goére yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f(z)
fonksiyonuna kisaca yildizil fonksiyon denir. Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin

siifi S” ile gosterilir [12-14].

Teorem 1.2.3.4: f S olsun. Bu durumda

zf'(2)
f(2)

f(2)eS" < eP

dir [12-14].

Kisaca yildizil fonksiyonlar igin

S*:{f eS:VzeD iginme(w]>0}
f(z)

yazilabilir.

Teorem 1.2.3.4 {in kisa bir ispatina deginelim. Q ailesi D birim diskinin f(z)
tinivalent yildizil analitik fonksiyonu altinda goriintiisii olsun. Bu durumda herhangi t
icin 0<t<1, tf(z)eQ olur. t f(z)=f[w(z)] olacak sekilde ‘W(Z)‘Sl ile D birim
diski {izerinde analitik olan bir w(z) fonksiyonu vardir. Agiktir ki w(0)=0 dir.
Schwarz lemmasindan |w(z)|<|z| elde edilir. 0<p<1 olsun ve g(z)=f(pz)

fonksiyonunu dikkate alalim. Bu durumda
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t9(2) =tf (p2) = f [w(p2)] = f{p_MgZ)}

bulunur. Kolaylikla W, (z) =

w( pz .
(p2) fonksiyonunun |w,(z)| < |z| sartim sagladigi goriiliir.
p

Boylece tg(z):g[wl(z)], |W1(Z)| < |Z|, O<t<1 olur. g(z) yildiz1l bir doniisimdiir.
Yani f(z) fonksiyonu |Z| < p yi yildizil bir bolgeye resmeder. |Z| =p yi yildizil bir
egriye resmeden f(z) fonksiyonu yildizil bir bolgenin sindir. z= pe”, |Z|: p

dairesi ile ayni yonde haraket ettiginde f(z)=Re" yalnizca tek yonde haraket edebilir.

Bagka bir deyisle orjinden gegen bir 1s1n, birden fazla nokta olmasi durumunda bu

fonksiyonu kesecektir. Bu durum analitik olarak asagidaki sekilde yazabilir:

2 5o,

0
%arg{ f(z)} = 9

Tersine, eger yukaridaki kosullar saglanirsa egri yildizil bir egridir. Fakat

log f (z) =log R+i¢ fonksiyonu i¢in yukaridaki kosul asagidaki esitsizlige esittir.

Sm{w}z 0.
00
Dolayistyla p igin,
0 wd . d
—=pe"’ —=iz—
00 d dz

elde edilir.

Boylece Sm{izilog f(z)}:iRe 2P@ 150 putunur.
dz f(2)

Ornegin; z € D olmak iizere k(z) = €S” dir. Burada verilen k(z) fonksiyonuna

z
(1-2)°

Koebe fonksiyonu denir.
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Tanim 1.2.3.5 (C Smufi): B <= C kiimesi verilsin. Her W,,W, € B i¢in W, noktasin1 W,

noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B i¢inde kaliyorsa (yani B, her noktasina

gore yildizil ise) B Yye konveks kiime denir. Eger bir f fonksiyonu, D birim diskini
konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Normalize

edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir [12-14].

Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden teorem asagida verilmistir.

Teorem 1.2.3.6: f €S olmak lizere

zf"(2)
f'(z)

feCel+ eP

dir [12-14].

Bu teoreme gore C sinifi

C=:1feS:VzeD iginRe 1+Zf (2) >0
f'(2)

biciminde yazilabilir.

Teorem 1.2.3.6 nin kisa bir ispat1 su sekilde verilebilir. Eger f fonksiyonu D birim

diskini konveks bir bolgeye resmediyorsa o halde f fonksiyonu herhangi
D, ={ZEC:|Z|<r, r<1} birim diskini konveks bir bolgeye resmeder. Herhangi
|z,|<|z,| <rsartimi saglayan z, ve Z, noktalan igin W =f(z), w,="f(z,) ve
W, =tw, +(1-t)w,, 0<t<1 olsun. f fonksiyonu |z|<1 i konveks bir bélgeye
resmettigi i¢in f(z,) =W, olacak sekilde |Z| <1 de bir z, noktas1 vardir. Simdi |ZO| <r
oldugunu gostermek gerekir. Bunun i¢in g(z) =tf(z,z/z,)+@—-t)f(z) fonksiyonunu
gbz oniine alalim. Bu fonksiyon D birim diski tizerinde analitik ve g(0)=0, 9(z,) =w,
seklindedir. h(z) = f *(g(z)) fonksiyonu D iizerinde iyi tanimli ve h(0) =0, Ih(z)| <1
dir. Schwarz Lemmasindan |h(z)|<|z| olur. Yani, |z,|=|h(z,)|<|z,|<r bulunur. f

fonksiyonu |Z| =r <1 yi konveks bir egri iizerine resmeder. z, |Z| =r dairesi etrafinda
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pozitif yonde haraket ettigi gibi, teget ¢izgisinin egrinin goriintiisiine olan egimi

azalmayandir. Bu durum analitik olarak asagidaki sekilde yazilabilir:

0 0 i0
%Karg {% f(re )}J >0

veya
Sm{i log| ire” f ’(reie)]} >0.
00
Yani,
Re 1+M 20, |7=r
f'(z)
bulunur.

Ornegin; f(2) =%Iog (T—Zj e C dir.

Teorem 1.2.3.7 (Alexander Teoremi): feS ve zeD olmak ilizere g(z)=1zf'(z)

olsun. Bu durumda f e C olmas igin gerek ve yeter sart g € S* olmasidir [12-14].

1952 yilinda, W. Kaplan [12-14] yildizil fonksiyon kavramini konvekslige yakin bir

fonksiyona genellemistir. D de bir f(z) analitik fonksiyonu konvekslige yakindir.
Eger herhangi ze D igin bir g(z) yildizil fonksiyonu varsa asagidaki esitsizlik

saglanir:

iRe{z E} > 0.
9(2)

Bu esitsizligin Teorem 1.2.3.4 deki esitsizligin bir genellestirmesi oldugu agiktir.
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Alexander Teoreminden, eger h(z) bir konveks fonksiyon ise bu durumda

g(z) = zh'(z) bir yildiz1il fonksiyondur. iRe{Z f((z))}>0 sarti baz1 h(z) konveks
g(z

f'(z)

fonksiyonu icin ‘Re
O {h%z)

} >0 sartina esittir.

Konvekslige yakin fonksiyonun bir iinivalent fonksiyon oldugunu gosterelim. h(z)

konveks fonksiyonu D birim diskini bir H bolgesine resmetsin. g(w) = f(h™(w))

olsun. Bu durumda, w e H i¢in

oy el 1 (2)
i)%e¢(w)—ine{h,(z)}>0

olur. Herhangi iki W, W, eH noktalar igin,

%e(Mj=j‘Re{¢'(wl +t (W, —Wl))} dt>0

W, —W, 0

bulunur. Dolayisiyla, ¢(w) fonksiyonu H da iinivalenttir ve f(z) = ¢(h(2)), |z| <1 de

tinivalenttir. Boylece konvekse yakin bir fonksiyonun iinivalent oldugu goriiliir.

Tamm 1.2.3.8: g(z)=bz+b,z’+... fonksiyonu |z|<1 de bir analitik fonksiyon ve

f €S olsun. Eger g nin goriintiisii f nin goriintiisiini igeriyor ise g ye f igin
subordinate’dir denir ve g < f ile gosterilir. Bagka bir deyisle eger g<f ise

g(z) = f(W(z)) olacak sekilde bir w(0) =0 ve |w(z)| <1 fonksiyonu vardir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

Eger f(z), D iizerinde iinivalent bir fonksiyon ise Vz € D i¢in f’(z)# 0 dir. Bunlara

ek olarak f(0)=0 ve f’(0) =1 normalizasyon sartlar1 eklenirse f(z) fonksiyonu
f(z)=z+a,2° +a,2° +...+a,2" +..., |7|]<1 (2.1)

Taylor agilimina sahiptir.

L 742224384 2"+ (2.2)

o=y =

Koebe fonksiyonu S ’de 6nemli bir rol oynar. Koebe fonksiyonu birim diski kompleks
diizlemden negatif reel eksen iizerindeki —1/4 den sonsuza kadar olan kismin
cikarilldigr bolgeye doniistiiriir. Orjinden bakildiginda dogrudan tiim noktalara bir yol
cizilebilir. € reel olmak iizere h(z)=e"’K(e“z)eS Koebe fonksiyonunun bir

dontigiimii (rotasyonu) olarak adlandirilir.

Tezin amaci olan Bieberbach varsayimi (tahmini) asagida verilmistir. Bieberbach 1916

yilinda |a,| < 2 yi ispatlamugtir [15].

Bieberbach Tahmini: (2.1) de herhangi f €S igin, |a,|<n esitsizligi her n=2,3,...

igin saglanir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart f(z) fonksiyonunun bir
g g g g ¥ Yy

Koebe fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasidir.

Katsayilarin reel olmasi durumunda Bieberbah tahmini kolay bir sekilde

ispatlanabiliyor. Ispat icin asagidaki lemma ya ihtiya¢c duymaktayiz.

Lemma 2.1 (Caratheodory): Eger p(z) =1+ Z:ann fonksiyonu D birim diski iizerinde
n=1

analitik ve pozitif reel kisma sahipse, bu durumda n=1,2,... igin |Cn| <2, olur. Esitlik

p(z) = 1+—Z fonksiyonu ile saglanir [12-14].
-7
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Ispat: 9Ref(z)>0 olmasi igin gerek ve yeter sart [1+ f(z)|=[1—f(z)| olmasidir.

T@-1_ 6, osun Bu durumda l9(z)]<1 ve g(0)=0 dir. Schwarz

9(2)= f(2)+1 2

Lemmasindan |g(z)|:‘%z+... <|z| bulunur. Bu ise |¢|<2 oldugu anlamma gelir.

N, (k=1..,n) birimdiskin n. ayrik kokleri olsun. Bu durumda,

n 1
Re [%Z f (nkz"ﬁ:me{lmnu...}zo
k=1

olur. Bir Onceki sonucu kullanarak |Cn| <2,n=23,.. oldugu elde edilir.
1+2 © g . . 4 .. . -
o(z)= S = ZZMZ fonksiyonu bu esitsizligin her n icin kesin oldugunu

gosterir.

Teorem 2.2: Eger f €S ve eger tim a, katsayilar reel sayr ise, bu durumda her

n=2.3,.. i¢in |a,| < n esitsizligi saglamr [16].

Ispat: I. Yol: z=¢" ve r <1 igin
Imf (z):v(reie):iakrksin ko (2.3)
k=1
dir. (2.3) esitligi sinn@ ile ¢arpilip, 0 dan 7 ye kadar integrali alinirsa
%J.:v(re‘g)sin ng = %J':anr” sin“ngd@=ar" (2.4)

bulunur. Diger taraftan

|sin(n+1)8| = |sin né cos 6 + cos ndsin 6|

<|sinn@|+]sin 6|

oldugundan tiimevarim metoduyla kolayca goriiliir ki;
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sinn| <nlsin g

dir. Dolayisiyla (2.4) den,

n
ar

2n [ v(re)|sinode (2.5)
g ¢0
elde edilir. f nivalent oldugundan O<r <1 ve O<r <z olmak ilizere

0= f(re’)—f(re™)=> ar"(e"”-e™)
n=1
=2i) a,r"sinng
n=1
= 2iv(re')
yani,
v(re’”) 0

dir. v(re”)#0, @ min siirekli bir fonksiyonu oldugundan 0<@ <7 araliginda isaret

degistirmez. Bdylece,
r=lar|= ‘Ejoﬂv(reig)sin Hde‘
V4
(2.6)
_ 2 3 i0 .
_;IO ‘v(re )‘sm fdo

dir. Bu esitsizlik, (2.5) de yerine yazilirsa

ar'l<nr

bulunur. Sonug olarak r —1 igin istenilen sonug elde edilir.

I. Yol: z, =re , z,=re™, p#0, 0<r <1 olsun. Bu durumda,

f(z)-f(z x z"—z" i sinn
(1) (2) =1+Zan 1 2 =1+Zanrn—l : (0?&0
Z,-1, = 7,-1, - sing

olur. Her a, reel sayisi igin
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na SINNE

CID(r,go):lJrZZ:anr o

ifadesi de reeldir ve @ =0 dur. CI)(O, (p)=l oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla 0<r <1

oldugunda ®(r,p)>0 ve ¢ =0 olur. Bdylece

2sin” 9@ (r,p) =1+a,r cos -+ (a,r* —1)cos 2p +(a,r* - a, ) rcos3p

+..+(C,r* —c,,)r"*cos(n-1)p+..20
esitligin saglandig1 kolayca goriiliir. 0 <r <1 olacak sekilde r i¢in
F(z)=1+c,rz +(a3r2 —1) 2’ +(a4r2 —az) rz° +...+(cnr2 —cn_z) "z
fonksiyonunu tanimlayalim.

Bu durumda Re(F(z)) >0 olur. Lemma 2.1 den

r"t<2..

la,|<2, ‘asr2 —:IJSZ, ‘a4r2—a2‘r32,..., ar’-a,

elde edilir. r -1 olsun. Tiimevarim yonteminden

n=2 igin |a2| <2 oldugu agiktir.

n=k-1 icin |a,_,|<k—1 olsun.

n=k+1 i¢cin |ak+1| <k +1 oldugunu ispatlayalim.
|ak+1 - ak_1| <2 ve ters liggen esitsizliginden

|ak+1| _|ak—1| < |ak+1 - ak—l| <2

= la|<|au]|+2<k-1+2<k+1

elde edilerek teorem ispatlanmis olur.
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Simdi asil problem katsayilarin kompleks olmasi durumunda tahminin dogrulugunu

ispatlamaktir. Bununla ilgili ilk defa 1923 yilinda Lowner [17] parametrik temsil

yontemini tamtmis ve |ag| <3 dogrulugunu ispatlamistir. Bu yontem L. De Branges’ in

yaptig1 Bieberbach tahmini ispatinin temel tasidir. Ayrica ana yontemlerden biri de
hipergeometrik fonksiyonlar olmustur. Bu yontemin kullanilmasi ile 6nemli sonuglar

elde edilmistir.
|az| <3 ispatindan sonra 1955 yilinda Garabedian ve Schiffer [18] tarafindan

varyasyonel yontem kullanilarak |a4|<4 ispatlanmasina kadar gegen 32 yilda az bir

ilerleme kaydedilmistir. Garabedian ve Schiffer tarafindan yapilan ispat uzun ve

karmagikti. Fakat 1960 yilinda Charzynski ve Schiffer [19] Grunsky esitsizligini
kullanarak |a,|<4 esitsizliginin baska bir ispatin1 bulmuslardir. Yontemleri sasirtict

derecede basitti ve insanlarin dikkatini Grunsky esitsizligine ¢ekti. Bu 6nemli esitsizligi

burada belirtecegiz.

Bunun igin g € 2. olsun. Bu durumda,

IOQM:—ii%kz‘kg‘” (2.7)

Z— é/ n=1 k=1

her |z| >1 ve |{| >1 igin analitiktir. Ayrica asagidaki esitsizlik elde edilir.

Grunsky Esitsizligi: Herhangi N pozitif tamsay1 ve 4,..., Ay, kompleks sayilari igin

ZZJ/nk/lnﬂk

n=1 k=1

N1, e
<2 |l (2:8)
n=1

esitsizligi saglanir [16].

(2.8) esitsizligine zayif Grunsky esitsizligi denir. Bu esitsizlik gii¢lii Grunsky esitsizligi

olan

N
Zynkﬂ‘n

k=1

Sk
k=1

2 1 2
< ZEM”' (2.9)
n=1
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esitsizligine denktir. Ayrica bu esitsizlikler

N N 2
zzynkﬂ’muk

n=1 k=1

L1 el g
<> =4 ZE' ] (2.10)

n N k=1

genellestirilmis zayif Grunsky esitsizligine de denktir.

1968 yilinda Pederson [20] ve bagimsiz olarak 1969 yilinda Ozawa [21] |ag| <6

esitsizligini Grunsky esitsizligini kullanarak ispatlamislardir. Ispatin detaylarin

atliyoruz (ayrica bkz Gong [22] ).

Grunsky esitsizliginin birgok uygulamasi vardir. Ornegin, (2.10) esitsizliginden
2

Burada, A4,...Ay . 44, M, keyfi kompleks sayilar ve zj,..zy, &7,...,4N de birim

ZZMZM kZu. Gy Z,U. S

n=1 k=1 i=1

iﬂ».zi*k
i=1

=1
< -
_{;k

esitsizligi elde edilir.

diskin disinda noktalardir. Bu esitsizlik

3 2 10g 9 =96
;;/ku.l i <
(2.12)
"> 44, log 1—% A= log 1—%
= Z; Zj == Gi¢i

esitsizligine denktir.

|as| <5 esitsizliginin ispat1 oldukga zordur. Ispat i¢in Garabedian-Schiffer esitsizligi ve

Grunsky esitsizliginin genellestirilmis seklini kullanmak gerekir. Ispatin detaylarmi

atliyoruz (bkz. [23]). Branges 1984 yilinda Bieberbach tahminini tam olarak ispatlayana

kadar yalnizca n <6 igin |a,| < n esitsizligi ispatlanmigtir. Branges’in ispatindan &nce
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Bieberbach tahmini S smifim igeren baz1 06zel fonksiyon smiflar1 igin

dogrulanabiliyordu.

Bununla ilgili ilk teorem S~ sinifi i¢in verilmistir.

Teorem 2.3 (Nevanlinna teoremi): Eger (2.1) ile f €S™ ise her k = 2,3,... i¢in |a, | <k
saglanir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun bir Koebe

fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasidir [24].

Diger taraftan Alexander toreminden f e C fonksiyonlari igin |&,| <1 oldugu kolayca

goriiliir.

Buradan, Bieberbach tahmininin f € S™ i¢in dogru oldugu goriiliir.

Siiphesiz C iinivalent konveks analitik fonksiyonlar ailesi ve S” iinivalent yildizil

analitik fonksiyonlar ailesi, S ailesinin en 6nemli iki alt ailesidir.

Univalent fonksiyonlar teorisinin &nemli bir diger smifi olan konvekse yakin
fonksiyonlarin smifi i¢in de katsayr esitsizligi 1955 yilinda Reade [25] tarafindan

asagida verilmistir

Sonu¢ 2.4: Eger (2.1) ile f(z) fonskiyonu konvekse yakin bir fonksiyon ise her

n=2.3,..i¢in |a,| £ n saglanir [25].
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ispat: 2 f'(2)
9(2)

=Cy+CZ+... ve g(z)=bz+..... olsun. Bu durumda,

n-1
na, =Ccyb, +> ¢, b, n=23..

v=1

olur. (1.1) ve Lemma 2.1 den v>1 igin |¢,|<2|cy| elde edilir. Teorem 2.3 den

|b, | < v|by| olur. cob, =1 iligkisini kullamilarak,
n-1

nja,|<n+2> v = n?
v=1

elde edilir. Dolayisiyla |an| <n bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Bieberbach tahminini dogrulayan S nin diger alt aileleri de vardir ( bkz. [26-28]).

Konveks fonksiyonlar ailesi, yildizil fonksiyonlar ailesinde ve yildizil fonksiyonlar
ailesi de konvekse yakin fonksiyonlar ailesinde bulunur. Bu fonksiyon ailelerinin

detayli incelemesi Goodman’in [14] kitabinda bulunur.

(2.1) deki katsayilarin genel tahmini ile ilgili ilk sonu¢ 1925 yilinda E. Littlewood [29]

tarafindan elde edilmistir.
Teorem 2.5: f €S ve n=2,3,... i¢in |an| <en esitsizligi saglanir [29].

Littlewood un ispat1 f modiiliiniin

1
Mp(r,f):{ijj”‘f(rei@)\pde}p, O<p<o, O<r<l  (2.12)

27

ortalama tahminine dayanir.
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Lemma 2.6: Herhangi f €S igin,

M, (r, f)<——, 0<r<1 (2.13)
-r
dir [29].
Ispat: feS olsun. zeD igin )] analitiktir ve M;r&O oldugundan
z z

1

g(z)={@}2 , 9(0)=1 ve sonug olarak h(z) fonksiyonu h(z)=2z(g(z%))
z

fonksiyonu olarak tanimlanabilir.

h(z) =h(z,), f(z®)= f(z,°) anlamina geldigi igin h(z) fonksiyonu iinivalenttir.
Gergekten, Vz,,Z, € D i¢in

h(zl) 5 h(zz) =79 (212) = Zzg(zzz)

= 21(—]: (2212)]2 =1, [—f (Zﬁz)jz
Zl ZZ

= f(z2)=f(z,) (f eSoldugundan)

=2°=2 = 7,=12, veya z,=-1,

yazilir. Eger Z, =—2, olursa kabuliimiizden h(z,)=h(z,) = h(z,)=h(-z,) olur. Buda
h fonksiyonunun tek olmasi ile celigkilidir. Dolayisiyla z, =2z, olur. Yani h

tinivalenttir. Diger taraftan
h(z) =+ (z%) = D a2t =z4+c 02+ (6 =1) (2.14)
n=1

oldugundan h(z)eS olur. h(z) nin tanmm1 ve Teorem 1.2.2.8 den

Ih(z)| < |Z|]=r<1 elde edilir. h fonksiyonu |z|<rdiskini |w|<r(@—r®)"

.
1-r?"’

diskinde bulunan bir D, bolgesine resmeder. h(z) € S oldugu i¢in D, deki bir A, alam
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orjin merkezli r(1-r®)™ vyaricaph diskin alam olan zr*(1-r®)? den daha biiyiik

degildir. Diger taraftan,

pe ‘ pdpdezﬂinmzrz”
n=1

.. . - r NPT

oldugundan S smifi i¢in Alan teoreminden Z n|c | r’t < (1 )2 esitsizligi
0 ) r2

0<r <1 igin saglanir. Bu esitsizligin 0 dan r ye integrali ahmrsa, Y [c,[r*" < -
n=1 —r

elde edilir. Dolayistyla,

2
%jjﬂ‘h(re‘e)r do< 1i _

olur. Yukaridaki esitsizlikte r? yerine r alinirsa (2.13) elde edilir. Boylece teoremin

ispat1 tamamlanmis olur.

Littlewood Teoremi yukaridaki Lemma 2.6 m bir sonucudur. Oyle ki Taylor katsayisi

:ij‘ f(Z) dz = ij'z —me - f(re'g)dé? (Z )

271 Jd=r 2™ 2770
oldugu icin |an|r“szijoz”\f(rei9)\de = |a,|<r"My(r, f) elde edilir. (2.13) den
T

|an| <r™@-r)" olur. Yukaridaki esitligin sag tarafinda r =1—% olarak alinirsa

esitlik minimum deger alir. Boylece,

n-1
|a,| < n(1+nilj <en

olur. Littlewood Teoremi ispatlanmis olur.
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M, (r,f), (0<p<o,0<r<1) nin genel tahminleri 1927 yilinda Prawitz tarafindan

elde edilmistir. Prawitz asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 2.7 (Prawitz teoremi): Eger f(z)eS ise 0< p<wolacak sekilde keyfi p

sayisl i¢in
rl
MP(r, f)< pJ.O{Mij(t, f)dt (2.15)

esitsizligi dogrudur. Burada 0<r<1, M_(r, f)=max,_ {f(z)} dir (bkz. [16]).

Bir diizgiin Jordan egrisi, parametrik temsili ikinci mertebeden tiirevleri siirekli olan bir

Jordan egrisidir.

Lemma 2.8: C, ve C, orjini igeren iki Jordan egrisi olsun. Eger C,, C, nin i¢inde ise
p p
Iqr do < Iczr dg, (0<p<x)

olur. Burada (r,8), z noktasinin kutupsal koordinatlaridir (bkz. [16]).

Ispat: D, C, ve C, egrileri arasinda bir halka ve C ise bu halkanin smiri olsun.

do= % dx + %5 dy oldugu i¢in Green Teoreminden

J'Clrpde —_[C rpdezjcrpdé?

or 00 or 00
= rPty —— - ——~ldxd
°ll, {My ayax} ’

33



1 1 . .
olur. Dolayisiyla tor = 90 1o = _90 Cauchy-Rieman denklemlerinden

rox oy roy  ox

jcrpom: p”Dr"{(%T +[%j2} dxdy > 0

elde edilir. Boylece Lemma ispatlanmis olur.

Simdi Prawitz teoremini ispatlayalim.

Teorem 2.7 nin ispati: W= f(re) =Re" seklinde ifade edelim. log f nin Cauchy-

Rieman denklemlerinden birisi

1R _10¢
Ror roo

seklindedir.

Eger C, , f fonksiyonu altinda |Z| =TI nin goriintiisi ise

27rd
d

2r O p 2z a¢
—MP(r,f)=| —RPdO=—| RP—Zd@
r (1 1) IO or rJ‘0 00

=$£Rw¢

olur. Herhangi &>0 i¢in, T, : |W|= R=M_(r,f)+& ¢emberi C, egrisini igerir.

Lemma 2.8 den
jcr RPd¢ < Jr, RPdg=2z[M, (1, f)+e]

elde edilir. £ — 0" alinirsa,

d p
EM;’(r,f)s?Mq‘j(r,f)

yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin integrali Prawitz Teoremini verir.
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Eger Prawitz teoreminde p =1 alinirsa Lemma 2.6 elde edilir. Uzun bir siire, fonksiyon

modiiliiniin ortalama tahmini, katsay1 tahminlerinin elde edilmesinde ana yontemdi.

Ornegin fonksiyon modiiliiniin ortalama tahminini kullanarak, S smifi i¢in 1929 da
Landau [30] |a,|< (%Jrl)en oldugunu, 1946 yilinda Goluzin [31] |a,| <%en oldugunu
T
ve 1947 yilinda Bazilevich [32] |[a,| <%(1 jo”%dx+o.2649j n  oldugunu
T X

ispatlamiglardir.

1951 yilinda Bazilevich [33] ve Milin (bkz. [34]) birbirinden bagimsiz olarak sirasiyla

la, | < %en +1.51 ve |a,| < %en +1.8 sonuglarini ispatlamiglardir.

Analitik univalent fonksiyonlarin modiiliiniin ortalamasinin kesin tahmini, 1974 yilinda
Baernstein [35] tarafindan elde edildi. Baernstein’in teknigi diger alanlar igin de

oldukg¢a dnemlidir. Baernstein ayrica herhangi f €S igin
Mp(r,f)SMp(r,K), (0O< p<x) (2.16)
oldugunu ispatlamistir. Burada K, Koebe fonksiyonudur.

e L .
Bu sonucu |a,| < En tahmini izler. Baernstein’in bu sonucu o ana kadar bulunanlardan

daha kotiidiir. Aslinda, Baernstein, eger d(X), —oo< X <oo da azalmayan konveks bir

fonksiyon ise herhangi f € S,0<r <1 igin

LZ”CD(Iog‘ f (re‘g)‘)de < .[OZHCD(Iog‘K(rem)‘)dO

esitsizliginin saglandigini ispatlamistir. Burada K, Koebe fonksiyonudur. Dahas1 eger

@ kesinlikle konveks ise bazi r igin esitlik saglanir ancak ve ancak f fonksiyonu K

nin bir dénmesidir. Onceki esitsizlikte ®(X) =e™ olarak alinirsa (2.16) elde edilir.
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Baernstein’1n ispat1 Baernstein yildiz fonksiyonuna dayanir.
M (r, f') tahmini, bir f €S fonksiyonunun tiirev modiiliiniin ortalama tahmini hala

aciktir. p <% igin M _(r, f') <M (r,K’) saglanmadig: biliniyor. p > % icin saglandig1

tahmin ediliyor. Modiil ortalamasinin tahmininden baska bir yontem kullanarak d
sabitinin ilk iyilestirilmesi, Milin’e dayanir. 1965 yilinda Milin [36] herhangi f €S
i¢in

|a,|<1.243n, n=23,...

ispatinda yeni bir yonteme de Onciiliik etmistir.

Teorem 2.9 (Milin Teoremi): f(z) S olsun. O halde
la,|<1.243n n=23,...

dir [36].

Milin'in bu rekoru, 1972 yilinda FitzGerald [37] tarafindan gelistirilene kadar korundu.
FitzGerald, asagidaki tahmini elde etmek i¢cin Goluzin esitsizligini ve asagidaki

Lemmayi kullanmustir.

Teorem 2.10 (FitzGerald esitsizligi): f(z) = ZJrZanzn e S olsun. p<v i¢in B (,V)

n=2

fonksiyonu

p=n=v|, |n-vj<u

ﬂn(ﬂ,V)={O, In—v|> s

ve S, (v, 1) = B, (1, V) seklinde verilsin. Eger
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1+v—1

a,(f)="3 Auval -[a[ fal
k=1

seklinde ise bu durumda
(a,uV)ZS/z,VSn = O

matris esitsizligi saglanir [37].

Yukaridaki teoremden asagidaki lemmadaki esitsizlik kolayca goriiliir.

Lemma 2.11: Eger f(z)=) a,z" €S ise, bu durumda

n=2
n 2n-1
| <klal + > @n-K)af, n=23.. 2.17)
k=1 k=n+1

esitsizligi dogrudur [37].

Teorem 2.12: Eger f(z) = Zanzn e S ise, bu durumda

n=2

|a,| < \/Zn <1.081n, n=2,3,...

dir [37].

ispat: Zkzzén(n+l)(2n+l), Zk3=%n2(n+1)2 oldugundan ve (2.17) in sag
k=1

k=1

tarafinda |ak| nin yerine K yazilirsa

ST . o [ 4 1,
DK+ (2n—k)k*=—n*-Zn
k=1 k=n+1 6

yazilir.
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a,|<cn olacak

o a . -
Simdi c:supnsupfes| d olsun. Yani ¢ her feS ve her n igin,
n

sekilde en kiigiik sabit olsun. Teorem 2.5 (Littlewood Teoremi) den 1<c<e dir.

Herhangi & >0 igin |a,|>(c—&)n olacak sekilde bir f €S ve bir n tamsayisi vardur.

Boylece (2.17) den

7 4,1

c—e)'n* <la |’ <c?(=n*—=n?
(c—¢) |a,| (6 5 )

- . 7
elde edilir. Sonug olarak (c—¢)* <%CZ—%n‘2 olur ve &£ >0 igin C<\E bulunur.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.12’ in ispatinda sadece Lemma 2.11 kullanildi. Aslinda Lemma 2.11, Teorem

2.10 daki (a

i )2<uven 2 0 esitsizliginin basit bir sonucudur. Bu bakis agisina gore

Teorem 2.12 deki sinir iyilestirilebilir. Horowitz [38,39] bu tiir bir gelisme saglamistir.

Horowitz (a,,),c,u<0n =0 esitsizliginden ve A=(4,,..4,,) alarak yola ¢ikmustir.

Burada A4, =n—|n—u|, 1#£=12,..2n seklindedir. A(a,, )’ >0 esitsizligi

2 2n M 2u
Shf S+ 5 eiviaiz ¥ 40,

=u+ 1<pn<p,<2n

2n )
24, [a,
u=1

Ho 2 Mt i 2
xi= > (=t +K)a ] + D (e + 1, —K)[ay]

Kt 1n kK=p, +1

sekilde yazilabilir.

Bu esitsizligin sol tarafi (2.17) esitsizliginin sag tarafinin karesine esittir. Boylece

8 &, |E 2 2
la,| <2 429 > kla + D @u—k)a]
u=l k=1

on (-1 ¢ o (+m (2.18)
+2>°> A4, { > (m-(+ k)|ak|2}+ > (m-+k)[a [
(=2 m=1 k=(-m k=(+1
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a .
yazilir. ¢=sup,sup,_—olsun. Bu durumda her £>0 igin |a,|>n(c—¢) olacak
n

sekilde f(z) €S ve n vardir. Teorem 2.12 in ispatindakine benzer olarak,

n‘(c—¢)®<c? {iﬂkz{ik% i (Zy—k)kz}

k=p+1
2n (-1 4 (+m
+222/1[/1k{ (M—C+k)k?+ > (m+£—k)k2H
(=2 m=1 k=(-m k=0+1

yazilir. (=12,...,7 igin Z:‘:lk[ toplam formiilii kullanilarak ve uzun bir hesaplama ile

yukaridaki esitsizligin sag tarafinin

, 1881

c? i(1881n8 —602n° +49n* —68n%) [<C
1260

1260
esitsizligine esit oldugu goriiliir.

¢ keyfi oldugundan & — Oalimrsa c° S% yani CS(%)G <1.06091 elde edilir.

1

Boylece eger f €S ise |a,|< (%jﬁ n<1,0691n, n=2,3,... oldugu sonucu elde edilir.

Bu sonu¢ 1976 da Horowitz [38] tarafindan elde edilmistir. Ayrica 1978 yilinda
Horowitz [39] FitzGerald esitsizligini tekrar tekrar kullanarak n=2,3,... i¢in

|a | < (1659164137

1
*n<1,0657n esitsizligini elde etmistir.
681080400

Horowitz in elde ettigi sonuglardan da goriildiigii tizere Bieberbach tahmini bu yontemle

ispatlanamaz. |a,|<1.0657n sonucu Bieberbach Tahmini’nin Branges’in ispatin kadar

bulunan en iyi sonugtur. FitzGerald, yonteminin Bieberbach Tahmininin nihai bir

kanitina yol acamayacagina dikkat ¢ekti.
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Asagidaki tablo yukarida belirtilen sonuglar1 6zetlemektedir:

ADI YILI la,|<C, =sup|a,|

Littlewood | 1923 |a,| <en~2.7183n

1 1
Landau 1929 |an| < (E +;jen ~ 2.2244n

3
Goluzin 1946 |an| < Zenz 2.0388n

9( 1 p=sinx
Bazilevich | 1947 |an|<z(; jOde+o,2649)nz1.9240n

1
ili <—-en+1.80~1.3592n+1.80
Milin 1949 la,| >

1
ilevi a,|<—en+151~1.3592n+1.51
Bazilevich | 1949 la,| 2

1
(el.G _1)5
Milin 1964 |an|<Tnz1.2427n

7
FitzGerald | 1971 |an|<\Enz1.0802n

209
Horowitz al<| — 1| n=~1.0691n
1976 | || (140)

. 1.659.164.137
Horowitz | 1978 | |a,|<| = ——

“ 1 ~1.0657n
681.080.400

Tablo 2.
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2.1. Robertson ve Milin Tahmini

Robertson Tahmini, Bieberbach Tahmini ile yakindan baglantili olan tek degiskenli

tinivalent tek fonksiyonlarin katsayilarinin tahminini igeren bir problemdir. Eger f € S

ise (2.14) ile tanimlanan h(z) fonksiyonu bir tek fonksiyondur. 1932 yilinda
Littlewood ve Paley [40] |c,|<14 oldugunu ispatlamistir ve |C,|<1 tahmininde

bulunmustur. Eger Littlewood-Paley Tahmini Schwartz esitsizligi ile dogru olsaydi,
8y =CCop g 7 G0y g+ Gy 4G (2.19)

Bieberbach tahmini de dogru olurdu. Fakat 1933 yilinda Fekete ve Szego [41]

2

|c5|£%+e_3 =1.013....

kesin sonucunu ispatlayarak Little-Paley tahminini ¢iiriitmiistiir.

Dahasi, 1943 yilinda Schaeffer ve Spencer [42] n>5 igin |C,| >1 olacak sekilde reel

katsayili bir tinivalent tek fonksiyonun varligi ispatlamislardir. 1976 yilinda Leeman

[43] reel katsayili tinivalent tek fonksiyonlar igin C; modiliiniin sinirinin, C,

modiiliiniin iyi bir rasyonel sinirindan timit keserek oldugunu ispatlamiglardir.

09
1083
Littlewood-Paley tahmininden sonra 1933 yilinda Chen [44] |c,| < e® oldugunu, 1935

111
yilinda Levin [45] |cn|<24.e2.32:3.39... oldugunu ve 1951 yilinda Gong [46]

1 1 1

|cn|<2_g.e5.35:2.54... oldugunu ispatlamistir. 1967 yilinda Milin [47] |Cn|<1.17

sonucunu elde etmistir. Milin’in sonucu Milin metodu kullanilarak ispatlanmustir. Ispat:

bu bdliimde verecegiz. Yine 1980 yilinda Milin [48] |c,|<1.14 bularak daha iyi bir
sonug elde etmistir. Giiniimiize kadar, bilindigi iizere |C,| in {ist sinirmnin en iyi tahmini

|c,| <1.1305 tir. Bu tahmin Ke [49] tarafindan verilmistir.
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Littlewood tahminin dogru olmamasma ragmen Robertson 1936 yilinda asagidaki

tahmini yapmustir.

Robertson Tahmini: S de herhangi h(z) =z +¢,z° +¢,z° +... tek fonksiyonu igin

1+le,|" +.t[cos <n, n=23,... (2.20)

esitsizlik saglanir (bkz. [16]).

n=2 i¢in Robertson tahmini |a,|<2 esitsizlifine benzerdir. 1936 yilinda Robertson,

Lowner metodunu kullanarak n=3 i¢in bu tahmini ispatlamistir. 1970 yilinda
Friendland (bkz. [16]) Grunsky esitsizligini kullanarak n=4 igin bu tahmini
ispatlamistir. Tahmin 1984 e kadar n>5 i¢in ispatlanmamistir. Branges, Milin
tahminini ispatlamistir bu ise Robertson tahminini ve bdylece Bieberbach Tahminini
belirtir.

1955 yilinda Hayman [50] asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 2.1.1 (Hayman Diizgiinliik Teoremi): Herhangi f € S igin

Iimm=a£1 (2.21)

nN—o0 n
dogrudur. Yukaridaki esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun bir

Koebe fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasidir [50].
Bu teorem asagidaki lemmaya dayanir.

Lemma 2.1.2: Eger f €S ve M (r, f) =max,,| f(z)] ise

- 2

|rILrll(1—I’) M_(r,f)=a<1
seklindedir. Eger f fonksiyonu Koebe fonksiyonu yada onun donmelerinden biri
degilse r* (1— r2) M_(r, f), (0,1) araliginda kesinlikle azalan ve o <1 dir.

. +Z
Ispat : z € D alirsak herhangi f €S i¢in f ; € Aut(D) olacak sekilde
+

42



F(¢)=
(1—|z|2) f'(z)
olur. Teorem 1.2.2.8 den,
¢l < ¢l
F(O)
(1+[¢1)’ (1-I¢1)’
elde edilir. £ =-z olsun. Bu durumda
4 | 1@ | 1
2 — 2\ ¢, = 2
(+[2l)” {(21) 1 (2)| (e
olur. Buradan,
1—rS zf'(z)|<1+r g=r <1
1+r ‘

elde edilir. Esitsizligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart f(z) fonksiyonunun bir

Koebe fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun donmelerinden biri olmasidir. Bu

nedenle

f'(re‘9)| _ L+

f(re‘”)‘_ r(l-r)

Onceki esitsizligin r, den 1, ye (0 < <1, <1) integrali alinirsa,

glog‘f (re”)‘ <

log f (r,e')
S 9n r(—r) rad-r,)?

n 14+r . rLad-n)” r)?

elde edilir. Boylece herhangi 8, 0 < <1, <1 igin
(1 r) ‘f(r |9)‘ 1) ‘f(relg)‘

olur. ‘ f(rzeig)‘ =M (r,, f) olarak alirsak,

A0\ (. f)<

2

(1 1) ‘f(reua)‘

SﬂMm("l, f)

fl
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bulunur. Bu ise r™*(L—r?)M_(r, f) nin r nin azalan bir fonksiyonu oldugunu gosterir.

Limit >0 a yaklasirken r, 1 e egilim gosterir. Teorem 1.2.2.8° den

r*(l—r>)M_(r, f) <1 olur. Dolayisiyla a <1 dir. Eger f fonksiyonu bir Koebe

fonksiyonu veya onun donmelerinden biri ise yukaridaki esitsizlik ve o =1 saglanir.

Diger yandan azalma kesindir ve « <1 dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Limit «, f fonksiyonunun Hayman indeksi olarak adlandirilir.

Lemma 2.1.3: Eger f €S fonksiyonunun Hayman indeksi pozitif yani « >0 ise, bu
durumda

=

Irim(l—rz)‘f (re)

olacak sekilde e'® vardir.

Ispat : {r,} limiti 1 olan artan bir dizi olsun. ‘f(rne”“)

=M_(r, f), n=12,... olacak

sekilde 0< 6, <27 i¢in 6, alahm. Lemma 2.1.2 den r <, i¢in
@-r)* if (1-r)? i
o< | f (re™)| < S| f (re")
r, r

elde edilir. 6, noktast 6, nin bir yigilma noktast olsun. Bu durumda

r—1 r*(l-r)’M_(r, f) > @ oldugunda

BN CL VS

2
o< 8 (o)
r r

bulunur. Boylece,

Iim(l—r)z‘f(re“"‘))

r—l

=a
olur. 6’ m  tekligini  gosterelim. (2.11) de N=1 A4 =u=1,
¢1=6, 2, =65, |§Vl|=|§2|= p >1 olarak alinirsa

9(¢)-9(&)| 1
41_;2 ‘ 1- p72

1-p?<

44



-1
bulunur. Dolayisyla f(z) = (g (ED , pl=r, 1 z,=re’ ve =z,=re”
z - 2
i¢in yukaridaki esitsizlik
ﬂ‘eia _el%| < 1 _ 1 ‘ 1 I 1
r [ f(re”) f(re®) _‘f(reig)‘ ‘f(re“%)

i%

seklinde yazilr. Eger € =€ ve a>0 ise Iinf(l— rz)‘ f (reig)‘ #0 bir ¢eliski olusturur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

e'® yonii Hayman yonii olarak adlandirihr.

Hayman bu sonuglart kullanarak (2.21) i ispatlamistir. (2.21) deki o, Lemma 2.1.2 de
ki « ile aynidir. Hayman diizgiinliik teoremi i¢in birgok ispat mevcuttur (bkz. [50-54]).

Pommerenke [53] ispatinda FitzGerald esitsizligini kullanarak sadece daha kisa bir
. . - : — |an|
ispatin1 vermistir. Ispatta yalmizca f(z) Koebe fonksiyonu olmadik¢a limn..— <1

n
olur. En anlasilabilir ispatlarindan biri Aharonov [54] tarafindan yapilmistir

Hayman diizgiinlik teoreminden herhangi f € S fonksiyonu igin eger n> N(f) ise
|a,| <n olacak sekilde bir N(f) vardir. N(f), f ye baghdir. Ayrica Bieberbach

tahmininin yeterince biiyiik n i¢in dogru oldugu sonucuna varamayiz. Fakat asagidaki

tahmin formiilize edebilir.

Asimptotik Bieberbach Tahmini: Eger f €S ve A =max;

a,| ise, bu durumda

Iimﬁzl

n—oo n

olur (bkz. [16]).
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Teorem 1.2.2.8 den herhangi f € S nin D de ki goriintiisii orjin merkezli % yaricapl

bir diski igerir. Littlewood buradan yola ¢ikarak asagidaki tahmini yapmustir.

Littlewood Tahmini: Eger f €S ve f #w ise, bu durumda

|la,|<4|w|n, n=23,...

olur (bkz. [16]).

|w] 2% i¢in Bieberbach Tahmini, Littlewood Tahmini anlamma gelir. Ayrica, 1957

yilinda Nehari [55] asimptotik Bieberbach tahmininin Littlewood tahminini belirttigini

ispatlamistir. Aslinda Nehari asagidaki sonucu ispatlamistir.
(2.1)ile f €S olsun. Eger w herhangi |z| <1 i¢in f(z) nin bir degeri degilse

la,|<4|wAn, n=23,...

A

olmaktadir. Burada, A =Ilim___—,
n

A, =max, s|a,| seklindedir.

Diger taraftan, 1982 yilinda Hamilton [56], Littlewood tahmininin asimptotik
Bieberbach tahminini belirttigini ispatlamistir. Bu nedenle bu iki tahmin birbirine
denktir.

Yukarida da belirtildigi tizere Milin metodu bir ¢ok teoremin ispatinda ana unsurdur.

Milin metodu asagidaki fikir {izerine kuruludur:

Grunsky esitsizliginden elde edilen bilgiler, tek degerli bir fonksiyonun katsayilarinin
logaritmalar1 ile ilgilidir. Fonksiyonun kendisi hakkinda bilgi edinmek icin

Grunsky esitsizligini {lissiinii almak gereklidir.
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Lebedev ve Milin'e bagl olarak asagidaki ii¢ esitsizlik ¢cok 6nemlidir. Bu esitsizlikler
bir fonksiyonun katsayilar1 ile {issiiniin katsayilar1 arasinda iliskileri verir. Bu

esitsizliklerde fonksiyonlar icin tinivalentlige gerek yoktur.

#(2) = Zf:lakz" yakinsak bir kuvvet serisi olsun. Simdi

@ =3 Bz, p=1 (2.22)
k=0

ifadesini tanimlayalim. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir.

Lebedev-Milin Esitsizlikleri: Asagidaki esitizlikler dogrudur:

SIAL < exp{iklaklz}, (2.23)
(Y geXp{iZn:i(kpkr _%j} (2.24)

n+1i= N+l

4] < exp{zn:(k|ak|2 —a} (2.25)

k=1

( Lebedev ve Milin [34], Milin [47]).

feS ve

Iog%:Ziynz”, 7| <1 (2.26)
n=1

olsun. Eger f(z) Koebe fonksiyonu ise y, :1 dir.
n
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1967 yilinda Bazilevich [57,58] asagidaki esitsizligi ispatlamistir.

Bazilevich Esitsizligi: f €S, €% da f fonksiyonun Hayman yénii ve y, (2.26) ile

tanimlansin. Bu durumda,

s%log— 2.27)

saglanir. Burada o >0, f fonksiyonunun Hayman indeksidir.

Bu esitsizlik fonksiyonun Koebe fonksiyonu olmasi durumunda «'min 1 'e yakin

oldugunu gostermektedir. Fakat |7/n|£1 esitsizligi genelde saglanmayabilir. Bu
n

esitsizlik y1ldizil fonksiyonlar ailesi gibi baz1 6zel fonksiyonlar aileleri i¢in saglanir.

Bazilevich esitsizliginin uygulama alanlarindan biri Hayman Diizgilinliik Teoremininin
(Teorem 2.1.1) ispatidir. Bu teoremin ispat1 Aharonov [54] tarafindan verilmistir. Ispat

yapilirken kullanilan temel arag Bazilevich esitsizligi (2.27) dir.

Hayman Diizgiinlik teoreminin ispatin1 vermeden oOnce ispatta kullanilacak bazi

lemmalan verelim.

Lemma?2.14: A,A,.. sayilan

ik|%|2<°°’ me(imk}om, r—1 (2.28)

kosullarini saglayan kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda Ve >0, 0<r<1
ve 0<O<27 icin

1—re|
1-r

exp(i Akrke‘k‘gj

k=1

<M‘

olacak sekilde bir M >0 sayisi vardir. Burada M sayisi r den € dan bagimsizdir
(bkz. [16]).
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Lemma2.1.5: A,A,,... sayillart Lemma 2.1.4 deki gibi verilsin. Eger

9(2)=exp(i&zk]

seklinde ise, bu durumda Ve,7>0 ve z=re’ e D igin

e ‘”(“1%)

olacak sekilde z den bagimsiz bir T >0 sayist vardir (bkz. [16]).

1-z
la(z)—g(r)| ST‘E

Lemma 2.1.6: f(z)eS ve
Iin;(l—r)zMw(r, f)=a>0

olsun. Eger f nin Hayman yonii pozitif reel eksen ise bu durumda ¢ >0 igin

M
-y

|f(Z)| <
1-z

olacak sekilde z =re' den bagimsizbir M >0 sayis1 vardir (bkz. [16]).

Hayman diizgiinliik teoreminin ispati (bkz. [16]): K(z) Koebe fonksiyonu ve

A = 2(” —%j olsun, burada y, (2.26) ile tanimli olmak tizere

[@=Kk@ ey, r=1-1 (2.29)

n

olsun. Boylece f, nin Taylor agiliminin n. dereceden katsayisi

an(fn)zn{@(l—rn)z}

n

olur.
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Hayman yoni pozitif reel eksen ve o >0 oldugunu varsayalim. Bu durumda n— oo

i¢in
a(f)
n
elde edilir. Simdi N — oo i¢in
a,(f,-1 4
n

oldugunu ispatlamak gerekir. Bunun i¢in

h(@)=f(@2)-f(2)= K(Z)[exp(i Akzkj—exp(z&rnkﬂ

k=1

8

fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Cauchy formiiliinden

a,(@) =], D= (] ] Doy,

|lz2=r, 7

yazilir. Burada L pozitif bir say1 olmak {izere

¢ ={0: LA-r)<0<nx, |7=r}

c,={0: |6|<L@-r,)}

seklindedir . ¢, de |hn (Z)| < | f (Z)|+| f, (Z)| ve ¢ :% icin Lemma 2.1.6 kullanilirsa

h,(2) 2M 1 déo M,.n
1|_ 2 '|-01| n+l| | 2_ 1 ' 1 'Ll 3 < 1& (230)
7% 2| (1—5)n 1-r)2 [1-2z2 |2

elde edilir. Burada M, bir sabittir.c, de h (z) = K(r.e“)(g(re")—g(re)) ve Lemma
2.1.5 kullanilirsa
r

g ie)‘ <T (1_nrn)

1— ] i0 i
e L

n

ve
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|1, gzij' Ihn(Z)||dz| <T,L(A+nn) (2.31)
v/

c, |Z|n+l

elde edilir. Burada T, bir sabittir.

Ik olarak Lyl | | keyfi kiiglik yapmak igin yeteri kadar biiyiik secelim. Bu (2.30) ile
IT:]
n

yeterince kii¢iik olacak sekilde bir 7 secelim. Bu (2.31) ile miimkiindiir.

miimkiindiir. O halde T7L° i bazi biiyiik nler igin 1 keyfi kiigiik yapmak i¢in

Burada Hayman diizgiinliik teoremini « > Oig¢in ispatlanmis olur. « =0 oldugunda ise
2

e
@-r?’
frrz olur. Burada (2.14) ile h(z):«ff(zz) elde edilir.

£>0i¢in <l ve M _(r,f)< I’ <r<1 olacak sekilde r,vardir. I, <r<1

oldugu durumda M_(r,h) < 1

Boylece Iy <r <1 oldugunda

ol r <[ 725

n=1

bulunur ve

W=Dk 1 = [ 220k o

S R

2
+O(1)

2

1 . - L.
olur. r =1—= segilirse biiyiik n degeri igin

n

1
|a|< =M, (r, f) <2&%n

[2n]
n

elde edilir. Boylece ¢ >0 igin — 0 olur. Dolayisiyla ispat tamamlanmuis olur.
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Milin, Grunsky esitsizligini kullanarak asagidaki lemmayi ispatlamistir.

Milin Lemmasi: Herhangi f €S igin

n

+0

x|

Zk|7k|2 <
k=1 k

=1

esitsizligi saglanir. Burada ¢ <0.312 dir (bkz. [16]).

Ispat: f eSvey, asagidaki esitlikteki katsayilar olsun

Iog@: 3
z

227nz", 7] <1

n=1

F (W) n.dereceden Faber polinomu olmak iizere

z - 1
log =>» —FWwz™"
9(z)-w Z:‘n

verilen esitlikten 2y, = 1 F,(0) oldugunu biliyoruz. Bu durumda,
n

n n l
42" |7k|2 = ZE“:k (0)|2
k=1

k=1

olur.

geX ve AW =Y %W, [W<1 olmak iizere
Fn(g(é’))=nA1(%)+g’”, n=12,..

ve (a+b)” <2(a”*+b?) esitsizligi kullanilarak,

2
2, _2n
+F|§|

1 2 1
E|Fk(g(§))| SZK‘P&(E)

esitsizligi elde edilir. Giiglii Grunsky esitsizliginde y, =W alinirsa
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inm1 (W)|2 si%|w|2” =— Iog(1—|w|2")

n=1
elde edilir.Yukaridaki esitligi kullanilarak
2
: 1 2n
+2 ¢l
1 K

> IR 23K

1
A (Z)

1 N1k
<2log|1-— [+2) =
o2t

A
bulunur. |¢]>1 igin g(():{f(%ﬂ olarak almirsa geX olur. g fonksiyonu

|£]=p(>1) egrisini, orjini ihtiva eden bir C, Jordan egrisine resmeder. Y |F, (W)|2
k=1

fonksiyonu C_ ile sinirlanan bir bdlgede subharmonik fonksiyondur (Ahlfors, [59]).

Bu durumda subharmonik fonksiyonlarin maksimum modiil prensibinden,

n n 1 01
4y kln [ => =R O <max Y =|F (@)
k=1 k=1 k weC, = k
\ ok (2.33)
<-2log(l— p2)+ zsz
k=1

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte her taraf 2 ye boliiniirse
A SZ%/D” ~log@l-p?), p>1 (2.34)
k=1 k=1

2X

, t > 0olarak alinirsa
2n+1

elde edilir. p* =¢', t=

toot
~log(l-p%)=-log(l—e™) :%— log(e? —e 2) < %— logt

—L—Iogx+log(n+l)
2n+1 2

n

1
—logx+ ) ——
2n+1 ? kzzl“k 4

olur. Burada y =0.577... Euler sabiti olmak {izere

Iog(n+1)<zl—7 (2.35)
2" =k
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esitsizligi kullanildi.

t

. = X
Diger taraftan ZF =e' kullamlarak
t=o U*

% 1 2k 3 1 S 1 m S 1 m 3 m-1
1 K k:lkmzzom! mzzomI k=1
yazilir. Boylece
o1 1)
mY k™ <{n+= |, m=12,. (2.36)
o= 2
oldugundan
1,02“< —+nt+ —tm(n+—j
1 K k=1 m—z M!m
_ 1+ 2nX z X
~k 2n+1 = mim

elde edilir. Tiim bu sonuglar (2.34) de yerine yazilirsa

ZZkl a <I

dy Iogx+22——y G, (x)

bulunur. G, nin minimum degerini bulmak i¢in G, nin diferensiyeli alinarak

n

-1 1 =0 olur. G,, x=1l0g2 de minimum degerini alir. Boylece
X

G()—

n

1
Zk|yk| <—G (log2) = Zk+5

k=1

elde edilir. Burada

—Ilogze—_ldy——log Iog2—§<0 312

dir. Boylece Milin Lemmas: ispatlanmis olur.
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(2.35) ve (2.36) nin ispat1 asagidaki sekildedir. Oncelikle (2.35) in ispatin1 verelim:

51 1
= E ——log| n+=
Yn K g( 2}

k=1

olsun. O halde y, -V, , =w(n) ve

x+1
y(x)=>~log—2
X 1

X_i
2

olur.

X—>+0 i¢in (1) <0,y (X)>0 ve w(x) >0 oldugu agiktir. Boylece Yy, <Y, ,

bulunur ve Y, , azalandir. Dolayisiyla y, = y dir.

(2.36) esitsizligini tiimevarim yontemi ile ispatlayalim. n=1i¢in (2.36) nin saglandigi
aciktir. Eger (2.36), n—1 i¢in saglaniyor ise o halde

1

P <£(H—EJ +n™? <£(n+—)
= m 2 m 2

1\" 1\" 1
olur ve |n+=| —{n==1| >mn™" dir.
2 2

Milin Lemmasi, Milin Tahmini (2.39) bakimindan olduk¢a énemlidir

Milin Lemmasini kullanarak asagidaki esitsizlik ispatlanir.

Teorem 2.1.7: h(z) fonksiyonu (2.14) ile tanimlansin. Bu durumda,

5

lc.|<e? <117, n=23,..

dir (bkz. [16]).

55



Ispat: f €S ve h(z)=4/f(z°) olmak iizere

Io

h(z) 1 f(z)°° -
N R Y

log—
D Copl” exp{Zynz”}, c =1 (2.37)
n=0 n=1

elde edilir. (2.25) iigiincii Lebedev-Milin esitsizliginden,

Conua <exp{zklyk| —Zi} (2.38)

k=1

olur. Buradan Milin lemmasindan

o
|| < €2 <€°® < 117, n=12,..

bulunur. Littlewood-Paley Tahmini dogru olmadigr i¢in & nin degeri 0 olmayabilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki Milin tahmini baz1 durumlarda ¢ = 0 oldugunu iddia etmektedir.

Milin Tahmini: Herhangi f €S i¢in, 7, (2.26) ile tanimlansin. Bu durumda,

ZZ[kI ai ——J— n=12,.. (2.39)

=1 k=1

saglanir [36].

(2.37) den ve ikinci Lebedev-Milin esitsizligi (2.24) den

S <ol 35 f - |

mlkl
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oldugu goriiliir. Boylece eger Milin Tahmini dogru ise

n
Z|CZM|2 <n+1
k=0

olur. Yani Robertson tahmini dogrudur. Béylece Robertson Tahmini ispatlanmis olur.
1984 yilinda De Branges, Milin tahminini dolayisiyla Robertson ve Bieberbach

tahminlerini kanitladi.

Bu boliimii sonuglandirmak i¢in birkag ilgili tahminden bahsedelim.

1925 yilinda Littlewood [29] asagidaki sonucu ispatlamistir:
Eger g< f ise 0<r<1, 0< p<oo i¢in

M, (r,g) <M (r, f) (2.40)

olur. Burada M (r,g), (2.12) ile tammlidir. Bu sonugtan yola ¢ikarak 1939 ve 1943

yillarinda Rogosinski [60,61]

ilbnl2 Silanf, N=12,..
n=1 n=1

esitsizliginin saglandigini, p #2 igin

N N
2o <2 fa,
n=1

n=1

esitsizliginin de saglanmadigini ispatlamistir.

Ayrica g < f olmasi |bn|S|an| olacag1 anlamina gelmez. Basit bir ters 0rnek olarak

7% < z verilebilir. Rogosinski asagidaki tahminde bulunmustur.
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Rogosinski Tahmini: Eger g< f ve f €S ise |b|<n, n=1,2,... dir.

f < f, agik olarak dogru oldugu i¢in Rogosinski Tahmini, Bieberbach Tahmini

anlamina gelir. n=1 i¢in Rogosinski Tahmini Schwarz Lemmasi ile ispatlanabilir.

n=2 igin ispat Littlewood [29] tarafindan yapilmistir. Rogosinski [26] eger f

fonksiyonu yildizil veya reel bir katsayiya sahip olmasi durumunda ve Robertson [62]

ise konvekse yakin fonksiyonlar i¢in tahminin dogru oldugunu ispatlamistir.
Robertson tahmini, Rogosinski tahmini anlamina gelir. Bu durum asagida gosterilmistir.

h(z), (2.14) ile tanimlansin. g < f i¢in g(z) = f(w(z)) vardir.

h(z)

() =—= =1+c,z+C.2° +...

NG

olsun. Bu durumda (¢#(z))* = f(z)/ z olur. Béylece

9(2) = W(2) {1+ c;w(2) + ¢, (W(2)? +...}

elde edilir. ¢ nin ilk n kismi toplami

n
Sn (Z) = ZCZk—lzk_l
k=1

ile gosterilir. w(0) =0 oldugundan

2
dz

1 [ w(z)[S, (W(2))]
|z]=r

" 27 z"

olur. S,(W(z)) < S, (z) igin (2.40) Littlewood teoreminden

by < 1" M, (r, S, (W@)] <" [M,(r,S,@)]

—r" Zn:|czk—1|2 r2k—2
k=1

elde edilir. r =1 alinirsa
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n
b, < Z:|C2k—1|2
k=1

olur. Boylece Robertson tahminini ayni zamanda Rogosinski tahmini demek oldugu

goriiliir. Sheil-Small tahmini Robertson ve Rogosinski tahmini arasinda bir yerdedir.

f(z)=>a,z", g(z)=) b,z" iki kuvvet serisi olsun. Bu durumda h(z)=> ab,z"
fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimi denir ve h=f xg ile

gosterilir.

Sheil-Small Tahmini: Herhangi f € S ve n. dereceden herhangi P polinomu i¢in

[P £ <[P,

esitsizligi saglanir. Burada, || ”w ile |Z| <1 de maksimum modiil ifade edilir [63].

Eger P(z) = z" olarak alimirsa Sheil-Small tahmini Bieberbach tahminine esit olur. Bu

durum Sheil-Small tahmini Roberson tahmini ve Rogosinski tahmini arasindadir
seklinde gosterilir (bkz. [63]).

Bu yedi tahmin arasindaki iliski asagidaki sekildedir :

Milin Tahmini = Robertson Tahmini = Sheil-Small Tahmini= Rogosinski
Tahmini = Bieberbach Tahmini= Asimptotik Bieberbach Tahmini= Littlewood

Tahmini

De Branges, Milin tahminini ispatlamistir. BOylece yukaridaki tahminlerin tiimii

ispatlanmistir. Branges’in ispatindan once tiim bu yedi tahmin agik birer problemdi.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Buraya kadar Bieberbach varsayiminin kesin isptlanamadigini sadece daha iyi sonuglar
elde etmek igin ¢aba harcandigim1 gérdilk. Bu boliimde tezin esas amaci olan
Bieberbach tahminin dogrulugunun iki ispatina yer verilmistir. Bunlardan en 6nemlisi
hi¢ siiphesiz Branges’in ispat1 digeri Branges’in ispat tekniginden esinlenerek ve sadece

kullanilan fonksiyonu degistirerek yapilan Wienstein’in ispatidir.

Teorem 3.1 (De Branges Teoremi): Milin tahmini (2.39) dogrudur. Esitlik ancak ve

ancak f(z) fonksiyonunun Koebe fonksiyonu ya da  Koebe fonksiyonunun

donmelerinden biri olmasiyla saglanir [1].

Bu teoremin ispat1 ilk defa 1984 yilinda Branges tarafindan verilmistir.

3.1 De Branges’in ispat

Ispat1 vermeden 6nce ispatta kullanilacak bazi bilgileri verelim. Bu bilgiler Gong’un

[16] kitabindan alinmustir.

Jacobi Polinomu: o >-1ve g>-1igin J,,= {(1): : i 2 Kronecker deltast olmak
uzere

j_ll PP ()PP (x)(L-x)* L+ Xx) dx =6, ,, (3.1)
ve

ple (1) = [n + aj
a
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normalize sartin1 saglayan n.dereceden P“”(x) polinomuna Jacobi polinomlar: denir.

Teorem3.1.1: n=1,2,---

£ =k 3 (D

ve

sistemine Branges in ézel fonksiyon sistemi denir [1].

Lemma 3.1.2: Eger P“*(x) Jacobi polinomu ise

esitligi saglanir [1].

i¢in

v (2k+v+D), (2k+2v+2), o=kt

Tn,n+1 (t) = 0

(k+v)vi(n—k —v)!

(k=12

n—k
7, () =—ke™ > PEO(1-2e™)
j=0

Teorem 3.1.3: EgerO<t<oo ve k=12,... ise k=1,2,...,n igin

esitsizligi saglanir [1].

Teorem 3.1.4: De Branges in 6zel fonksiyon sistemi

z-n,k (t) - Tn,k+l (t) =—

rrlhk(t) <0

Tr:,k (t) B Tr:,k+l(t)

k k+1

7, (0)=n-k+1, k=12,..,n

esitlikleri saglar [1].

z-n,rH-l(t) = O, 0<t<w
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Branges’in Ispati: Ispat igin yalnizca f(z)eS fonksiyonunu dikkate almamiz

gereklidir. f(z)eS fonksiyonu |Z|<l diskini kompleks diizlemde bir slit egrisine

resmeder. Slit egrisi sonsuzluga egimli olan bir Jordan egrisidir. Bilindigi iizere, boyle
fonksiyonlar S de yogundur. Boyle fonksiyonlar i¢in bu teoremi ispatlamak gereklidir.

Loewner zincirler teorisinden bilindigi lizere bu tiir slit dontistimler

A @Y _1+x®z o (2,0)

ot 1- K(t)Z oz 3.7)

Loewner diferensiyel denklemini saglar ve
f(z,t)=e'z+..+a,(t)z" +..., |7/<l O0<t<oo
seklinde agilima sahiptir. Burada
f(z,0)=1(2)

ve «(t), |x(t)|=1 olacak sekildle O<t<oo arahifinda siirekli bir fonksiyondur.

0<t< icin,

[f(z t)j Zc 2, [7<1 (3.8)

olsun. O halde c,(0)=2y, dir. Burada 7,, (2.26) ile tammlanir. (3.8) esitliginin

sirastyla t ve z ye gore diferensiyeli alinirsa

ft(zlt)_ _ c ’ k

) 1—kzz;ck(t)z (3.9)
ve

f@h 1 3 1

(0 2 kZ;kck(t)z (3.10)

yazilir. (3.7), (3.8) ve (3.9) denklemlerinden
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S ok 1+ K(t)Z < K
1+k2=;ck(t)z _1—K(t)z£1+k2=:‘kck(t)z j

=(1+2x(t)z + 2k (t)? 2% + ...)(1+ > ke, (t)z"]
k=1
elde edilir. Yukaridaki esitlikte katsayilar karsilastirildiginda
k-1 _
Cl (t) = 2x(t)* +ke, (t) + 22 K (t) jc; (¥)
i1

bulunur. Simdi

b, (t) =0, bk(t)=_ijcj(t);<(t)-1, k=12,.. (3.11)

olsun. Bu durumda
cl (t) = 2x(t)* —ke, (t) +2x(t)“b (1), k=12,... (3.12)

dir. Sabit bir n icin
p(t) = Z[k lc (t)l2 —Ejfn,k (t) (3.13)

seklinde tanimlansin. O halde (3.6) dan Milin tahmini
(p(O):Z(k|ck(0)|2—sj(n—k+l)£0 (3.14)
k=1

olur. (3.14) ifadesinin ispat1 asagidaki sekildedir. Bunun igin

2 Tr:,k(t)

- (3.15)

PO =YD 0+b 0 +2

esitligini t >0 igin ispatlamak gerekir. Eger (3.15) saglaniyorsa bu durumda Teorem

3.1.3 den ¢'(t)>0 olur ve boylece ¢(t) monoton artan bir fonksiyondur. S nin
kompaktligindan ve {Tn,k(t)} in 4.2.1 deki tanimindan ¢(0) =0 elde edilir. Bu tam

olarak Milin tahmini olan ¢(0) <0 anlamina gelir.
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Simdi de baz1 basit cebirsel hesaplamalar ile birlikte (3.13) den (3.15) i ispatlamak i¢in
(3.12) ve Teorem 3.1.4 kullanilacaktir.

k()] =1 ve x(t)"=x(t) oldugundan (3.11) den

bi (t) —bia ()= kck ®)x(t)"
b, —b,_, =kc, x(t)" (3.16)
b —b, .|" =k?[c,["

dir. (3.13) ve (3.16) den

o(t) = Zi)(|bk ~b,,f-4) T"'kk(t) (3.17)

elde edilir. ke, (t) = <* (b, (t) —b, ,(t)) = u(t) olsun. O halde |u[* =|b, ~b, ,|* ve

% = u,0 +ul, = 2Re(u,0) = 2Re(kc, (t)T)
= 2%e[ ke, (Ox(t) * (b(t) ~bi+(1) ]
olur. Yani
0 |bk _bk—l|2 ! “(be —b
E[T] = 25Re{ck () (t) " (bx —bk—l)} (3.18)

seklindedir. Bu esitlikte (3.12) de ki C, yerine yazilirsa

b —b, [ - = - - - -
%L%} = Z%G{Z(bk —bk1)— kaK_k (bx —bk1) +2Db, (bx — bk—l)}

elde edilir. (3.16) den ke, x ™ =b,_—b,_, oldugunu biliyoruz. Béylece

o (b, ~bf - - E B
a{%} = Zfﬂe{Z(bk —bya) —|bk - bk71|2 + 2D, (b« —bk—l)}

=-2p, —b [ +4%e{@+D,)(bx — i)}
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bulunur. Onceki denklemi kullanarak ve (3.17) nin diferensiyeli aliirsa

n ! 1 n _ _
o'(t) = Z(|bk —b,[* —4) T“'L( ) >z, (0 [—2||ok b, ,|* +4Re(l+b,)(bx —bkfl)}
k=1 k=1

yazilir. Ayrica

n+1

-> (2], |2 +4Reb, )7, 0 =D (2|bk—1|2 +4%eb, )7, = (2|bk—1|2 +4%Reb )7,
P} P} ka1

oldugundan dolay1

S (2o, [+ 4%eb, )z, —70ia) = > [0, + 45teb, —2[b, [~ 4skeb, )z,
k=1

k=1

elde edilir. Diger taraftan
2|, b, [ +4%e@+b,)(be —bis) = 2|0, [ —2|b, [ +4%eb, —4%eb, ,

oldugu agiktir. Dolayistyla 7" | =0 ve by(t) =0 oldugundan dolay:

n,n+1

Trl1,k )

P'(t) = Z(|bk - bk71|2 - 4) + Z(2|bk |2 +4Reb, ) (7, , _Tn,k+1)
k=1 k=1

bulunur. (3.5) den ), =0 ve b,(t) =0 oldugundan

n,n+1

!

£ @2b,[* +asteb,)(- Tk - Doty
k=1

T:l,k (t)
k k+1

P'(t)= kzr:,(|bk _bk—l|2 _4)

n 4 n+l '
=Y [ (b~ ~4)-2]n [ —4steb, | 24— (2]p, ,[* +4steb, ;)
k=1 k k=2 k

!

TnTk[qbk - b|<—1|2 —4)- 2|bk |2 —4%Reb, - 2|bk—1|2 - 4mebk‘1:|

n
k=1

n 2 T
=—> b +b_, +2[
P k

elde edilir. Boylece Milin tahmini ispatlanmis olur.
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Simdi de Milin Tahmininde esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin fonksiyonun
Koebe fonksiyonu ve Koebe fonksiyonunun dénmeleriyle miimkiin olabilecegini
ispatlayalim.

Eger f(z)eS fakat bir Koebe fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun bir dénmesi
degil ise Teorem 1.2.2.4 den |a,|<2 olur. Bir f €S fonksiyon dizisi segelim. f,
fonksiyon dizisi |z|<1 diskini kompleks diizlemden bir ucu sonsuzluga uzanan Jordan
egrisinin ¢ikarildig1 bolgeye resmeder Ayrica f_ dizisi |Z| <1 in herhangi kompakt alt

kiimesi tzerinde f e diizgin yakinsaktir. f  i¢in f (z,t) vardir. f_(z,t) deki

m

a,,(t) katsayilar1 (3.8) deki ¢, (t) katsayilarina karsilik gelir. m yeterice biiyiik

alindiginda,
€. (0)| =|a () < < 2 (3.19)

olacak sekilde bir « vardir. (3.12) den

¢, (0] =[c,, () + 26 ()| <[, (V)] +2< 4

2—«a

elde edilir. Dolayisiyla t>0 igin ‘Cl,m (t)‘ <a+4t olur. 0<t< icin a+4t<2

a . - .
ve yeterince biiyiik m i¢in,

yazilir. (3.19) ve 7, (t) <0 dan 0<t<

20 2], Okn(®) +2] (-2/(1) 2 2~ ~ 407 ()

olur. Diger taraftan
o n . 4
_ IO on(t)dt =g, (0) =D (k ‘ck'm(O)‘ —E)(n +1-k)
k=1

oldugundan
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> (K[en O ~D)0+1-K) < - [ g}, @)

< (i“j j:éar;(t)dt :(Z_T“J {rl(z_Ta)—rl(O)} <0

n

bulunur. Béylece m—>oo igin Z(k|ck|2—sj(n+l—k)<0 olur.

k=1

Boylece Milin Tahminindeki  esitligin saglanmasinin Koebe fonksiyonu veya

donmelerinin sagladigi goriilmiis olur. Yani De Branges Teoremi ispatlanmais olur.
De Branges Teoremi Robertson tahminini dolayisiyla Bieberbach tahminini belirtir.

3.2 Weinstein’in Ispat

Wientein’in ispatinda Branges’in ispatindaki Jacobi polinomlarindan farkli olarak

Legendre polinomlart kullanilmistir. Simdi bu polinomu taniyalim. X bir reel say1, z

1
bir kompleks say1 ve ‘2X2—22‘<1 olsun. Simdi (1-2xz+12%) 2 ifadesinin 2xz—z°

‘nin kuvvetleri seklinde seriye acalim. Bu seri

1

(1—2xz+12%) 2 = P,(X) + zP,(X) + 2°P,(X) + Z°P,(X) +... (3.20)

seklindedir. Burada
1 4.2 1.3
PR(x)=1, BR(x)=x, Pz(x)=§(3x -1, P3(x)=§(5x -3X) ,...

olup genel olarak

(/2]
r (2n-2r)! n-2r
R (0= rzz(; D 2"ri(n=r)!(n-2r)! X

seklindedir.
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Burada degiskeni x olan PFy(X),P,(X),... polinomlar1 Legendre polinomlar: olarak
bilinir.

P (X) ’de n.dereceden Legendre polinomu olarak adlandirilir. Eger n bir tamsay1 alinirsa
H

d" 2 n_ _ 1\ n! (2n_2r)! n-2r
dx" = _;( D ri(n—r)! (n—2r)! X

seklinde olur. (3.20) den ve yukaridaki son esitlikten

1 d"

= o (¢ )" (3.21)

PI"I (X)

yazilir. Bu sonu¢ Rodrigues formiilii olarak bilinir.

Analitik fonksiyonun n. tiirevinin integral temsili (Cauchy Tiirev Formiilii) kullanilarak

1 (t*-1)"
R0 =~ . it (3.22)

elde edilir. Burada C saat yoniiniin tersinde basit kapali bir egridir. Bu formiille

Legendre formiilleri i¢in Schdfli formiiliidiir.

Legendre polinomlar1 hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden yazilabilir. Bunun igin
[1-X|<2(1-6), 0<5<1 ve C de [l-t|=2—& gemberi olsun. Dolayistyla
2-206

<——«1
2-06

1-x
1-t

oldugundan (t—x)™" ifadesi diizgiin yakinsak bir seriye

(t—x) " = (t—1) " x{1+ (n+1) f:11+ (””)2(;” +2) (1‘:3 +}

seklinde agilabilir.

Bu esitlik yukaridaki Schifli integralinde yerine yazilip terim terim integrali alinirsa
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(x=1)" (n+1)(n+2) (n+r) ¢ (t*-1"
P( ) Z 2n+1 .[ (t 1)n+1+r

= (x= (n+1)(n+2) (n+r)| d’
-2 2 { ey }

elde edilir. Diger taraftan

{dr (t+1)" } =2""n(n-D(n—r+1)

t=1

oldugundan dolay1 [1-X| < 2(1-6) <2 i¢in

Pn(x):z(n+1)(n+2) (n+2(l)n)(l n)...(r—=1-n) ( ; X)"
(3.23)

=,R(n+1 —n; 1; 1—lx)
2 2

yazilir. (3.23) den
P.(X) =P, (X) (3.24)
olur. k bir pozitif tamsayr —1<X<1 olmak iizere

“ d P (x)

Py (x) = (1—x*)? — 1= Tk

(3.25)
fonksiyonu k. mertebeden ve n. dereceden Ferrer yardimci Legendre fonksiyonu
denir.

(3.22) ve (3.25) den

(n+D)(n+2)...(n+ k)

Pﬂk (X) 2n+1

SN (3.26)

1
yazilir. Ayrica t=x+(x*-12e” vyani C, x merkezli

1

(x2—1)2| yarigapli bir

1
¢emberdir. Bu durumda dt = (x* —=1)2e”id¢ olur .
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1 1
t? —1=2(x*-1)2e"((x* —1)cosp+X) ve t—1=(x*-1)2e" sonuglar1 (3.26) da yerine

yazilirsa,

Pnk (x) = (n+D(n -;2)(['] +k) (_1)% . J.” ((XZ _1)% COS ¢+ X)ne—ik¢d¢
V4 -

bulunur.

1
(x* =1)2cos¢+ X, ¢ ’nin bir ¢ift fonksiyonu oldugundan

J.j; ((x? —1)% cosg+X)"sinkgdg =0

dir. Boylece

PX(X) = (n+1)(n 22)...(n k) (—1);'[” ((x? —1)% cos ¢+ X)" coskgd ¢ (3.27)
7z' -

olur. Simdi Legendre polinomlari i¢in farkli bir temsil teoremini verelim.

P.(x) =P, (u)P,(v)+ Zzn:(:;—:g: P¥(u)P! (v) cosk& (3.28)

1 1
yani, x=uv—(Uu®-12(v’*-1)2cosé olmak iizere (3.28) temsilinin dogru oldugunu

gosterelim. Sabit bir v i¢in eger v > 0 ise kolaylikla

1
u+(u2—1)zco(¢9—(p)‘
1

v+ (V2 —1)2 cos g

@ ’nin sinirh bir fonksiyonudur. M bu fonksiyonun st sinirt |Z| <M™ olsun. Bu

durumda

$ 0 U+ c0(0—g))

n=0 n+l

(v+ (v —=1)2 cos )
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@ ye gore diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla,

iznjﬂ (u+’ —1)5;30(9—(0))n do

n=0 - n+l

(v+ (V2 —1)2 cos )

:J:” i(u+(u2—1)21(30(9—(0))nd¢ (3.29)

n+l

10 (v (V2 —1)2 cos )

1 1 1 -1
= J._ﬁ {V—ZU +((v* =1)2 —z(u® —1)2 cos §) cos @ — z(u* —1)2 sin Osin (0} de

1

1 1
yazilir. Basit hesaplamalarla |A—(A? —B? —C?%)?|<|(B® +C?)?| olmasi durumunda

J.ﬂ d¢ _ 2
- i B 1
A+Bcosp+Csing (A2_B2_C?)?

dogrudur. (3.29) nun sag tarafinin integrali

27z[(v—2u)2 —{(v2 —1)% —z(u? —1)% cos 9} {z(uz —1)% sin 9} ]
(3.30)

27

1
(1-2zx+2%)?
dir.

Yukaridaki ifadeler Legendre polinomunun taniminda yerine yazilirsa

R P L 331

n+l

T v+ (V2 =1)? cos )
bulunur.

P (X), cos@ ya bagli n. dereceden bir polinom oldugundan bu fonksiyon Fourier

kosiniis serisi
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Pn(x):%AbijZn:& coské

seklinde olur. Burada

1

[ {u+(u2 ~1)2 cosw} sinkydy =0

oldugundan dolay1

A = lj_” P.(x) coskod o

J- J- (u+ (u? —1)2c0(6’ o))" COSkedeq)

n+1

(V+ (v —1)2 COS @)

J- J- (u+ (u? —1)2cosw) cosk((p+w)d do

n+1

(v+ (V2 —1)2 COS @)

J- J- (u+ (u? —1)2cosw) coskqocoskz//)d do

n+1

(v+ (v 1)2 Cos @)

seklindedir.
Dolayisiyla (3.24) ve (3.27) den

5 (N—k)!

2 PR

A=

bulunur. Boylece (3.28) ispatlanmis olur.

z e'w

-2 (@-w)’’

t>0 olsun.

Weinstein Teoreminin ispati: Sabit ze D, w=Ww,(z),

Bu durumda il = —W:l'—W ve t—oo igin W, (z) — 0°dan dolay:

1+w
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i( n (%- ke, (0)|2j(n Kk +1)jz”*1 = ii(%- Kc, (0)|2j(n o
4
k

k=1
0

. m-+k 4 2| z
-3 S (K—k|ck(0)|j—(1_ »

2)*

© d (4 2 k
=IO ﬁa(;(ﬂ_kh(tn jw ]dt
- _ew 1+W(Zk(c (1)S, (t))’Wk+Z(4 K2 o, OF Wt 1= m t

—k|c, (0)|2) z¢
(3.32)

Il
s

01-w?1-
yazilir. (3.9) dan z, =re" olmak iizere
of (z,,1)

1 2r at —k
¢, (t)=1lim z,do
O=moz ) f(z,t)

seklindedir. (3.32) nin sag tarafi

of (zl,t)

» e'w 1+W
1+ ke, (t)z¥d@ [w*
I01 w2 1-w ; r»lzﬁj f(l,) (02

of (z,,t)

1+W ot k K
1 = ke, (t)z;d@ |w
Z r—1 272,'[ f(Zl,t) k() 1

1+w w 2
_2 o kZ k
(1 Wj = ; e, O w* ]dt

6f(zl,t)

» e'w
1+ 2(1+2+..+ kg, (1)Z) kT, (1)Z)dO |w* +1
o e Z le f(1’)(( (D7) -k ()Z)

af_(zl,t)

00

Z %127[] f(zpt) =20+ 2+ ..+ ke, (1)2F) — ke, (1)Z1)dE [wF —2- Yk [c, ()| w* |dt (3.33)

ifadesine denktir. (3.32) den (3.33) iin sag tarafi
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of (z,,1)
» etW ©. l 2z T f(Zl,'[) > |
J'O = > lim— (00 , o120 [1+§|C.(t)zlJ

1_W k=1 r-l 271' 0
tooy

X 2((L4 24 ...+ K, (t)2°) — kT, (£)2)d ow’
81‘_(21,t) (334)
ST i 2z ot f_(zlit) IR
+er|m 2 1T - D (1+2Icl(t)zl]

k=1 1=1
az,

x 2(1+2+...+ ke, (1)) — ke, (t)2F)d Ow —ikz e, (O szdt
k=1

seklinde yazilir. (3.7) Lowner diferansiyel denkleminden

of (z,1) (Z of (z,1) j‘l 1+x(t)z
ot oz C1-k(t)z

ve

1+ Zk: Ic, (t)z])(2(1+...+ kT, (1)Z}) — kT, (1)Z))
=%\2(1+...+ ke, (©)2) ke, OZ[ +ke, ©2 QL+
(=06, 07 + 2K 6, O 1

bulunur. Ayrica (3.34) ifadesi

J.oo e'w i”m 1 Zﬂme{1+"(t)zl}‘2(1+...+ka(t)Zlk)

0 1-w? &t 27 d0 1-x(t)z,

(3.35)
—ke (t)zk\zdewkdt=j°° ew f}Ak(t)wk dt
k 1 0 1—W2 o=
seklinde yazilir. Burada ‘Re L+x(Oz, >0 oldugundan t>0, k=12,..., i¢in
1-x(t)z,
_limL (7 et x®Z, N (|
A () =lim —; me{l_’((t)zl}\z(1+...+kck(t)zl) ke, ()z| do =0 (3.36)

seklindedir.
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Simdi

tya K+l 0

WS AN (3.37)
n=0

olsun. Boylece (3.35) den eger t>0 i¢in A} (t)>0 ispatlanirsa Milin tahmini de

ispatlanmis olur.

1

(3.28) de u=v=(1-e")2 olsun. Bu durumda (3.25) den x=1-e"'+e"'cosd ve
gy
Pr(u) =P (v)=e 2 (—] R.(t)
dt
seklindedir. (3.28) den A (t) >0 olmak iizere
P.(x)=> A (t)cosko
k=0
dir. Boylece (3.20) den

2
Z o0
— =7 P (x)2"
1-2xz+7° {nzo () }

= z{izm i m(t)coské?} {iz“

n=0 1=0

n

A ,(t)cos ne}

yazilir. Son esitligin sag tarafinda coskécoslé = % {Cos(k —1)0 +cos(k + I)6’} formiilii

yerine yazilirsa B, , >0 olmak iizere

=> "™ Bncoske (3.38)
1- 2xz+z s € ’

elde edilir. Diger taraftan

z  ew
1-2)*  (1-w)?

seklinde tanimlanan W=W,(z) fonksiyonunu tekrar ele alalim. Boylece
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z B 1 1
;=
1-2x2+2* 1.1,
z

X 2+e‘t(1+w—2)—2x
W

_ e'w _e'w 1-w’
1-2wcos@+w*  1-w’ 1+w’ —2wcosé (3.39)
etW )
= 1+2)» w* coskd
l—WZ{ kzz; }

=Y AL 23 Y AL ()2 coske
k=0

k=1 n=k
yazilir. (3.38) ve (3.39) de z"* ve z""coské min katsayilar esitlendiginde sirastyla

1

Ay=B,, Ve Aﬁ:EB k>1

k,n?

bulunur. Boylece t>0, k=0,1...,n i¢in A_(t)>0 oldugu ispatlanir.

Milin tahmini i¢in esitlik durumu A (t) ve |a2| =2 esitliginden yola ¢ikilarak esitligin

ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ve onun donmesi ile miimkiin oldugu goriiliir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Tez ¢alismasinda yaklasik 70 yillik bir seriiveni olan Bieberbach tahminin ispatina
giden yolda yapilan caligmalar ayrintili bir sekilde anlatilmistir. Bu tez iinivalent
fonksiyonlar teorisinde ¢alisacak olan lisans iistii diizeyinde matematikgiler i¢in 6nemli
bir arsiv kaynagi olacaktir. Ayn1 zamanda tezin sunumu olarak da arastirmacilart yine

bu konuda ¢alismaya siiriikleyecegine inaniyoruz.

Baska bir ¢alismaya Oneri olarak {inivalent fonksiyonlar teorisinin diger problemleri ve

ters katsayilar i¢in katsayi esitsizlikleri ayr1 bir ¢aligma altinda yapilablir.
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