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1.GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en önemli dallarından biri hiç kuşkusuz ünivalent 

fonksiyonlar teorisidir. Bu teorideki en önemli problem de açık birim diskte kuvvet 

serisi ile verilen analitik ve ünivalent olan bir fonksiyonun katsayılarının kesin üst 

sınırını belirlemek olmuştur. Unutulmamalıdır ki, katsayı problemini en önemli kılan 

sebep katsayının fonksiyonun geometrisi üzerindeki rolüdür. Bu probleme ilk adımı 

1916 yılında Alman matematikçi Ludwig Bieberbach atmıştır. O çalışmasında açık 

birim diskte katsayıları kompleks olan analitik ve ünivalent  

2 3

2 3( ) ... ...n

nf z z a z a z a z       

şeklindeki fonksiyonlar için 2 2a   olduğunu ispatlamış ve 2  sınırının kesin olduğunu 

belirtmiştir. Aynı çalışmada Bieberbach böyle fonksiyonlar için  2,3,na n n   

varsayımını (tahminini, konjectür)  açık problem olarak ortaya atmıştır. Matematik 

dünyasında onun tahmini yaklaşık 70 yıl içinde dünyanın en iyi araştırması olarak 

gösterilir. Matematik dünyasının önde gelen matematikçileri bu tahminin ispatının 

yapılıp yapılamayacağının çok zor olduğu hatta böyle bir tahminin yanlış olduğunu 

düşünmekteydiler. Birçok araştırmacı matematik kariyerlerini bu tahmini çözmeyi 

denerken oluşturmuş hatta meşhur olmuştur. Bu tahmin geometrik fonksiyonlar 

teorisinde birçok gelişmeye de öncelik etmiştir. Öyle ki bu tahmini ispatlamaya 

çalışırken matematiğe birçok yeni metotlar ve tahminle alakalı birçok yeni problemler 

kazandırılmıştır. 

Tahmin uzun yıllar matematikçiler tarafından ispatlanmaya çalışılmış ve 1984 yılına 

kadar bu tahmin sadece 2 3 4 5 6, , , ,a a a a a  katsayıları için ispatlanmıştır.  
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Öyle ki; 

ADI YILI supn n na C a   

Bieberbach 1916 2 2a   

Löwner 1923 3 3a   

Garabedian ve Schiffer 1955 4 4a   

Pederson ve Schiffer  1972 5 5a   

Pederson ve Ozawa 1968 6 6a   

Tablo 1.   

tahminleri doğrulanmıştır. Diğer taraftan yukardaki matematikçilerden farklı olarak bir 

çok matematikçi de tüm 2,3,n   değerleri için sup na  yi bulmak için çokça çaba 

harcamıştır. Yaklaşık 70 yıllık serüvende sup na  için aşağıda verilen tablodaki sonuçlar 

elde edilmiştir. 
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Tablo 2. 

ADI YILI supn n na C a   

Littlewood 1923 
2.7183na en n   

Landau 1929 

1 1
2.2244

2
na en n



 
   
 

 

Goluzin 1946 

3
2.0388

4
na en n   

Bazilevich 1947 0

9 1 sin
0,2649 1.9240

4
n

x
a dx n n

x





 
   

 
  

Milin  1949 

1
1.80 1.3592 1.80

2
na en n     

Bazilevich 1949 

1
1.51 1.3592 1.51

2
na en n     

Milin 1964 
 

1
1.6 21

1.2427
1.6

n

e
a n n


   

FitzGerald  1971 
7

1.0802
6

na n n   

Horowitz 1976 

1

6209
1.0691

140
na n n

 
  
 

 

Horowitz  1978 

1

141.659.164.137
1.0657

681.080.400
na n n

 
  
 
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Nihayet 1984 yılında L. De Branges [1] tarafından tüm 2,3,n   değerleri için 

na n ispatlanmıştır. Sonuç olarak yaklaşık 70 yıldır yüzlerce matematikçiyi zorlayan 

Bieberbach Tahmini 1984 yılında Louis De Branges tarafından çözülmüştür. De 

Branges problemi çözdüğünde 52 yaşında ve Purdue Üniversitesinde çalışmaktaydı.  

Aslında Bieberbach tahminin doğruluğu 1936 yılında Robertson tarafından öne sürülen 

bir tahmine dayanıyor. Bu tahmin bazı özel değerler için ispatlansa da genel doğruluğu 

ispatlanamamıştır. Daha sonraki yıllarda görüldü ki; Robertson tahmininin doğruluğu da 

1971 yılında Rus matematikçi Milin tarafından bir açık problem olarak ortaya atılan bir 

eşitsizliğin doğruluğuna dayanıyordu. Yani asıl problem Milin eşitsizliğini (tahminini) 

ispatlamaktı. De Branges, Milin tahminine dolayısıyla Bieberbach tahmini üzerine 7 yıl 

boyunca çalışmış, nihayetinde 1984 yılının Mayıs ayında ise başarılı olmuştur. O 

aslında 1971 de Milin tarafından ortaya atılan tahminden daha güçlüsünü ispatladı. 

Branges yaptığı bu çalışmayı 385 sayfalık bir yazı haline getirmiş ve yazıyı hem 

Amerikan hemde Sovyetler matematik topluluğuna sunmuştur. Amerikan matematik 

topluluğundaki matematikçiler sayfa sayısından dolayı yazıyı okumaya pek istekli 

değildi. Ama Sovyetler matematik topluluğu aynı şeyi düşünmüyordu tam tersine 

kendisini Rusya’ya davet ettiler. Rus matematikçi Milin ve onun Leningrad’daki 

meslektaşları Branges’i davet ederek çalışmasını matematikçiler karşısında sunmasını 

istediler. Louis De Branges çalışmasını Sovyetlerin önde gelen bu matematikçileri 

karşısında sunarak büyük bir beğeni toplamıştır. Aynı tarihte ispat Amerika 

matematikçileri tarafından kabul edilmişti. Amerikan matematikçiler bu yazıyı 

kısaltmasını ve bir makale haline getirmesini istediler. Branges’in yaptığı bu çalışma 

matematik dünyasının en prestijli dergisi olan Acta Mathamatica dergisinde [2]  

basılmıştır. Daha sonra Ekim 1985’de FitzGerald ve Pommerenke [3] De Branges 

teoreminin daha kısa ispatını veren bir bilgi notu yayınladı. 

Branges’in ispatından sonra ispatın önemini farklı bakış açılarından daha anlaşılır hale 

getirmek için birçok makale yazılmıştı. Örneğin 1986 yılında Koornwinder [4] bu 

ispatın grup teorileri ile ilgili yanlarını araştırdı. O ispatın daha az hesaplamalı ve 

anlaşılır olmasını istedi. 1991-1992 yıllarında  Nikolskii ve Vasyunin [5,6] (3.5) 

denklemlerinin fonksiyonel analiz açıklamasını verdi. De Branges [7] , Helton ve 

Weening [8] sistemsel olarak ispatı geliştirdi. Rovneyak [9] ispatın 1989 yılında Krein 
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uzay operatör teorisi ile bazı bağlantılarını yapmıştır. Branges’in ispatından sonra 

Branges’in orijinal ispatını adım adım basitleştirmek için birkaç makale yayınlamıştır. 

Fakat hepsinde ortak olarak kullanılan hedef Milin tahmini olmuştur. 

 

Hazırlanan bu yüksek lisans tezi üç bölümden oluşmaktadır. Kuramsal temeller 

bölümünde tez için gerekli olan tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

 

Materyal ve yöntem bölümünde Bieberbach tahmininin ispatı için gerekli olan bilgiler 

ve kullanılacak olan yöntem ayrıntılı bir şekilde verilmiştir. 

 

Üçüncü bölüm yani araştırma bulgularında Bieberbach tahmininin Branges ve 

Weinstein tarafından yapılan ispatılarına yer verilmiştir.  

 

1.2. Kuramsal Temeller 

 

Bu bölümde daha sonra kullanılacak olan tanım ve teoremlere yer verilmiştir. Bu 

bağlamda ilk önce normlu uzay kavramı tanıtılacaktır. 

 

Tanım 1.2.1 (Normlu Uzay): X , F  cismi üzerinde vektör uzayı olmak üzere 

 . : 0X    ile tanımlanan fonksiyon her ,x y X   ve F  skaleri için  

(i) 0x    

(ii) 0 0x x    

(iii) x x   

(iv) x y x y    

şartlarını sağlıyorsa .  fonksiyonuna X  vektör uzayı üzerinde norm denir. Oluşan 

( , . )X  sıralı ikilisine ise normlu uzay denir. 

 

Örneğin; 1 2( , , , ) n

nx x x x   için 
2 2 2

1 2 nx x x x     şeklinde tanımlanan 

fonksiyon bir normdur. 
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1.2.1. Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar 

 

Bu bölümde analitik ve ünivalent fonksiyonlar için önemli olan tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. 

 

Tanım 1.2.1.1 (Diferensiyellenebilme): A  olsun. : Af   ye bir fonksiyon ve 

0 ,z  A  nın bir iç noktası olması durumunda 

                                                       
0

0

0

( ) ( )
lim
z z

f z f z

z z




  

limiti varsa ( )f z  fonksiyonu 0z  noktasında diferensiyellenebilirdir (veya 

türevlenebilirdir) denir. Burada limit değeri 0( )f z  ile gösterilir. 0( )f z  ifadesi  0z z  

noktasındaki f  fonksiyonunun türevidir [10].  

  

Tanım 1.2.1.2 (Analitik Fonksiyon): ( )f z  fonksiyonu kompleks düzlemde bir 0z  

noktasında ve 0z  noktasının uygun bir komşuluğundaki her noktada 

diferansiyellenebilirse ( )f z  fonksiyonuna 0z  noktasında analitiktir denir [10].  

 

Tüm düzlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. Örneğin; ( ) 2 ,f z z   

( ) zf z e  ve ( ) sinf z z  fonksiyonları tam fonksiyonlardır.  

 

( )f z  fonksiyonu 0z  noktasında analitik değilse 0z  noktasına ( )f z  fonksiyonunun 

singüler (tekil) noktası denir. 

 

0z z  noktası  ( )f z  fonksiyonunun singüler noktası ise bu durumda ( )f z  fonksiyonu, 

0z  merkezli bir kuvvet serisine açılamaz. Fakat 0z z  çıkarılmış singüler nokta 

civarında ( )f z  yi  0z z  ın hem pozitif hem de negatif tam sayı kuvvetlerini içinde 

bulunduran Laurent serisi olarak seri gösterimi aşağıdaki gibi yapılabilir. 
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0z  noktası  ( )f z  fonksiyonunun singüler noktası ve ,n na b   olmak üzere  

                                                
 

 0

1 00

nn
nn

n n

b
a z z

z z

 

 

 


    

serisine  ( )f z  fonksiyonunun 0z  merkezli Laurent serisi denir. Burada 
 1 0

n

n
n

b

z z



 
  

serisi Laurent serisinin esas kısmı,  0

0

n

n

n

a z z




  serisi ise Laurent serisinin analitik 

kısmıdır. 0z , f  fonksiyonunun bir ayrık singüler noktası olduğunda bu noktanın uygun 

bir delinmiş komşuluğundaki Laurent serisi göz önüne alınsın. Bu serinin esas kısmında 

sonlu sayıda terimi varsa 0z  noktasına f  fonksiyonunun kutup noktası denir. Serinin 

esas kısmında paydadaki 0( )z z  ın en büyük kuvveti 1 ise 0z  noktası f  

fonksiyonunun basit kutup noktasıdır. 

 

Analitik fonksiyonların önemini belirten teoremlerden biri Cauchy-Türev formülüdür. 

 

Teorem 1.2.1.3 (Cauchy-Türev Formülü): ( )f z  fonksiyonu pozitif yönlü basit kapalı   

eğrisi içinde ve üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z  bu eğrinin içinde bir nokta olsun. 

Bu durumda 0,1,2,n    için  

( ) 0
0 1

0

( )!
( )

2 ( )

n

n

f zn
f z dz

i z z


 


  

eşitliği gerçeklenir [11]. 

 

Cauchy-Türev formülünden çıkarılabilecek en önemli sonuç: “ ( )f z  bir bölgede 

analitik bir fonksiyon ise bu bölgede her mertebeden türevi vardır ve bu türevler o 

bölgede analitiktir” dır. Bu durumda ( )f z  analitik fonksiyonu 0z  noktasında  

  
0

0

( ) ( )n

n

n

f z a z z




  ,   
( )

0( ) / !n

na f z n                      (1.1) 

şeklinde bir Taylor açılımına sahiptir.  
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Tanım 1.2.1.4 (Meromorf Fonksiyon): Bir ( )f z  fonksiyonunun bir B  bölgesindeki 

singüler noktaları sadece kutup noktaları ise ( )f z  fonksiyonuna B  bölgesinde 

meromorf  fonksiyon denir [10]. 

 

Örneğin; ( ) /zf z e z  fonksiyonu  de bir meromorf fonksiyondur. 

 

Teorem 1.2.1.5 (Maksimum Prensibi): ( )f z , E   bölgesinde sabit olmayan analitik 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda ( )f z , maksimum değerini E  bölgesinin sınırında 

alır [11].  

 

Maksimum prensibinin önemli sonuçlarından birisi Schwarz Lemmasıdır.  

Bu tez boyunca orijin merkezli açık birim disk  : 1D z z    ile gösterilecektir. 

 

Lemma 1.2.1.6 (Schwarz Lemması): ( )f z  fonksiyonu D  birim diskinde analitik bir 

fonksiyon ve (0) 0f   olsun. Eğer D  birim diskinde ( ) 1f z   oluyor ise bu durumda 

(0) 1f    ve ( )f z z  dir. Eşitlik ancak ve ancak (  için) ( ) if z e z  fonksiyonu 

için sağlanır [11]. 

 

Tanım 1.2.1.7 (Ünivalent Fonksiyon): ( )f z , B  bölgesinde tanımlı bir analitik 

fonksiyon olsun. Her 1 2,z z B  için 1 2( ) ( )f z f z  olması sadece 1 2z z  olmasını 

gerektiriyorsa (veya 1 2z z  olduğunda 1 2( ) ( )f z f z  gerçekleşiyorsa) ( )f z  

fonksiyona B  bölgesinde ünivalent (veya schlicht) fonksiyon denir [12]. 

 

Eğer ( )f z  fonksiyonu, 0z  noktasının bir komşuluğunda ünivalent ise ( )f z  

fonksiyonuna yerel ünivalent fonksiyon denir. 

 

Teorem 1.2.1.8: Analitik bir ( )f z  fonksiyonunun 0z  noktasında yerel ünivalent olması 

için gerekli ve yeter şart 
0( ) 0f z   olmasıdır [12]. 
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Ayrıca 0( ) 0f z   şartı, ( )f z  fonksiyonunun ünivalentliği için gerekli fakat yeterli 

değildir. Yani ( )f z  analitik fonksiyonu ünivalent ise 0( ) 0f z   olur. Bu ifadenin tersi 

her zaman doğru değildir. Bir kümede yerel ünivalent olan analitik fonksiyonların, bu 

kümede ünivalent olması gerekmez. 

 

Örneğin; 2( )f z z  fonksiyonu  : 0 1,0 arg 2E z z z       bölgesinde yerel 

ünivalent olmasına rağmen ünivalent fonksiyon değildir. 

 

Tanım 1.2.1.9 (Konform Dönüşüm): Eğer bir dönüşüm, belli bir 0z  noktasından geçen 

iki düzgün eğri arasındaki açının büyüklüğünü ve yönünü koruyorsa, bu dönüşüme 0z  

noktasında konformdur denir. Eğer bir ( )f z  fonksiyonu, bir B  bölgesinin tüm 

noktalarında konform ise, ( )f z  fonksiyonu B  bölgesinde konformdur denir [10]. 

 

Örneğin; ( ) zf z e  dönüşümü  düzleminin tamamında konformdur. 

 

Teorem 1.2.1.10: ( )f z  fonksiyonunun analitik olduğu her z  noktasında ( ) 0f z   şartı 

sağlanıyorsa, ( )f z  fonksiyonu konformdur [12]. 

 

Dolayısıyla bir bölgede analitik ve ünivalent bir fonksiyon aynı zamanda konformdur. 

En önemli konform dönüşümlerden biri de Möbiüs dönüşümüdür. Bu dönüşüm, 

, , ,a b c d  olmak üzere  

( ) ,     0
az b

w f z ad bc
cz d


   


 

şeklindedir Bu dönüşüm, genişletilmiş kompleks düzlemi        kendi 

üzerine konform olarak resmeder.  

 

1851 yılında Riemann, z   düzlemindeki   D D  bölgesini, w  düzlemindeki 

1D  bölgesi üzerine resmeden f  konform fonksiyonunun varlığından söz etmiştir. 
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Teorem 1.2.1.11 (Riemann Dönüşüm Teoremi): Kompleks düzlemde tüm 

  D D  basit bağlantılı bölgesi konform olarak D  birim diski üzerine 

resmedilir. Ayrıca, 0 Dz   olmak üzere 0( ) 0f z   ve 0( ) 0f z   şartlarını sağlayan 

 yi  DD  birim diski üzerine resmeden bir tek konform dönüşüm vardır [12]. 

 

1.2.2. Normalize Edilmiş Ünivalent Fonksiyonlar  

 

Analitik olarak düşünüldüğünde, bir ünivalent fonksiyon sıfırdan farklı türeve sahip 

iken; geometrik olarak da basit eğrileri basit eğrilere dönüştürür. Hem analitik hem de 

ünivalent fonksiyon ise basit eğrileri basit eğrilere dönüştürür. Riemann dönüşüm 

teoremine göre,  den farklı herhangi iki basit bağlantılı bölge konform olarak denk 

olduğundan keyfi bölgelerde tanımlı ( )f z  analitik fonksiyonu yerine D  de tanımlı 

analitik fonksiyonlarla işlem yapılmaktadır. (0) 0f  , (0) 1f    şartlarını sağlayan  

2

( ) ,n

n

n

f z z a z




     z D  

biçimindeki fonksiyona normalize edilmiş analitik fonksiyon denir. Normalize edilmiş 

analitik fonksiyonların sınıfını A  ile gösterilir ve 

2

:  için ( )  şeklindeki analitik fonksiyonn

n

n

A f z D f z z a z




 
     
 

  

şeklinde yazılır. 

 

Tanım 1.2.2.1 ( S  sınıfı): D  birim diskinde ünivalent olan f A   fonksiyonlarının 

oluşturduğu sınıfa S  sınıfı denir ve kısaca 

 :  için  ünivalentS f A z D f      

biçiminde gösterilir [12-14]. 

 

Örneğin; 
2 3( )

1

z
w f z z z z S

z
      


 fonksiyonu D  birim diskini 

 : e 1/ 2w u iv w      kümesine resmeder. 
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Teorem 1.2.2.2: f S  olsun. Bu durumda: 

i. Eşlenik alma: 
2

2( ) ( ) ...  iseg z f z z a z     g S  dir. 

ii.  Döndürme (Rotasyon):     olmak üzere  

( 1)

2

( ) ( )i i i n n

n

n

g z e f e z z a e z  


 



       z D  

biçiminde verilen ( )g z  fonksiyonu S  sınıfına aittir 

iii.  Genişleme (Dilatasyon): 0 1r   olmak üzere   

1 1

2

( ) ( ) n n

n

n

g z r f rz z a r z


 



       z D  

biçiminde verilen ( )g z  fonksiyonu S  sınıfına aittir. 

iv. Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach dönüşümü): 0z D  olmak üzere  

0

0

2

0

1
( )

(1 ) ( )

z z
f

z z
g z

z f z

 
   




    z D  

biçiminde verilen ( )g z  fonksiyonu S  sınıfına aittir 

v.  Değer bölgesi dönüşümü:   fonksiyonu  f D  de ünivalent ve 

(0) 0 (0)=1   koşulunu gerçekleyen bir fonksiyon ise f S   dir. 

vi.  Çıkarılmış değer dönüşümü:  w f D  olsun. Bu durumda  

( )
( )

1 ( ) /

f z
g z

f z w



    z D  

biçiminde verilen ( )g z  fonksiyonu S  sınıfına  aittir.   

vii.   n   kök dönüşümü: Eğer 2,3,4,...n   ise  

 1 2 2 12

3 22

1
( ) ( ) (2 ( 1) ) ...   

2

n n nn
a

g z f z z z na n a z z D
n n

          

biçiminde verilen ( )g z   fonksiyonu S  sınıfına  aittir [12].  

 

S   sınıfıyla yakından ilişkisi olan başka bir sınıfta birim diskin dışında tanımlı 

fonksiyonların oluşturduğu sınıftır. Bu sınıfı   ile gösterelim.   sınıfına ait 

fonksiyonlar, 
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şeklinde olup,             birim diskin dışında analitik ve birebir olan 

fonksiyonlardan oluşur. Yani kısaca; 

0

Σ :   ( ) , Δ kümesinde analitik ve ünivalent n

n

n

f f z z b z






 
   
 

  

dır. Eğer f S   ise,  

     
 

  
 
  

 Σ  

yazılır. Bu durumda 

          
     

      
 

 
  

 

 
   

 

  
   

 

  
   

     
 

  
 
  

         
     

 

 
     

olur. 

 

 Teorem 1.2.2.3 (Alan Teoremi): Eğer           
  

 
 

  

       ise, bu 

durumda 

       
 

   

   

dir [12-14]. 

 

İspat:     için    ile       çemberinin      dönüşümü altındaki görüntüsünü 

gösterelim.   kümesi de   kümesinin      altındaki görüntü kümesi olsun.     olup 

yani   ünivalent olduğundan,   ,      olacak şekilde bir basit kapalı eğri olur. 
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Green teoreminden   ’nin alanı 

                       
 

  
     

  

 
 

  
                  

     

 
 

 
           

          

 

   

         
            

 

   

      

   

 

                 

 

   

  

olup,      iken 

                
 

   

  

bulunur. Burada     ,  ’nin dış ölçümüdür.        olduğundan 

                
 

   

           
 

   

   

bulunur. Böylece teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 1.2.2.4 (Bieberbach Teoremi 1916): f S  ise bu durumda        dir. Eşitlik 

ancak ve ancak 

     
 

      
 

için sağlanır [12-14]. 

 

İspat:             fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu durumda, 
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fonksiyonunun S   sınıfından olduğu Teorem 1.2.2.2 nin vii şıkkından biliniyor. Diğer 

taraftan 

1
Σ

1

z

f S

f

  
 
 
 

 

olduğunundan g S  için 

1
Σ

1

z

g S

g

  
 
 
 

 

olacaktır. Dolayısıyla 

     
 

  
 
  

     

 

 
   

 

  
   

 

  
   

olup    ’dir. Ayrıca alan teoreminden      olduğundan, 

       
 

   

   

yazılır. Burada çift terimler sıfır olduğundan 

       
 

   

     
       

       
       

       
   

     
      

      
      

elde edilir. Buradan     
  

 

 
    

    yazılır. Dolayısıyla        bulunur. Eşitlik 

ancak ve ancak Koebe fonksiyonu için yazılır. Yani,        olması ancak ve ancak 

    ’nin Koebe fonksiyonu olmasıyla gerçekleşir. Çünkü, 

     
 

      
                 

 

   

 

olduğundan ve      olduğundan eşitlik sağlanır. Böylece teorem ispatlanmış olur. 
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Tanım 1.2.2.5: Bir eşitsizliğin eşitlik halini sağlayan fonksiyona ekstramal fonksiyon 

denir. Koebe fonksiyonu S   sınıfı için bir ekstramal fonksiyondur [12-14]. 

 

Bieberbach teoreminin en önemli sonuçlardan birisi Koebe’nin meşhur çeyrek 

teoremidir. Bu teorem aşağıdaki şekildedir. 

 

Teorem 1.2.2.6 (Koebe Çeyrek Teoremi): S   sınıfına ait her fonksiyonun değer kümesi 

       
 

 
  

diskini içerir [12-14]. 

 

İspat: f S  olduğundan çıkarılmış değer dönüşümünden     noktasının çıkarılması 

ile 

 
 

 

wf z
g z S

w f z
 


 

yazılır.           
     

    olmak üzere 

     
     

      
 

                 

                  
 

elde edilir. Buradan  

          
 

 
2

2

1wf z
g z z a z S

w f z w

 
     

  
  

yazılır. Bieberbach Teoreminden  

    
 

 
    

dir. Bu eşitsizlikten, 
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ve dolayısıyla 

 
 

 
          

 

 
         

 

   
     

 

   
       

 

 
 

bulunur. Bu ise her   çıkarılmış değerinin yarıçapı 
 

 
 olan diskin dışında olduğunu 

gösterir. Bununla teoremin ispatı tamamdır. 

 

Bieberbach Teoreminin en önemli sonuçlarından birisinin Koebe çeyrek teoremi 

olduğunu gördük. Diğer bir önemli sonucu da,          ve        için kesin alt ve üst 

sınırlarını belirlemektir. Bununla ilgili teoremler aşağıda verilmiştir. 

 

Teorem 1.2.2.7 (Distortion Teoremi): Her f S  için 

   

      
         

   

      
             

dir. Eşitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ile sağlanır [12-14]. 

 

Teorem 1.2.2.8 (Growth Teoremi): Her f S   için 

 

      
        

 

      
             

dir. Eşitliğin olması için gerek ve yeter şart      nin Koebe fonksiyonu olmasıdır [12-

14]. 
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Yukarıdaki teoremlerden görüldüğü üzere 1984 yılına kadar S  sınıfına ait birçok 

problem çözülmüşken çözülemeyen tek bir problem kalmışdı. O da 

2

( ) n

n

n

f z z a z S




    

fonksiyonu için; 

‘‘Bieberbach Varsayımı (Bieberbach 1916): nf S a n    dir. Eşitlik ancak ve 

ancak Koebe fonksiyonu için sağlanır.’’ 

problemidir. 

 

1.2.3. Ünivalent Fonksiyonların Temel Sınıfları  

 

Bu bölümde S  sınıfının önemli bazı alt sınıfları tanımlanacaktır. 

 

Tanım 1.2.3.1 ( P  Sınıfı): D  birim diskinde (0) 1, e ( ) 0f f z    koşullarını sağlayan 

1

( ) 1 n

n

n

f z c z




   şeklindeki fonksiyonların oluşturduğu sınıfa Caratheodory sınıfı veya 

P  sınıfı denir [12].  

 

Örneğin; ( ) (1 ) / (1 )f z z z     z D  fonksiyonu P  sınıfına ait olup bu fonksiyon D  

birim diskini sağ yarı düzlem üzerine resmeden konform bir dönüşümdür. P  sınıfına ait 

bir fonksiyonun ünivalent olması gerekmez. 

 

Örneğin; ( ) 1 nf z z    fonksiyonu P  sınıfına ait olmasına rağmen ,  2n n   için 

ünivalent değildir.  

 

Tanım 1.2.3.2 (  Sınıfı): D  birim diskinde (0) 0f   ve ( ) 1f z   şartlarını sağlayan 

analitik fonksiyonların oluşturduğu sınıfa Schwarz fonksiyonlarının sınıfı denir ve    

ile gösterilir [12].  
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Ayrıca P   sınıfı ile Schwarz fonksiyonları arasında aşağıda gösterilen bir ilişki vardır: 

1 ( )
( ) P ( )

1 ( )

f z
p z p z

f z


  


,   ( )f z  . 

 

Tanım 1.2.3.3 ( S 
 sınıfı): B  kümesi verilsin. B  kümesindeki sabit bir 0w  

noktasını her w B  noktasına birleştiren doğru parçası tamamen B  kümesinde 

kalıyorsa, B  ye 0w  noktasına göre yıldızıl küme denir. 0w  noktası özel olarak orijin 

seçilirse, bu kümeye orijine göre yıldızıl küme veya kısaca yıldızıl küme denir. Eğer bir 

( )f z  fonksiyonu, D  birim diskini 0 0( )f z w  noktasına göre bir yıldızıl kümeye 

resmediyorsa, ( )f z  fonksiyonuna 0z  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. ( )f z  

fonksiyonu D  birim diskini orijine göre yıldızıl bir kümeye resmediyorsa, ( )f z

fonksiyonuna kısaca yıldızıl fonksiyon denir. Normalize edilmiş yıldızıl fonksiyonların 

sınıfı S 
 ile gösterilir [12-14]. 

 

Teorem 1.2.3.4:  f S  olsun. Bu durumda  

                                                  
( )

( ) P
( )

zf z
f z S

f z

 
    

dir [12-14]. 

 

Kısaca yıldızıl fonksiyonlar için 

                                      
( )

:  için e 0
( )

zf z
S f S z D

f z


  

       
  

 

yazılabilir.  

Teorem 1.2.3.4 ün kısa bir ispatına değinelim.   ailesi  D  birim diskinin ( )f z  

ünivalent yıldızıl analitik fonksiyonu altında görüntüsü olsun. Bu durumda herhangi t  

için 0 1t  , ( )t f z   olur.  ( ) ( )t f z f w z  olacak şekilde   1w z   ile D  birim 

diski üzerinde analitik olan bir ( )w z  fonksiyonu vardır. Açıktır ki (0) 0w   dır. 

Schwarz lemmasından ( )w z z  elde edilir.  0 1p   olsun ve ( ) ( )g z f pz  

fonksiyonunu dikkate alalım. Bu durumda  
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 
( )

( ) ( ) ( )
w pz

tg z tf pz f w pz f p
p

 
    

 
 

bulunur. Kolaylıkla 1

( )
( )

w pz
w z

p
  fonksiyonunun 1( )w z z  şartını sağladığı görülür. 

Böylece  1( ) ( ) ,tg z g w z 1( ) , 0 1w z z t    olur. ( )g z  yıldızıl bir dönüşümdür. 

Yani ( )f z  fonksiyonu z p  yi yıldızıl bir bölgeye resmeder. z p  yi yıldızıl bir 

eğriye resmeden ( )f z  fonksiyonu yıldızıl bir bölgenin sınırıdır. 
iz pe  , z p  

dairesi ile aynı yönde haraket ettiğinde ( ) if z Re   yalnızca tek yönde haraket edebilir. 

Başka bir deyişle orjinden geçen bir ışın, birden fazla nokta olması durumunda bu 

fonksiyonu kesecektir. Bu durum analitik olarak aşağıdaki şekilde yazabilir: 

 arg ( ) 0.f z


 

 
 

 
 

Tersine, eğer yukarıdaki koşullar sağlanırsa eğri yıldızıl bir eğridir. Fakat 

log ( ) logf z R i   fonksiyonu için yukarıdaki koşul aşağıdaki eşitsizliğe eşittir. 

log ( )
0.

f z
m



 
  

 
 

Dolayısıyla p  için, 

i d d
pe iz

dz dz






 


 

elde edilir.  

Böylece 
( )

log ( ) 0
( )

d z f z
m iz f z e

dz f z

  
     

   
 bulunur. 

 

Örneğin; z D  olmak üzere 
2

( )
(1 )

z
k z S

z

 


 dır. Burada verilen ( )k z  fonksiyonuna 

Koebe fonksiyonu denir. 
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Tanım 1.2.3.5 (C  Sınıfı): B  kümesi verilsin. Her 1 2,w w B  için 1w  noktasını 2w  

noktasına birleştiren doğru parçası tamamen B  içinde kalıyorsa (yani B , her noktasına 

göre yıldızıl ise) B  ye konveks küme denir. Eğer bir f  fonksiyonu, D  birim diskini 

konveks bir kümeye resmediyorsa f  fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Normalize 

edilmiş konveks fonksiyonların sınıfı C   ile gösterilir [12-14]. 

 

Konveks fonksiyonları analitik olarak ifade eden teorem aşağıda verilmiştir. 

 

Teorem 1.2.3.6:  f S  olmak üzere 

( )
C 1 P

( )

zf z
f

f z


   


 

dir [12-14]. 

 

Bu teoreme göre C  sınıfı 

( )
C :  için 1 0

( )

zf z
f S z D e

f z

  
        

  
 

biçiminde yazılabilir. 

 

Teorem 1.2.3.6 nın kısa bir ispatı şu şekilde verilebilir. Eğer f  fonksiyonu D  birim 

diskini konveks bir bölgeye resmediyorsa o halde f  fonksiyonu herhangi 

 : , 1rD z z r r     birim diskini konveks bir bölgeye resmeder. Herhangi 

1 2z z r  şartını sağlayan 1z  ve 2z   noktaları için 1 1( )w f z , 2 2( )w f z  ve 

0 1 2(1 ) , 0 1w tw t w t      olsun. f  fonksiyonu 1z   i konveks bir bölgeye 

resmettiği için 0 0( )f z w  olacak şekilde 1z   de bir 0z  noktası vardır. Şimdi 0z r  

olduğunu göstermek gerekir. Bunun için 1 2( ) ( / ) (1 ) ( )g z tf z z z t f z    fonksiyonunu 

göz önüne alalım. Bu fonksiyon D  birim diski üzerinde analitik ve 2 0(0) 0, ( )g g z w   

şeklindedir. 
1( ) ( ( ))h z f g z  fonksiyonu D  üzerinde iyi tanımlı ve (0) 0, ( ) 1h h z   

dir. Schwarz Lemmasından ( )h z z  olur. Yani, 0 2 2( )z h z z r    bulunur. f  

fonksiyonu 1z r   yi konveks bir eğri üzerine resmeder. z , z r  dairesi etrafında 
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pozitif yönde haraket ettiği gibi, teğet çizgisinin eğrinin görüntüsüne olan eğimi 

azalmayandır. Bu durum analitik olarak aşağıdaki şekilde yazılabilir: 

arg ( ) 0if re 

 

    
  

   
 

veya 

log ( ) 0i im ire f re 



 
     

. 

Yani, 

( )
1 0

( )

z f z
e

f z

 
   

 
,  z r  

bulunur. 

 

Örneğin; 
1 1

( ) C
2 1

z
f z log

z

 
  

 
 dir. 

 

Teorem 1.2.3.7 (Alexander Teoremi): f S  ve z D  olmak üzere ( ) ( )g z zf z  

olsun. Bu durumda Cf   olması için gerek ve yeter şart g S  olmasıdır [12-14]. 

 

1952 yılında, W. Kaplan [12-14] yıldızıl fonksiyon kavramını konveksliğe yakın bir 

fonksiyona genellemiştir. D  de bir ( )f z  analitik fonksiyonu konveksliğe yakındır. 

Eğer herhangi z D  için bir ( )g z  yıldızıl fonksiyonu varsa aşağıdaki eşitsizlik 

sağlanır: 

( )
0.

( )

f z
e z

g z

 
  

 
      

Bu eşitsizliğin Teorem 1.2.3.4 deki eşitsizliğin bir genelleştirmesi olduğu açıktır. 
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Alexander Teoreminden, eğer ( )h z  bir konveks fonksiyon ise bu durumda 

( ) '( )g z zh z  bir yıldızıl fonksiyondur.  
( )

0
( )

f z
e z

g z

 
  

 
 şartı bazı ( )h z  konveks 

fonksiyonu için 
( )

0
( )

f z
e

h z

 
  

 
 şartına eşittir. 

Konveksliğe yakın fonksiyonun bir ünivalent fonksiyon olduğunu gösterelim. ( )h z  

konveks fonksiyonu D  birim diskini bir H  bölgesine resmetsin. 1( ) ( ( ))w f h w   

olsun. Bu durumda, w H  için 

( )
( ) 0

( )

f z
e w e

h z


 
   

 
 

olur. Herhangi iki 1 2,w w H noktaları için, 

   
1

2 1
1 2 1

2 1 0

( ) ( )
0

w w
e e w t w w dt

w w

 


 
      

 
  

bulunur. Dolayısıyla, ( )w  fonksiyonu H  da ünivalenttir ve ( ) ( ( ))f z h z , 1z   de 

ünivalenttir. Böylece konvekse yakın bir fonksiyonun ünivalent olduğu görülür. 

 

Tanım 1.2.3.8: 2

1 2( ) ...g z b z b z    fonksiyonu 1z   de bir analitik fonksiyon ve 

f S  olsun. Eğer g  nin görüntüsü f  nin görüntüsünü içeriyor ise g  ye f  için 

subordinate’dir denir ve g f  ile gösterilir. Başka bir deyişle eğer g f  ise 

( ) ( ( ))g z f w z  olacak şekilde bir (0) 0w   ve ( ) 1w z   fonksiyonu vardır. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Eğer ( )f z , D  üzerinde ünivalent  bir fonksiyon ise z D   için ( ) 0f z  ’dır. Bunlara 

ek olarak (0) 0f   ve (0) 1f    normalizasyon şartları eklenirse ( )f z  fonksiyonu  

2 3

2 3( ) ... ..., 1n

nf z z a z a z a z z          (2.1) 

Taylor açılımına sahiptir. 

2 3

2
( ) 2 3 ... ...

(1 )

nz
K z z z z nz

z
      


   (2.2) 

Koebe fonksiyonu S ’de önemli bir rol oynar. Koebe fonksiyonu birim diski kompleks 

düzlemden negatif reel eksen üzerindeki 1 4  den sonsuza kadar olan kısmın 

çıkarıldığı bölgeye dönüştürür. Orjinden bakıldığında doğrudan tüm noktalara bir yol 

çizilebilir.   reel olmak üzere ( ) ( )i ih z e K e z S    Koebe fonksiyonunun bir 

dönüşümü (rotasyonu) olarak adlandırılır. 

Tezin amacı olan Bieberbach varsayımı (tahmini) aşağıda verilmiştir. Bieberbach 1916 

yılında 2 2a   yi ispatlamıştır [15]. 

Bieberbach Tahmini: (2.1) de herhangi f S  için, na n  eşitsizliği her 2,3,...n   

için sağlanır. Eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart ( )f z  fonksiyonunun bir 

Koebe fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun bir dönmesi olmasıdır.  

Katsayıların reel olması durumunda Bieberbah tahmini kolay bir şekilde 

ispatlanabiliyor. İspat için aşağıdaki lemma ya ihtiyaç duymaktayız. 

 

Lemma 2.1 (Caratheodory):  Eğer 
1

( ) 1 n

n

n

p z c z




  fonksiyonu D  birim diski üzerinde 

analitik ve pozitif reel kısma sahipse, bu durumda 1,2,...n   için 2nc  , olur. Eşitlik 

1
( )

1

z
p z

z





 fonksiyonu ile sağlanır [12-14]. 



24 

 

İspat: ( ) 0ef z   olması için gerek ve yeter şart 1 ( ) 1 ( )f z f z    olmasıdır. 

1( ) 1
( ) ....

( ) 1 2

cf z
g z z

f z


  


 olsun. Bu durumda ( ) 1g z   ve (0) 0g   dır. Schwarz 

Lemmasından 1( ) ...
2

c
g z z z    bulunur. Bu ise 1 2c   olduğu anlamına gelir. 

,kn   1,...,k n  birim diskin n . ayrık kökleri olsun. Bu durumda, 

 
1

1

1
1 ... 0

n

n
k n

k

e f n z e c z
n 

  
       

  
  

olur. Bir önceki sonucu kullanarak 2, 2,3,...nc n   olduğu elde edilir. 

 
1

1
1 2

1

n

n

z
z z

z







  


  fonksiyonu bu eşitsizliğin her n  için kesin olduğunu 

gösterir. 

 

Teorem 2.2: Eğer f S  ve eğer tüm na  katsayıları reel sayı ise, bu durumda her 

2,3,...n   için na n  eşitsizliği sağlanır [16]. 

  

İspat: I. Yol: iz e   ve 1r    için  

  
1

( ) ( ) sini k

k

k

mf z v re a r k 




         (2.3) 

dır. (2.3) eşitliği sin n   ile çarpılıp, 0 dan    ye kadar integrali alınırsa  

2

0 0

2 2
( )sin sini n n

n nv re n a r n d a r
 

   
 

     (2.4)    

bulunur. Diğer taraftan 

sin( 1) sin cos cos sin

sin sin

n n n

n

    

 

  

 
 

olduğundan tümevarım metoduyla kolayca görülür ki; 
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sin sinn n   

dır. Dolayısıyla (2.4) den, 

0

2
( ) sinn i

n

n
a r v re d


  


        (2.5) 

elde edilir. f   ünivalent olduğundan 0 1r    ve 0 r     olmak üzere  

1

1

0 ( ) ( ) ( )

2 sin

2 ( )

i i n in in

n

n

n

n

n

i

f re f re a r e e

i a r n

iv re

   






 







   







  

yani, 

( ) 0iv re    

dır. ( ) 0iv re   ,   nın sürekli bir fonksiyonu olduğundan 0      aralığında işaret 

değiştirmez. Böylece,  

1
0

0

2
( )sin

2
( ) sin

i

i

r a r v re d

v re d







 


 


 







      (2.6) 

dır. Bu eşitsizlik, (2.5) de yerine yazılırsa  

n

na r nr  

bulunur. Sonuç olarak 1r    için istenilen sonuç elde edilir. 

 

II. Yol: 1 2, , 0, 0 1i iz re z re r        olsun. Bu durumda, 

11 2 1 2

2 21 2 1 2

( ) ( ) sin
1 1 0

sin

n n
n

n n

n n

f z f z z z n
a a r

z z z z





 


 

 
    

 
   

olur. Her na  reel sayısı için  
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  1

2

sin
, 1

sin

n

n

n

n
r a r











    

ifadesi de reeldir ve 0   dır.  0, 1   olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla 0 1r   

olduğunda  , 0r    ve 0   olur. Böylece 

     

   

2 2 2

2 3 4 2

2 3

2

2sin , 1 cos 1 cos 2 cos3

... cos 1 ... 0n

n n

r a r a r a r a r

c r c r n

    





      

     
 

eşitliğin sağlandığı kolayca görülür.  0 1r   olacak şekilde r  için 

     2 2 2 3 2 3 1

2 3 4 2 2( ) 1 1 ... ...n n

n nF z c rz a r z a r a rz c r c r z 

           

fonksiyonunu tanımlayalım. 

Bu durumda ( ( )) 0e F z   olur. Lemma 2.1 den  

2 2 2 1

2 3 4 2 22, 1 2, 2,..., 2,...n

n na a r a r a r a r a r 

        

elde edilir. 1r   olsun. Tümevarım yönteminden  

2n    için 2 2a   olduğu açıktır. 

1n k   için 1 1ka k    olsun. 

1n k   için 1 1ka k    olduğunu ispatlayalım. 

1 1 2k ka a     ve ters üçgen eşitsizliğinden 

1 1 1 1

1 1

2

2 1 2 1

k k k k

k k

a a a a

a a k k

   

 

   

       
 

elde edilerek teorem ispatlanmış olur. 

 



27 

 

Şimdi asıl problem katsayıların kompleks olması durumunda tahminin doğruluğunu 

ispatlamaktır. Bununla ilgili ilk defa 1923 yılında Löwner [17] parametrik temsil 

yöntemini tanıtmış ve 3 3a   doğruluğunu ispatlamıştır. Bu yöntem L. De Branges’ in 

yaptığı Bieberbach tahmini ispatının temel taşıdır. Ayrıca ana yöntemlerden biri de 

hipergeometrik fonksiyonlar olmuştur. Bu yöntemin kullanılması ile önemli sonuçlar 

elde edilmiştir.  

3 3a   ispatından sonra 1955 yılında Garabedian ve Schiffer [18] tarafından 

varyasyonel yöntem  kullanılarak  4 4a   ispatlanmasına kadar geçen 32 yılda az bir 

ilerleme kaydedilmiştir. Garabedian ve Schiffer tarafından yapılan ispat uzun ve 

karmaşıktı. Fakat 1960 yılında Charzynski ve Schiffer [19] Grunsky eşitsizliğini 

kullanarak 4 4a   eşitsizliğinin başka bir ispatını bulmuşlardır. Yöntemleri şaşırtıcı 

derecede basitti ve insanların dikkatini Grunsky eşitsizliğine çekti. Bu önemli eşitsizliği 

burada belirteceğiz. 

Bunun için g   olsun. Bu durumda,  

              
1 1

( ) ( )
log k n

n

n k

g z g
kz

z


 



 
 

 


 


          (2.7) 

her 1z   ve 1   için analitiktir. Ayrıca aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 

 

Grunsky Eşitsizliği: Herhangi N  pozitif tamsayı ve 1,..., N  , kompleks sayıları için 

                        
2

1 1 1

1N N N

nk n k n

n k n n
   

  

        (2.8) 

eşitsizliği sağlanır [16]. 

(2.8) eşitsizliğine zayıf Grunsky eşitsizliği denir. Bu eşitsizlik güçlü Grunsky eşitsizliği 

olan 

             

2

2

1 1 1

1N N

nk n n

k k n

k
n

  


  

        (2.9) 
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eşitsizliğine denktir. Ayrıca bu eşitsizlikler  

2

2 2

1 1 1 1

1 1N N N N

nk n k n k

n k n kn k
    

   

      (2.10)              

genelleştirilmiş zayıf Grunsky eşitsizliğine de denktir. 

 

1968 yılında Pederson [20] ve bağımsız olarak 1969 yılında Ozawa [21] 6 6a   

eşitsizliğini Grunsky eşitsizliğini kullanarak ispatlamışlardır. İspatın detaylarını 

atlıyoruz (ayrıca bkz Gong [22] ). 

Grunsky eşitsizliğinin birçok uygulaması vardır. Örneğin, (2.10) eşitsizliğinden  

2 22

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1N N N N
k n k n

nk i i i i i i i i

n k i j k i k j

z z
k n

      
   

   

       

    
   
    

        

eşitsizliği elde edilir. 

Burada, 1,..., N   , 1,..., N  , keyfi kompleks sayılar ve 1,... Nz z , 1,..., N  de birim 

diskin dışında noktalardır. Bu eşitsizlik  

2

1 1

1 1 1 1

( ) ( )
log

1 1
log 1 . log 1

N N
i i

i i

i j i

N N N N

i j i j

i j i j
j ji i

g z g

z i

z z


 



   

 

 

 
   






    
                       



 

          (2.11) 

eşitsizliğine denktir.                                                                                                                                                                                                                 

5 5a   eşitsizliğinin ispatı oldukça zordur. İspat için Garabedian-Schiffer eşitsizliği ve 

Grunsky eşitsizliğinin genelleştirilmiş şeklini kullanmak gerekir. İspatın detaylarını 

atlıyoruz (bkz. [23]). Branges 1984 yılında Bieberbach tahminini tam olarak ispatlayana 

kadar yalnızca 6n   için na n  eşitsizliği ispatlanmıştır. Branges’in ispatından önce 
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Bieberbach tahmini S  sınıfını içeren bazı özel fonksiyon sınıfları için 

doğrulanabiliyordu. 

Bununla ilgili ilk teorem 
*S sınıfı için verilmiştir.  

 

Teorem 2.3 (Nevanlinna teoremi): Eğer (2.1) ile 
*f S  ise her 2,3,...k   için ka k  

sağlanır. Eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart f  fonksiyonunun bir Koebe 

fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun bir dönmesi olmasıdır [24]. 

 

Diğer taraftan Alexander toreminden f C  fonksiyonları  için 1na   olduğu kolayca 

görülür. 

 

Buradan, Bieberbach tahmininin 
*f S için doğru olduğu görülür.  

Şüphesiz C  ünivalent konveks analitik fonksiyonlar ailesi ve *S  ünivalent yıldızıl 

analitik fonksiyonlar ailesi, S  ailesinin en önemli iki alt ailesidir. 

Ünivalent fonksiyonlar teorisinin önemli bir diğer sınıfı olan konvekse yakın 

fonksiyonların sınıfı için de katsayı eşitsizliği 1955 yılında Reade [25] tarafından 

aşağıda verilmiştir  

 

Sonuç 2.4: Eğer (2.1) ile ( )f z  fonskiyonu konvekse yakın bir fonksiyon ise her 

2,3,...n   için na n  sağlanır [25]. 
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İspat:   0 1 1

( )
... ( ) .....

( )

f z
z c c z ve g z b z

g z


      olsun. Bu durumda,  

1

0

1

, 2,3...
n

n n n v v

v

na c b c b n






    

olur. (1.1) ve Lemma 2.1 den 1v   için 02vc c  elde edilir. Teorem 2.3 den 

1vb v b  olur. 0 1 1c b   ilişkisini kullanılarak, 

1
2

1

2
n

n

v

n a n v n




    

elde edilir. Dolayısıyla na n  bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Bieberbach tahminini doğrulayan S  nin diğer alt aileleri de vardır ( bkz. [26-28]). 

 

Konveks fonksiyonlar ailesi, yıldızıl fonksiyonlar ailesinde ve yıldızıl fonksiyonlar 

ailesi de konvekse yakın fonksiyonlar ailesinde bulunur. Bu fonksiyon ailelerinin 

detaylı incelemesi Goodman’ın [14] kitabında bulunur. 

(2.1) deki katsayıların genel tahmini ile ilgili ilk sonuç 1925 yılında E. Littlewood [29] 

tarafından elde edilmiştir. 

 

Teorem 2.5: f S  ve 2,3,...n   için na en  eşitsizliği sağlanır [29]. 

 

Littlewood’un ispatı f  modülünün 

     
1

2

0

1
, ,    0 , 0 1

2

p p
i

pM r f f re d p r


 


 
      
 

        (2.12) 

ortalama tahminine dayanır. 
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Lemma 2.6:  Herhangi f S  için, 

                         1 , , 0 1
1

r
M r f r

r
  


                 (2.13) 

dir [29]. 

 

İspat: f S  olsun. z D  için  
( )f z

z
 analitiktir ve 

( )
0

f z

z
  olduğundan   

1

2( )
( ) , (0) 1

f z
g z g

z

 
  
 

 ve sonuç olarak ( )h z  fonksiyonu 
2( ) ( ( ))h z z g z  

fonksiyonu olarak tanımlanabilir. 

1 2( ) ( )h z h z , 2 2

1 2( ) ( )f z f z  anlamına geldiği için ( )h z  fonksiyonu ünivalenttir.  

Gerçekten, 1 2,z z D   için   

2 2

1 2 1 1 2 2

1 1
2 22 2

1 2
1 22 2

1 2

2 2

1 2

2 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( olduğundan)

   veya

h z h z z g z z g z

f z f z
z z

z z

f z f z f S

z z z z z z

  

   
    

   

  

     

 

yazılır. Eğer 1 2z z  olursa kabulümüzden 1 2( ) ( )h z h z  1 1( ) ( )h z h z  olur. Buda 

h  fonksiyonunun tek olması ile çelişkilidir. Dolayısıyla 1 2z z  olur. Yani h  

ünivalenttir. Diğer taraftan  

2 2 1 3 5

2 1 3 5 1

1

( ) ( ) ... ( 1)n

n

n

h z f z c z z c z c z c








          (2.14) 

olduğundan ( )h z S  olur. ( )h z  nin tanımı ve Teorem 1.2.2.8 den 

2
( ) , 1

1

r
h z z r

r
  


 elde edilir. h  fonksiyonu z r diskini 2 1(1 )w r r    

diskinde bulunan bir rD  bölgesine resmeder. ( )h z S olduğu için rD  deki bir rA  alanı 
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orjin merkezli 
2 1(1 )r r   yarıçaplı diskin alanı olan 

2 2 2(1 )r r   den daha büyük 

değildir. Diğer taraftan, 

 
22 2 2

0 0
1

r
i n

r n

n

A h pe pdpd n c r


  




     

olduğundan S  sınıfı için Alan teoreminden 
2 2 1

2 21 (1 )

n

nn

r
n c r

r

 





  eşitsizliği 

0 1r   için sağlanır. Bu eşitsizliğin 0   dan r  ye integrali alınırsa, 
2

2 2

2
1 1

n

n

n

r
c r

r








  

elde edilir. Dolayısıyla, 

2
2 2

20

1
( )

2 1

i r
h re d

r


 




  

olur. Yukarıdaki eşitsizlikte 2r  yerine r  alınırsa (2.13) elde edilir. Böylece teoremin 

ispatı tamamlanmış olur. 

 

Littlewood Teoremi yukarıdaki Lemma 2.6 ın bir sonucudur. Öyle ki Taylor katsayısı 

2

1 0

1 ( ) 1
( ) ( )

2 2

in n i i

n nz r

f z
a dz e r f re d z re

i z


  

 

 


     

olduğu için 
2

1
0

1
( ) ( , )

2

n i n

n na r f re d a r M r f


 


    elde edilir. (2.13) den 

1 1(1 )n

na r r     olur. Yukarıdaki eşitliğin sağ tarafında 
1

1r
n

    olarak alınırsa 

eşitlik minimum değer alır. Böylece, 

1
1

1
1

n

na n en
n



 
   

 
 

olur. Littlewood Teoremi ispatlanmış olur. 
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   , , 0 , 0 1pM r f p r     nin genel tahminleri 1927 yılında Prawitz tarafından 

elde edilmiştir. Prawitz aşağıdaki teoremi ispatlamıştır. 

 

Teorem 2.7 (Prawitz teoremi): Eğer ( )f z S  ise 0 p  olacak şekilde keyfi p  

sayısı için  

  
0

1
, ( , )

r
p p

pM r f p M t f dt
t

              (2.15)       

eşitsizliği doğrudur.  Burada  0 1 , ( , ) max ( )
z r

r M r f f z 
    dır (bkz. [16]).  

 

Bir düzgün Jordan eğrisi, parametrik temsili ikinci mertebeden türevleri sürekli olan bir 

Jordan eğrisidir. 

 

Lemma 2.8: 1C  ve 2C   orjini içeren iki Jordan eğrisi olsun. Eğer 1C , 2C  nin içinde ise  

1 2

, (0 )p p

C C
r d r d p       

olur. Burada ( , )r  , z  noktasının kutupsal koordinatlarıdır (bkz. [16]). 

 

İspat: D , 1C  ve 2C  eğrileri arasında bir halka ve C  ise bu halkanın sınırı olsun. 

d dx dy
x y

 


 
 
 

 olduğu için Green Teoreminden  

1 2

1

p p p

C C C

p

D

r d r d r d

r r
p r dxdy

x y y x

  

 

 

    
  

    

  

 
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olur. Dolayısıyla  
1 1

,
r r

r x y r y x

    
  

   
  Cauchy-Rieman denklemlerinden 

22

0p p

C D
r d p r dxdy

x y

 


     
     

      
    

elde edilir. Böylece Lemma ispatlanmış olur. 

 

Şimdi Prawitz teoremini ispatlayalım. 

Teorem 2.7 nin ispatı: ( ) ei iw f re R    şeklinde ifade edelim. log f  nin Cauchy-

Rieman denklemlerinden birisi  

1 1R

R r r





 


 
 

şeklindedir. 

Eğer rC  , f  fonksiyonu altında z r  nin görüntüsü ise  

2 2

0 0
2 ( , )

.
r

p p p

p

p

C

d p
M r f R d R d

dr r r

p
R d

r

  
  





 
 

 



 



 

olur. Herhangi 0   için, : ( , )r w R M r f      çemberi rC  eğrisini içerir. 

Lemma 2.8 den  

 2 ,
r r

p
p p

C
R d R d M r f   


       

elde edilir. 0   alınırsa, 

   , ,p p

p

d p
M r f M r f

dr r
  

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının integrali Prawitz Teoremini verir. 
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Eğer Prawitz teoreminde 1p   alınırsa Lemma 2.6 elde edilir. Uzun bir süre, fonksiyon 

modülünün ortalama tahmini, katsayı tahminlerinin elde edilmesinde ana yöntemdi.  

Örneğin fonksiyon modülünün ortalama tahminini kullanarak,  S  sınıfı için 1929 da 

Landau [30] 
1 1

( )
2

na en


   olduğunu, 1946  yılında Goluzin [31] 
3

4
na en  olduğunu 

ve 1947 yılında Bazilevich [32] 
0

9 1 sin
0.2649

4
n

x
a dx n

x





 
  

 
  olduğunu 

ispatlamışlardır. 

 

1951 yılında Bazilevich [33] ve Milin (bkz. [34]) birbirinden bağımsız olarak sırasıyla 

1
1.51

2
na en   ve 

1
1.8

2
na en   sonuçlarını ispatlamışlardır.  

 

Analitik univalent fonksiyonların modülünün ortalamasının kesin tahmini, 1974 yılında 

Baernstein [35] tarafından elde edildi. Baernstein’in tekniği diğer alanlar için de 

oldukça önemlidir. Baernstein ayrıca herhangi f S  için 

.    , ( , ) , (0 )p pM r f M r K p       (2.16) 

olduğunu ispatlamıştır. Burada K , Koebe fonksiyonudur.  

Bu sonucu 
2

n

e
a n   tahmini izler. Baernstein’ın bu sonucu o ana kadar bulunanlardan 

daha kötüdür. Aslında, Baernstein, eğer ( )x , x   da azalmayan konveks bir 

fonksiyon ise herhangi , 0 1f S r    için 

     
2 2

0 0
log logi if re d K re d

 
       

eşitsizliğinin sağlandığını ispatlamıştır. Burada K , Koebe fonksiyonudur. Dahası eğer 

  kesinlikle konveks ise bazı r  için eşitlik sağlanır ancak ve ancak f  fonksiyonu K  

nın bir dönmesidir. Önceki eşitsizlikte ( ) pxx e    olarak alınırsa (2.16) elde edilir. 
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Baernstein’ın ispatı Baernstein yıldız fonksiyonuna dayanır. 

( , )pM r f   tahmini, bir f S  fonksiyonunun türev modülünün ortalama tahmini hala 

açıktır. 
1

3
p   için ( , ) ( , )p pM r f M r K   sağlanmadığı biliniyor. 

1

3
p   için sağlandığı 

tahmin ediliyor. Modül ortalamasının tahmininden başka bir yöntem kullanarak 
2

e
 

sabitinin ilk iyileştirilmesi, Milin’e dayanır. 1965 yılında Milin [36] herhangi f S  

için  

1.243 , 2,3,...na n n   

ispatında yeni bir yönteme de öncülük etmiştir. 

 

Teorem 2.9 (Milin Teoremi): ( )f z S  olsun. O halde  

1.243 2,3,...na n n   

dır [36]. 

 

Milin'in bu rekoru, 1972 yılında FitzGerald [37] tarafından geliştirilene kadar korundu. 

FitzGerald, aşağıdaki tahmini elde etmek için Goluzin eşitsizliğini ve aşağıdaki 

Lemmayı kullanmıştır. 

 

Teorem 2.10 (FitzGerald eşitsizliği): 
2

( ) n

n

n

f z z a z S




    olsun. v   için ( , )n v   

fonksiyonu   

,
( , )

0,
n

n v n v
v

n v

 
 



    
 

 

 

ve ( , ) ( , )n nv v     şeklinde verilsin. Eğer  
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1
22 2

1

( ) ( , )
v

v k k v

k

a f v a a a


  
 



   

şeklinde ise bu durumda 

2 ,( ) 0v v na     

matris eşitsizliği sağlanır [37]. 

 

Yukarıdaki teoremden aşağıdaki lemmadaki eşitsizlik kolayca görülür. 

 

Lemma 2.11: Eğer 
2

( ) n

n

n

f z a z S




  ise, bu durumda 

 
2 1

4 2 2

1 1

(2 ) , 2,3,...
n n

n k k

k k n

a k a n k a n


  

        (2.17) 

eşitsizliği doğrudur [37]. 

 

Teorem 2.12: Eğer 
2

( ) n

n

n

f z a z S




   ise, bu durumda  

7
1.081 ,

6
na n n   2,3,...n   

dir [37]. 

 

İspat: 2 3 2 2

1 1

1 1
( 1)(2 1), ( 1)

6 4

n n

k k

k n n n k n n
 

      olduğundan ve (2.17) in sağ 

tarafında ka  nın yerine k  yazılırsa  

2 1
3 2 4 2

1 1

7 1
(2 )

6 6

n n

k k n

k n k k n n


  

    
 

yazılır.
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Şimdi sup sup
n

n f S

a
c

n
  olsun. Yani c  her f S  ve her n için, na cn  olacak 

şekilde en küçük sabit olsun. Teorem 2.5 (Littlewood Teoremi) den 1 c e   dir. 

Herhangi 0   için ( )na c n   olacak şekilde bir f S  ve bir n  tamsayısı vardır. 

Böylece (2.17) den  

44 4 2 4 27 1
( ) ( )

6 6
nc n a c n n     

elde edilir. Sonuç olarak 4 2 27 1
( )

6 6
c c n     olur ve 0   için 

7

6
c   bulunur. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.12’ in ispatında sadece Lemma 2.11 kullanıldı. Aslında Lemma 2.11, Teorem 

2.10 daki 
2 ,( ) 0v v na     eşitsizliğinin basit bir sonucudur.  Bu bakış açısına göre 

Teorem 2.12 deki sınır iyileştirilebilir. Horowitz [38,39] bu tür bir gelişme sağlamıştır. 

Horowitz 
2 , 2( ) 0v v na     eşitsizliğinden ve 2 2( ,... )n    alarak yola çıkmıştır. 

Burada , 1,2,...2n n n       şeklindedir. ( ) 0va    eşitsizliği 

1 2

1 2

2
22 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 2

(2 ) 2
n n

k k

k k n

a k a k a
 

    
    

    
       

 
    

 
    

2 1 2

2 1 2

2 2

1 2 1 2

1

( ) ( )k k

k k

k a k a
  

  

   




 

  
       
  
   

şekilde yazılabilir. 

Bu eşitsizliğin sol tarafı (2.17) eşitsizliğinin sağ tarafının karesine eşittir. Böylece  

 

22
8 2 22

1 1 1

2 1
2 2

2 1 1

(2 )

2 ( ) ( )

n

n k k

k k

n m

m k k

m k m k

a k a k a

m k a m k a

 


 

 

 

   

 

     

 
   

 

 
      

 

  

  

     (2.18) 
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yazılır. sup sup n
n f S

a
c

n
 olsun. Bu durumda her 0   için ( )na n c    olacak 

şekilde ( )f z S  ve n  vardır. Teorem 2.12 in ispatındakine benzer olarak,  

22
8 8 2 2 3 2

1 1 1

2 1
2 2

2 1 1

( ) (2 )

2 ( ) ( )

n

k

k k

n m

k

m k m k

n c c k k k

m k k m k k

 

 

  

 

   

 

     

  
     

  

 
      

 

  

  

 

yazılır. 1,2,...,7  için 
1

N

k
k

 toplam formülü kullanılarak ve uzun bir hesaplama ile 

yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafının 

2 8 6 4 2 2 81 1881
(1881 602 49 68 )

1260 1260
c n n n n c n
 

    
 

 

eşitsizliğine eşit olduğu görülür. 

  keyfi olduğundan 0  alınırsa  6 209

140
c   yani 

1

6209
1.06091

140
c

 
  
 

 elde edilir. 

Böylece eğer f S  ise 

1

6209
1,0691 , 2,3,...

140
na n n n

 
   
 

 olduğu sonucu elde edilir. 

Bu sonuç 1976 da Horowitz [38]  tarafından elde edilmiştir.  Ayrıca 1978 yılında 

Horowitz [39] FitzGerald eşitsizliğini tekrar tekrar kullanarak 2,3,...n   için 

1

141659164137
1,0657

681080400
na n n

 
  
 

 eşitsizliğini elde etmiştir.  

Horowitz in elde ettiği sonuçlardan da görüldüğü üzere Bieberbach tahmini bu yöntemle 

ispatlanamaz. 1.0657na n  sonucu Bieberbach Tahmini’nin Branges’in ispatın kadar 

bulunan en iyi sonuçtur. FitzGerald, yönteminin Bieberbach Tahmininin nihai bir 

kanıtına yol açamayacağına dikkat çekti.  
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Aşağıdaki tablo yukarıda belirtilen sonuçları özetlemektedir: 

ADI YILI supn n na C a   

Littlewood 1923 
2.7183na en n   

Landau 1929 

1 1
2.2244

2
na en n



 
   
 

 

Goluzin 1946 
3

2.0388
4

na en n   

Bazilevich 1947 0

9 1 sin
0,2649 1.9240

4
n

x
a dx n n

x





 
   

 
  

Milin  1949 

1
1.80 1.3592 1.80

2
na en n     

Bazilevich 1949 

1
1.51 1.3592 1.51

2
na en n     

Milin 1964 
 

1
1.6 21

1.2427
1.6

n

e
a n n


   

FitzGerald  1971 
7

1.0802
6

na n n   

Horowitz 1976 

1

6209
1.0691

140
na n n

 
  
 

 

Horowitz  1978 

1

141.659.164.137
1.0657

681.080.400
na n n

 
  
 

 

 

Tablo 2. 
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2.1. Robertson ve Milin Tahmini 

 

Robertson Tahmini, Bieberbach Tahmini ile yakından bağlantılı olan tek değişkenli 

ünivalent tek fonksiyonların katsayılarının tahminini içeren bir problemdir. Eğer f S   

ise (2.14) ile tanımlanan ( )h z   fonksiyonu bir tek fonksiyondur. 1932 yılında 

Littlewood ve Paley [40] 14nc   olduğunu ispatlamıştır ve 1nc    tahmininde 

bulunmuştur. Eğer Littlewood-Paley Tahmini Schwartz eşitsizliği ile doğru olsaydı, 

 1 2 1 3 2 3 2 1 1...n n n na c c c c c c               (2.19)   

Bieberbach tahmini de doğru olurdu. Fakat 1933 yılında Fekete ve Szegö [41] 

2

3
5

1
1.013....

2
c e



    

kesin sonucunu  ispatlayarak Little-Paley tahminini çürütmüştür. 

 

Dahası,  1943 yılında Schaeffer ve Spencer [42] 5n   için 1nc   olacak şekilde reel 

katsayılı bir ünivalent tek fonksiyonun varlığı ispatlamışlardır. 1976 yılında Leeman 

[43] reel katsayılı ünivalent tek fonksiyonlar için 7c  modülünün sınırının, nc  

modülünün iyi bir rasyonel sınırından ümit keserek 
1090

1083
 olduğunu ispatlamışlardır. 

Littlewood-Paley tahmininden sonra 1933 yılında Chen [44] 2
nc e  olduğunu, 1935 

yılında Levin [45] 
1 1 1

4 2 22 . .3 3.39...nc e   olduğunu ve 1951 yılında Gong [46] 

1 1 1

6 2 22 . .3 2.54...nc e


   olduğunu ispatlamıştır. 1967 yılında Milin [47] 1.17nc   

sonucunu elde etmiştir. Milin’in sonucu Milin metodu kullanılarak  ispatlanmıştır. İspatı 

bu bölümde vereceğiz. Yine 1980 yılında Milin [48] 1.14nc   bularak daha iyi bir 

sonuç elde etmiştir. Günümüze kadar, bilindiği üzere nc  in üst sınırının en iyi tahmini 

1.1305nc   tir. Bu tahmin Ke [49] tarafından verilmiştir.  
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Littlewood tahminin doğru olmamasına rağmen Robertson 1936 yılında aşağıdaki 

tahmini yapmıştır. 

 

Robertson Tahmini: S  de herhangi 
3 5

3 5( ) ...h z z c z c z     tek fonksiyonu için  

   
2 2

3 2 11 ... , 2,3,...nc c n n        (2.20) 

eşitsizlik sağlanır (bkz. [16]). 

 

2n   için Robertson tahmini 2 2a   eşitsizliğine benzerdir. 1936 yılında Robertson, 

Löwner metodunu kullanarak 3n   için bu tahmini ispatlamıştır. 1970 yılında 

Friendland (bkz. [16]) Grunsky eşitsizliğini kullanarak 4n   için bu tahmini 

ispatlamıştır. Tahmin 1984 e kadar 5n   için ispatlanmamıştır. Branges, Milin 

tahminini ispatlamıştır bu ise Robertson tahminini ve böylece Bieberbach Tahminini 

belirtir. 

1955 yılında Hayman [50] aşağıdaki teoremi ispatlamıştır. 

 

Teorem 2.1.1 (Hayman Düzgünlük Teoremi): Herhangi f S  için 

lim 1
n

n

a

n



        (2.21) 

doğrudur. Yukarıdaki eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şart f  fonksiyonunun bir 

Koebe fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun bir dönmesi olmasıdır [50]. 

 

Bu teorem aşağıdaki lemmaya dayanır. 

 

Lemma 2.1.2: Eğer f S  ve ( , ) max ( )z rM r f f z   ise  

 
2

1
lim 1 ( , ) 1
r

r M r f 


    

şeklindedir. Eğer f  fonksiyonu Koebe fonksiyonu yada onun dönmelerinden biri 

değilse  1 21 ( , )r r M r f

 , (0,1)  aralığında kesinlikle azalan ve 1   dir.  

İspat : z D  alırsak herhangi f S  için ( )
1

z
Aut D









 olacak şekilde 
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 
 

   
2

1

1

z
f f z

z
F S

z f z






 
 

  


 

olur. Teorem 1.2.2.8 den, 

 
 

 
2 2

1 1
F

 


 
 

 
 

elde edilir. z   olsun. Bu durumda  

 

 

     
2 22

1 11

z zf z

z zz f z
 

 
 

olur. Buradan, 

 

 
1 1

, 1
1 1

zf zr r
z r

r f z r

 
   

 
 

elde edilir.  Eşitsizliğin sağlanması için gerek ve yeter şart ( )f z  fonksiyonunun bir 

Koebe fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun dönmelerinden biri olmasıdır. Bu 

nedenle 

 
 
   

1
log

1

i

i

i

f re r
f re

r r rf re







 
 

 
 

Önceki eşitsizliğin 1r  den 2r  ye 1 2(0 1)r r    integrali alınırsa, 

2

1

2

2 2 1

2

1 1 2

( ) (1 )1
log log

( ) (1 ) (1 )

i
r

i r

f r e r rr
dr

f re r r r r






 

   

elde edilir. Böylece herhangi 1 2, 0 1r r     için 

2 2

2 1
2 1

2 1

(1 ) (1 )
( ) ( )i ir r

f r e f re
r r

  
  

olur. 2 2( ) ( , )if r e M r f
  olarak alırsak, 

2 2

2 1
2 1

2 1

2

1
1

1

(1 ) (1 )
( , ) ( )

(1 )
( , )

ir r
M r f f re

r r

r
M r f

r






 




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bulunur. Bu ise 1 2(1 ) ( , )r r M r f

  nin r  nin azalan bir fonksiyonu olduğunu gösterir. 

Limit 0   a yaklaşırken r , 1 e eğilim gösterir. Teorem 1.2.2.8’ den  

1 2(1 ) ( , ) 1r r M r f

   olur. Dolayısıyla 1   dir. Eğer f  fonksiyonu bir Koebe 

fonksiyonu veya onun dönmelerinden biri ise yukarıdaki eşitsizlik ve 1   sağlanır. 

Diğer yandan azalma kesindir ve 1   dir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Limit  , f  fonksiyonunun Hayman indeksi olarak adlandırılır. 

 

Lemma 2.1.3: Eğer f S  fonksiyonunun Hayman indeksi pozitif yani 0   ise, bu 

durumda  

 02

1
lim(1 )

i

r
r f re

 


   

olacak şekilde 0i
e
  vardır. 

 

İspat :  nr  limiti 1 olan artan bir dizi olsun.  ( ) ( , ), 1,2,...ni

n nf r e M r f n


   olacak 

şekilde 0 2n    için n  alalım. Lemma 2.1.2 den nr r  için 

2 2(1 ) (1 )
( ) ( )ni in

n

n

r r
f r e f re

r r

 
 

   

elde edilir. 0  noktası n  nin bir yığılma noktası olsun. Bu durumda 

 
211, 1 ( , )r r r M r f 

    olduğunda  

0

2 2(1 ) (1 )
( ) ( , )

ir r
f re M r f

r r

 

 
   

bulunur. Böylece, 

   0
2

1
lim 1

i

r
r f re

 


   

olur. 0 ’ ın tekliğini gösterelim. (2.11) de 1 11, 1N     , 

1 2 1 2 1 2, , 1z p          olarak alınırsa 

2 1 2

2

1 2

( ) ( ) 1
1

1

g g
p

p

 

 






  

 
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bulunur. Dolayısyla 

1

1

1

1

1 1
( ) , , if z g r z re

z






  
     

  
  ve 0

2

2

1 i
z re




   

için yukarıdaki eşitsizlik 

       
0

0 0

21 1 1 1 1ii

i i i i

r
e e

r f re f re f re f re



   


      

şeklinde yazılr. Eğer 0iie e
   ve 0   ise 2

1
lim(1 ) ( ) 0i

r
r f re 


   bir çelişki oluşturur. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

0i
e
  yönü Hayman yönü olarak adlandırılır. 

Hayman bu sonuçları kullanarak (2.21) i ispatlamıştır. (2.21) deki  , Lemma 2.1.2 de 

ki   ile aynıdır. Hayman düzgünlük teoremi için birçok ispat mevcuttur (bkz. [50-54]). 

Pommerenke [53] ispatında FitzGerald eşitsizliğini kullanarak sadece daha kısa bir 

ispatını vermiştir. İspatta yalnızca ( )f z  Koebe fonksiyonu olmadıkça lim 1
n

n

a

n
   

olur. En anlaşılabilir ispatlarından biri Aharonov [54] tarafından yapılmıştır.  

Hayman düzgünlük teoreminden herhangi f S  fonksiyonu için eğer ( )n N f  ise 

na n  olacak şekilde bir ( )N f  vardır. ( )N f , f  ye bağlıdır. Ayrıca Bieberbach 

tahmininin yeterince büyük n için doğru olduğu sonucuna varamayız. Fakat aşağıdaki 

tahmin formülize edebilir. 

 

Asimptotik Bieberbach Tahmini: Eğer f S  ve  maxn f S nA a  ise, bu durumda 

lim 1n

n

A

n
  

olur (bkz. [16]).  
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Teorem 1.2.2.8 den herhangi f S  nin D   de ki  görüntüsü orjin merkezli 
1

4
 yarıçaplı 

bir diski içerir. Littlewood buradan yola çıkarak aşağıdaki tahmini yapmıştır. 

 

Littlewood Tahmini: Eğer f S   ve f w   ise, bu durumda 

4 , 2,3,...na w n n   

olur (bkz. [16]).  

 

1

4
w   için Bieberbach Tahmini, Littlewood Tahmini anlamına gelir. Ayrıca, 1957 

yılında Nehari [55] asimptotik Bieberbach tahmininin Littlewood tahminini belirttiğini 

ispatlamıştır. Aslında Nehari aşağıdaki sonucu ispatlamıştır. 

(2.1) ile f S   olsun. Eğer w  herhangi 1z   için ( )f z  nin bir değeri değilse  

4 , 2,3,...na w n n   

olmaktadır. Burada, lim , maxn
n n f S n

A
A a

n
     şeklindedir. 

Diğer taraftan, 1982 yılında Hamilton [56], Littlewood tahmininin asimptotik 

Bieberbach tahminini belirttiğini ispatlamıştır. Bu nedenle bu iki tahmin birbirine 

denktir. 

 

Yukarıda da belirtildiği üzere Milin metodu bir çok teoremin ispatında ana unsurdur. 

Milin metodu aşağıdaki fikir üzerine kuruludur:  

Grunsky eşitsizliğinden elde edilen bilgiler, tek değerli bir fonksiyonun katsayılarının 

logaritmaları ile ilgilidir. Fonksiyonun kendisi hakkında bilgi edinmek için 

Grunsky eşitsizliğini üssünü almak gereklidir. 
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Lebedev ve Milin'e bağlı olarak aşağıdaki üç eşitsizlik çok önemlidir. Bu eşitsizlikler 

bir fonksiyonun katsayıları ile üssünün katsayıları arasında ilişkileri verir. Bu 

eşitsizliklerde fonksiyonlar için ünivalentliğe gerek yoktur. 

1
( ) k

kk
z z 




  yakınsak bir kuvvet serisi olsun. Şimdi 

( )

0

0

, 1z k

k

k

e z  




       (2.22) 

ifadesini tanımlayalım. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

 

Lebedev-Milin Eşitsizlikleri: Aşağıdaki eşitizlikler doğrudur: 

  
2 2

0 0

exp ,k k

k k

k 
 

 

 
  

 
             (2.23) 

 
2 2

0 1 1

1 1 1
exp ,

1 1

n m

k k

k m k

k
n n k

 


  

  
   

    
           (2.24) 

  
2 2

1

1
exp

n

k k

k

k
k

 


  
   

  
             (2.25) 

( Lebedev ve Milin [34], Milin [47]).   

 

f S   ve 

   
1

( )
log 2 ,    1n

n

n

f z
z z

z






      (2.26) 

olsun.  Eğer ( )f z  Koebe fonksiyonu ise 
1

n
n

   dir.  
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1967 yılında Bazilevich [57,58] aşağıdaki eşitsizliği ispatlamıştır. 

Bazilevich Eşitsizliği: ,f S  0i
e
  da f   fonksiyonun Hayman yönü ve n   (2.26) ile 

tanımlansın. Bu durumda,  

   0

2

1

1 1 1
log

2

in

n

n

n e
n









                (2.27) 

sağlanır. Burada 0  , f  fonksiyonunun Hayman indeksidir. 

 

Bu eşitsizlik fonksiyonun Koebe fonksiyonu olması durumunda  'nın  1 'e yakın 

olduğunu göstermektedir. Fakat 
1

n
n

   eşitsizliği genelde sağlanmayabilir. Bu 

eşitsizlik yıldızıl fonksiyonlar ailesi gibi bazı özel fonksiyonlar aileleri için sağlanır. 

Bazilevich eşitsizliğinin uygulama alanlarından biri Hayman Düzgünlük Teoremininin 

(Teorem 2.1.1) ispatıdır. Bu teoremin ispatı Aharonov [54] tarafından verilmiştir. İspat 

yapılırken kullanılan temel araç Bazilevich eşitsizliği (2.27) dir. 

Hayman Düzgünlük teoreminin ispatını vermeden önce ispatta kullanılacak bazı 

lemmaları verelim.  

 

Lemma 2.1.4:   1 2, ,...A A   sayıları  

2

1 1

, (1), 1k

k k

k k

k A e A r O r
 



 

 
     

 
    (2.28) 

koşullarını sağlayan kompleks sayıların bir dizisi olsun. Bu durumda  0  , 0 1r    

ve  0 2     için  

1

1
exp

1

i
k ik

k

k

re
A r e M

r








 
 

 
  

olacak şekilde bir 0M    sayısı vardır. Burada M   sayısı r   den    dan bağımsızdır 

(bkz. [16]). 
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Lemma 2.1.5:  1 2, ,...A A   sayıları Lemma  2.1.4 deki gibi verilsin. Eğer    

1

( ) exp k

k

k

g z A z




 
  

 
  

şeklinde ise, bu durumda , 0    ve  iz re D   için  

1
( ) ( ) 1 1

1 1

iz
g z g r T e

z r



   
    

  
 

olacak şekilde  z  den bağımsız bir  0T   sayısı vardır (bkz. [16]).   

 

Lemma 2.1.6:  ( )f z S  ve  

2

1
lim(1 ) ( , ) 0
r

r M r f 


    

olsun. Eğer f  nin Hayman yönü pozitif reel eksen ise bu durumda  0   için  

2
( )

1 (1 )

M
f z

z r
 


 

 

olacak şekilde  iz re   den bağımsız bir  0M    sayısı vardır (bkz. [16]).  

 

Hayman düzgünlük teoreminin ispatı (bkz. [16]): ( )K z  Koebe fonksiyonu ve 

1
2k kA

k

 

  
 

 olsun, burada k  (2.26) ile tanımlı olmak üzere 

 2( ) 1
( ) ( ) (1 ) , 1n

n n n

n

f r
f z K z r r

r n
       (2.29) 

olsun. Böylece nf ’nin Taylor açılımının n. dereceden katsayısı 

2( )
( ) (1 )n

n n n

n

f r
a f n r

r

 
  

 
 

olur. 



50 

 

Hayman yönü pozitif reel eksen ve 0  olduğunu varsayalım. Bu durumda n  

için  

( )n na f

n
  

elde edilir. Şimdi n  için 

( )
0n na f f

n


  

olduğunu ispatlamak gerekir. Bunun için 

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) exp expk k

n n k k n

k k

h z f z f z K z A z A r
 

 

    
       

    
   

fonksiyonunu göz önüne alalım. Cauchy formülünden  

 
1 2

1 21 1

( ) ( )1 1
( ( ))

2 2n

n n
n n n nz r c c

h z h z
a h z dz dz I I

i z i z  
        

yazılır. Burada L  pozitif bir sayı olmak üzere 

 1 : (1 ) ,n nc L r z r        

 2 : (1 )nc L r     

şeklindedir . 1c   de  ( ) ( ) ( )n nh z f z f z   ve 
1

2
   için Lemma 2.1.6 kullanılırsa  

1 1

1
1 1 1 3 1

2 2 2

( ) .1 1 2 1
. .

12 2
(1 ) 1(1 )

n

nc c
n

n

h z M nM d
I dz

z zr L
n



 
  

 
    (2.30) 

elde edilir. Burada 1M  bir sabittir. 2c  de ( ) ( )( ( ) ( ))i i i

n n nh z K r e g r e g re     ve Lemma 

2.1.5 kullanılırsa  

                                
1

( ) 1 1
(1 ) 1 1

i
i in n

n n

n n n

r r e
h r e T e

r r r


   

   
   

 

ve 
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2

3

2 11

( )1
(1 )

2

n

nc

h z
I dz T L n

z


 
      (2.31) 

elde edilir. Burada 1T  bir sabittir. 

İlk olarak L yi
1I

n
 keyfi küçük yapmak için yeteri kadar büyük seçelim. Bu (2.30) ile 

mümkündür. O halde 3

1T L  ü bazı büyük n ler için 2I

n
 i keyfi küçük yapmak için 

yeterince küçük olacak şekilde bir   seçelim. Bu (2.31) ile mümkündür.  

Burada Hayman düzgünlük teoremini 0  için ispatlanmış olur. 0  olduğunda ise 

0  için 0 1r   ve 
2

2
( , )

(1 )

r
M r f

r


 


, 2

0 1r r   olacak şekilde 0r vardır. 0 1r r 

olduğu durumda 
2

( , )
1

r
M r h

r


 


 olur.  Burada (2.14) ile 2( ) ( )h z f z  elde edilir. 

Böylece 0 1r r   olduğunda 

2
2 2

2
1 1

n

n

n

r
n c r

r





 
  

 
  

bulunur ve  

0

0

2 22 2 2 1

1
0

1 1

2 2
2

2 2 20 0

( , ) 2

2
(1) (1)

(1 ) 1

r
n n

n n

n n

r r r

r

M r f c r n c d

d r
O O

r

 

  




 


 

 

     
 

 

  

 

olur. 
1

1r
n

   seçilirse büyük n  değeri için 

2

11

1
( , ) 2n n

a M r f en
r




   

elde edilir. Böylece 0    için 0
na

n
  olur. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 
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Milin, Grunsky eşitsizliğini kullanarak aşağıdaki lemmayı ispatlamıştır. 

 

Milin Lemması: Herhangi f S  için  

 
2

1 1

1n n

k

k k

k
k

 
 

                (2.32) 

eşitsizliği sağlanır. Burada 0.312   dir (bkz. [16]). 

 

İspat: f S ve k  aşağıdaki eşitlikteki katsayılar olsun 

1

( )
log 2 , 1.n

n

n

f z
z z

z






 
 

( )nF w  n.dereceden Faber polinomu olmak üzere  

1

1
log ( )

( )

n

n

n

z
F w z

g z w n









  

verilen eşitlikten  
1

2 (0)n nF
n

   olduğunu biliyoruz. Bu durumda, 

2 2

1 1

1
4 (0)

n n

k k

k k

k F
k


 

   

olur. 

g  ve 
1

( ) , 1n nk kk
A w w w




   olmak üzere 

1
( ( )) ( ) , 1,2,...n

n nF g nA n 


    

 ve 
2 2 2( ) 2( )a b a b    eşitsizliği kullanılarak, 

2

2 21 1 2
( ( )) 2 ( )

n

k kF g k A
k k

 


   

eşitsizliği elde edilir. Güçlü Grunsky eşitsizliğinde k

k w   alınırsa  
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2 2 2

1 1

1
( ) log(1 )

n n

n

n n

n A w w w
n

 

 

      

elde edilir.Yukarıdaki eşitliği kullanılarak 

2

2 2

1 1 1

2

2
1

1 1 1
( ( )) 2 ( ) 2

1 1
2log 1 2

n n n
n

k k

k k k

n
k

k

F g k A
k k

k

 





  



 

 
     

 
 

  



 

bulunur. 1   için 

1

1
( )g f





  
   

  
 olarak alınırsa g  olur. g  fonksiyonu  

( 1)    eğrisini, orjini ihtiva eden bir 
pC  Jordan eğrisine resmeder.  

2

1

( )
n

k

k

F w




fonksiyonu  
pC  ile sınırlanan bir bölgede subharmonik fonksiyondur (Ahlfors, [59]).  

Bu durumda subharmonik fonksiyonların maksimum modül prensibinden, 

                     

2 2 2

1 1 1

2
2

1

1 1
4 (0) max ( )

2log(1 ) 2

n n n

k k k
C

k k k

kn

k

k F F
k k

k


 





  





 

   

  


    (2.33) 

elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikte her taraf 2 ye bölünürse 

  
2 2 2

1 1

1
2 log(1 ), 1

n n
k

k

k k

k
k

   

 

              (2.34) 

elde edilir. 2 2
, , 0

2 1

t x
e t t

n
   


olarak alınırsa 

2 2 2

1

log(1 ) log(1 ) log( ) log
2 2

1
log log( )

2 1 2

1
log

2 1

t t

t

n

k

t t
e e e t

x
x n

n

x
x

n k






 



         

   


   




 

olur. Burada 0.577...  Euler sabiti olmak üzere 

1

1 1
log( )

2

n

k

n
k




         (2.35)                
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eşitsizliği kullanıldı. 

Diğer taraftan 
0 !

t
t

t

x
e

t





  kullanılarak 

2 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1
( )

! !

n n n
k m m m

k k m m k

kt t k
k k m m


 


    

       

yazılır. Böylece 

 1

1

1
, 1,2,...

2

mn
m

k

m k n m



 
   
 

             (2.36) 

olduğundan 

2

1 1 2

1 2

1 1 1 1

! 2

1 2

2 1 !

mn n
k m

k k m

mn

k m

nt t n
k k m m

nx x

k n m m




  



 

 
    

 

  


  

 

 

elde edilir. Tüm bu sonuçlar (2.34) de yerine yazılırsa  

2

1 10

1 1
2 log 2 ( )

x yn n

k n

k k

e
k dy x G x

y k
 

 


       

bulunur. nG  nin minimum değerini bulmak için nG nin diferensiyeli alınarak 

1 1
( ) 0

x

n

e
G x

x x


     olur.  nG ,  log 2x   de minimum değerini alır.  Böylece 

2

1 1

1 1
(log 2)

2

n n

k n

k k

k G
k

 
 

     

elde edilir. Burada  

log2

0

1 1 1
log log 2 0.312

2 2 2

ye
dy

y





     

dir. Böylece Milin Lemması ispatlanmış olur.  
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(2.35)  ve  (2.36) nın ispatı aşağıdaki şekildedir. Öncelikle (2.35) in ispatını verelim: 

1

1 1
log

2

n

n

k

y n
k

 
   

 
  

olsun. O halde 1 ( )n ny y n   ve  

1
1 2( ) log

1

2

x

x
x

x




 


 

olur.

 

x  için (1) 0, ( ) 0x     ve  ( ) 0x   olduğu açıktır. Böylece 1n ny y   

bulunur ve ny , azalandır. Dolayısıyla ny   dır. 

(2.36) eşitsizliğini tümevarım yöntemi ile ispatlayalım. 1n  için (2.36) nın sağlandığı 

açıktır. Eğer (2.36),  1n  için sağlanıyor ise o halde 

1 1

1

1 1 1 1

2 2

m mn
m m

k

k n n n
m m

 



   
       

   
  

olur  ve  11 1

2 2

m m

mn n mn    
      

   
 dir.  

 

Milin Lemması, Milin Tahmini (2.39) bakımından oldukça önemlidir 

Milin Lemmasını kullanarak aşağıdaki eşitsizlik ispatlanır. 

 

Teorem 2.1.7: ( )h z  fonksiyonu (2.14) ile tanımlansın. Bu durumda, 

2 1.17,    2,3,...nc e n


    

dır (bkz. [16]). 
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İspat: f S  ve 2( ) ( )h z f z  olmak üzere 

1

( ) 1 ( )
log log

2

n

n

n

h z f z
z

zz






   

2 1 1

0 1

exp , 1n n

n n

n n

c z z c
 



 

 
  

 
            (2.37) 

elde edilir. (2.25) üçüncü Lebedev-Milin eşitsizliğinden, 

   
2 2

2 1

1 1

1
exp

n n

n k

k k

c k
k



 

 
  

 
       (2.38) 

olur. Buradan Milin lemmasından  

0.1562
2 1 1.17,    1,2,...nc e e n



      

bulunur. Littlewood-Paley Tahmini doğru olmadığı için   nın değeri 0  olmayabilir. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

  

Aşağıdaki Milin tahmini bazı durumlarda 0   olduğunu iddia etmektedir. 

 

Milin Tahmini: Herhangi f S  için, n   (2.26) ile tanımlansın. Bu durumda, 

  
2

1 1

1
0,    1,2,...

n m

k

m k

k n
k


 

 
   

 
        (2.39) 

sağlanır [36]. 

 

(2.37) den ve ikinci Lebedev-Milin eşitsizliği (2.24) den 

2 2

2 1

0 1 1

1 1
( 1)exp

1

n n m

k k

k m k

c n k
n k



  

  
    

   
   
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olduğu görülür. Böylece eğer Milin Tahmini doğru ise  

2

2 1

0

1
n

k

k

c n



   

olur. Yani Robertson tahmini doğrudur. Böylece Robertson Tahmini ispatlanmış olur. 

1984 yılında De Branges, Milin tahminini dolayısıyla Robertson ve Bieberbach 

tahminlerini kanıtladı. 

Bu bölümü sonuçlandırmak için birkaç ilgili tahminden bahsedelim. 

 

1925 yılında Littlewood [29]  aşağıdaki sonucu ispatlamıştır: 

Eğer g f  ise 0 1, 0r p     için  

  ( , ) ( , )p pM r g M r f       (2.40) 

olur. Burada ( , )pM r g , (2.12) ile tanımlıdır. Bu sonuçtan yola çıkarak  1939 ve 1943 

yıllarında Rogosinski [60,61] 

2 2

1 1

,    1,2,...
N N

n n

n n

b a N
 

    

eşitsizliğinin sağlandığını, 2p    için  

1 1

N N
p p

n n

n n

b a
 

   

eşitsizliğinin de sağlanmadığını ispatlamıştır. 

 

Ayrıca g f  olması n nb a  olacağı anlamına gelmez. Basit bir ters örnek olarak 

2z z  verilebilir. Rogosinski aşağıdaki tahminde bulunmuştur. 
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Rogosinski Tahmini:  Eğer g f  ve f S  ise , 1,2,...nb n n   dir. 

 

f f , açık olarak doğru olduğu için Rogosinski Tahmini, Bieberbach Tahmini 

anlamına gelir. 1n   için Rogosinski Tahmini Schwarz Lemması ile ispatlanabilir. 

2n   için ispat Littlewood [29] tarafından yapılmıştır. Rogosinski [26] eğer f  

fonksiyonu yıldızıl veya reel bir katsayıya sahip olması durumunda ve Robertson [62] 

ise konvekse yakın fonksiyonlar için tahminin doğru olduğunu ispatlamıştır.  

Robertson tahmini, Rogosinski tahmini anlamına gelir. Bu durum aşağıda gösterilmiştir. 

( )h z , (2.14) ile tanımlansın. g f  için ( ) ( ( ))g z f w z  vardır. 

2

3 5

( )
( ) 1 ...

h z
z c z c z

z
       

olsun. Bu durumda 
2( ( )) ( ) /z f z z   olur. Böylece 

 
2

2

3 5g( ) ( ) 1 ( ) ( ( )) ...z w z c w z c w z     

elde edilir.   nın ilk n  kısmi toplamı  

1

2 1

1

( )
n

k

n k

k

S z c z 





  

ile gösterilir. (0) 0w   olduğundan 

 
2

1

( ) ( ( ))1

2

n

n nz r

w z S w z
b dz

i z 
   

olur. ( ( )) ( )n nS w z S z  için (2.40) Littlewood teoreminden  

   
2 2

2 2

2 2 2

2 1

1

( , ( ( ))) ( , ( ))n n

n n n

n
n k

k

k

b r M r S w z r M r S z

r c r

 

 





 

 
 

elde edilir. 1r   alınırsa 
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2

2 1

1

n

n k

k

b c 



  

olur. Böylece Robertson tahminini aynı zamanda Rogosinski tahmini demek olduğu 

görülür. Sheil-Small tahmini Robertson ve Rogosinski tahmini arasında bir yerdedir. 

( ) , ( )n n

n nf z a z g z b z    iki kuvvet serisi olsun. Bu durumda ( ) n

n nh z a b z  

fonksiyonuna f  ve g  fonksiyonlarının Hadamard çarpımı denir ve h f g   ile 

gösterilir. 

 

Sheil-Small Tahmini:  Herhangi f S  ve n . dereceden herhangi P  polinomu için  

P f n P
 

   

eşitsizliği sağlanır. Burada,  


 ile 1z   de maksimum modül ifade edilir [63]. 

 

Eğer ( ) nP z z  olarak alınırsa Sheil-Small tahmini Bieberbach tahminine eşit olur. Bu 

durum Sheil-Small tahmini Roberson tahmini ve Rogosinski tahmini arasındadır 

şeklinde gösterilir (bkz. [63]). 

Bu yedi tahmin arasındaki ilişki aşağıdaki şekildedir : 

Milin Tahmini   Robertson Tahmini   Sheil-Small Tahmini  Rogosinski 

TahminiBieberbach Tahmini  Asimptotik Bieberbach Tahmini  Littlewood 

Tahmini 

 

De Branges, Milin tahminini ispatlamıştır. Böylece yukarıdaki tahminlerin tümü 

ispatlanmıştır. Branges’in ispatından önce tüm bu yedi tahmin açık birer problemdi.  

 

 

 



60 

 

3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Buraya kadar Bieberbach varsayımının kesin isptlanamadığını sadece daha iyi sonuçlar 

elde etmek için çaba harcandığını gördük. Bu bölümde tezin esas amacı olan 

Bieberbach tahminin doğruluğunun iki ispatına yer verilmiştir. Bunlardan en önemlisi 

hiç şüphesiz Branges’in ispatı diğeri Branges’in ispat tekniğinden esinlenerek ve sadece 

kullanılan fonksiyonu değiştirerek yapılan Wienstein’in ispatıdır. 

 

Teorem 3.1 (De Branges Teoremi):  Milin tahmini (2.39) doğrudur. Eşitlik ancak ve 

ancak ( )f z  fonksiyonunun Koebe fonksiyonu ya da  Koebe fonksiyonunun 

dönmelerinden biri olmasıyla sağlanır [1]. 

 

Bu teoremin ispatı ilk defa 1984 yılında Branges tarafından verilmiştir. 

 

3.1 De Branges’in İspatı 

 

İspatı vermeden önce ispatta kullanılacak bazı bilgileri verelim. Bu bilgiler Gong’un 

[16] kitabından alınmıştır. 

 

Jacobi Polinomu: 1    ve  1    için  ,

0,

1,
n m

n m

n m



 


  Kronecker deltası olmak 

üzere  

 
1

( , ) ( , )

,
1

( ) ( )(1 ) (1 )n m n mP x P x x x dx      


      (3.1) 

ve  

( , ) (1)n

n
P  





 
  
 
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normalize şartını sağlayan n.dereceden 
( , ) ( )nP x 

  polinomuna Jacobi polinomları denir.   

 

 Teorem 3.1.1: 1,2,n     için  

( )

,

0

(2 1) (2 2 2)
( ) ( 1)

( ) !( )!

n k
v v k tv n k v

n k

v

k v k v
t k e

k v v n k v



  



   
 

  


 

ve                (3.2) 

, 1( ) 0 ( 1,2, )n n t k     

 

sistemine  Branges in özel fonksiyon sistemi denir [1]. 

  

Lemma 3.1.2:  Eğer ( , ) ( )jP x  Jacobi polinomu ise  

 
' (2 ,0)

,

0

( ) (1 2 )
n k

kt k t

n k j

j

t ke P e


 



       (3.3) 

eşitliği sağlanır [1]. 

 

Teorem 3.1.3: Eğer0 t   ve 1,2,...k   ise 1,2,...,k n  için 

'

, ( ) 0n k t         (3.4) 

eşitsizliği sağlanır [1]. 

 

Teorem 3.1.4: De Branges in özel fonksiyon sistemi  

 
, , 1

, , 1

( ) ( )
( ) ( ) , 1,2,...,

1

n k n k

n k n k

t t
t t k n

k k

 
  



 
    


    (3.5) 

 

 
,

, 1

(0) 1, 1,2,...,

( ) 0, 0

n k

n n

n k k n

t t



 

   

   
      (3.6) 

eşitlikleri sağlar [1]. 
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Branges’in İspatı: İspat için yalnızca ( )f z S  fonksiyonunu dikkate almamız 

gereklidir. ( )f z S  fonksiyonu 1z   diskini kompleks düzlemde bir slit eğrisine 

resmeder. Slit eğrisi sonsuzluğa eğimli olan bir  Jordan eğrisidir. Bilindiği üzere, böyle 

fonksiyonlar S  de yoğundur. Böyle fonksiyonlar için bu teoremi ispatlamak gereklidir. 

Loewner zincirler teorisinden bilindiği üzere bu tür slit dönüşümler   

  
( , ) 1 ( ) ( , )

1 ( )

f z t t z f z t
z

t t z z





  


  
      (3.7) 

Loewner diferensiyel denklemini sağlar ve  

( , ) ... ( ) ..., 1, 0t n

nf z t e z a t z z t        

şeklinde açılıma sahiptir. Burada  

( ,0) ( )f z f z  

ve  ( )t , ( ) 1t   olacak şekilde  0 t   aralığında  sürekli bir fonksiyondur. 

0 t   için, 

 
1

( , )
log ( ) , 1k

kt
k

f z t
c t z z

e z





 
  

 
       (3.8) 

olsun. O halde (0) 2k kc   dir. Burada  k ,  (2.26) ile tanımlanır. (3.8) eşitliğinin 

sırasıyla t  ve z  ye göre diferensiyeli alınırsa 

  
1

( , )
1 ( )

( , )

kt
k

k

f z t
c t z

f z t





        (3.9) 

ve 

1

1

( , ) 1
( )

( , )

kz
k

k

f z t
kc t z

f z t z






       (3.10) 

yazılır.  (3.7), (3.8) ve (3.9) denklemlerinden  
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1 1

2 2

1

1 ( )
1 ( ) 1 ( )

1 ( )

(1 2 ( ) 2 ( ) ...) 1 ( )

k k

k k

k k

k

k

k

t z
c t z kc t z

t z

t z t z kc t z





 

 

 





  
   

  

 
     

 

 



 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte katsayılar karşılaştırıldığında 

1

1

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
k

k k j

k k j

j

c t t kc t t jc t 






      

bulunur. Şimdi 

 0

1

( ) 0, ( ) ( ) ( ) , 1,2,...
k

j

k j

j

b t b t jc t t k 



       (3.11) 

olsun. Bu durumda  

 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ), 1,2,...k k

k k kc t t kc t t b t k         (3.12) 

dir. Sabit bir n  için 

2

,

1

4
( ) ( ) ( )

n

k n k

k

t k c t t
k

 


 
  

 
      (3.13) 

şeklinde tanımlansın. O halde (3.6) dan Milin tahmini 

2

1

4
(0) (0) ( 1) 0

n

k

k

k c n k
k




 
     

 
      (3.14) 

olur. (3.14) ifadesinin ispatı aşağıdaki şekildedir. Bunun için  

 
2 ,

1

1

( )
( ) ( ) ( ) 2

n
n k

k k

k

t
t b t b t

k


 




           (3.15) 

eşitliğini 0t   için ispatlamak gerekir. Eğer (3.15) sağlanıyorsa bu durumda  Teorem 

3.1.3 den ( ) 0t   olur ve böylece ( )t  monoton artan bir fonksiyondur. S  nin 

kompaktlığından ve  , ( )n k t  in 4.2.1 deki tanımından ( ) 0    elde edilir. Bu tam 

olarak Milin tahmini olan (0) 0   anlamına gelir. 
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Şimdi de bazı basit cebirsel hesaplamalar ile birlikte  (3.13) den (3.15) i ispatlamak için 

(3.12) ve Teorem 3.1.4  kullanılacaktır. 

( ) 1t   ve  1( ) ( )t t    olduğundan (3.11) den  

  

1

1

2 22

1

( ) ( ) ( ) ( )

( )

k
k k k

k

k k k

k k k

b t b t kc t t

b b kc t

b b k c











  


 


 

     (3.16) 

dir. (3.13) ve (3.16) den  

   2 ,

1

1

( )
( ) 4

n
n k

k k

k

t
t b b

k


 



       (3.17) 

elde edilir. 
1( ) ( ( ) ( )) ( )k

k k kkc t b t b t u t     olsun. O halde 
2 2

1k ku b b    ve  

2

1

2 ( ) 2 ( ( ) )

2 ( ) ( ) ( ( ) ( ))

t t t k

k
kk

u
u u uu e u u e kc t u

t

e kc t t b t b t 



     



    

 

olur. Yani  

 
2

1
12 ( ) ( ) ( )

k k k
k kk

b b
e c t t b b

t k
 



 
    

 
 

     (3.18) 

şeklindedir. Bu eşitlikte (3.12) de ki  kc   yerine yazılırsa  

 
2

1
1 1 12 2( ) ( ) 2 ( )

k k k
k k k k k kk k

b b
e b b kc b b b b b

t k
 

  

 
        
 
 

 

elde edilir. (3.16) den 1

k

k k kkc b b 

   olduğunu biliyoruz. Böylece  

 

 

2

21
1 11

2

11

2 2( ) 2 ( )

2 4 (1 )( )

k k
k k k kk k k

k kk k k

b b
e b b b b b b b

t k

b b e b b b


 



 
        
 
 

      
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bulunur. Önceki denklemi kullanarak ve (3.17) nin diferensiyeli alınırsa  

 2 2,
11 , 1

1 1

( )
( ) 4 ( ) 2 4 (1 )( )

n n
n k

k kk k n k k k k

k k

t
t b b t b b e b b b

k


   

 


           
  

 

yazılır. Ayrıca 

1
2 2 2

, 1 1 1 , 1 1 ,

1 1 1

(2 4 ) (2 4 ) (2 4 )
n n n

k k n k k k n k k k n k

k k k

b eb b eb b eb  


    

  

            
 

olduğundan dolayı  

2 2 2

, , 1 1 1 ,

1 1

(2 4 )( ) (2 4 2 4 )
n n

k k n k n k k k k k n k

k k

b eb b eb b eb    

 

           

elde edilir. Diğer taraftan 

2 2 2

11 1 12 4 (1 )( ) 2 2 4 4k kk k k k k k kb b e b b b b b eb eb               

olduğu açıktır. Dolayısıyla 
( )

, 1 0t

n n    ve 0 ( ) 0b t   olduğundan dolayı 

 2 2,

1 , , 1

1 1

( )
( ) 4 (2 4 )( )

n n
n k

k k k k n k n k

k k

t
t b b b eb

k


   

 


          

bulunur. (3.5) den 
( )

, 1 0t

n n     ve  0 ( ) 0b t   olduğundan  

 2 2, , , 1

1

1 1

1
2 2 2, ,

1 1 1

1 2

2 2 2,

1 1 1

1

1

( )
( ) 4 (2 4 )( )

4 1

( 4) 2 4 (2 4 )

( 4) 2 4 2 4

n n
n k n k n k

k k k k

k k

n n
n k n k

k k k k k k

k k

n
n k

k k k k k k

k

k k

t
t b b b eb

k k

b b b eb b eb
k k

b b b eb b eb
k

b b

  


 







 



  

 

  





  
        



 
         
 


         
 

  

 

 



2 ,

1

2
n

n k

k k








 

elde edilir. Böylece Milin tahmini ispatlanmış olur.  
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Şimdi de Milin Tahmininde eşitliğin sağlanması için gerek ve yeter şartın fonksiyonun  

Koebe fonksiyonu ve  Koebe fonksiyonunun dönmeleriyle mümkün olabileceğini 

ispatlayalım. 

Eğer ( )f z S  fakat bir Koebe fonksiyonu veya Koebe fonksiyonunun bir dönmesi 

değil ise Teorem 1.2.2.4 den 2 2a   olur. Bir mf S  fonksiyon dizisi seçelim. mf  

fonksiyon dizisi 1z   diskini  kompleks düzlemden bir ucu sonsuzluğa uzanan Jordan 

eğrisinin çıkarıldığı bölgeye resmeder Ayrıca mf  dizisi 1z   in herhangi kompakt alt 

kümesi üzerinde f  e düzgün yakınsaktır. mf   için  ( , )mf z t  vardır. ( , )mf z t   deki  

, ( )n ma t  katsayıları (3.8) deki  
, ( )n mc t  katsayılarına karşılık gelir. m  yeterice büyük 

alındığında,  

  
1, 2,(0) (0) 2m mc a          (3.19) 

olacak şekilde bir   vardır.  (3.12) den  

1, 1, 2,(0) ( ) 2 ( ) ( ) 2 4m m mc c t t a t       

elde edilir. Dolayısıyla 0t   için 
1, ( ) 4mc t t   olur. 

2
0

4
t


    için  4 2t     

yazılır.  (3.19) ve ( ) 0k t     dan  
2

0
4

t


    ve yeterince büyük m  için,  

2
2

1, 1 1( ) ( ) ( ) 2 ( ( )) (2 4 ) ( ( ))mm mt c t k t t t t             

olur. Diğer taraftan 

2

,
0

1

4
( ) (0) ( (0) )( 1 )

n

m m k m

k

t dt k c n k
k

 




       

olduğundan 
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2
2

8
,

0
1

2 22

8
1 1 1

0

4
( (0) )( 1 ) ( )

2 2 2
( ) (0) 0

2 2 2

n

k m m

k

k c n k t dt
k

t dt







  
  







    

         
         

      

 



 

bulunur. Böylece  m   için  
2

1

4
( 1 ) 0

n

k

k

k c n k
k

 
    

 
   olur. 

Böylece Milin Tahminindeki  eşitliğin sağlanmasının Koebe fonksiyonu veya 

dönmelerinin sağladığı görülmüş olur. Yani De Branges Teoremi ispatlanmış olur.  

 

De Branges Teoremi Robertson tahminini dolayısıyla Bieberbach tahminini belirtir.  

 

3.2  Weinstein’in  İspatı  

 

Wientein’in ispatında Branges’in ispatındaki Jacobi polinomlarından farklı olarak 

Legendre polinomları kullanılmıştır. Şimdi bu polinomu tanıyalım. x  bir reel sayı, z  

bir kompleks sayı ve  22 1xz z   olsun. Şimdi 
1

2 2(1 2 )xz z


    ifadesinin  
22xz z  

‘nin kuvvetleri şeklinde seriye açalım. Bu seri 

 
1

2 2 32
0 1 2 3(1 2 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...xz z P x zP x z P x z P x



                  (3.20) 

şeklindedir. Burada  

2 3

0 1 2 3

1 1
( ) 1 , ( ) , ( ) (3 1) , ( ) (5 3 ) ,...

2 2
P x P x x P x x P x x x       

olup genel olarak 

 2

2

0

(2 2 )!
( ) ( 1)

2 !( )!( 2 )!

n

r n r

n n
r

n r
P x x

r n r n r






 

 
  

şeklindedir.  
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Burada değişkeni x  olan 0 1( ), ( ) ,...P x P x  polinomları Legendre polinomları olarak 

bilinir.  

( )nP x ’de n.dereceden Legendre polinomu olarak adlandırılır. Eğer n bir tamsayı alınırsa  

2
2 2

0

! (2 2 )!
( 1) ( 1)

!( )! ( 2 )!

n

n
n r n r

n
r

d n n r
x x

dx r n r n r

 
 
 






  

 
  

şeklinde olur. (3.20) den ve yukarıdaki son eşitlikten  

 21
( ) ( 1)

2 !

n
n

n n n

d
P x x

n dx
                (3.21) 

yazılır. Bu sonuç Rodrigues formülü olarak bilinir. 

Analitik fonksiyonun n. türevinin integral temsili (Cauchy Türev Formülü) kullanılarak 

2

1

1 ( 1)
( )

2 2 ( )

n

n n nC

t
P x dt

i t x 




              (3.22) 

elde edilir. Burada C  saat yönünün tersinde basit kapalı bir eğridir. Bu formülle 

Legendre formülleri için Schӓfli formülüdür. 

Legendre polinomları hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden yazılabilir. Bunun için

1 2(1 ), 0 1x         ve C  de 1 2t     çemberi olsun. Dolayısıyla 

1 2 2
1

1 2

x

t





 
 

 
 

olduğundan  
1( ) nt x    ifadesi düzgün yakınsak bir seriye  

2

1 1 1 ( 1)( 2) 1
( ) ( 1) 1 ( 1) ...

1 2! 1

n n x n n x
t x t n

t t

   
      

         
    

 

şeklinde açılabilir. 

Bu eşitlik yukarıdaki  Schӓfli integralinde yerine yazılıp terim terim integrali alınırsa   
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2

1 1
0

2
0 1

( 1) ( 1)( 2)...( ) ( 1)
( )

2 ! ( 1)

( 1) ( 1)( 2)...( )
( 1)

2 ( !)

r n

n n n rC
r

r r
n

n r
r t

x n n n r t
P x dt

i r t

x n n n r d
t

r dt





  




 

    




    
  

 

 



 

elde edilir. Diğer taraftan  

1

( 1) 2 ( 1)( 1)
r

n n r

r

t

d
t n n n r

dt





 
     

 
 

olduğundan dolayı 1 2(1 ) 2x      için  

2
0

2 1

( 1)( 2)...( )( )(1 )...( 1 ) 1 1
( ) ( )

( !) 2 2

1 1
( 1, ; 1; )

2 2

r

n

r

n n n r n n r n
P x x

r

F n n x





      
  

   


     (3.23) 

yazılır. (3.23) den  

         1( ) ( )n nP x P x                  (3.24)  

olur. k   bir pozitif tamsayı  1 1x     olmak üzere  

 2 2
( )

( ) (1 )
k k

k n
n k

d P x
P x x

dx
        (3.25) 

fonksiyonu .k  mertebeden ve .n  dereceden Ferrer yardımcı Legendre fonksiyonu   

denir.  

(3.22) ve (3.25) den  

2 2 12
1

( 1)( 2)...( )
( ) (1 ) ( 1) ( )

2

k

k n n k

n n C

n n n k
P x x t t x

i

  



  
           (3.26) 

yazılır. Ayrıca  
1

2 2( 1) it x x e      yani  C , x  merkezli 
1

2 2( 1)x   yarıçaplı bir 

çemberdir. Bu durumda  
1

2 2( 1) idt x e id     olur . 
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1

2 2 221 2( 1) (( 1)cos )it x e x x      ve 
1

2 21 ( 1) it x e     sonuçları (3.26) da yerine 

yazılırsa, 

1

22 2
( 1)( 2)...( )

( ) ( 1) . (( 1) cos )
2

k

k n ik

n

n n n k
P x x x e d





 







  
     

bulunur.  

1

2 2( 1) cosx x  ,   ’nin bir çift fonksiyonu olduğundan  

1

2 2(( 1) cos ) sin 0nx x k d



  


    

dır. Böylece 

1

22 2
( 1)( 2)...( )

( ) ( 1) (( 1) cos ) cos
2

k

k n

n

n n n k
P x x x k d




  

 

  
        (3.27) 

olur. Şimdi Legendre polinomları için farklı bir temsil teoremini verelim.  

1

( )!
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )cos

( )!

n
k k

n n n n n

k

n k
P x P u P v P u P v k

n k





 


     (3.28) 

yani, 
1 1

2 22 2( 1) ( 1) cosx uv u v      olmak üzere (3.28) temsilinin doğru olduğunu 

gösterelim. Sabit bir v  için eğer 0v   ise kolaylıkla   

1

2 2

1

2 2

( 1) ( )

( 1) cos

u u co

v v

 



  

 

 

  ’nin sınırlı bir fonksiyonudur. M  bu fonksiyonun üst sınırı  
1z M   olsun. Bu 

durumda  

1

2 2

1
0 2 12

( ( 1) ( ))

( ( 1) cos )

n
n

n n

u u co
z

v v

 





 

  

 

  
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  ye göre düzgün yakınsaktır. Dolayısıyla, 

1

2 2

1
0 2 12

1

2 2

1
0 2 12

1
1 1 1

2 2 22 2 2

( ( 1) ( ))

( ( 1) cos )

( ( 1) ( ))

( ( 1) cos )

2 (( 1) ( 1) cos )cos ( 1) sin sin

n
n

n n

n

n n

u u co
z d

v v

u u co
d

v v

v u v z u z u d













 




 




    




 




 





  

 

  


 

 
        

 

 





   (3.29) 

yazılır. Basit hesaplamalarla  
1 1

2 2 2 2 22 2( ) ( )A A B C B C      olması durumunda  

1

2 2 2 2

2

cos sin
( )

d

A B C
A B C





 

 


 
 

  

doğrudur. (3.29) nun sağ tarafının integrali  

1
2 2 21 1 1

2 2 2 22 2 2

1

2 2

2 ( 2 ) ( 1) ( 1) cos ( 1) sin

2

(1 2 )

v u v z u z u

zx z

  





    
          
     



 

   (3.30) 

dır. 

Yukarıdaki ifadeler Legendre polinomunun tanımında yerine yazılırsa   

 

1

2 2

1

2 12

1 ( ( 1) ( ))
( )

2
( ( 1) cos )

n

n

n

u u co
P x d

v v





 








  


 
     (3.31) 

bulunur.  

( )nP x , cos  ya bağlı .n  dereceden bir polinom olduğundan bu fonksiyon Fourier 

kosinüs serisi     
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0

1

1
( ) cos

2

n

n k

k

P x A A k


   

şeklinde olur. Burada   

1

2 2( 1) cos sin 0

n

u u k d



  



 
   

 
  

olduğundan dolayı  

1

2 2

12
2 12

1

2 2

12
2 12

1

2 2

12
2 12

1
( )cos

1 ( ( 1) ( )) cos

2
( ( 1) cos )

1 ( ( 1) cos ) cos ( )

2
( ( 1) cos )

1 ( ( 1) cos ) cos cos )

2
( ( 1) cos )

k n

n

n

n

n

n

n

A P x k d

u u co k
d d

v v

u u k
d d

v v

u u k k

v v





 

 

 

 





 


  
 




  
 




  






 


 







  


 

  


 

 


 



 

 

 d d



 



 

şeklindedir. 

Dolayısıyla (3.24) ve (3.27) den   

( )!
2 ( ) ( )

( )!

k k

k n n

n k
A P u P v

n k





 

bulunur. Böylece (3.28) ispatlanmış olur. 

 

Weinstein Teoreminin ispatı: Sabit z D , ( )tw w z , 
2 2

, 0
(1 ) (1 )

tz e w
t

z w
 

 
 olsun.  

Bu durumda  
1

1

w w
w

t w

 
 

 
 ve  t   için  ( ) 0tw z  ’dan dolayı 
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2 21 1

1 1 1

2 2

2
1 1 1

2

20
1

2

4 4
(0) ( 1) (0) ( 1)

4 4
(0) (0)

(1 )

4
( )

(1 )

1

1

n
n n

k k

n k k n k

m k k

k k

k m k

k

k

k

t

k c n k z k c n k z
k k

z
mz k c k c z

k kz

z d
k c t w dt

dt kz

e w

w

  
 

   

  


  





    
          

    

   
      

   

  
    

   






  

 



22

0
1 1

1
( ( ) ( )) (4 ( ) )

1 1

k k

k k k

k k

w w
k c t c t w k c t w dt

w w

 

 

 
   

  
 

  (3.32) 

yazılır. (3.9) dan  
1

iz re    olmak üzere  

1

2

1
01

1

( , )

1
( ) lim

2 ( , )

k

k
r

f z t

tc t z d
f z t








    

şeklindedir. (3.32) nin sağ tarafı  

1

2

120 01
1 1

1

2

1
01

1 1

2

( , )

1 1
1 lim ( )

1 2 ( , )1

( , )

1 1
1 lim ( )

1 2 ( , )

1 4
2

1 1

t
k k

k
r

k

k k

k
r

k

f z t

e w w t kc t z d w
w f z tw

f z t

w t kc t z d w
w f z t

w w
k

w w





















    
       
    

     

  
      

   
  
  

 
   

  

 

 

2

1

1

2

1 120 01
1 1

1

2

1 1
01

1

( )

( , )

1
1 lim (2(1 2 ... ( ) ) ( ) ) 1

2 ( , )1

( , )

1
lim 2(1 2 ... ( ) ) ( ) )

2 ( , )

k

k

k

t
k k k

k k
r

k

k k k

k k
r

c t w dt

f z t

e w t kc t z kc t z d w
f z tw

f z t

t kc t z kc t z d w
f z t
























  
          

   
 

  

 
 

      
 
 
 



 


2

1

2 ( ) k

k

k

k c t w dt











     (3.33) 

ifadesine denktir.  (3.32) den (3.33) ün sağ tarafı 
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1

2
1

120 01
11 11

1

1

1 1

1

1

1
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1

1

( , )

( , )1
lim 1 ( )

( , )1 2 ( , )

2((1 2 ... ( ) ) ( ) )
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( , )1
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( , )2 ( , )

t
l

l
r

k l

k k k

k k

r

f z t

f z te w t lc t z
f z tw f z t

z
z

kc t z kc t z d w

f z t

f z tt

f z tf z t
z

z









 


 



  
           
   

    

 

   


 

  

2

1
0

1 1

22 2

1 1

1

1 ( )

2((1 2 ... ( ) ) ( ) ) ( )

l

l

k l

k k k

k k k

k

lc t z

kc t z kc t z d w k c t w dt





 

 






 
 

 



      



 



       (3.34) 

şeklinde yazılır. (3.7) Löwner diferansiyel denkleminden 

1
( , ) ( , ) 1 ( )

1 ( )

f z t f z t t z
z

t z t z






   

 
   

 

ve  

1 1 1

1

2

1 1 1

21 2 2

1 1

(1 ( ) )(2(1 ... ( ) ) ( ) )

1
2(1 ... ( ) ) ( ) ( ) (1 ...

2

1
( 1) ( ) ) ( )
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k
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l
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





   

     

  



 

bulunur.  Ayrıca (3.34) ifadesi  

2
1
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1 1

2

1 20
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1 ( )1
lim 2(1 ... ( ) )

1 2 1 ( )

( ) ( )
1

t
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t
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k k

k

t ze w
e kc t z

w t z
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            (3.35) 

şeklinde yazılır. Burada 1

1

1 ( )
0

1 ( )

t z
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 olduğundan  0, 1,2,...,t k   için 
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k k

k k k
r

t z
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 

 
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            (3.36) 

şeklindedir. 
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 Şimdi  

 
1

1

2
0

( )
1

t k
n n

k

n

e w
t z

w

 




 


       (3.37) 

olsun. Böylece (3.35) den eğer  0t   için  ( ) 0n

k t   ispatlanırsa Milin tahmini de 

ispatlanmış olur. 

(3.28) de  
1

2(1 )tu v e    olsun. Bu durumda (3.25) den  1 cost tx e e       ve   

2( ) ( ) ( )

ntk

R k

n n n

d
P u P v e P t

dt

  
   

 
 

şeklindedir. (3.28) den  
, ( ) 0k nA t   olmak üzere  

,

0

( ) ( )cosn k n

k

P x A t k



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dir. Böylece (3.20) den  
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   

 

yazılır. Son eşitliğin sağ tarafında  
1

cos cos cos( ) cos( )
2

k l k l k l        formülü 

yerine yazılırsa 
, 0k nB    olmak üzere  

  1

,2
0 0

cos
1 2

n
n

k n

n k

z
z B k

xz z





 


 

               (3.38) 

elde edilir. Diğer taraftan  

2 2(1 ) (1 )

tz e w

z w


 
 

şeklinde tanımlanan  ( )tw w z  fonksiyonunu tekrar ele alalım. Böylece  
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  

   



 

     (3.39) 

yazılır. (3.38) ve (3.39) de  1nz    ve  
1 cosnz k

 nın katsayıları eşitlendiğinde sırasıyla  

0 0,

n

nB    ve  
,

1
, 1

2

k

n k nB k    

bulunur. Böylece  0, 0,1,...,t k n    için  ( ) 0n

k t    olduğu ispatlanır. 

 

Milin tahmini için eşitlik durumu  1( )A t  ve 2 2a   eşitliğinden yola çıkılarak eşitliğin 

ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ve onun dönmesi ile mümkün olduğu görülür. 

Böylece ispat tamamlanmış olur.    
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Tez çalışmasında yaklaşık 70 yıllık bir serüveni olan Bieberbach tahminin ispatına 

giden yolda yapılan çalışmalar ayrıntılı bir şekilde anlatılmıştır. Bu tez ünivalent 

fonksiyonlar teorisinde çalışacak olan lisans üstü düzeyinde matematikçiler için önemli 

bir arşiv kaynağı olacaktır. Aynı zamanda tezin sunumu olarak da araştırmacıları yine 

bu konuda çalışmaya sürükleyeceğine inanıyoruz. 

 

Başka bir çalışmaya öneri olarak ünivalent fonksiyonlar teorisinin diğer problemleri ve 

ters katsayılar için katsayı eşitsizlikleri ayrı bir çalışma altında yapılablir. 
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