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1.GENEL BILGILER

1.1. Giris

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en Onemli konularindan birisi {inivalent
fonksiyonlardir. Ciinkii bu teoride matematiksel bir meselenin geometrisi ile analitikligi
arasinda bir bag kurma olay1 vardir. Riemenn doniigiim teoremiyle baslayan siire¢ 1916
yilinda Bieberbach tarafindan S simifindaki her bir fonksiyonun Taylor katsayilari igin

|an| <n esitsizliginin saglandigin1 veren tahmini ortaya atmasiyla devam etmistir. Bu

tahmin 1985 yilinda Louis De-Branges tarafindan ispatlanmistir.

Branges’in ispatinda rol alan 6nemli etkenlerden biri Hipergeometrik fonksiyonlardir.
Daha sonra baz1 arastirmacilar farkli yontemler kullanarak Hipergeometrik
fonksiyonlarin  geometrik ozelliklerini ele almiglardir. Gauss hipergeometrik
fonksiyonlarin tinivalentligi ve yildizillig1 gibi geometrik 6zelliklerini 1961 yilinda E. P.
Merkes ve W. T. Scott, Gauss’un siirekli-kesir yontemini kullanarak incelemislerdir.
1987 yilinda ise S. Owa ve H. M. Srivastava iinivalent fonksiyonlar teorisinde sikca
kullanilan Jack lemmasini kullanarak genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlarin
geometrik o6zelliklerini ele almiglardir. 1993 yilinda ise H. Silverman, yildizil ve
konveks fonksiyonlarin katsay1 esitsizliklerini kullanarak hipergeometrik fonksiyonlarin
yildizillig1 ve konveksligi i¢in bazi durumlarda yeter sartlari bazi1 durumlarda ise gerek
ve yeter sartlar1 igeren sonuglar1 vermislerdir. Bu siirecte S. Ponnusamy ve M. Vourinen
hipergeometrik fonksiyonlarin iinivalentligi, yildizilligi, konveksligi ve konvekse
yakinligi tzerine Onemli c¢alismalar yapmuslardir. Hipergeometrik fonksiyonlarin
geometrik Ozelliklerinde detayl bilgi i¢in 2013 yilinda yazilan Semra Polat’ 1n tezine

bakilabilir.

Univalent fonksiyonlar teorisi uygulama alam bakimindan genis bir sahaya hitap
etmektedir. Bu teorinin dogusundan bu zaman kadar bir ¢ok bilim adami bu teoriyi
baska kavramlarla bir araya getirmistir. Mesela matematigin yine 6nemli konularindan
biri olan ve ilk olarak 1915 te G. H. Hardy tarafindan c¢alisilan Hardy uzayi ile iinivalent
fonksiyonlar arasinda iliskiyi ilk defa 1970 yilinda P. J. Eenigenburg and F. R. Keogh



incelemislerdir. Daha sonra 1996 yilinda Ponnusamy calismalarda hipergeometrik

fonksiyonlarin Hardy uzayina ait olma kosullarini incelemistir.

Son yillarda ise Bessel, Struve, Lommel, Mittag-Leffler ve Wright gibi o6zel
fonksiyonlarin Hardy wuzaylar1 {izerine c¢aligmalara yogunlasildigini gérmekteyiz.
Bunula ilgili olarak 2006 yilinda Baricz Bessel fonksiyonlarinin, 2014 yilinda Yagmur
ve Orhan genellestirilmis Struve fonksiyonlarinin, 2015 yilinda Yagmur Lommel
fonksiyonlarmin, 2016 yilinda Mondal Wright fonksiyonlarinin ve son olarak 2018
yilinda Prajapat, Maharana ve Bansal Mittag-Leffler fonksiyonunun Hardy uzayi

tizerine ¢aligmalar yapmislardir.

Bizde yukarida bahsedilen c¢aligmalardan yola ¢ikarak Bessel-Struve c¢ekirdek

fonksiyonunun Hardy uzayini ¢alistik.

Hazirlanan bu yiiksek lisans tezi ii¢ boliimden olusmaktadir. Kuramsal temeller

bolimiinde tez igin gerekli olan tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Mataryel ve yontem boliimiinde Gauss hipergeometrik fonksiyonlari, Bessel
fonksiyonlari, Struve fonksiyonlari, Lommel fonksiyonlar1, Mittag-Leffler fonksiyonlari

ve Wright fonksiyonlar: tanitilip Hardy uzayna ait olma kosullar1 incelenmistir.

Ucgiincii boliimde ise arastirma bulgularina yer verilmistir.



1.2. Kuramsal Temeller

Bu bolimde daha sonra kullanilacak olan tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu

baglamda ilk 6nce metrik uzay kavrami tanitilacaktir.

Tanim 1.2.1 (Metrik Uzay): X bir kiime olmak tizere d: X x X — R fonksiyonu tiim

X,Y,ze X parametreleri igin
. d(x,y)=0
. d(x,y)=d(y,x)
iii.  d(x,y)=0=x=y
iv. d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)
sartlarin1 sagliyorsa d ye X {iizerinde bir metrik denir. (X,d) siral ikilisine ise metrik

uzay denir (Meise, 1997).

Omegin; d:RxR—>R olmak iizere d(X,Yy)= |X— y| bi¢iminde tanimlanan d

fonksiyonu bir metriktir.

Tanim 1.2.2 (Normlu Uzay): X, F cismi tzerinde vektor uzayr olmak iizere

l|: X >R, w{0} ile tanimlanan fonksiyon her X,y € X parametreler ve e €F skaleri
icin

(i) |x|=0

(i) x| =0<=x=0

(i) flerx]| = e[

(@) [x+yl <[x[+]ly]

sartlarim saglhiyorsa || fonksiyonuna X vektor uzay iizerinde norm denir. Olusan

(X, ||| siral ikilisine ise normlu uzay denir (Meise, 1997).

Ornegin; X =(X,X,,...,X,)€R" i¢in |X|= \/xf +X.+...+x> seklinde tanimlanan

fonksiyon bir normdur.



Tamm 1.2.3 (Cauchy Dizisi ve Tamlik): X =(X,|[) bir normlu uzay ve (x,) bu
uzayda bir dizi olsun. Her £>0 ve m,n>ny i¢in |x,—x [ <& olacak sekilde bir

N, =N, (&) saysi varise (X,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Meise, 1997).

X vektor uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise (diger bir ifade ile X vektor uzayi,

d(x,y) =||x—y| norm metrige gore tam ise) (X,|[) normlu uzaymna tam normlu uzay

veya Banach uzayt ad1 verilir (Meise, 1997).

1.2.1. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde analitik ve tinivalent fonksiyonlar i¢in 6nemli olan tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.

Tanim 1.2.1.1 (Diferansiyellenebilme): A< C olsun. f:A— C ye bir fonksiyon ve

Z,, A nin bir i¢ noktas1 olmas1 durumunda

lim f (Z) —f (ZO)

=7 -1,
limiti varsa f(z) fonksiyonu 7, noktasinda diferansiyellenebilirdir (veya
tiirevlenebilirdir) denir. Burada limit degeri f'(z,) ile gosterilir. f'(z,) ifadesi z=12,

noktasindaki f fonksiyonunun tiirevidir (Zill ve Shanahan, 2013).

Tanim 1.2.1.2 (Analitik Fonksiyon): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemde bir z,
noktasinda ve Z, noktanin uygun bir komsulugundaki her noktada

diferansiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir (Zill ve

Shanahan, 2013).

Tiim diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.



Omegin; f(z)=2z, f(z)=e?, f(z)=sinz.

f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse z, noktasina f(z) fonksiyonunun

singiiler (tekil) noktas: denir.

Z =1, noktasi1 f(z) fonksiyonunun singiiler noktasi ise bu durumda f(z) fonksiyonu,
Z, merkezli bir kuvvet serisine agilamaz. Fakat Z=12, c¢ikarilmis singiiler nokta
civarinda f(z) vyi (Z - ZO) m hem pozitif hem de negatif tam say1 kuvvetlerini iginde

bulunduran Laurent serisi olarak seri gosterimi agagidaki gibi yapilabilir.

Z, noktas1 f(z) fonksiyonunun singiiler noktasi ve a,,b, € C olmak iizere

Zw:b—n"'ian(z_zo)n

n=1 (Z —Z, )n n=0

0

serisine f(z) fonksiyonunun z, merkezli Laurent serisi denir. Burada Z( )n
n=1(Z—2,

n

serisi Laurent serisinin esas kismi, Zan(z—zo)n serisi ise Laurent serisinin analitik
n=0

kismidir. z,, f fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktasi oldugunda bu noktanin uygun
bir delinmis komsulugundaki Laurent serisinin goz Oniine alinsin. Bu serinin esas
kisminda sonlu sayida terimi varsa Z, noktasina f fonksiyonunun kutup noktas: denir.
Serinin esas kisminda paydadaki (z—Z,) in en biiyikk kuvveti 1 ise Z;, noktasi f

fonksiyonunun basit kutup noktasidir.
Analitik fonksiyonlarin 6nemini belirten teoremlerden biri Cauchy-Tiirev formiiliidiir.

Teorem 1.2.1.3: f(z) fonksiyonu pozitif yonli basit kapali y egrisi i¢inde ve tlizerinde

analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin iginde bir nokta olsun. n=0,1,2,... igin

f(n)(zo): n! J‘ f(z,)

2715 (2-2)™

ifadesi gerceklenir (Ponnusamy ve Silverman, 2006).



Cauchy-Tiirev formiiliinden ¢ikarilabilecek en 6nemli sonug: “ f (z) bir bolgede analitik
bir fonksiyon ise bu bdlgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tlirevler o bolgede

analitiktir” dir. Bu durumda f(z) analitik fonksiyonu z, noktasinda

f()=Ya(z-2), a=1"z)/n! (1.2.1.1)

seklinde bir Taylor acilimina sahiptir.

Tanim 1.2.1.4 (Meromorf Fonksiyon): Bir f(z) fonksiyonunun bir B boélgesindeki
singiiler noktalar1 sadece kutup noktalar1 ise f(z) fonksiyonuna B bdlgesinde

meromorf fonksiyon denir (Zill ve Shanahan, 2013).
Ornegin; f(z)=¢€’/z fonksiyonu C de bir meromorf fonksiyondur.

Teorem 1.2.1.5 (Maksimum Prensibi): f(z), E = C bolgesinde sabit olmayan analitik

bir fonksiyon olsun. Bu durumda |f(Z)|, maksimum degerini E bdlgesinin sinirinda

alir (Possunamy ve Silverman, 2006).

Maksimum prensibinin énemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Bu tez boyunca orijin merkezli agik birim disk U ={z e C:|z| <1} ile gdsterilecektir.

Lemma 1.2.1.6 (Schwarz Lemmasi): f(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik bir

fonksiyon ve f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 oluyor ise bu durumda
|£'(0)| <1 ve | f(z)|<|z| dir. Esitlik sadece 6zel bir durum olan (@ € Rigin) f (z)=€"z

fonksiyonu i¢in saglanir (Ponnusamy ve Silverman, 2006).

Tanim 1.2.1.7 (Univalent Fonksiyon): f(z), B< C bdlgesinde tanimli bir analitik
fonksiyon olsun. Her z,,z,€B i¢in f(z))=f(z,) olmasi sadece z, =2, olmasini
gerektiriyorsa (veya 2z, #2, oldugunda f(z)# f(z,) gergeklesiyorsa) f(z)

fonksiyona B bolgesinde iinivalent (veya schlicht) fonksiyonu denir (Duren 1983).



Eger f(z) fonksiyonu, z, noktasinin bir komsulugunda inivalent ise f(z)

fonksiyonuna yerel iinivalent fonksiyon denir.

Teorem 1.2.1.8: Analitik bir f(z) fonksiyonunun z, noktasinda yerel iinivalent olmasi

igin gerekli ve yeter sart f'(z,)# 0 olmasidir (Duren, 1983).

Ayrica '(z,)#0 sarti, f(z) fonksiyonunun iinivalentligi i¢in gerekli fakat yeterl
degildir. Yani f(z) analitik fonksiyonu tinivalent ise f'(z,)#0 olur. Bu ifadenin tersi

her zaman dogru degildir. Bir kiimede yerel tinivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu

kiimede tinivalent olmas1 gerekmez.

Omegin; f(z)=2" fonksiyonu E={z:0<|z|<10<argz<27z} bolgesinde yerel

tinivalent olmasina ragmen tinivalent fonksiyon degildir.

Tanim 1.2.1.9 (Konform Doniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir Z, noktasindan gegen
iki diizgiin egri arasindaki aginin biiyiikliiglinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime Z,
noktasinda konformdur denir. Eger bir f(z) fonksiyonu, bir B < C bdlgesinin tim
noktalarinda konform ise, f(z) fonksiyonu B bolgesinde konformdur denir (Zill ve

Shanahan, 2013).
Ornegin; f(z) =€’ doniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 2.1.10: f(z) fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 sarti

saglaniyorsa, f(z) fonksiyonu konformdur (Duren, 1983).

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve {inivalent bir fonksiyon ayni zamanda konformdur.
En onemli konform doéniisiimlerden biri de Mobiiis doniisiimiidiir. Bu doniisiim,

a,b,c,d € C olmak lizere



_az+b

w="1() cz+d’

ad -bc=0

seklindedir Bu doniisiim, genisletilmis kompleks diizlemi ((Cw :(Cu{oo}) kendi

uzerine konform olarak resmeder.

1851 yilinda Riemann, z— diizlemindeki D < C(D # C) bélgesini, wW— diizlemindeki

D, bolgesi tizerine resmeden f konform fonksiyonunun varligindan s6z etmistir.

Teorem 1.2.1.11 (Riemann Doniisim Teoremi): Kompleks diizlemde tim

’DC(C(’D:&(C) basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski iizerine

resmedilir. Ayrica, Z, € D olmak tizere f(z,)=0 ve f'(z,)>0 sartlarim saglayan

D yi U birim diski tizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir (Duren, 1983).

1.2.2. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Analitik olarak diistiniildiigiinde, bir tinivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip
oldugunda; geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Hem analitik
hem de iinivalent fonksiyon ise basit egrileri basit egrilere doniistiirlir. Riemann
dontisiim teoremine gore, C den farkli herhangi iki basit baglantili bolge konform
olarak denk oldugundan keyfi bolgelerde tammli f (z) analitik fonksiyonu yerine U da
taniml1 analitik fonksiyonlarla islem yapilmaktadir. f(0)=0, f'(0)=1 sartlarmi

saglayan
f(z)=z+> a,2", zeU
n=2

bigimindeki fonksiyona normalize edilmis analitik fonksiyon denir. Normalize edilmis

analitik fonksiyonlarin sinifim1 A ile gosterilir ve

A= { f:vzeU icinf(z)=z+ Z:anzn seklindeki analitik fonksiyon}
n=2

seklinde yazilir.



Tanim 1.2.2.1 (8 Smnifi): U birim diskinde tinivalent olan f € A fonksiyonlarinin
olusturdugu smifa S sinifi denir ve kisaca
S={feA:vzeU igin f —lnivalent}

bi¢iminde gosterilir (Pommerenke 1975; Goodman 1983b; Duren 1983).

Ornegin; w:f(z):lizz+zz+z3+...es fonksiyonu U birim  diskini
-7

{w =u+iv:Rew>-1/ 2} kiimesine resmeder.

Teorem 1.2.2.2: f €S olsun. Bu durumda:

i.  Eslenik alma: g(Z)=ﬁ=Z+gzz+... ise ge & dir.

ii.  Dondiirme (Rotasyon): <R olmak {izere

g(z)=e"f(e"2)=12 +iane‘(”‘1’gz” , (zeV)

n=2

bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S sinifina aittir.

iii.  Genisleme (Dilatasyon): 0<r <1 olmak iizere
g(z)=rf(r5)=z+> a,r"'z", (zeU)
n=2

bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S sinifina aittir.

iv.  Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, €U olmak iizere

f ( 2+1, ]
1+2,z
-]z, '(2)

bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S sinifina aittir.

9(2) =

(ZeU)

V. Deger bolgesi donisiimii: y fonksiyonu f(U) da tnivalent ve

w(0) =0 w'(0)=1 kosulunu ger¢ekleyen bir fonksiyon ise yo f € S dir.



vi.  Cikarilmis deger doniisiimii: we f (U) olsun. Bu durumda

1
9O=1"1w <Y

bigiminde verilen g(z) fonksiyonu S smifina aittir.
Vii. n kok doniistimii: Eger n=2,3,4,... ise

g(2) = m: z +%Zn+l Jr%(Zna3 -(n-Da, )z +.., (zeU)
bi¢iminde verilen g(z) fonksiyonu S smifina aittir (Duren, 1983).

Tanim 1.2.2.3 (P Sinifi): U birim diskinde f(0)=1, Re f(z) >0 kosullarin1 saglayan
f(z)=1+ chzn seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory sinifi
=1

veya (P suufi) denir (Duren, 1983).

Ormegin; f(z)=(1+2)/(1-z), (zeU) fonksiyonu P smufina ait olup bu fonksiyon

U birim diskini sag yar1 diizlem iizerine resmeden konform bir doniisimdiir. P

sinifina ait bir fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez.

Ornegin; f(z)=1+2z" fonksiyonu P smifina ait olmasima ragmen neN, n>2 igin

tinivalent degildir.

Tamm 1.2.2.4 (Q Smufi): U birim diskinde f(0)=0 ve |f(z)|<1 sartlarim saglayan

analitik fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarimin sinifi denir ve Q

ile gosterilir (Duren, 1983).

Ayrica P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida gosterilen bir iligki vardir:

1+ f(2)

PP & ()=

f(z2)eQ.
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1.2.3. Univalent Fonksiyonlarin Temel Siiflari

Bu boliimde S smifinin 6nemli bazi alt siniflar1 tanimlanacaktir.

Tamm 1.2.3.1 (8" Smifi): B< C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W,
noktasint her we B noktasina birlestiren dogru parcast tamamen B kiimesinde
kaliyorsa, B ye W, noktasina gore yildizil kiime denir. W, noktasi dzel olarak orijin
secilirse, bu kiimeye orijine gére yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime denir. Eger bir
f(z) fonksiyonu, U birim diskini f(z,) =W, noktasina gore bir yildizil kiimeye
resmediyorsa, f(z) fonksiyonuna z, noktasina gére yildizil fonksiyon denir. f(z)
fonksiyonu U birim diskini orijine gore yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f(z)
fonksiyonuna kisaca yildizil fonksiyon denir. Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin

sinifi 8" ile gosterilir.

Teorem 1.2.3.2: f €S olsun. Bu durumda

zf'(2)

f(2)eS < Q)

eP

dir (Pommerenke 1975; Goodman 1983a).

Kisaca y1ldizil fonksiyonlar i¢in

S :{f eS:vzeU igin Re(Zfl(Z)j>0}
f(z)

yazilabilir.

Omegin; zeU olmak iizere k(Z):#eS* dir. Burada verilen k(z)

(1-2)°

fonksiyonuna Koebe fonksiyonu denir.
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Tanim 1.2.3.3 (@ —Mertebeden Yildizil Fonksiyon): f :U — C analitik bir fonksiyon

ve 0<a <1 olsun. Her zeU igin

re| 1@ ). 4
f(2)
Kosulunu saglayan f € S ye a —mertebeden yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

olusturdugu smifa ise a —mertebeden yildizil fonksiyonlarin smifi denir ve 8" («) ile

gosterilir (Goodman, 1983a).

Kisaca o e [O,l) olmak lzere

S'(a)=:feS:VzeU icin Re @) >a
f(z)
ile gosterilir. Ayrica
S (a)=1feS: 2@'(@2) -l<l-a,zeU
f(2)

ile tanimlanan bu smif S"(«) nin bir alt kiimesidir. Yani S (@) c 8™ («) oldugu

aciktir (Silverman, 1993).

Tanim 1.2.3.4 (C Smifi): B < C kiimesi verilsin. Her w,,w, € B i¢in W, noktasini W,

noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B i¢inde kaliyorsa (yani B, her noktasina

gore yildizil ise) B ye konveks kiime denir. Eger bir f fonksiyonu, U birim diskini
konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Normalize

edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir (Goodman 1983a, Duren 1983).

Konveks fonksiyonlari analitik olarak ifade eden teorem asagida verilmistir.

Teorem 1.2.3.5: f €S olmak iizere

zf"(2)
f'(2)

feCeol+

eP

dir (Pommerenke 1975; Goodman 1983a).
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Bu teoreme gore C Sinifi
C:{f €eS:VvVzelU igin Re[1+z:,—((z)))>0}
z

bi¢giminde yazilabilir.

1+z

, 1
Ornegin; f(z)==Log| —
gin; 1(2)=5 9(1_2

jec dir.

Tanim 1.2.3.6 (a —Mertebeden Konveks Fonksiyon): Her zeU ve 0<a <1 olmak

uzere

Re(l+ m} >
f'(2)

kosulunu saglayan f € S fonksiyonuna o —mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin olusturdugu sinifa ise & —mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi denir

ve C(a) ile gosterilir (Goodman 1983a).

Kisaca o €[0,1) olmak iizere

C() ={f e A:vzeU icin Re(1+ i "(Z)j > a}
f(2)

bi¢iminde yazilabilir. Ayrica

zf "(2)
f'(z)

ile tanimlanan bu smif C(a) nin alt kiimesidir. Yani C(a)c C(a) oldugu agiktir

C’l(a):{f cA:

<l-a«, ae[O,l), ZEU}

(Silverman, 1993).

Teroem 1.2.3.7 (Alexander Teoremi): f €S ve zeU olmak iizere ¢(z)=2zf'(2)

olsun. Bu durumda f eC olmas: igin gerek ve yeter sart ge€S" olmasidir.

(Pommerenke 1975; Goodman 1983; Duren 1983).
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Tanim 1.2.3.8 (K Smifi): f € S olsun. Eger z €U igin

Re[ f'(ﬂjzo
9'(2)

olacak sekilde bir geC varsa f fonksiyonuna konvekse yakin fonksiyon denir.

Konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi /C ile gosterilir (Kaplan 1952).

Her konveks fonksiyon yildizildir, her yildizil fonksiyon konvekse yakindir. Daha genel

olarak her konvekse yakin fonksiyon tinivalenttir. Yani,

CcS cKcScA

dir. Bu bagmtimin tersi genelde dogru degildir. Ornegin; f(z):l i+ Z >
2(1-z (1-2)

fonksiyonu konvekse yakin fonksiyon olmasmma ragmen yildizil degildir. Yine

f(z) = 9 > €S olmasina ragmen konveks degildir.

(1-2)

Tanim 1.2.3.9 (a —Mertebeden Konvekse Yakin Fonksiyon): f €S olsun. Eger zeU

Re[w] >a
9'(2)

olacak bi¢imde U da konveks bir g fonksiyonu varsa f ye o —mertebeden konvekse

i¢in

yakin fonksiyon (veya g ye gore « —mertebeden konvekse yakin fonksiyon) denir. o —
mertebeden konvekse yakin fonksiyonlarin simifi k() ile gosterilir (Graham ve Kohr

2003; Baricz 2008b).

Kisaca o € [O,l) olmak tuzere,

K(a)={f €eS:VzeU igin Re[@j>a, gec}
9'(2)

biciminde yazilabilir.

Ozel olarak g(z)=1zeC almirsa IKC(a)={f eS:VzeU icin Re f'(z) > a} olur.
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Teorem 1.2.3.10: f fonksiyonu bir D = C konveks boélgesinde analitik ve her z e D

icin Re f'(z) >0 ise f fonksiyonu D bdlgesi iizerinde tinivalenttir (Duren 1983).

Lemma 1.2.3.11: f €. A olsun. Eger

|zf”(z)|<l_Ta, zeU,0<a<1
esitsizligini sagliyorsa ise bu durumda
Re f'(z)>1+T“, 7eU,0<a <1

dir (Owa, Nunokawa ve Srivastava, 2002).

Tanim 1.2.3.12 (Hadamard Carpimi): f,g e.A fonksiyonlari

f(z)=z+) a,2" ve g(z)=z+) b,2"
n=2 n=2
bi¢iminde verilsin. f ve g fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimi (ya da konviilasyonu)

(fxg)@)=2+Yab2" =(g*f)(2)

bi¢iminde tanimlanir. Burada "+" Hadamart ¢arpimini gosterir (Duren, 1983).

Bu c¢arpim altinda analitik fonksiyonlarin bir takim Ozellikleri korunabilmektedir.

Ornegin;

(i) f,ge K= f*xgelC dr.
(i) fekvegeC= f=xgeC dir.

(iii) feKvegeS = f*xge8 dir.
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1.2.4. Gamma ve Beta Fonksiyonlari
Bu boliimde Gamma ve Beta fonksiyonlariin tanim ve bazi 6zellikleri verilecektir.

Tanim 1.2.4.1: 7z € C olmak iizere kompleks degerli Gamma fonksiyonu
I'(z)= j t*%e'dt, Rez>0
0

genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanir. z=x+1y, X >0 igin bu integral mutlak

yakinsaktir.
Gamma fonksiyonu i¢in

i. T'(n+1)=nI(n)

ii. neNiginT'(n+1)=n!

1.3.5..(2n-1)
2" Jr

iv. neNigin F(%+nj

T

v. T(p)r@-p)= 5

, O<p<l
T

ozellikler yazilabilir. n’ in yeteri kadar biiyiik degerleri igin I'(n) hesaplanmasi zor
oldugundan hesaplamanin kolayligi agisindan I'(n) igin yeni bir formiil verilir. Buna

I'(n) ’in asimptotik formiilii denir. Bu formiil

0
'(n) =+2znn"e"e?™  (neR)

0
formunda verilir. Burada n ’yi yeteri kadar biiyiik deger alindiginda (™ —"22 31" ¢

yaklasir. ne N oldugunda
r'(n+l)=n!ve I'(n+1) =n!~+2zn

gerceklenir. Burada neR alindiginda n! 6zel olarak Stirling Kesirsel Yaklagim1 olarak

adlandirlir.
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Tanmim 1.2.4.2: Rem,Ren >0 olmak lizere
1
B(m,n) = [ x"*(1—x)""dx
0

fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.

Sonu¢ 1.2.4.3: B(m,n)=B(n,m) esitligi gergeklenir. Bu o6zellik Beta fonksiyonun

simetri 6zelligi olarak adlandirilir.

Beta fonksiyonun trigonometrik gosterimi

T

2
B(m,n) = ZJ‘sinzm‘1 fcos™t6do
0

seklindedir. Beta fonksiyonunun diger gosterimleri

© ym—1+ yn—l
B(m,n) = | Z—55-dy,
! d+y)
@ ym—l
B(m,m-1) = dy, 0<p<1,
mm-3= [y 0<P
0 ymfl
B(m,n) =a"b" | —=——dy
! (ay +D)
seklindedir.
Sonug 1.2.4.4: m,n >0 olmak lizere B(m,n):—r(m)r(n)
r'(m+n)

Gamma fonksiyonuna bagli olarak asagida verilen tanim hipergeometrik fonksiyonlarin

katsayilarinin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynar.

Tanim 1.2.4.5: ne N, ve a € C olsun.

1, n=0
(@), ={ )
a(a+)(a+2)...(a+n-1), n=12,...

olarak tanimlanan («), ifadesine Pochhammer Sembolii denir.
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Pochhammer Semboli

ozelliklerine sahiptir.

(@),

_TI'(a+n)
T I(a)

(a)n+1 = a(a +1)n

(a)n+1 = (a + n)(a)n

Ozel olarak ilk esitlikte n=0 alirsa (&), =1 olarak tanimlanur.

1.2.5. Hardy Uzaylar

Ingilizlerin iinlii matematik¢isi olan Godfrey
Harold Hardy, 1877 yilinda Cranleigh-Surrey de
dogdu. Hardy, Asal Say1 Teorisindeki bir¢ok
sorunu  ¢Oziime  kavusturmustur.  Analitik
fonksiyonlar kuraminda da yine Onemli
calismalar1  vardir. Hardy; tir i¢i gen
aligverisinin fazla oldugu topluluklarda basat ve
cekinik genetik Ozelliklerin dagiliminin oranim
veren Hardy-Wingberg yasasi olarak da bilinen

teorisi ile O6nemli rol oynamistir. Matematik

egitimi almayan Ramanujan’1 Hindistandan getirttirmistir. Birlikte 6nemli matematiksel

calismalar yapmislardir.

Hardy uzay1 birim diskteki analitik fonksiyonlarmn bir alt uzayidir. Hardy uzayi tanimini

ilk olarak Frigyes Riesz yapmustir. Hardy uzay1 kavrami 1910 ve 1920 yillar1 arasinda

Fourier serileri ve tek degiskenli kompleks analizde ortaya ¢ikmustir. Fakat ingiliz

matematik¢i olan Godfrey Harold Hardy 1915 yilinda: M, U da tanimli analitik

fonksiyonlarn bir ailesi, pe(0,o] ve re[0,1) olmak iizere f(z)eH i¢in f

fonksiyonunun maksimum modiiliinii
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1 r2z
M, (r, f) = (ZL

max| f (z)), p=o0

|z]<r

‘f(re‘e)‘pdejlp, p e (0,)

bigiminde tanimlamistir (Hardy, 1915). Eger {M (rf)r e[O,l)} kiimesi smrli ise

f fonksiyonu H" Hardy uzayina aittir denir.

Klasik #° uzaylari, birim kiire veya yar diizlemde, kompleks analizdeki metotlar
yardimiyla da tanimlanabilmektedir. f fonksiyonu R? iist yari diizlemde analitik

olmak tizere, eger 0 < p <o igin f fonksiyonu

o0 Up
sup(j I (x+iy)|” dx) <o
0<r<1\*~*
esitsizligini saglarsa bu fonksiyonlar kiimesine Hardy uzay: denir ve HP (Ri) ile
gosterilir. Eger f e HP (Ri) ise f nin reel kisminin sinir degeri

IylLr(l) Re{ f (x+iy)}
limiti hemen hemen her yerde tanimhdir. #° (Ri) uzayindaki fonksiyonlarin tim sinir

degerleri toplanarak, reel #° (R) uzay: tanimlanabilir. Yani
p _Jf- — i i i P (T2
H (R)_{f ; f(z)_lylLrgRe{f(XHy)},z =x+iy, f e H (R+)}
bigiminde yazilabilir (Lu, 1995).

1960 yilinda Stein ve Weiss Hardy uzaylarmin n boyutlu R" o6klid uzayma

genisletilebilir oldugunu ispatlamislardir.
Hardy uzaylar1 analiz dersinde ¢cok dnemli bir yere sahip olup kontrol teorisi ve sagilim

teorisinde uygulamasi yapilmaktadir. Giiniimiizde de Onemi ve kullanim alanlar

oldukca genistir.
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1< p<o olmast durumunda H° uzayi, limM  (r, f) normuyla bir Banach

r-1-

t, =
uzayi olur. Ayrica ‘H”, H smnifina ait ve U da siirli fonksiyonlarin kiimesidir.
0< p<q<o oldugunda H* < H" olur (Duren, 1970). Hardy uzayna iliskin

H cH cH, 0<p<g<w

bagintis1 dogrudur.

7" Hardy uzayinda yaygin olarak bilinen asagidaki sonucu verelim.

Teorem 1.2.5.1: zeC ve f(z) e H i¢in,

f'eH’, vg<1

(1.2.5.1)
feH"" ™, vqe(0,))

Ref’(z)>0:>{

dir. (1.2.5.1) deki ilk agiklama W.I. Smirnow a aittir (Priwalow, 1956).

Simdi 0 <« <1 olmak tizere, Hardy uzay1 ile baglantili olan siniflarini verelim;

’P(a):{f e#:f(0)=13IneR, vzeU icin Re[e‘”f(z)}a}
’R(a):{f eA:IneR, VzeU icin Re[ei”f’(z):|>a}.

n =0 i¢in P(a) ve R(a) siflarini sirastyla Fy(a) ve Ry(a),

a =0 i¢in B () ve R,(a) smiflarini da sirasiyla P ve R ile gosterecegiz.

Bu smiflarin kendi aralarinda bazi bagitilar mevcuttur. Bunlar asagidaki teoremlerde

verilmistir.

Teorem 1.2.5.2: o, f <1 ve y =1-2(1-a)(1- B) olmak iizere R)(a)* Ry (B) = R (7)

dir (Stankiewicz ve Stankiewicz, 1986).

Teorem 1.2.5.3: a, <1 ve y=1-2(1-a)(l- B) olmak iizere R(a)*R,(f) = R(y)

(veya buna denk olarak P(a)* R (f) = P(y)) dir (Ponnusamy, 1998).

20



Asagidaki teorem 6zel fonksiyonlarin Hardy uzaylari ile alakali sonuglarinda énemli bir

rol oynar.

Teorem 1.25.4: a€[01) olmak iizere u,veC ve yeR i¢in eger feC(a)

fonksiyonu

)= y+vz(l—ze”)2_a_l, a#1/2
p+viog(1-ze"%), a=1/2

biciminde yazilamiyorsa asagidaki ifadeler dogrudur:

1

o+
i. f'eH 2% olacak sekilde bir 6 =5(f) >0 sayis1 vardir.

1

ii. Eger ¢ €[0,1/2) ise f e H 24 glacak sekilde bir 7 =7(f) >0 sayist vardir.

iii. Eger ¢>1/2 ise f € H” dur (Eenigenburg ve Keogh, 1970).

Teorem 1.2.5.5: U da analitik bir f fonksiyonunun |z|<1 kapali birim diskinde

stirekli ve |z| =1 c¢emberi lizerinde mutlak siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

f'eH' olmasidir. Eger f'eH" ise bu durumda

a4

f(e?)=ie’ lim f'(re"
0 (e") im (re”)

esitligi vardir (Duren, 1970).

Teorem 1.2.5.6: f, U da analitik ve tinivalent bir fonksiyon olsun. Bu durumda her

p<1/2 igin f e H" dir (Duren, 1970).
Asagida HP uzayma ait oldugu halde H' uzayina ait olmayan bir 6rnek verilecektir.

Ornek 1.2.5.7: f (Z):(l—z)_1 ile tammli fonksiyon p<1 igin H" uzayina ait iken

p=1icin H' uzayma ait degildir (Akbulut, 1998).

Teorem 1.2.5.8: ‘H" (0< p <1) uzayr tamdir (Walters, 1950).

21



2. MATARYEL VE YONTEM

2.1. Hipergeometrik Fonksiyonlarin Hardy Uzaylari

Hipergeometrik fonksiyonlar geometrik fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir rol oynar,
Ozellikle de Bieberbach varsayiminin de Branges tarafindan ¢6ziimii ve bu fonksiyon
siniflarin  kullanimi, fonksiyonlar teorisine yeniden ilgiyi arttirmistir (Branges 1985).
Diger taraftan Matematik, Fizik, Miihendislik ve Olasilik teorisinde karsimiza
cikmaktadir. Hipergeometrik fonksiyonlar ilk olarak Carl Friedrich Gauss tarafindan ele

alinmistir. Hipergeometrik fonksiyon, u =u(z) olmak tizere,

2

z(1- z)le:+[c—(a+b+l)z]3—l:—abu =0 (y,a,BeC) (2.1.1)

seklindeki bir diferensiyel denklemin ¢éziimii olarak ortaya ¢ikmistir ve adina Gauss
diferansiyel denklem denir. Hipergeometrik fonksiyonlar sonraki yillarda Appell,
Lauricella, Horn, Srivastava tarafindan ¢ok degiskenli hipergeometrik fonksiyonlar

olarak genisletilmistir.

Tezin bu boéliimiinde hipergeometrik fonksiyonun tanimi ve bazi 6zellikleri verilmistir.
Sonrasinda hipergeometrik fonksiyonlarin Hardy wuzayina ait olma durumlar

incelenmistir.

(2.1.1) denkleminde oo,0ve 1l noktalari, hipergeometrik denklemin diizgiin tekil

noktalaridir. Bu denklemin, z =0 noktasinin komsulugunda, Frobenius yontemi ile seri
¢Oziimi yapildiginda, ¢ #0,-1,-2,... icin ¢oziim

u(z) = Z (@), (b) 1+a—bz+ a(@a+b(b+1) 2
nl(c), 1.c 1.2.c(c+1)
seklinde elde edilir. Bu seriye, Gauss hipergeometrik seri denir. Gauss hipergeometrik
serinin genel terimi ¢ #0,-1,-2,... i¢in
_(a),(b), . a(a+d)..(a+n-1)b(b+1)(b+n-1) o
" nl(c), n'c(c+1)...(c+n-1)
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olmak iizere,

1| Jim (a+n)(b+n)| |_| |
- (C+n)(L+n)

a,,
lim| 2+

n—o a
n

gerceklenir. D’Alembert oran kuralina gore, Z|<1 icin yakinsaktir. Bu durumda

c#0,-1-2,... olmak tuizere

WOy
'),

ile gosterilir. Gauss hipergeometrik denklemin ¢6ziimii olan ,F (a,b;c;z) fonksiyonuna

u(z) = ,F.(abic;z) = Z(a

Gauss hipergeometrik fonksiyon denir. ,F (a,b;c; z) Gauss hipergeometrik fonksiyonu,

genellikle F(a,b;c;z) seklinde gosterilir ve bu fonksiyon analitik bir fonksiyondur.
Gauss hipergeometrik fonksiyonlarin bazi 6zellikleri asagida verilmistir.
e Re(c-a-b)>0, Re(c—-a)>0 ve Re(c-b)>0 olmasi durumunda

I'c)f'(c-a-b)
I'(c—a)l'(c-b)

Iirrl1 F(a,b;c;z) =
ifadesi gergeklenir.

e Rea>0, Reb>0, Re(a+b)>0 ve Re(c—a—b)=0 olmasi durumunda

im F(a,bic;z) ~ T'(a+b)
51 Log(l—z)  [(a)[(b)

dogrudur.

e Re(c—a-b)<0, Rea>0, Reb>0 ve Rec>0 i¢in

r'c)r'(c-—a-h)
I'(c—a)'(c—b)

lim(1- 2)**°F(a,b;c;z) =

saglanir.
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Gauss hipergeometrik denklemde z = % doniistimii yapilirsa

du , du du , d%

—=b— ve —=b—
dz dy dz dy
olmak tizere
, _
X(l—zjbzd—g{c—(amﬂ)x b _abu=0
b b dy b | dy

veya

, -
y(l—ljd—l;+ c—(a—ﬂ+ Jy OI—u—au:O
b )dy b |dy

elde edilir. Bu denklem b — oo iken limit alindiginda

d2u

du
—+(c—-y)—-au=0
ydy2+( y)Oly

seklindeki Kummer  hipergeometrik denklemi bulunur. Kummer hipergeometrik

denklemin ¢6ziimii, Kummer hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir. Kummer

hipergeometrik fonksiyon, F(a,b;c;z) hipergeometrik fonksiyonunda z yerine %
konulup b — oo iken limitinin alinmasiyla
o (@), n
F(a;c;y) = -y, <1
R@cy) g(c)nn!y Y]

seklinde elde edilir. Bu fonksiyon analitik bir fonksiyon olur.
Bir ¢ok fonksiyon, hipergeometrik fonksiyonlar kullanilarak ifade edilebilir.

Ornegin;

F(LL2-2)= 1 Log(1+2),
z

24



1 .
Zarcsinz,

T
VR
N |-
N |-
N W
N
N
N
[l
N

F 1,1;§;—z2 —arccos z ,
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z

F(a;a;z) =e".

Simdi hipergeometrik fonksiyonlarin Hardy uzayina ait olmasi i¢in gerekli bilgilere yer

verilecektir.

Normalize edilmis f analitik fonksiyonu tizerinde temsil edilen [’Pﬂmf] operatort,

Hadamard ¢arpimi ile m >0 ve > -1 i¢in

[ﬂmf](z){”i@:ij Z“J* f(2) (2.12)

olarak tanimlanir. Bu operatdor Gauss hipergeometrik fonksiyonlar yardimiyla da

verilebilir. Oyleki a=1,b=8+1c=p8+2 ve f €. A alinirsa

ZF(a, B+, 5+2;2) % f(z):z+i(ﬂ+1]anz” (2.1.3)

=\ p+n

seklinde yazilabilir. f ile zF(L A+L B +2;z) fonksiyonlarmm m-—kez Hadamard

carpimi alinirsa

[Pﬂmf](z)=z+i[’8+lj a7 2.1.4)

—\g+n

elde edilir. Burada (2.1.4) formiilii tim m >0 ve £ > -1 i¢in anlamlidir; bu nedenle

P, ifadesi verilen parametrelerin bu degerleri igin iyi tanimlidir.
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Ponnusamy 1996 yilinda bazi 6zel hipergeometrik fonksiyonlar ile Hardy uzay:

arasinda bazi bagintilar elde etmistir. Bulunan sonuglar asagida verilmistir.

Teorem 2.1.1: f € R olsun. Bu durumda,

i m>1isebudurumda [R"f|(z) eH” dir
i.  a>lvep>-lise |Z;f|(2)=2FQLA+La+B+L2)*f()eH” dr.
.  pg>-1ise [I;f](z)EzF(l,ﬂ+1;,B+2;z)*f(z)e7-L°O dir (Jung, Kim ve

Srivastava ,1993).

Burada 6nemli olan nokta; ™ nin elamanlarinin R de olmasi gerekmez. Simdi ise

asagida f eR  fonksiyonlarn  hangi  a,b,c,fvem  parametreleri igin
zF(a,b;c;z)* f(z), zF(a,c;2)*f(z) ve [’Pﬁmf](z) carpimlarindan  herbirinin

H” MR uzayina ait olmasini gerektiren kosullar verilecektir.

Teorem 2.1.2: a,b,c pozitif reel sayilari
czmax{a+b—1,(a+b+ab—1)/2,a+b—1+§(a—1)(b—1)}, c>a+b-1 (2.1.5)

ve

2c(c+1-2ab)>ab[4—(a+1)(b+1)] (2.1.6)

kosullarin1 saglasin. Bu durumda feR ise zF(a,bic;z)*f(z)e H" N R dir

(Ponnusamy, 1996).
Teorem 2.1.2 ye esdeger bir diger form ise agsagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.1.3: a,b,c pozitif reel say1 ve

J1+2ab(1-a)(1-b)+2ab-1
2

8, = . (1-2)(1-b)>0

olsun. Bu durumda

i. ae(01],be[lo)vec>a+b-1
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ii.  ae(lLw)be(lx)vec=a,
iii. ae(0,1),be(0,1) vec>a,
kosullardan  herhangi  birisinin  saglanmasi durumunda eger feR  ise

zF(a,b;c;z)* f(z2) e H” n'R dir (Ponnusamy, 1996).

Teorem 2.1.3 iin (ii) ve (iii) numaralh kisimlarinda a=1 b=g+lvec=a+f+1

alindiginda asagidaki sonug verilir.

Sonu¢ 2.1.4: >0,8>-1vef e R i¢in

a+ﬂ+1 = [(p+n)
Z1"(05+,B+n) "

n

n

IFQp+La+p+Lz)xf(2)=2+ z

fonksiyonu H”* N"R uzayindandir (Ponnusamy, 1996).

Sonug 2.1.4, Teorem 2.1.1 in (ii) inci ve (iii) tincti kisimlarint igerir. Teorem 2.1.3 in

(ili) tnci kisminda a=b=1/2 almsin, feR ise, c 2(3—x/§)/4x/§z0.2803

oldugunda zF(1/2,1/2;c;z)* f(z) e H” "R oldugu sonucuna varilir.

Teorem 2.1.2 den yola ¢ikarak Kummer hipergeometrik fonksiyonlar igin asagidaki

sonuca ulagilir.

Teorem 2.1.5: a>0ve 0#cCc> max{O,(a—l/ 2)} olsun. Bu parametreler
i c>(J25+8a-5)/2
ii. 3c®+c(3-2a)—-(1+4a)=0
iii. 2(c+l)(c—2a)+a*+a=0
kosullarindan herhangi birini saglasin. Bu durumda f € R ise zF(a;c;z)* f(z)

carpimi H” MR uzaymdadir (Ponnusamy, 1996).
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Sonu¢ 2.1.6: avec; a>0vec>2a+1/3veyaa>1vec>2a sartlarinin ikisinden

birini yerine getirsin. Eger f € R ise bu durumda zF(a;c;z)* f(z) e H” nR dir.

Teorem 2.1.7: a,c >0 sayilar1 i¢in

J(3-2a) +12(1+4a) —(3-2a)
6

~ \J2a%?+2a +1-(1-2a)

2 2

a1=

verilsin. Eger c>max{a,,a,} ve feR ise bu durumdazF(a;c;z)*f(z)e H" "R

dir (Ponnusamy, 1996).

Simdi verilecek olan teorem, Teorem 2.1.1 in (i). kismmi daha genel formda

gostermistir.

Teorem 2.1.8: Eger f e R ise bu durumda tim m>0ve f>-1 igin, [P f |(2)

fonksiyonu H” N"R uzayindadir (Ponnusamy, 1996).

Teorem 2.1.9: m>1ve f#>-1 olsun. Eger f<2(m-1) ve feC ise 0 zaman

| B |(2) fonksiyonu H” "R uzaymdadir (Ponnusamy, 1996).

Sonu¢ 2.1.10: m nin pozitif bir tamsayr olmasi durumunda zF(L, S+1; 5 +2;2)
konveks fonksiyonunun m—kez Hadamard ¢arpimi alinirsa,

Z( 1+ ﬂ j 7"

n=2 n+ ﬂ

serisi U da konvekstir (Ruschewey ve Sheil-Small, 1973). Boylece;

i.  Eger f eC isebudurumda [P} |f eC dir.
ii. Eger feS" isebudurumda [P} |feS" d.

iii.  Eger f e/ isebudurumda [P} |f i dr.
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2.2. Bessel Fonksiyonlarinin Hardy Uzaylari

Matematikte Bessel fonksiyonlari {izerine ilk ¢alismalar 1732 yilinda iinlii matematikgi
Daniel Bernoulli tarafindan yapilmistir. Adint veren ve genellestirilmis Bessel

fonksiyonunun tanimini bulan ise uzay bilimcisi olan Friedrich W. Besseldir.

Bernoulli, sifirinct mertebeden Bessel fonksiyonunu kullanarak bir ucundan askiya
alinan zincirin salinim probleminin bir ¢oziimiinii yapmustir. 1764 yilinda ise Euler,
gerilmis bir zarin titresiminin analizinde tam sayr mertebeli Bessel fonksiyonlarini
kullanmustir. Bessel fonksiyonu, Kepler’ in karsilikli kiitle ¢ekimi altinda hareketli ti¢
cismin birlikteki hareketlerini belirlemek igin Bessel’in Oonemli bir aragtirmasidir.
1824°de Bessel, bir gok cisminin hareketinde baska bir cismin etkisi ile meydana gelen

diizensizligi inceleyen caligsmasina Bessel fonksiyonlarini dahil etmistir.

1878’de Rayleigh, Bessel fonksiyonlarinin Laplace fonksiyonlarimin 6zel durumu
oldugunu gosteren c¢alismalar yapmustir.Bessel fonksiyonlari; Laplace denkleminin
silindirik koordinat sisteminin ¢6ziimiinden elde edilmistir Bu ylizden Bessel
fonksiyonlar1 silindirik fonksiyonlar veya silindirik harmonikler olarak da bilinir.
Miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan bazi fonksiyonlar; iistel, polinom,
logaritmik, trigonometrik gibi fonksiyonlarla ifade edilemez. Bu tiir fonksiyonlarin bir

kismi1 Bessel fonksiyonlari gibi 6zel integraller ile ifade edilir.

Laplace denklemi ve Helmholtz denklemlerinde silindirik veya kiiresel koordinatlar
tizerinde ¢ozlimler bulunurken i¢in Bessel denklemi ortaya ¢ikar. Bessel fonksiyonlari
dalga yayilimi ve statik potansiyeller konusunda biiyiikk Onem tagir. Bessel
fonksiyonlar; silindirik koordinat sistemlerindeki problemleri ¢6zmede tam sayili deger
alirken kiiresel koordinat sistemindeki problemleri ¢ézerken yarim tamsay1 degerini alir.
Bessel fonksiyonlari;

e Silindirik bir dalga kilavuzunun i¢indeki elektromanyetik dalgalar

e Silindirik bir nesnede 1s1 aktarimi

e Bir ince dairesel titresimde Modlar (veya halkas1), yapay Membran ( bir bavul

veya diger membranofon gibi)

29



e Bir kafes lizerinde difiizyon sorunlari, serbest pargacik i¢in radyal Schrodinger
denklemi (kiiresel veya silindirik koordinatlarda) ve ¢ozlimleri

e Akustik radyasyonlar desenlerinin ¢6ziimleri
gibi problemlerin ¢dziimiinde kullanilir.
Bessel fonksiyonlar1 ayica istatistik, olasilik, matematiksel fizik ve miihendislik
bilimlerinde yaygin olarak kullanilir. Bessel fonksiyonlar teorisi son zamanlarda daha
cok elektrik, hidrodinamik, radyo fizigi, haberlesme teorisi, atom ve niikleer fizik, ses
bilimi (akustik) gibi problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilir. 2010 yilinda Baricz ve
Ponnusamy Bessel fonksiyonlarinin geometrik 6zelliklerini 2006 yilinda ise Baricz

Hardy uzaylarini ¢alismislardir.

Tanim 2.2.1 (Bessel Fonksiyonu): p € C (veya R) olmak tizere

2 rr

W'(z)+ 2w (2) + (z° — p*)w(z) =0 (2.2.1)

seklindeki ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemine Bessel diferansiyel
denklemi denir. Bu deklemin ¢oziimlerine ise Bessel fonksiyonu denir. Dolayisiyla

(2.2.1) denkleminin 6zel bir ¢6ziimii olan

o 1)” 7 2n+p
3,(2)= nzl"(n+1)1”(p+n+l)() o 2eC (222)

fonksiyonuna p. mertebeden birinci gesit Bessel fonksiyonu denir ve J, ile gosterilir

(Watson, 1944).

Her z e Cicin p. mertebeden birinci ¢esit Bessel fonksiyonunun integral gosterimi

Jp(x):%!cos(xsint—pt)dt—@j g MOVt (2.2.3)

0

biciminde veya
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J(x)= (1—t2)v_i cos(xt)dt

O ey

\/;F(v+;j

bi¢iminde ifade edilir (Watson, 1944).

Tanim 2.2.2 (Modifiye Bessel fonksiyonu): p € C (veya R) olmak tizere
2°W'(z) + zw'(z) - (2° + p*)w(z) =0
bigiminde verilen bu denkleme Modifiye Bessel diferansiyel denklemi denir. Bu

denklemin tiim z € C i¢in 6zel ¢ozliimii olan

o 7 2n+p
nz_(;nll“(p+n+l)( j (224)

fonksiyonuna da p. mertebeden birinci cesit Modifiye Bessel fonksiyonu denir ve | (z)

ile gosterilir (Watson, 1944).

Tanmim 2.2.3 (Kiiresel Bessel fonksiyonu): p € C (veya R) olmak iizere
2°W'(2) + 22w (2) +[z2 -p(p +1)] w(z) =0

olarak verilen bu denkleme kiiresel Bessel diferansiyel denklemi denir. Bu denklemin

tim z e C i¢in 6zel ¢oziimii

7 2n+p
bh(2)= \/7 % ( n'F(p+n+3/2)(_] (22.9)

bi¢imindedir. Buradaki j,(z) fonksiyonuna p. mertebeden birinci gesit kiiresel Bessel

fonksiyonu denir (Abramowitz ve Stegun, 1965).

Tanim 2.2.4 (Modifiye Kiiresel Bessel Fonksiyonu): p € C (veya R) olmak {izere
2°W'(2) + 22w (2) —[22 +p(p +1)] w(z) =0

bigiminde verilen denkleme modifiye kiiresel Bessel diferansiyel denklemi denir.
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Bu denklemin tim z e C ig¢in 6zel ¢ozliimii

7 2n+p
' (2)= \/72 1(2)= \/7 nIF(p+n+3/2)(j (2.26)

seklindedir. i ye p. mertebeden birinci tiir modifiye kiiresel Bessel fonksiyonu denir ve

i,(2) ile gosterilir (Abramowitz ve Stegun, 1965).

Tamm 2.2.5 (Genellestirilmis Bessel Diferansiyel Denklemi): b,c,peC (veyaR)

olmak iizere
2°W'(2) +bzw/(2) +| c2® — p* +((1—b) p) |w(z) =0, (zeC) (2.2.7)

bi¢imindeki ikinci dereceden diferansiyel denkleme genellestirilmis Bessel diferansiyel
denklemi denir.

(2.2.7) denklemi Bessel, Modifiye, Kiiresel ve Modifiye Kiiresel Bessel diferansiyel

denklemlerinin genellestirilmis formudur. Bu denklemin 6zel ¢6ziimii

w,(2) = i (=¢)" (Z]M, (zC) (2.2.8)

bigimindedir. Buradaki w_(z) ye p. mertebeden genellestirilmis Bessel fonksiyon denir.

(Baricz, 2010).

Burada w,(z) serisinde b vec ye cesitli degerler verilerek p. mertebeden birinci gesit

tiim Bessel fonksiyon tipleri elde edilebilir. Ornegin;

w, fonksiyonunda b=c=1 alinirsa J,, Bessel fonksiyonu,

w, fonksiyonunda c=-1ve b=1 alimirsa |, Modifiye Bessel fonksiyonu,
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w, fonksiyonunda c=1veb=2 almirsa j, Kiiresel Bessel fonksiyonu,

2i
w, fonksiyonunda ¢ =-1ve b =2 alinirsa —= fonksiyonu

N

elde edilir.

p. mertebeden birinci ¢esit Bessel fonksiyonu,

n b+1
1, (—c/4) F(p+j
oo g e

n=0 n!F[n+ p+b+1)
2
formunda yazilacak olursa, n>0igin,
(—c/4) F( p+b+lj
b, = 2

n!F(n+ p+b;1J

olmak iizere
u,(z)=> b,z"
n=0
fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Tiim z € C igin

w, (2) =[2pr(p+b7+1ﬂ_ z’u (%)

ifadesi elde edilir. Pochhammer (Appell) semboliiniin 6zelliklerinden

= (-c/4)" 7"
up(z)=z((’(—))%

n=0
doniisimii  bulunur. Burada b,p,ceC olup x#0,-1,-2... i¢in x=p+——

seklindedir. Elde edilen u,(z) fonksiyonuna genellestirilmis ve normalize edilmis p.

mertebeden birinci ¢esit Bessel fonksiyonu denir (Baricz, 2010, Baricz, 2008a).

Dolayisiyla u,(z) fonksiyonu
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" T(p+(+1)/2) "
1o (2)= Z[ j F(p+n+(+1)/2)nt’ b.peeRzeC

bigiminde de yazilir. Ayrica, U, (z) fonksiyonu tiim C de analitiktir ve

7°u"(z) +4xzu'(z) + czu(z) =0

bicimindeki diferansiyel denklemini saglar.

Bessel fonksiyonlari i¢in bazi 6rnekler;

Jl,z(z)z,/icosz, J,,(2)= fisinz, J,,(2)= i(w—coszj,

wZ wZ Tz z

| ,,(2)= /icoshz, l,,(2)= /isinhz, l,,(2)=— ,/ (Smhz—cosh z].
Tz Tz i z

k#0,-1,-2... iken b,p,c,zeC igin p. mertebeden genellestirilmis Bessel

fonksiyonlar i¢in asagida verilen rekiirans bagintilari dogrudur (Baricz, 2008a)

Loow,, (2)+ew, , (2) =(2p+b-Dw,(2)

p+1
ii.  w (2)+(p+b-1)w, (2)=2w,,(2)

iii. 2w (2) +czw,, (2) = pw, (2)

(2) dir. z=0 degeri i¢in yandaki bagmtinin her iki

iv. [z"’wp(z)]’:—CZ‘pr+l

tarafi limit degerleriyle yer degistirir.

Lemma 2.2.6: Eger b, p,ceC ve x#0,-1,-2,... ise u, fonksiyonu, tim z e C i¢in
4xu; (z) =-cu,,,(2) (2.2.10)

bagintisini saglar (Baricz, 2008a).
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Teorem 2.2.7: Eger e €[0,1),b,p,ceR, ve c#0 igin 4a2+(|c|—6)a+220 ise bu
durumda w, ve u, fonksiyonlar: asagidaki 6zelliklere sahiptir:

|C| +21-a)(1-2a)

i. Eger x>
4(1-«)

ise bu durumda u,eC(a). Ayrica

1
1 :
Re[u’p(z)]z(l—a) > > ifadesi tim z €U igin gerceklenir.

lc|+2(1-a)(3-2a)

ii. Eg >
i ger K i)

ise  bu durumda zu, eS’(a) Ve

{— 4(’:_1) u, (z)}l“ eS'(a) d.

lc[+2(1-a)(3-2a)
4(1-a)

ii.  Eger K> ve a=#0 ise bu durumda

2(1-a)-p g
z 2 Wp[zz‘”}es () dir (Baricz, 2010).

Simdi ise Bessel fonksiyonun tanimindan yola ¢ikilarak u, Bessel fonksiyonunun #*

uzayina ait olma kosullar1 ve zu, (z)* f(z) carpimmin da H” "R de olmas: i¢in

gereken sartlar belirtilecektir.

Lemma 2.2.8: «€[0,1),b,p,ceR olsun. Bu durumda Re[up(z)]>a gergeklenir.

Burada A =(1-¢?)a” —2a:+1>0 ve x> (1-a)|c|/ 4J/4 +1 dir (Baricz, 2008a).

Lemma 2.2.9: b,peR ve x=p+(b+1)/2=0 olsun. Birim disk iizerinde asagida

verilen durumlar dogrudur:
i. Eger c<0 igin, N(C)=[—(c+2)+\/my2 ve ayrica x> N(c)/2
ise bu durumda Re|u,(z) |>1/2 olur.
ii.  Eger [c|<1 igin x>[c|/v1-c?+1 ise bu durumda Re[u,(z)]>1/2 dir

(Baricz, 2008a).
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Teorem 2.2.10: «€[01), b,p,ceR olmak iizere 4a®+(|c|-8)a+2>0 ve

k=p+(b+1)/2#0 olsun. Eger K‘SDC|+2(20{2—4a+l):|/|:4(l—0{):| ise bu

durumda;

I a>1/2igin u, e H” olur

ii.  a>[01/2) igin u, e H"*** olur (Baricz, 2006).

Ispat: ilk olarak « #1/2 ve y reel sayisi igin

m =F (1,1—2a,1, Zeiy)

fonksiyonu tanimlansin. F(a,b;c;z) fonksiyonu Gauss hipergeometrik fonksiyon
oldugundan u, fonksiyonu

(1-2")"", a=1/2

log(1-2e"), a=1/2

formlarina sahip degillerdir. u, fonksiyonu o« -mertebeden konveks oldugundan

Teorem 2.2.7 (i). kism1 ve Teorem 1.2.5.4 ile teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.2.11: Eger b,c,peR ve x2|c[/4-1/2 ise, bu durumda u, e % olur
(Baricz, 2006).

Ispat: Yukarida verilen Lemma 2.2.6 ile hipergeometrik gdsterimden upﬂ(z)
fonksiyonunun (1— ze” )_1 formunda olmadig: belirtilir. Teorem 2.2.7 nin (i). kisminda
a=0 olmasi durumu ile (2.2.7) esitliginin birlesmesiyle U} nin birim diskte konveks
oldugu ve (1-ze” )‘l formunda olmadig1 belirtilir. Lemma 1.2.5.4 ile u/, € H"oldugu
goriilir. Bu nedenle Teorem 3.11 i (bakimz Duren, 1970) i kullanarak u, nin
U =UudU ={zeC:|z|]<1} de siirekli oldugunu goriiliir. Ayrica U, nin U da siirekli

sinirl bir analitik fonsiyon oldugu ifade edilir. Bu da ispati tamamlar.
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Teorem 2.2.12: b,peR ve «x=p+(b+1)/2%#0 olsun. Bu durumda
N(c):[—(c+2)+\/my2 olmak iizere

i.  c<0icinxk>N(c)/2

ii. |c|<Zicin K2|c|/\/1—7+1

sartlarindan biri saglansin. Boylece f € R ise 0 zaman zu (2)* f(z) e H" "R dir

(Baricz 2006).

Ispat: g(z)=2zu,(z)* f(z) fonksiyonu tanimlansin. Her iki tarafin tiirevi alinirsa
9'(z)=u,(z)* f'(z) olur. Hipotezler ve Lemma 2.2.9 ile Reu (z)>1/2 yazr.
f € R oldugundan Teorem 1.2.5.3 den g € R elde eder. Burada u, fonksiyonunun

bir tam fonksiyon oldugu ve sonu¢ olarak g fonksiyonunun da bir tam fonksiyon

oldugu soylenebilir. Sonug olarak g fonksiyonu sinirlidir. Bu da ispati tamamlar.

Sonu¢ 2.2.13: Aslinda burada Teorem 2.2.12 nin kaniti i¢in baska bir argiiman

verilmistir. Onceki kamttan g € R oldugu aciktir. Boylece, tim <1 icin Sonug

1.2.5.1 ifadesinin ilk bileseninden g'e " oldugu goriiliir. Bu nedenle Hardy ve
Littlewood’ un iyi bilinen bir sonucu ile Teorem 1.2.5.1 in ikinci ifadesinden, tiim

qe(0,1) i¢in g€ HYE) veyatim p e (0,0) i¢in g € H° gergeklenir.

Ispat: Caratheodory fonksiyonlari icin iyi bilinen simir1 kullanarak, tim n>2 i¢in

f(z)=z+) a,z"eR ise 0 zaman nla |<2 dir. Buradan

ZH{() (nznm]‘

) oo

1 2

(x) ,(n=1)tn

la(2)|=

z+> b,a,2"
n=2

o0

<lz]+2,

n=2

a2

_c
4

<1+i
n=2
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n n

1 1 | C 1 1
et S22 (o i

esitsizligi yazilabilir. Bu nedenle D’Alembert’ in yakinsaklik testi uygulandiginda

=1+ 22
n=1

_L
=| 4

yukaridaki

serisinin |z| <1 i¢in mutlak yakinsak oldugu goriiliir. Bu bilgi g(z) kuvvet serisinin
mutlak yakinsak oldugunu ifade eder (Duren 1970). Ayrica g'e#’ ile birlikte g

fonksiyonunun U iizerinde devam etmesi, U nun kapanisi anlamina gelir. Son olarak,
U iizerinde g fonksiyonu siirekli olup bu g fonksiyonu U iizerinde sinirli bir analitik

fonksiyondur. Bu yiizden g € H” olur ve bu ispat1 tamamlar.

2.3. Struve Fonksiyonlarinin Hardy Uzaylan

1882 yilinda Rus bilim adami Karl Hermann Struve, Struve fonksiyonunu
tanimlamustir. 1911 yilinda ise J.W. Nicholson Modifiye edilmis Struve fonksiyonlarini
tanimlamigtir. Struve fonksiyonlari, homojen olmayan Bessel diferansiyel denkleminin
0zel bir ¢oziimiidiir. Fizikte; su ve yiizey dalgalari, elektrodinamik, optik kirinim gibi
uygulama alanlarina sahiptir. 2014 yilinda H. Orhan ve N. Yagmur Struve
fonksiyonlarinin  geometrik  6zelliklerini 2014 yilinda ise Hardy uzaylarini

calismislardir.

Tamim 2.3.1 (Struve Fonksiyonu): p e C(veyaR) ve z e C olmak iizere

4(z12)™"
JrT(p+1/2)

2°W'(2) + zW'(2) + (2% — p*)W(z) = (2.3.1)

bigimindeki ikinci mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemin bir ozel

¢Oziimii olan
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H @)=Y (=1 G) o 2.3.2)

= I(n+3/2)['(p+n+3/2)
fonksiyonuna p. mertebeden birinci ¢esit Struve fonksiyonu denir ve H (z) ile

gosterilir (Watson 1944; Zhang 1996).

Diger taraftan Struve fonksiyonu, Gauss hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

_ (= (5)”” (g. §.—_zzj
Hp(z)_—\/;F(erB/Z) 5 F 1,2,p+2, 2 (2.3.3)

seklinde ifade edilir.

Tanim 2.3.2. (Modifiye Edilmis Struve Fonksiyonu): p <C(veya R) ve z e C olsun.

L,(2) =—ie ™"*H (iz)

. T . . T g
=—i| cos = —isin=
( 2 2)

r (_1)n 2n+p+l
,]Z_(;l“(n+3/2)lﬂ(|0+n+3/2)(5j

ot © -1 n i)2n+P+l 7 2n+p+l
S :
ST (n+3/2)C(p+n+3/2)\2

© 1 7 2n+p+l
- Py 2.3.4
nz_(;l“(n+3/2)l“(p+n+3/2)[2j (2.3.4)

fonksiyonuna modifiye edilmis Struve fonksiyonu denir ve L () ile gosterilir (Orhan ve

Yagmur, 2013).

Bu fonksiyon

4(2/2)p+1

Jar(p+1/2)

7°W'(2) + zwW'(2) —(z2 +p? )W(z) = (2.3.5)

bicimindeki diferansiyel denklemin bir 6zel ¢ézliimiidiir.
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1 . . :
p=n +E ve n, negatif olmayan bir tamsay1 olmasi durumunda Struve fonksiyonlari

Bessel fonksiyonlar1 cinsinden
H ) (@) =(-1)" Jpa0(2)  (n=012,..) (2.3.6)

sekinde yazilabilir.
Struve fonksiyonlar1 parametrelerin 6zel durumlarinda trigonometrik fonksiyonlar

cinsinden ifade edilebilir.

Ornegin;

/ 2 . f 2
H—lIZ(Z): ESIHZ, Hl/z(z): E(l—COS Z),
H_y,(2) = /AKCOSZ—EJ, H,,(2)= £(1+£2]_ i(sinprcosz)
e z \ 72 z \/ﬂ-z 7
2 3 . 3
H5/2(2)=,/E{(?—ljsmz—;cosz}.
1

p=n+ > ve n negatif olmayan bir tamsay1 olmasi durumunda modifiye edilmis Struve

fonksiyonu, 1 (z) modifiye edilmis Bessel fonksiyonlari cinsinden

L (n+1/2)(Z) = In+1/2 (Z) n= 0111 21 (237)

bi¢iminde yazilir. )(Z) modifiye edilmis Struve fonksiyonu elemanter

L—( n+1/2

fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. Ornekler;

2 . 2
L,,(2)= /Esmhz, L,(2) = /E(coshz—l),

2 sinh z 2 2 2 (. cosh z
L.,(z)=,—]coshz— , )=,—I|1-— |-, /—]|sinhz— ,
2 (2) \}nz( z ] Lo (2) \jﬂ'Z( ZZJ nz( z j

/2 3). 3
L..(z2)=,]—||1+— |sinhz——=coshz|.

—5/2( ) 7 |:[ +22] 7 :|
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p> -3 icin Struve fonksiyonunun integral gdsterimi,

o et
J;F(p+;j

_ 2(;sz
J;F(p+;J

formunda verilir (Olver, 2010).

ﬁ@—ffiQMHMt

1
J.Ofsin(z cos#)sin*® odo (2.3.8)

Tanim 2.3.3. (Genellestirilmis Struve Diferansiyel Denklemi): b,c, pe(C(veya R)

olmak tlzere

1 p+1
(2]
2°W'(2) + bzw'(2) +[cz2 — p*+(1-b) p]w(z) __\2 ) (2.3.9)

J?T(p+;)

formundaki ikinci dereceden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemine,

genellestirilmis Struve diferansiyel denklemi denir (Orhan ve Yagmur, 2013).

Tiim z e C igin (2.3.9) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii

_ © (—C)n (Ej2n+p+l
Wp’b’C(Z)_nZ(;F(n+3/2)F(n+ p+(b+2)/2)\ 2 (23.10)

bigiminde ifade edilir. Bu seri yakinsak bir seri olup ¢dziim anlamlidir. Ayrica W, , .(2)
seklinde belirtilen fonksiyona, p. mertebeden genellestirilmis Struve fonksiyonu denir.
W, ,(2) serisinde b=c=1 alindiginda p. mertebeden birinci gesit Struve fonksiyonu

olan H  fonksiyonuna indirgenir.w,, .(z) fonksiyonunu kullanarak, normalize edilmis

p.b,c
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s =2 p+ 2222 (D) @311)

fonksiyonu elde edilir. Bu durumda her n>0 igin

(—c/4)'T(3/2)T(p+(b+2)/2)
" T (n+3/2)T(n+p+(b+2)/2)

(2.3.12)

g6z Oniinde bulunarak
Uppe(2) =y +bz+0,2% +..+b 2" +...
formundaki ifade elde edilir. Burada Pochammer (Appell) sembolii kullanilarak ve

b+2
( hl ) (z) fonksiyonu

|: 2 7 01 11 21 - Olrllak uzere u p b.c
3/ ( ) .

bigiminde yazilabilir. u,, (z) fonksiyonu analitik fonksiyondur. Bundan dolay:

U, (2) fonksiyonunu
2°u"(2) +2(2p+b+3)zu'(z2) +(cz+2p+b)u(z) =2p +b (2.3.14)

diferansiyel ~denklemini saglar. Ayrica U, (z) fonksiyonu, hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden
3. .—Cz
Uppc(2) = F( > Tj

seklinde yazilir. w,, (z) ve u,, (z) fonksiyonlar kisaca sirastyla w (z)ve u (z)

p.b,c p,b,c

seklinde gosterilebilir.
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Onerme 2.3.4: b,c,peC, x=p+(b+2)/2,c#0,-1-2,.. ve zeC olmak iizere,

genellestirilimis Struve fonksiyonlar i¢in asagidaki esitlikler dogrudur (Orhan ve
Yagmur, 2013):

ozw,, (2) +czw,, (2) = (2 = 3w, (2) + %
T K

i 2w, (2)+(p+b-Dw, (2) = 2w, ,(2)

. 2w, (z) +czw,,,(2) = pw, (2) + NEANCS)

. -p ez ? P ,E

iv. [z wp(z)} cz Wr,+1(z)+2p )

V. u,(2)+2zu'(z) +izup+l(z) {8
2K

Teorem 2.3.5: b,c,peC, x=p+(b+2)/2 ve o <[0,1) olsun. g, = zu, olmak iizere,

eger
K> 9_a24‘82__061)£"a+7 lc| ise g, € S*(e) dur,
i K>%|c| ise g, C(a) du,
i, x>2"% +24‘ ZLZ__:;a hal lc| ve ar#0 ise zs 242w (2“2“) fonksiyonu

U da yildizildir (Orhan ve Yagmur, 2013).

Teorem 2.3.6: b,peR, ceC, x=p+(b+2)/2 olsun. g, =zu, den g, fonksiyonu
icin asagidaki ifadeler dogrudur (Orhanve Yagmur, 2013):
i. M, cosM =M, (M ~=0.73909) esitligini saglayan pozitif bir say1 ve

M +2+M?+12M +4
K>

24M

lc| ise her zeU igin Reg;,(z)>0 dir. Bu

durumda g,(z), U da iinivalenttir,
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9+\/_

lc| ise 9,(z), U da yildizildur,

13, . .

iii. K>E|C| ise g,(z), U da konvekstir,

. 1, . L.

iv. K>§|C| ise 9,(2), |z|]<1/2 diskinde yildizildur,

V. K>£|C| ise 9,(2), |z|<1/2 diskinde konvekstir.

Teorem 2.3.7: b,c,peR, x=p+(h+2)/2 ve ae[O,Z—\/E] (9, =zu,) olmak

lizere,

3% -10a +5+(1—05)\/(1—oz)2 +c? (a2 —4da+ 2)

< 4(a2—4a+2)

ise her zeU i¢in Reu (z) >a dir (Orhan ve Yagmur, 2013).
Simdi ise Struve fonksiyonunun Hardy uzayina ait olma kosullari incelenmistir.

Teorem 2.3.8: a<[01), b,c,peR ve x=p+(b+2)/2 olsun. &> 18-Ta q

12(1-a)

d,(z) = zu,(z) olmak iizere
. ae [0,1/2) igin g, € HY29) qir

. a>1/2icin g, € H* dir (Orhan ve Yagmur, 2014).

Ispat: Gauss hipergeometrik fonksiyonun tanimindan
F(a,b;c;z) = Z(a) o (b), Z° 7] <1
n=0 (C) n!
yazilir. ¢ #1/2 olmak iizere p,v € C ve y € R sabitleri i¢in

/u—}_Ll—Za = u+vzF(L,1-2¢;1; 2e")

(1-2ze")

:ﬂ+vi (1_2a)n ei}/nZn+l
n=0 n!
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bulunur. Ayrica

p+viog(1-ze” ) = u—vzF (11,2, 26"

1 iynn+l
=u—-v)y) —e”"z
§n+1

olarak yazilabilir. Bu durumda g, nin

p+vz(1-ze” )M_l . a =112
p+vlog(l-ze”), a=1/2

biciminde olmadigi goriiliir. Teorem 2.3.5 in (ii) kismindan g, nin a mertebeden

konveks bir fonksiyon oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla verilen Teorem 1.2.5.4 den

ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.9: b,p,ceR, ¢#0, x=p+(b+2)/2 ve K>£|C|—l olsun. Bu durumda

h,(z) =2zu () —jup (t)dt

olmak iizere h, € H” olur (Orhan ve Yagmur, 2014).

. 13
Ispat: x> E|C| —1 oldugundan Teorem 2.3.6 nin (iv). kismindan
9,.(2) =2u,,,(2) € C elde edilir. Ayrica Onerme 2.3.4 in (v). Kismindan

, C
u,(2)+ Zzup(z)+§zupﬂ(z) =1

2
oldugunu bilinir. Bu durumda g,,, € C oldugundan z — —’([1—up (2)-22u}(2) |
C

fonksiyonu da konvekstir. O halde h(z)=u,(z)+2zu;(z) fonksiyonu da konveks bir

fonksiyon olur. Gauss hipergeometrik fonksiyon gosteriminden h(z) p,veCve yeR
i¢cin
\'/4 =

_ 1 .
— =y —VvZF (LLLze” )= u+vdy ——e""z™?
1-ze” H ( ) H Z:;n+1

U+
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formunda  olmadig goriliir. Bu durumda  Teorem 1.254 den

h(z) =u,(z) +2zu;(2) € 7' olur. Kismi integrasyon kullanilarak

h,(2) = j[up(t) +2tu (t) [t

=22up(z)—j[up(t)]dt

bigiminde yazilir. U =U woU :{z 7] Sl} de siirekli oldugundan Teorem 1.2.5.4 ye

gbre U da sinirh analitik bir fonksiyon olur (Duren 1970). O halde h, e ™ dur. Bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 2.3.10: b,c,peR, x=p+(b+2)/2, « ve feR olsun. Bu

g 5++/1+ 2¢?
8

durumda zu, * f e RNH” dir (Orhan ve Yagmur, 2014).

Ispat: h(z) = 2u,(z)* f(z) fonksiyonu tamimlansim. Bu durumda h'(z)=u,(z)* f'(2)
olur. Teorem 2.3.7 nin (i). kismmndan Reu,(z) >0 oldugu biliniyor. Ayrica f eR
oldugundan Teorem 1.2.5.3 den heR elde edilir. u, fonksiyonu bir tam fonksiyon

oldugundan h fonksiyonu da tam fonksiyondur. Dolasiyla h fonksiyonu U da sinirh

bir fonksiyondur. O halde he R n"H” olur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.3.11: b,c,peR, k= p+(b+2)/2 Ve a e [0,2—\/5) olmak iizere

3a® —10c +5+(1—a)\/(1—05)2 +c? (a2 —4a+ 2)
4(a’ -4a+2)

K> (2.3.18)

olsun. Bu durumda o, <1 ve y=1-2(1-¢)(1-a) olmak iizere feR(e) ise

2u, * f € R(y) dir (Orhan ve Yagmur, 2014).
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Ispat: h(z)= zu,(z)* f(z) olsun. Bu durumda h'(z) =u,(z)* f'(z) olur. Teorem 2.3.7
den, u, € By(a) ve Teorem 1.2.5.4 iin (i). kismindan f’eP(e) oldugu biliniyor. Bu

durumda y=1-2(1-¢;)(1-a) olmak iizere h'eP(y) olur. h'eP(y) olmasi

h e R(y) olmasina denktir. Bdylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 2.3.12: a,b,c, p ve k sayilar1 Teorem 2.3.11 in sartlarin1 saglasin. Bu durumda
o, =(1-2a)/(2-2a) olmak iizere f e R(e,) ise zu,* f e R(0) dir.

Sonug 2.3.12 de « =0 alinmasi durumunda asagidaki sonug elde edilir.

5++/1+2c?

Sonu¢ 2.3.13: b,c,peR, kx=p+(b+2)/2ve K> olsun. Bu durumda

f e R(1/2) ise zu,* f € R(0) olur.

Lemma2.3.14: b,peR, k= p+(b+2)/2, c<0 ve ae[O,l) olmak tizere

Cc

C, = , 2.319
° 6(a-1) ( )
—(20c +29) ++/160c” — 3640c — 6839
C = ( ) v (2.3.20)
120
. L (—c/4) : o

seklinde verilsin. Ayrica b, | b, =-—-——— |, U,(z) nin n. katsayisin1 gdstersin.

(372),(x),

Bu durumda « > max{c,,c,} ise

A =1 hern>2iginA = b, 4

2(1-a)
bigiminde tamimlanan {A} dizisi; negatif olmayan, konveks ve azalan bir dizidir

(Orhan ve Yagmur, 2014).
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Lemma 2.3.14 kullanilarak asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2.3.15: b,peR, x=p+(b+2)/2, c<0 ve ae[01)olsun. Ayrica C, VeCc,

Lemma 2.3.14 deki sekilde verilsin. Bu durumda & >max {c,,c,} ise Reu (z)>a olur

yani u, € B(a) dir (Orhan ve Yagmur, 2014).

Ispat: A, Lemma 2.3.14 deki gibi verilsin. Bu durumda Reu,(z) > « ifadesi
Re{1+Zqu”‘l}>1/2, zeU (2.3.23)

ifadesine denktir. Hipotez ve Lemma 2.3.14 den {Ah}nZl dizisinin negatif olmayan,
konveks ve azalan bir dizi oldugu biliniyor. O halde Teorem 1.2.5.2 den Reu,(z) >«

elde edilir. Buise u, € B(a) oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.16: b,peR, x=p+(b+2)/2,¢<0, ¢, <1 ve a€[0,1) olsun. Ayrica

C, Ve C;, Lemma 2.3.14 deki sekilde tanimlansin ve & >max{c,,c,} olarak verilsin. Bu
durumda y=1-2(1-a,)(1-a) olmak iizere feR(q) ise zu,*f eR(y) olur

(Orhan ve Yagmur, 2014).

Sonu¢ 2.3.17: y =0 olmak tizere Teorem 2.3.16 in sartlarin1 saglansin. Bu durumda
o, =(1-2a)/(2-2a) olmak iizere f € R(e) ise zu,* f e R(0) dur.
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2.4. Lommel Fonksiyonlarimin Hardy Uzaylan

Lommel fonksiyonu ilk olarak 1876 yilinda Eugen von Lommel tarafindan
tamimlanmistir. Lommel fonksiyonlar1 da homojen olmayan Bessel diferansiyel
esitliginin 0zel bir ¢Ozlimiidiir. Lommel fonksiyonlar1 matematik, miihendislik ve

fizigin bircok alaninda kullanilmaktadir. 1972 yilinda J. Steining, Lommel

fonksiyonunus,  (z) bigiminde tanimlamistir. Lommel fonksiyonlarini 4, p nin pozitif

.p

reel sayilar lizerine incelemistir. Lommel, x<1/2 durumunda s, (z) fonksiyonunun
(0,oo) araliginda sonsuz sayida degiskene sahip oldugunu géstermistir. Koumandos ve

Lamrecht 2012 yilinda ye(O,l) icin s ,,(z) fonksiyonunun sifirlarinin yerleri
“32

konusunda kesin tahminler vermislerdir. Baricz ve Koumandos s ,,(z) fonksiyonunu

11
4755

Turan tipli esitsizlikleri i¢in caligmiglardir. Baricz ve Szasz

_4.3
|,(2)=p(u+1)z 2 48,, (7) esitliginin yildizil ve yakin konveksligini incelemistir.

11
22
2015 yilinda Caglar ve Deniz normalize edilmis Lommel fonksiyonlarininin kismi

toplamlari lizerine ¢alismiglardir.

Tanim 2.4.1. (Lommel Fonksiyonu): u, p € C olmak iizere
2°W'(2) + 2w (2) + (2° - p*)w(z) = 2" (2.4.1)

bigiminde verilen homojen olmayan ikinci mertebeden diferansiyel denkleme Lommel
diferansiyel denklemi adi verilir. Bu denklemin ¢o6ziimlerine ise Lommel fonksiyonu

denir. Dolayisi ile tiim z € C igin (2.4.1) in 6zel bir ¢6ziimii olan

sﬂ'p(z):

it (_1)”I‘((‘u_p+1)/2)1"((lu+ p+l)/2) 2\
4 nz_;‘l“((y—p+n+3)/2)l"((,u+ p+n+1)/2)(§j (242

fonksiyonuna, birinci ¢esit Lommel fonsiyonu denir (Watson, 1944).
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4, p nin 8zel durumlarmda s, (z) trigonometrik fonksiyonlara donsiir. Ornegin;

1-cosz . z-sinz z°+2cosz-2

(2) = 7

51
22

Tanim 2.4.2 (Normalize Edilmis Lommel Fonksiyonu): h, /:U — C tamml

hﬂ_p(z)=4(”_2p+1j(”+2p+1jz_gﬂsﬂ,p(\/?) (2.43)

fonksiyona normalize edilmis Lommel fonksiyonu denir (Caglar ve Deniz 2015).

Pochhammer (Appell) ifadesi kullanilirsa,

h,(@)=2+> Az"™ (2.4.4)
n=1
Serisi bi¢ciminde yazilir. Burada K = ’U_TM #z-1,-2,.. ve F= %‘34_3 =-1-2,

olmak tlizere

seklindedir.

u,peC Re(utp+1)>0 ve zeC/(—0,0] igin, J, birinci gesit Bessel fonksiyonu,

Y, de ikinci gesit Bessel fonksiyonu olmak iizere,

T z z
s, (2) = E[Yp(z) [[t9,0d-3,@)[ v, (t)dt} (2.4.5)
formunda veya p+ p negatif tek tamsay1 olmamak {izere,
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T
2sin pzr

sﬂ’p(z):

[Jp(z) [[t9_,dt-3_,(2) joztﬂJp(t)dt] (2.4.6)

ifadesi birinci gesit Lommel fonksiyonunun integral gosterimidir (Watson, 1944).

pe(-11) arahiginda ve &,,, Lommel fonksiyonunun n. pozitif sifiri olmak iizere,
Lommel fonksiyonunun sonsuz ¢arpim gosterimi

1
u+

_ oz’ wl_iJ 2.4.7
sﬂ_%%(z) ﬂ(ﬂ+1)1”1{ & @40

seklindedir.

U, p € C olmak iizere birinci ¢esit Lommel fonksiyonlari igin

i 8,0,(2) =2 —((u+1) - p7)s,, ()
i 8, (2)+(p/2)s,,(2) = (u+p=D)s, ;,.(2)
ii. s, (2)=(p/2)8,,(2)=(1=P=1)8,15u(2)
iv.  (2p/2)s,,(2)=(u+P-1)s, ., (@)~ (1= P-1)s,1,.(2)

V. 25,’,, P (2)= (,u +P _1) S, p—l(z) - (,u -p _1) S, p+l(z)
rekiirans bagintilar1 ger¢eklenir (Watson, 1944).

Teorem 2.4.3: o €[0,1), 4, peR ve u+ p negatif tek tamsay: olmasin. Bu durumda
M =4(K +1)(F +1)=(u+5)" - p
N =4KF =(u+3)" - p?

olmak tlizere

51



M (M -1)

1>-5+2+p> ve (M—2)(MN—M—N)<1_a ise  bu durumda

h,,(2) e S () di,

2M (2M -3)

u>-5+3+p’ ve (M—3)(2MN—4M—3N)<1_a ise bu durumda

h,,(2) eC(a) dr,

1>-5+3+p” ve (MSL?))N<1—05 ise bu durumda hﬂ‘p(z)eK(“TaJ dir

yada Re(h, ,(2))> “T“ dir (Yagmur, 2015).

Teorem 2.4.3 de o =0 alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.4.4: u,peR ve uxp negatif tek tamsayr olmasin. Bu durumda

M =4(K +1)(F +1)=(u+5)" - p?

N =4KF = (u+3) - p?

olmak Uzere

y>—5+\/m ve (v —ZI\)/I(I(\/INIL_—l) - )<1 ise bu durumda h, (z) e S”
dir.

7 >—5+m ve (M —3§E\.AZI\(/I2NM—;?I\)/I) 3N <lise bu durumda h, (z)eC
dir.

,u>—5+\/3+7|o2 ve 8—M<1 ise bu durumda h,  (z) e KC(1/2) dir veya

(M-3)N

Re(h}'l’p(z)) >1/2 dir (Yagmur, 2015).
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Teorem 2.4.5: p#>-1, peR, u*p negatif tek tamsayr olmasin ve o €[0,1) olsun.

8(,u+1)[(,u+1)(,u+3 p] 1 o
16(,u+1) (1—a)

Bu durumda, eger ise 0 zaman tim z €U

2

.. h,,(@)
icin - 'Z € By(a) dir (Yagmur, 2015).

Sonu¢ 2.4.6: u>-1, peR ve wutp negatif tek tam sayr olmasin. Eger

h
(,u+1)[(y+1)(,u+3)— p2]21/8 ise bu durumda tiim z €U igin %(Z)G’P dir,

Simdi Lommel fonksiyonlarinin Hardy uzayina ait olma kosullar1 verilecektir.

Teorem 2.4.7: a<€[01), u,peR ve u+p negatif tek tam sayr olmasin. Ayrica

M=(u+5)-p> ve N=(u+3)—p> olsun. Eger u>-5+3+p> ve

2M (2M -3)

<1-¢« ise bu durumda
(M —3)(2MN —4M —3N)

i. ae[01/2)iginh, e HYE?) dir

. a=1/2i¢in h, eH” dir (Yagmur, 2015).

Ispat: Gauss hipergeometrik fonksiyonun tanimi ve

F(a,b;c;z) = Z(a) 0 (0), 2°

n=0 (C) n!
ifadesi ile k,d e C, a #1/2 ve y eR igin

K +d—_21_2a =k +dzF (1,1-2c;1; 2e")

(1-ze")

:k+dz neiynzn+l

ifadesi yazilabilir. Ayrica
k+dlog(1-ze” )=k —dzF (11;2; 28" )
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ifadesi gergeklenir. Bu nedenle h, = fonksiyonu k+dz(l— ze‘y)za_1 (a#1/2igin) ve
k +d log (1— Zeiy) (a =1/2 i(;in) formlarinda degildir. Teorem 2.4.3 iin (ii) kismindan

h,, fonksiyonunun o - mertebeden konveks oldugunu bilinir. Bu nedenle Teorem

1.2.5.4 ile ispat tamamlanur.

Teorem 2.4.8: u>-1, peR i¢cin utp negatif tek tamsayr olmasin. Eger

(,u+1)[(,u+1)(,u+3 J>1/8 ve f e R isebudurumda h,  * f carpimi H* "R

uzayindadir (Yagmur, 2015).

Ispat: u(z)=h, (2)* f(2) fonksiyonunu tanimlansin. Bu durumda
L, p(Z) h.,(2)
u'(z) = * f'(z) olarak yazilabilir. Sonu¢ 2.4.6 dan eP dir. feR
z
oldugundan ve Teorem 1.2.5.3 ten ueR oldugu sdylenebilir. == nin tam bir

z
fonksiyon oldugu agiktir. Yani u fonksiyonu kendi basina tam bir tam fonksiyondur.

Sonug olarak u fonksiyonu sinirlt olur, bu da kaniti tamamlar.

Teorem 2.4.9: o €[0,1), u>-1, peR ve u=* p negatif tek tamsay1 olmasin ve

8(u+)[(#+1)(u+3)-p" -1 o
16(u+1)° (1-a)

olsun. Eger <1 ise feR(f) h,,*feR(y) dir. Burada y=1-2(1-p)(1-a)
(Yagmur, 2015).

Ispat: u(z)=nh, (2)* f(2) fonksiyonunu tanimlansin. Bu durumda

z h,.(z
u'(z) = ( ) ————* f'(z) olarak yazilabilir. Teorem 2.4.5 den Z( ) € Py (a) gergeklenir.

Teorem 1.25.3 ve f'e?P(p) ifadesini kullanarak, u’ fonksiyonunun P(y) ya ait
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oldugu belirtilir. Burada y =1-2(1-)(1-«a) dir. Yani u'e P(y) ifadesi ueR(y)

ye esdegerdir. Dolayisi ile ispat tamamlanir.

Sonu¢ 2.4.10: «, wu,p parametreleri Teorem 2.4.9. un hipotezlerini saglasin.

f=(1-2a)l(2-2a) olmak iizere eger f € R(f) ise bu durumda h, = f e R(0) dir
(Yagmur, 2015).

Yukaridaki sonugta ¢ =0 alinarak bir sonraki sonucu elde edilir.

Sonu¢ 2.4.11: o, u, p parametreleri Teorem 2.4.9 in hipotezlerini saglasin. Eger
f e R(1/2) ise bu durumda h,,*f eR(0) dir (Yagmur, 2015).

2.5. Mittag-Leffler Fonksiyonlarinin Hardy Uzaylari

Kesirli analizde sik¢a kullanilan Mittag-Leffler fonksiyonlarinin kullanim alan1 genistir.

z

e~ lstel fonksiyonu, tamsayr basamaktan diferansiyel denklemler teorisinde

kullanilmaktadir. Mittag-Leffler fonksiyonu, e’ nin bir parametre genisletilmis hali olan

> Z
E(2)= Z(; T(Ain+1)

n

formiilii ile tanimlamustir. 1903 yilinda Mittag-Leffler fonksiyonu, Isvecli bilim adami
olan Gosta Mittag-Leffler tarafindan tanimlanmustir. 1953 yilinda ise Agarwall, Mittag-

Leffler tipi iki parametreli fonksiyona genellestirme islemini yapmaistir.
Tanim 2.5.1 (Mittag-Leffler fonksiyonu): z e C ve Re(4) >0 olmak iizere

0 Zn

bigiminde tanimlanan E,(z) fonksiyonuna Mittag-Leffler fonksiyonu denir (Kilbas,

Srivastava ve Trujillo, 2006).
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E, (z) fonksiyonunda A’ nin dzel degerleri i¢in agagidaki fonksiyonlar elde edilir:

‘ -

E,(2) = E,(2)=¢", E,(z) =cos~/z ,

-z

{ et 128772 cos(%\@z”gﬂ, E,(2)== [cos( )+cosh(z”4)]

ooll—\ I—‘

E,(2) =

Tamim 2.5.2. (Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu): z,u#eC, Re(1)>0 ve

Re( ) >0 olmak iizere

E,.(2)= Z(;F iR (2.5.2)

seklinde tanimlanan fonksiyona genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu denir (Kilbas,

Srivastava ve Trujillo, 2006).

(2.5.2) denkleminde A ve u nin 6zel degerleri i¢in asagidaki sonuglar elde edilir:

Ayrica genel haliyle

1
El,y (Z) = Z#_l

bi¢iminde yazilir. Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel durumlart bir

anlamda hiperbolik siniis ve hiperbolik kosiniis fonksiyonlarina indirgenir. Ornegin,

00 ZZn
E,.(2)= ZF(T+1) =cosh(z),

n=0

0 g sinh(ﬁ)
2(1)= nzr 2n+2) Jz

E, . fonksiyonun tanimindan bu fonksiyon normalize degildir. Yani E, ,, A sinifina

ait degildir.
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Tanim 2.5.3. (Normalize Edilmis Mittag-Leffler Fonksiyonu): A,u,z€C, Re(/l) >0,

Re(u)>0 ve u¢ :{0,—1,—2,...,—n,...} olmak tizere

B, (0 =T W, () =2+ o Jﬁﬁ)f)l J 253)

biciminde verilen fonksiyona normalize edilmis genellestirilmis Mittag-Leffler

fonksiyonu denir (Kilbas, Srivastava ve Trujillo, 2006).

(2.5.3) denkleminde A ve u parametrelerinin 6zel degerleri i¢in

Z z z 2 ez _Z—l
EOJ(Z)ZE! E,(2)=2¢", E,(z)=e€"-1, E1,3(Z)Z¥,

(e’ -z-1)-372°
2

Byq(2) = . B,y(2)=2c0sh(¥2), B,,(2) =VZsinh(x2)

E,,(z) = 2[cosh(\/2) _1] E,,(2) = Z[Sinh(\\g) —\/E]

fonksiyonlar1 elde edilir.

Mittag-Leffler fonksiyonunun geometrik 6zellikleri ve Hardy uzay: ile ilgili teoremler

asagida verilmistir.

Teorem 2.5.4: 0<a <1 ve A>1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur

i Eger u>u, isebudurumdave E, ,(z)eC(a) dir. Burada x,,

(1-a)(sf —u-1)(* —4u+3)—-(2—a) (1’ —2u-3)—u(4* -1)=0  (25.4)

denkleminin en biiyiik kokiidiir.

J5— E, (z
ii. Eger u> % ise bu durumda L() € P(«a) dir (Prajapat, Maharana
-« z

ve Bansal, 2018).
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Teorem 2.5.4 de o =0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.5.5: 2 >1 olsun.
(i) Eger u2 uyise B, (z) €C dir. Burada p, ~ 6.18757

' —84° +104% +81—3=0 (2.5.5)

denkleminin en biiyiik kokiidiir.

E, (z
S ise bu durumda %()E'P dir .

(ii) Bger 1> =F

Teorem 2.5.4 de a=1/2 alinirsa asagidaki sonug elde edilir (Prajapat, Maharana ve
Bansal, 2018).

Sonug 2.5.6: A >1 olsun bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:
i Eger u2y,ise B, (z)eC(l/2) dir. Burada x, ~8.40811,
wt=100° +124° +124-3=0
denkleminin en biiyiik kokiidiir.

B;.(2)

ii. Eger u>1++/3 ise bu durumda e P(1/2) dir (Prajapat, Maharana ve

Bansal, 2018).

Teorem 2.5.7: 0<a<1ve A>1olsun. Eger x> u, ise bu durumda

H') o e[0,1/2)

E, (2)e
e {%w, a>1/2

olur. Burada g, , (2.5.4) iin en biiyiik kokiidiir (Prajapat, Maharana ve Bansal, 2018).

Ispat: Hatirlatma:

k +L1_2a =k+2dF(L1-2a;1,2e") (a#1/2) ve

(1-2ze")

k+dlog(1-ze" )=k —zdF (1,1, 2; ze") (e=1/2) dr.

58



zd

\1-2a

Ayrica E, ,(z) nin ise k+
(1-2ze")

(@#1/2) ve k+dlog(1-ze") (a=1/2)

formlarinda ifade edilemez. Teorem 2.5.4 {in (i). kismindan bilinir ki E, , € C(a) dur.

Bundan dolay1 Teorem 1.2.5.4 den kullanilarak istenilen sonug¢ bulunur.

Teorem 25.8: A>1ve ,u>1+\/§ olsun. Eger feR ise 0 zaman

E, ,(2)*f e H” "R dir (Prajapat, Maharana ve Bansal, 2018).

Ispat: Eger f e R ise 0 zaman f'eP olur. u@z)=E, ,(2)* f(z) ye esdeger olan

]El,,u (Z) %
z

u'(z) = f'(z) dir. Sonug 256 mnin (i) kismindan biliniyor ki

E, (z
—“Z’( )e’P(1/2) gergeklenir. Teorem 1.2.5.3 den u'(z) e P dir. Boylece Teorem

1.2.5.4 ile; u'(z) e H* tiim q <1 i elde edilir, buradan da u(z) e £ tiim 0<q<1
elde edilir. Ayrica U(z) e H" tim 0< p<oo yazilabilir. Carahteodory fonksiyonlar:
igin iyi bilinen smuir kullamldiginda; eger feR ise 0 zaman |a,|<2/n (n>2)

bulunur. Ayrica

p(@) <+ 3 o <143 2
=T n 1+,u) F(/”tn 1+y)n

v I 2 < I'(w) o
e n+1£§r(zn+ﬂ)(ﬂ)n <

dir. Bu belirtilen kosullar altinda u(z) kuvvet serisi |Z| =1 de mutlak yakinsaktir. Ayrica

u'(z) e H° deki u(z) nin U de siirekli oldugu anlamina gelir, U nun kapanigidir. Son
olarak U iizerinde kompakt olan u(z) siirekli fonksiyonlari siirlidir. Dolayisiyla u(z)

U da smirh analitik fonksiyondur. Bu nedenle uU(z) € H” olur. Bu kaniti1 tamamlar.
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1+m
2(1-a)

zaman E, ,(z)* f e R(y) dir, burada y =1-2(1-a)(1- ) dir (Prajapat, Maharana

Teorem 2.5.9: A>1ve u> olsun. Eger f eR(B) (f<licin) ise, o

ve Bansal, 2018).

Ispat: Eger f e R(p) ise o zaman f'eP(p) dir. u(z)=E, ,(z)=f(z) ifadesine

£,
z

esdeger olan u'(z) = * f'(z) ifadesini goz oOniine alimir. Teorem 2.5.4 {in (ii).

kismindan iyi bilinir ki, belirtilen kosullar altinda *P(a) dir. Teorem 1.2.5.3

E,.(@)
z

ten u'(z) € P(y) ve esdegeri olan u’'(z) € P(y) gergeklenir. Bu kaniti tamamlar.

2.6. Wright Fonksiyonlarinin Hardy Uzaylari

WM:(Z) Wright fonksiyonu ilk defa Wright tarafindan tanimlanmistir. A4 > Oigin

parcaciklarin asimptotik teorisinde uygulanmistir. Wright fonksiyonlari, ilk olarak
Mikusinski’nin operator hesabi ve Hankel tipli integral doniigiimler teorisinde
kullanilmistir. Sonrasinda kismi diferansiyel denklemlerin Lie grup yonteminin kesir
mertebeden kismi diferansiyel denklemlere genisletilmesinde kullanilmistir. Bu

denklemlerin grup-invariant ¢éziimleri Wright fonksiyonlari yardimiyla ifade edilebilir.

Tanim 2.6.1 (Wright fonksiyonu): A >-1, 4,z € C olmak iizere

nz:(;r ﬁn+u) (26.1)

bigiminde verilen fonksiyona Wright fonksiyonu denir ve W, , (z) ile gosterilir (Raza,

Din ve Malik, 2016).
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Bu seri A=-1 iken U acik birim diskte, 4 >—1 iken ise C’de mutlak yakinsaktir.
Ayrica A>-1 i¢in Wright fonksiyonu tam fonksiyondur. Bessel fonksiyonlari,

W, o (—z® 1 4) Wright fonksiyonlar cinsinden asagidaki sekilde ifade edilebilir

1,(2) = ( jp m[ J i ) (z/2)"" (2.6.2)

= nl(n+p+1)

Prajabat, Wright fonksiyonlarin1 daha genel olarak

0

W, (2)= nznlr znw)z A>-1, u>0,zeU (2.6.3)

bigiminde tanimlamustir.

Tanim 2.6.2 (Normalize edilmis Wright fonksiyonu): A >-1, £>0,zeU ved+u>0

olmak tlzere

W, (2)=1W, (2)= z+zﬁnlﬂ)z““ (3.6.4)

biciminde ifade edilen W, ,(z) fonksiyonuna normalize edilmis Wright fonksiyonu

denir (Raza, Din ve Malik, 2016).

Teorem 2.6.3: «<[0,1), 4, u€R ve zeU olsun,

i. Eger A>1 ve ,u>((2—a)+\/5a2—16a+12)/2(1—a) ise bu durumda

W,, €S (a) d.

ii. Eger A>1 ve u>((4—a)+\/5a2—28a+32)/2(1—a) ise bu durumda

W, , €C(a) dur.
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iii. Eger A2>1 ve ,u>(6+\/48—12a)/(1—a) iss  bu  durumda
W,, eK((1+a)/2) dur.
iv.  Eger 221 ve u>(1+5-4a)/2(1-«) ise bu durumda W, ,/zeP(a) dir

(Raza, Din ve Malik, 2016).

Sonug 2.6.4: A,z e R ve zeU olsun.

i. A>1lve u >1+\/§ ise bu durumda W, , € ™ dur,
i. A>1ve u>2+22 isebudurumda W), , C dur,
iii.  A>1ve u>6+4y3 ise budurumda W, eK(1/2) d,
iv. A>1ve u >(1+J§)/2 ise bu durumda W, ,/z € P dir (Raza, Din ve Malik,

2016).

Asagida Wright fonksiyonlarinin Hardy uzayina ait olma durumlar1 verilecektir.

Teorem 2.65:  <[0,1) olmak iizere 4> ((4-a)+5a’ ~28a+32)/2(1-a) olsun.

Bu durumda

i ae€[0,1/2) igin W, , € HY2 dr.

ii.  a>1/2i¢in W, , € H” dir (Raza, Din ve Malik, 2016).

Ispat: Hipergeometrik fonksiyonun tanimindan

& (2), (b), 2"

F(a,bic;z) = R

(a,b;c;2) Z;‘ ©, n

ifadesi yazilabilir. kK,d e C, a #1/2 ve y reel sayi olmasin bu durumda
dz i
Kt ——gs-=k+dzF(1,1-2c;1;28")
(1—ze'y)
© (1-2 :
=k+dz( a)n elynzn+1

= n!

ifadesi yazilabilir. Ayrica
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k+dlog(1-ze" ) =k —dzF (1,1;z; z")

:k—d el}/nzn+l
nzz(;n+1

ifadesi de gergeklenir. Buradan W, , fonksiyonunun
i \2a-1
k+dz(l—ze'y) , az#ll?2
k+dlog(1-2"), a=1/2
formlarinda olmadig1 sdylenebilir. Teorem 2.6.3 iin (i) kismindan W, , fonksiyonu

o — mertebeden konveks bir fonksiyon oldugu sdylenir ve Teorem 1.2.5.4 ile ispat

tamamlanir.

Teorem  2.6.6: A>1, y>(1+J§)/2, ve feR olsun. Bu durumda

W, *f(2)eH" "R dir (Raza, Din ve Malik, 2016).

Ispat: h(z)=W,,(z)* f(z) olsun. Buradan tiirev almrsa h'(z)=W, (z)/z*1'(2)
bigiminde yazilabilir. Sonu¢ 2.6.4. iin (iv) kismindan W, (2)/zeP dir. feR
oldugundan Teorem 1.2.5.3 den heR olur. W, ,(z)/z fonksiyonu tam oldugundan

h da tam fonksiyon olur. Bu da h m smirl oldugunu verir. Dolayisi ile ispat

tamamlanir.

Teorem 2.6.7: A, ueR, A>1, u>(1+6-4a)/2(1-a), a<[0.1) ve zeU olsun.

y =1-2(1-a)(1- B) olmak tizere eger f e R(B) ise W, ,* f(z) e R(y) dir (Raza,
Din ve Malik, 2016).

Ispat: h(z)=W, ,(z)* f(z) olsun. Buradan tiirev almrsa h'(z)= W, (2) 2+ 1'(2)
bi¢iminde yazilabilir. Teorem 3.6.3. in (iv) kismindan W, (z2)/z e P(a) dir. Teorem

1252 den ve f'eP(f) oldugundan h'(z)eP(y) yazlabilir burada
7y =1-2(1-a)(1-B) dir. Dolayist ile h e R(y) dir bu da ispat: tamamlar.
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Sonug¢ 2.6.8: 0<a<l, 412>1 ve u>(l+\/5—4a)/2(l—a) olsun. Eger f e R(p),

B=(1-2a)(2-2a) ise bu durumda W) ,*f(z) e R(0) dir (Raza, Din ve Malik,
2016).

Sonu¢ 2.6.9: A>1 ve ,u>(l+\/§)/2 olsun. Eger f eR(1/2) ise bu durumda

W, *f(2)e R (0) dir (Raza, Din ve Malik, 2016).
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3.ARASTIRMA BULGULARI

Bu baslik altinda normalize Bessel-Struve ¢ekirdek fonksiyonu tanimlanarak, 6nce bu
fonksiyonun o —mertebeden yildizilligi, « —mertebeden konveksligi ve konvekse
yakinligir gibi geometrik Ozellikleri incelenmis sonrasinda Hardy uzay: ile alakali

teoremler verilmistir.

3.1. Bessel-Struve Cekirdek Fonksiyonlarinin Hardy Uzaylar:

Bessel-Struve ¢ekirdek fonksiyonlart uygulamali matematik, matematiksel fizik ve
miihendislik gibi bir¢cok alanda uygulamasi vardir. Bu fonksiyonun 6zellikleri gegmis
yillarda bir¢ok arastirmaci tarafindan ele alinmistir. 2016 yilinda Arpad, Mondal ve
Swaminathan Bessel-Struve cekirdek fonksiyonlarinin monotonluk 6zelliklerini, ayni
yil Mondal ve Al-Dhuain Bessel-Struve c¢ekirdek fonksiyonlarinin difarensiyel
subordinasyonunu ve yine ayni yi1l Mondal bu fonksiyonlar1 bazi geometrik 6zelliklerini

incelemislerdir.

Burada J (z) ve H,(z) sirasiyla p. mertebeden normalize edilmis Bessel ve Struve
fonksiyonlar1 olmak tizere @, ve ¥ doniigimlerini
® (2)=2"2""T(p+D)J,(2) ve ¥ (2)=2"2"T(p+)H (2)

seklinde tanimlayalim.

Tamm 3.1.1 (Bessel-Struve ¢ekirdek fonksiyonu): p >-1/2 olmak iizere B, :U — C

B,(2) =@, (iz) iV, (i2) (3.1.1)

ile tanimlanan fonksiyonuna Bessel-Struve ¢ekirdek fonksiyonu denir (Mondal 2016).
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2+ B,(yz), y € C ile tanimlanan fonksiyon

Ar(p+1)
JEf(p+§j

ile tanimlanan sinir deger probleminin tek ¢dziimiidiir. Burada £,, p>-1/2 Bessel-

Lu(z) =2%u(z) , u(0)=1, u'(0) = (3.1.2)

Struve operatorii olup,

L,(u(z))=u"(2)+ 2er1(u'(z)—u(z)) (3.1.3)

bigiminde verilir. Ayrica (2.2.2) ve (2.3.4) tammlarmdan B (z) (7 =1 alindiginda)

fonksiyonu

z (3.1.4)

kuvvet serisi biciminde yazilabilir. B,(z) ¢ekirdek fonksiyonun integral gosterimi

1

p+1 J« p1/2

e”dt 3.15
+1/2) ( )

B,(2)=

0

o o 2r' (p+1) )
bicimindedir. (3.1.2) ve (3.1.3) esitliklerinden M = —————+— olmak iizere Bp(Z)

Jar(p+1/2)
fonksiyonu
297 (2)+(2p+1g,(2) - 29,(2) = M (3.1.6)

diferansiyel denklemini saglar.
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Bp(Z) fonksiyonu p. mertebeden modifiye edilmis Bessel ve Struve fonksiyonlar

cinsinden yazilabilir.

Sonug 3.1.2: p>0 i¢in

2°B,(2) =2"T'(p+1)(1,(2)+L,(2)) (3.1.7)
dir (Mondal, 2016).
Sonu¢ 3.1.3: p>0 igin
2B (z) =2pB,,(2) —2pB(2) (3.1.8)

rekiinans bagintisi yazilabilir (Mondal, 2016).

B,(z) Bessel-Stuve cekirdek fonksiyonunun tanimma bakildiginda A simfina ait

olmadig1 agiktir. Ana sonuglarimizi vermek i¢in bu fonksiyonu normalize formunu

vermek gerekir. Normalize formu asagida tanimlanmustir.

Tanim 3.1.4 (Normalize edilmis Bessel-Struve ¢ekirdek fonksiyonu): p>0, zeU igin

B,(2)=1B,(2)

(Eiams) Sl

(3.1.9)

bigiminde tanimlanan B,(z) fonksiyonuna normalize edilmis Bessel-Struve ¢ekirdek

fonksiyonu denir(Mondal, 2016).
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Asagidaki teoremle B,(z) fonksiyonunun geometrik 6zellikleri incelenmistir.

I'(p+1)
I'@3/2)r(p+3/2)

Teorem3.1.5: peR, K= ve o €[0,1) olsun.

2 +K4p+6
4p+3 4p+5
8p+5_K8p+12
8p+7 8p+11

i. Eger p>-3/4 ve <1-a ise bu durumda B, eSS’ (a) drr.

16(4p+5)+4K(4p+3)(4p+6)
Ap-)([@Ap+5-2KMAp+6)(4p+3)

ii. Eger p>-3/4 ve <1-a budurumda

B, eC(a) du.

16, 4p+6 _l-a

< ise bu durumda
4p+3 4p+5

iii. Eger p>-3/4 ve

B, e IC((1+ a)/2) dir.

<1 ise bu durumda B, € P(a)

8p+7  8p+il

iv. Eger p>—7/8ve( 2 K8p+12j11
4

dir (Deniz ve Bayir, 2019).

Ispat
. : 5 ) .. |2B,(2) y )
(i): B,eS (a) oldugunu gostermek igin B <l-a oldugunu gostermek
z
P
yeterlidir.
Dolayisiyla |z, +2,| <|z,| +|2,| iicgen esitsizligi m=0,1,2,--- i¢in

2m+1

m!(p+1)mlem(p+1)m_1 ve (3/2) (p+3/2) >

-1

(p+3/2)"" esitsizlikleri
kullanilirsa,

B,(z)
z

i I'(p+1)2m
~2"mIT(m+ p+1)

B, (2)-

ZZm +i r(p+1)(2m+l) Z2m+1
2= 2°™T(m+3/2)[(m+ p+3/2)

<i I'(p+1)2m +i I'(p+)(2m+1)
S AE2"mMIT (M4 p+1) 222" T (m+3/2)I(m+ p+3/2)
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2 +1
<
_;22mm!(p+1m 2022m+1 3/2 ) (p+3/2)_

< 2 2

m1 2" (p+1) 02" (p+3/2)"
- 1 m » l m
<2 K _
aorm) “Elarm)
__2 . gAp+h (3.1.10)
4p+3 4p+5
elde edilir.
Diger taraftan, |z,|—|z,|<|z,+2,| ters iiggen esitsizlizi m=0,12,- igin

mi(p+1) >2"*(p+1)" ve (3/2) (p+3/2) =2"*(p+3/2)" esitsizliklerinden

faydalanarak

B (Z)

i [(p+1) m+i I'(p+1) 72+
2m+1
~2"m!T(m+ p+1) =2 T (m+3/2)T'(m+ p+3/2)

= = 1
;Zme| p+1 ZO 2m+l 3/2) (p+3/2)m}

d 1
{ +K% 22m+12m—l m }

=2 ‘122”‘ (p+1)" (p+3/2)

>1_{2;(8(p1+1)J +K20(m”

_8p+5_K8p+12
8p+7 8p+11

(3.1.11)

elde edilir.Sonug olarak (3.1.10) ve (3.1.11) esitisizliklerinden

2 +K4p+6
213{)(2)_1< 4p+3  4p+5
B,(2) _8p+5_K8p+12

8p+7 8p+11

bulunur. Dolayisiyla teoremin i. sikkinin hipotezinden Bp € 8" (a) sonucuna ulasilir.
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2B;(2)
B;(2)

yeterlidir. |2, +2,| < |z,| +|2,| ticgen esitsizligi m=0,12,...i¢in

(i): B, eC(a) oldugunu gostermek igin <l-a oldugunu gostermek

mi(p+1) = 2m8+1( p+1)" ve (3/2) (p+3/2)_ 2((2m+1)(m+1)/4)(p+3/2)m

esitsizlikleri kullanilirsa

F(p+1)(2m+1)2m22m_1 i I'(p+)(2m+2)(2m+1) J2m

2B/ (z
‘ ( )‘ 22mm'F(m+ p+1) 2= 2°™T(m+3/2)[(m+ p+3/2)

< Z“’: I'(p+)(2m+1)2m +i I'(p+1)(2m+2)(2m+1)
T & 2"mIT(m+ p+1) & 2°™T(m+3/2)I(m+ p+3/2)

i (2m+1)2m i (2m+2)(2m+1)

<
- "mi(p+1),  +2°"(3/2) (p+3/2)
o0 0 4
+K
Z;sz p+1) mz=022m(p+3/2)m

=16§(4(p1+ J io( |0+3/2)jm

16, 4p+6

= (3.1.12)
4p+3 4p+5

bulunur. Diger taraftan; Hzl|—|22”£|zl+zz| ters liggen esitsizligi m=0,1,2,--- i¢in

2m+1 m
(p+1)

mi(p+1) > ve (3/2) (p+3/2) >((m+1)/2)(p+3/2)"

esitsizliklerinden faydalanarak

51 i I'(p+1)(2m+1) +i I'(p+D)(2m+2)
| &E2"mMIT(m+ p+1) AZ 2™ T (m+3/2)I(m+ p+3/2)

= (2m+)) - 2(m+1)
=1 {Zzzmml(pﬂ 2‘022”‘+l (3/2) (p+3/2)m}

m=1
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o0

14> kY

p+1 0 22" ( p+3/@ }

0 0 1 m
{ mz 4(p+1) sz_()[4(p+3/2)j }
4p-

K4p+6
4p+3 4p+5

IV

(3.1.13)

elde edilir. Sonug olarak (3.1.12) ve (3.1.13) esitsizliklerinden

2B,(2)| . 16(4p+5)+4K(4p+3)(4p+6)
B(z)\ (4p—1)(4p+5)—2K (4p+6)(4p+3)

gergeklenir. Dolayisiyla teoremin ii. sikkinin hipotezinden B, € C(a) sonucuna ulasilir.

K4p+6

Gi): i) den [28;(2)|< p"ar 4K 7 P

olur. Lemma 1.2.3.11 ile Teorem 3.1.5 in

iii. sikkinin hipotezinden B, e IC((1+ a)l 4) dir.

, .. |By(z
(iv): B,eP(a) oldugunu gostermek igin #—1 <l-a oldugunu gostermek
yeterlidir. |2, + 7,| <|z,| +|2,| ticgen esitsizligi m=0,12,- igin

ml(p+1) >2"*(p+1)" ve (3/2) (p+3/2) =2"*(p+3/2)" esitsizliklerinden

faydalanarak

B (z o o
() T r(v+1) L S (p+1) ot
z ~=2"mII'(m+ p+1) =2 T (M+3/2)['(m+p+3/2)

mﬂza“m' p+1 52" (312) (p+3/2)

< 1
K
m mzo 222" (p+3/2)"
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_28(p1+1)m2)[ (p+1] ZO( p+3/2)]m

2 _K8p+12
8p+7 8p+11

(3.1.14)

B,(2)
z

bulunur. Dolayisi ile Teoremin iv. sikkindaki hipotezden ——— € P(«x) dir.

Sonug 3.1.6: pe R ve z €U olsun. Bu durumda;

16(4p+5)+4K(4p+3)(4p+6)

<1 ise bu durumda B, eSS
Ap-D(@p+5-2K({4p+6)(4p+3)

i p>-3/4 ve

dir,

16(4p+5)+4K(4p+3)(4p+6)
Ap-D(@Ap+5-2K({4p+6)(4p+3)

i p>-3/4 ve <1 ise bu durumda B, € C

dir,

16 +4K4p +6
4p+3 4p+5

ii. p>-3/4ve <Z ise bu durumda B, e KK(1/2) dir,

2 _K8p+12
8p+7 8p+11

iv. p>-7/8ve [ ]<1 ise bu durumda B,/z e P dir (Deniz ve

Bayir, 2019).

Simdi de asagida Bessel-Struve g¢ekirdek fonksiyonlarinin Hardy uzayina ait olma

durumlar1 verilecektir.

Teorem 2.6.7: « €[0,1) olmak tizere p>-3/4 olsun. O zaman
i.  ae[0,1/2) igin B, e HY2 gy

ii.  a>1/2icin B, e H" dir (Deniz ve Bayir 2019).
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Ispat: Hipergeometrik fonksiyonun tanimindan
2 (a
F(a,b;c;z):Z—( ), (0),
n=0 -

ifadesi yazilabilir. k,d e C, a #1/2 ve y reel say1 olmasin bu durumda

k +d—_zl_2a =k +dzF (1,1-2¢;1; ")

(1— ze"”

z (1-2 _
:k+dz(;( n!a)n elynzn+1

ifadesi yazilabilir. Ayrica
k+dlog(1-ze” ) =k —dzF (1,1, z; z¢")

> 1
k d |yn n+1
nz(;n+1

ifadesi de gergeklenir. Buradan B, fonksiyonunun
i \2a-1
k+dz(1-2e")" ", a=#1/2
k+dlog(1-ze"), a=1/2

formlarinda olmadig: sGylenebilir. Teorem 3.1.5 in (ii) kismindan B, fonksiyonu o —

mertebeden konveks bir fonksiyon oldugundan ve Teorem 1.2.5.4 den ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.8: p>-3/4 ve f € R olsun. O zaman B, * f(z) e H” "R dir (Deniz ve

Bayir, 2019).

Ispat: N(z)=B,(2)* f(z) olsun. Buradan tirev alinirsa h'(z) :(Bp(z)/z)* f'(2)
biciminde yazilabilir. Sonu¢ 3.1.6 un (iv) kismindan B, (z)/zeP dir. feR

oldugundan Teorem 1.2.5.3 den heR olur. B,(z)/z fonksiyonu tam oldugundan h

da tam fonksiyon olur. Bu da h 1 sinirli oldugunu verir. Dolayisi ile ispat tamamlanur.

Teorem 3.1.9: peR, ae€[0,1) ve zeU olsun. y =1-2(1-a)(1- ) olmak iizere

eger f e R(pB) ise B, * f(z) e R(y) dir (Deniz ve Bayir, 2019).
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Ispat: Nh(z)=8B,(2)* f(z) olsun. Buradan tirev alinirsa h'(z) =(Bp(z)/z)* f'(2)
bigiminde yazilabilir. Teorem 3.1.5 in (iv) kismindan (Bp(z)/ Z) e P(a) dir. Teorem

1252 den ve f'eP(B) oldugundan h'(z)eP(y) vyazilabilir burada
y =1-2(1-a)(1-B) dir. Dolayistile he R(y) dir bu da ispati tamamlar.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda esasen bazi 6zel fonksiyonlarin Hardy uzayina olmasi i¢in sahip
olmalar1 gereken Ozellikler arastirildi. Daha agik bir ifadeyle 6nce Gauss hipergeometrik
fonsiyonlar, Bessel fonksiyonlari, Struve fonksiyonlari, Lommel fonksiyonlari, Mittag-
Leffler fonksiyonlar1 ve Wright fonksiyonlari gibi 6zel fonksiyonlarin geometrik
Ozellikleri ve Hardy uzay:1 lizerine yapilan calismalar verilmistir. Sonrasinda ise bu
caligmalardan esinlenerek Bessel-Struve cekirdek fonksiyonlarinin bazi geometrik

ozellikleri ve Hardy uzayina ait olabilmeleri i¢in gerek yeter kosullar incelenmistir.

Bundan sonra bu tip konular iizerine ¢alisma yapacak arastirmacilar yine farkli tiirden
0zel fonsiyonlarin veya tezde bahsi gegen 6zel fonksiyonlarin baz1 genellestirmeleri i¢in
Hardy uzaymi calisabilirler. Diger taraftan Bessel-Struve cekirdek fonksiyonlarinin
integral operatorlerinin geometrik ozellikleri ve sifirlar1 yardimiyla yildizillik ve

konvekslik yarigaplari lizerine ¢alisma yapabilirler.
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