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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

C Kompleks diizlem

R Reel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

U(z,,¢) Z, noktasmin ¢ komsulugu

U U ={z e C:|z| <1} merkezil agik birim disk

f (U ) U kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii

A Merkezil agik birim diskte analitik ve f (0) =f '(O) —1=0 kosulunu

saglayan f (z) =7+ Z:anzn ,a, € C,n=2,3,... seklindeki fonksiyonlarin
n=2

sinifi
S A ’nin iinivalent fonksiyonlarindan olusan alt sinifi
C Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi
S” Merkezil acik birim diskte normalize edilmis yildizil (Starlike)

fonksiyonlarin sinifi

$* () S*(a)z{f es:Re{ZI'{ZZ))}m, a2 [01), zEu}

C(a) C(a):{f esS: Re{l+ Z:,”((ZZ))}>0(, ae[0,1),z GU}

=5- Re 7f'(z2)+ pz*1"(z) g
s'C(pB) SC(B)= fes:R {ﬂzf’(z)+(1—ﬂ)f(z)} 0
,Be[O,l], zeU
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S (a,7) S*(a,r):{f eS: Re{1+—

C(a,7) C(a,7)=

|

S'C(B,7) SC(p.7)=

SC(a.8)  SC(af)=

SC(a,p,7) S°C(a,B,7)=

feS: Re{1+1[
T

1

7f'(2)
f(z)

T

{ —1}}>a, ae[O,l),ZeU}
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zf"(2)
f'(z)
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T

feS:
olis zf'(z)+ pz* f"(z2) s
" {1 {ﬂzf'<z>+<1—ﬂ>f<z> 1}} g
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ae[O,l), ﬂe[O,l], re(C*z(C—{O}, zeU
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1. GENEL BiLGILER

1.1. GIRIS

Bilindigi iizere, analitik fonksiyonlarin bazi alt smiflarina ait fonksiyonlarin katsayi
problemi bu fonksiyonlarin geometrisi iizerinde Onemli bir katkis1 oldugundan

geometrik fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yer tutar.

Ayrica, karmasik fonksiyonlar teorisinden bilinen Riemann teoremi geregince karmasik
diizlemin basit baglantili bir bélgesini birim diske konform déniistiiren bir fonksiyon
vardir. Bu sebepten karmagsik diizlemde bir bolgenin analitik fonksiyon altinda
goriintiistiniin nasil bir kiime olmasini incelemek yerine birim diskin analitik fonksiyon

altinda goriintiisliniin nasil bir kiime olmasi inceleniyor.

Birim diskin analitik fonksiyonlar altinda goriintiilerinin nasil bir bolge olmasina gore
fonksiyonlar cesitli smiflara ayrilirlar. Gorlinti bolgelerinin geometrik 6zelliklerine
gore bu smiflardan en ¢ok incelenleri linivalent, yildizil, konveks ve bu siniflarin bazi

alt simiflaridir.

Ozellikle ters smir deger problemlerinin ¢oziimii, akiskanlar mekanigi, elektroteknik,
niikleer fizik ve olasilik-istatistik gibi bir¢ok alanda uygulamasi olan konvekslik ve

yildizillik kriteri bu alanda aragtirmacilarin dikkatini cekmektedir.

Analitik fonksiyonlar tizerindeki calismalar karmasik diizlemin U ={z eC: |Z|<1}
agik birim diskinde tinivalent ve f(O)z f'(O)—1=0 normalize kosulunu saglayan

f(Z) analitik fonksiyonlarmin olusturdugu bir S smifimin alt smiflart {izerinde

yogunlagmistir.

Biz bu tez calismasinda asagidaki konular1 ele aldik:



1. Analitik ve linivalent fonksiyonlarin belli bir alt sinifi i¢in katsay1 problemi. Tez
calismamizda biz analitik ve iinivalent fonksiyonlarin belli bir alt sinifinin ilk ii¢
katsayilari i¢in kesin degerlendirmeler elde ettik.

2. Analitik ve iinivalent fonksiyonlari belli bir alt sinifinin ters fonksiyonlarinin
katsay1 problemi. Tezde ters fonksiyonlarin ilk ii¢ katsayilari i¢in {ist sinir

degerlendirmeleri elde edildi.

Bu tez birinci boliimii kuramsal temeller, ikinci boliimii materyal ve yontemleri ve

ticlincii boliim arastirma bulgulari olmak tizere ti¢ boliimden olusur.
1.2. KURAMSAL TEMELLER

1.2.1. Genel Kavramlar

Tezin bu kisminda biz bazi temel bilgileri verdik.

Tanim 1.2.1.1 (¢ —komsulugu): z, € C noktas1 verilsin. &> 0 igin

U(z,.6)={zeC:|z-2)<¢}

kiimesine z, noktasinin & —komsulugu denir.

Tanim 1.2.1.2 (I¢ Nokta): Karmasik diizlemde verilen bir kiimenin, belli bir komsulugu

ile bu kiimeye ait olan noktalarina bu kiimenin bir i¢ nokta’s1 denir.

Tanim 1.2.1.3 (Ac¢ik Kiime): Karmasik diizlemin sadece i¢ noktalarindan olusan

kiimesine acik kiime denir.

Tanim 1.2.1.4 (Kapali kiime): Tiimleyeni agik olan kiimeye kapali kiime denir.



Tanim 1.2.1.5 (Baglantih Kiime): Kiimeye ait herhangi iki noktay: birlestiren dogru

pargasi kiimeye ait ise kiimeye (dogrusal) baglantili kiime denir.

Tanim 1.2.1.6 (Bolge): Karmasik diizlemin agik ve baglantili kiimesine bir bolge denir.

1.2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Baz1 Alt Siniflar:

Tanim 1.2.2.1 (Analitik Fonksiyon): f(Z) karmagik degiskenli ve karmasik degerli

fonksiyonu z, € C noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger, sonlu

limiti varsa bu fonksiyona z, noktasinda tiirevlenebilir (veya diferensiyallenebilir)

denir. Eger, bir fonksiyon tanimli oldugu bir noktanin belli bir komsulugunda

tirevlenebilirse bu fonksiyona bu noktada analitik fonksiyon denir [1].

Tanim 1.2.2.2 (Tam Fonksiyon): C karmasik diizlemin her noktasinda analitik olan

fonksiyona tam fonksiyon denir.

Tam fonksiyona 6rnek olarak e, sinz, cosz, az+b, a,beC gibi bir ¢ok fonksiyon

gosterilir.

Tanim 1.2.2.3 (Normalize edilmis analitik fonksiyonlarn sinifi): f (0) =f '(0) -1=0

kosulunu saglayan U ={z e C:|z| <1} birim diskinde analitik olan f (z) fonksiyonuna

normalize edilmis fonksiyon denir [2].

U birim diskinde normalize edilmis analitik fonksiyonlar

f(z)=2z+) az" a,eCn=23.. (1.2.2.1)



sekilli agilima sahip olup bu fonksiyonlarinin sinifi A ile gosterilir ve asagidaki sekilde

yazilir

Tanim 1.2.2.4 (Univalent fonksiyon): Kompleks diizlemin bir D altkiimesi iizerinde
tanimlanmis bir f (Z) analitik fonksiyonu, kendi f (D) resmi iizerine birebir oluyorsa

bu fonksiyona D bolgesinde zinivalent fonksiyon denir.

Bir baska deyisle z,,z, € D olmak iizere f(Zl)z f (22) oldugunda z, =2z, ya da
z,#2, oldugunda f(z)#f(z,) oluyorsa f(z) fonksiyonuna D bolgesinde

tinivalent fonksiyon denir [2].

U bolgesinde analitik ve tinivalent olan (1.2.2.1) sekilli fonksiyonlarin sinift S olsun.

Yani,

S :{f ceA: f —Univalent}

yazilir [3].

Tanim 1.2.2.5 (Yildiz1l (Starlike) Bolge): Karmagik diizlemde bir bolgenin belli bir w,
noktasini keyfi noktasiyla birlestiren dogru pargas: bu bolgeye ait ise bu bolgeye w,

noktasina gore yildizil (starlike) bélge denir. Orijine gore yildizil bolgeye (kisaca)
yuldizil bélge denir [3].

Tanim 1.2.2.6 (Y1ldizil fonksiyon): Karmagsik diizlemde tanimli goriintii kiimesi yildizil

olan bir analitik iinivalent fonksiyona yildizil fonksiyon denir [3].

Not: Biz bu tez calismasinda agik birim diskte yildizil fonksiyonlar simifini

arastiracagiz.



Teorem 1.2.2.1 (Yildizil fonksiyonlarin analitiklik karakterizasyonu): f €S

fonksiyonunun U ’da yildizil olabilmesi igin gerek ve yeter sart her zeU igin
7f'(z
Re () >0
f(2)

Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin simifi S* ile gosterilir. Yani,

S*:{f eS:Re{Z:,((ZZ))}>O, ZGU}

saglanmasidir.

olarak tanimlanir [3].

Tanim 1.2.2.7 (« mertebeden yildizil fonksiyonlarn sinifi): f €S olsun. Eger U

kiimesinde o € [0,1) olmak tizere

oluyorsa f(Z) fonksiyonuna «  mertebeden yildizil  fonksiyon denir ve «

mertebeden yildizil fonksiyonlarin simfi S~ (a) ile gosterilir.

Yani,

S*(a)z{f eS:Re{Z:!((ZZ))}>a, a €[0,1), ZEU}

olarak yazilir [4].



Tanim 1.2.2.8 (Konveks bolge): B karmasik diizlemde bir bolge olmak tlizere B ’deki
her nokta ¢iftini birlestiren dogru pargas: yine B bolgesinde kaliyorsa B ’ye konveks
bélge denir [3].

Tanim 1.2.2.9 (Konveks fonksiyon): f € A olmak fiizere f(U) bolgesi bir konveks

bolge ise, f (Z) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [3].

Teorem 1.2.2.2 (Konveks fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu): f €S

fonksiyonunun U ’da konveks olmasi igin gerekli ve yeterli sart her z €U igin
zf"(z)
Re<1+ >0
t'(z)

Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir. Yani,

C:{f eS:Re{1+ Z::'((ZZ))}>0, ZGU}

seklinde tanimlanir [3].

saglanmasidir.

Tanim 1.2.2.10 (» mertebeden konveks fonksiyonlarin smifi): f €S olsun. Eger U

diskinde « >0 olmak tizere




oluyorsa f(z) fonksiyonuna o« mertebeden konvekstir denir ve o mertebeden

konveks fonksiyonlarin sinifi C (a) ile gosterilir.

Yani,

C(a)= {f esS: Re{1+ Z::’((ZZ))

yazilir [23].

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki iliski asagida teoremde verilmistir.

Teorem 1.2.2.3 (Alexander teoremi): f eC < zf'eS" [2].




2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Materyaller

Bu boliimde biz, tez calismamizda kullanacagimiz bazi 6n bilgileri verdik.

Her f €S fonksiyonu igin D ={w:|w|<r,(f)}, r,(f)=1/4 diskinde tanimlanan ve

f(z)=z+a,z* +a,2° +a,z* +... fonksiyonunun tersi

fH(w)=w+AwW + AW + AW +--., weD, (2.1.1)

olur. Burada A, =-a,, A, =2a;—a,, A =-5a5 +5a,a,—a,, sckilli acilima sahip

analitik @inivalent (W) ters fonksiyonu vardir ([5]).

Bilindigi tizere, (1.2.2.1) sekilli analitik fonksiyonlarin bazi ilk katsayilarinin

degerlendirilmesine geometrik fonksiyonlar teorisinde katsay1 problemi denir.

Katsay1r probleminin yani sira ters fonksiyonun katsayilarinin degerlendirilmesi de

literatiirde 6nemli yer tutmaktadir ([6]).

Bununla beraber, f €S olmak lzere |Og(f(Z)/Z) fonksiyonunun katsayilari i¢in

kesin degerlendirmelerin bulunmasi ¢ok biiyiik 6nem tasimaktadir ([6]).

Tez ¢alismamizda biz analitik ve tinivalent fonksiyonlarm /3 ( p= 0) parametresinin

degerlerine gore a(oc 20) mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlar smifinin

asagida tanimlanan bazi alt siniflarini inceledik.

Tanim 2.1.1. (1.2.2.1) ile tanimlanan f € S fonksiyonu



] zf'(z)+ pz°£"(z2) 0 7c
" {ﬂzf'<z>+<1—mf<z>} heel

kosulunu sagliyorsa bu fonksiyon sinifina S'C ( Jij ) , 20 smifindandir denilir.

Tanim 2.1.2. (1.2.2.1) ile tanimlanan f € S fonksiyonu

. zf'(z)+ pz*£"(2) oy 7e
R{ﬂZf'(ZHl—ﬂ)f(Z)} o=y

kosulunu sagliyorsa bu fonksiyon sinifina s’C (a’ p ) ,a, 20 sinifindandir denilir.

Hatirlatma 2.1.1. Tanim 2.1.1°de =0 yazilirsa iyi bilinen S*(a),a E[O,l) sinifini

elde ederiz.

Hatirlatma 2.1.2. Tanim 2.1.1’de f =1 yazilirsa iyi bilinen C(a),a 6[0,1) siifini

elde ederiz.

Tanim 2.1.3. (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f €S fonksiyonlarinin

] W1 zf'(z)+ B2*f"(2) 1o 5o
R {1 r{ﬂzf’(z)+(l—ﬂ)f(z) 1}} O zev

kosulunu saglayan alt sinifina S'C (ﬂ, Z') ,3>0,7eC =C —{0} smifi denilir.



Tanim 2.1.4. (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan f €S fonksiyonlarinin

] W1 7f'(z)+ B2*f"(2) 1l g 4e
R{l r{ﬂzf’(z)+(l—ﬂ)f(z) 1}} 2y

kosulunu saglayan alt smifina S'C (a, B, T) Ol € [O,l) ,B>0,7eC = (C—{O} sinifi

denilir.

Hatirlatma 2.1.3. Tanim 2.1.4’de =0 yazilirsa

kosulunu saglayan fonksiyonlarm S (a, 7),a€ [0,1) 7eC =C- {0} alt smifi elde

edelir.

Hatirlatma 2.1.4. Tanim 2.1.4°de £ =1 yazilirsa

kosulunu saglayan fonksiyonlarn C (a, Z') Ol E [O,l) 7eC =C- {0} alt smifi elde

edilir.

2.2. Yontemler

Bu alt boliimde biz tezde kullanacagimiz bazi lemmalar1 verecegiz.

Lemma 2.2.1 ([7]): P smfi U agik birim diskte analitik, p(0)=1, Rep(z)>0

kosullarini saglayan,

10



p(z)=1+pz+p,2°+-, zeU . (2.2.1)

sekilli seri agilimli p(Z) foksiyonlarin ailesi olsun. Bu durumda, p(Z) fonksiyonunun

katsayilar1 igin |pn|é2, n=12,3,... esitsizlikleri kesindir ve |Z|S1 ve |W|£10Imak

lizere z ve w karmasik parametrelerinin bazi degerleri igin
2p,=p; +(4-pf)z, (2.2.2)
4p,=p;+2(4-p})pz—(4-pf) p2* +2(4- pf)(l—|z|2)w (2.2.3)
esitlikleri saglanir.

Lemma 2.2.2 ([8,9]): P smifi U agik birim diskte analitik, p(0)=1, Re p(Z)>O

kosullarini saglayan ve (2.2.1) sekilli p(Z) foksiyonlarin ailesi ise

1 eger pe [0,2],

pz—g P! sZ-max{1,|,u—l|}=2{

|11, diger durumlarda
dir.
Lemma 2.2.3 ([8,9]): P smifi U agik birim diskte analitik, p(0)=1, Re p(Z)>0

kosullarimi1  saglayan, (2.2.1) sekilli p(Z) foksiyonlarin ailesi ve 0<B<1,
B(2B-1)< D < Bolsun. Bu durumda,

| p, —2Bp, p, + Dp;|< 2.

Lemma 2.2.4 ([8,9]): P smifi U agik birim diskte analitik, p(0)=1, Re p(Z)>O
kosullarini saglayan, (2.2.1) sekilli p(Z) foksiyonlarin ailesi olsun. Bu durumda,

1 2¢e[0.],

—(1+ A +Ap3<2-max
‘ps ( ) P.P, pl‘ {|21_1|, diger durumlarda.

11



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Katsay1 Problemi

3.1.1 S'C(8) Alt Simifina Ait Fonksiyonlar i¢in Katsay1 Problemi

Tezimizin bu bdlimiinde , biz S'C ( Jij ) , #>0 alt sinifina ait olan fonksiyonlarn ilk ti¢

katsayilari igin kesin degerlendirmeler veririz.

Teorem 3.1.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f(z)fonksiyonu S'C(f), #=0

altsinifindan ise bu fonksiyonun ilk {i¢ katsayis1 i¢cin

<_
¥ |a“|‘1+3/3'

<—— < ——
|EiZ|'_ 1_+_/? ’ |aS|_']:+ 2/3

kesin esitsizlikler gecerlidir.

ispat: Kabul edelimki f € S'C(), 820 olsun. O halde,

#f'(z)+p2°f"(z)
A (D) +(1—p) T (2) p(z),zeU, (3.1.1.1)

burada peP Lemma 2.2.1°de tanimlanan fonksiyondur.

Asagidaki ifadeleri (3.1.1.1) esitliginde dikkate alir ve sadelestirmeler yaparsak
z7f'(z)+ p°t"(2)=12 {1+ > nanz“} +p7°> n(n-1)a,z"* =
n=2 n=2

z+in[l+(n—1)ﬁ]anz”, zeU

12



Bzt'(2)+(1-B) f (z) =Bz (1+gnanz“j+(1—ﬂ)[z +ianz”J

n=2

:z+i[1+(n—1)ﬁ]anz”, zeU

p(z)=1+pz+p,z°+, zeU

bir sonraki esitligi elde ederiz

e Sn(as (- =[1 3 p | 2 30 (0-2) ' |

n=2 n=2

dolayistyla,

o0

:Z(n—l)(1+(n—1),3)anzn =(Z+§2:(1+(n—1)ﬁ)anz”j.g p,2". (3.1.1.2)

n

(3.1.1.2) esitligiden z ’nin kuvvetlerinin katsayilarini esitlersek f(Z) fonksiyonunun

a,, a;, ve a, katsayilari i¢in asagidaki ifadeleri buluruz

1
a=——

ATyl (3.1.1.3)

= 2
%= 2(1+2p) p2+2(1+2ﬁ) Pr) (3.1.1.4)

- 1 1
M T 3rsp) > 2(teap) M Te(reap) (3.1.1.5)
(3.1.1.3)’den
|a2| :L|p1|
1+

13



ve de Lemma 2.2.1 geregince

elde ederiz.

(3.1.1.4) esitsizligine tiggen esitsizligini uygular ve p, ve p?’nin katsayilarmn pozitif

olduklarini da dikkate alirsak

2
1+ 2,8 1+ 2/

jag| <

elde ederiz. Buradan teoremin ikinci esitsizliginin dogrulugu ¢ikar.

|a3| "{in degerlendirmesine benzer sekilde (3.1.1.5) ifadesinden |a4| "tin degelendirmesi

icin buluruz

la,| < [Pl o] + ‘pl‘

3(1+ 3ﬂ)|p3| 2(1+ 3ﬁ) 6(1+ 3,8

Buradan, Lemma 2.2.1 geregince teoremde |a4| icin istenen esitsizligin dogrulugu

kolayca cikar.

Teoremin ispatindan da gorildigii tizere, p,=p,=p,=2 almrsa elde edilen

esitsizlikler esitlik olarak gereklesir.

Ayrica, gosterebiliriz ki

B-2)2%y"+[1-B—(1+p)z]zy' - (1- B)(1+2)y =0

14



lineer diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimii igin teoremde elde edilen esitsizlikler

kesindir.
Bununla Teorem 3.1.1.1°in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.1.1°den asagidaki sonuglari kolayca elde ederiz.

Sonug 3.1.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f (Z)fonksiyonu S” alt sinifindansa bu

fonksiyonun ilk ti¢ katsaysi igin
la,|<n, n=234
kesin esitsizlikler gecerlidir. Ayrica,
(1-z)zy'—(1+2)y=0

diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii olan

f(z)= : > =2+22°+32%+4z2% +---+

fonksiyonu i¢in esitsizlikler esitlik olarak saglanir.

Sonug 3.1.1.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f (Z) fonksiyonu C alt sinifindansa bu

fonksiyonun ilk ti¢ katsaysi igin
la,|<L n=234...

kesin esitsizlikler gecerlidir .Ayrica,

15



(1-z)y"-2y'=0
diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olan

f(Z)=1i=z+zz+23+z4+-~-+,
—z

fonksiyonu i¢in esitsizlikler esitlik olarak saglanir.

Not 3.1.1.1: Sonug 3.1.1.2 ve 3.1.1.2°de elde edilen sonuglar, sirasiyla, [10, Sonug 2.2
ve 2.3], [11, Sonug 2.4 ve 2.5] ve [12, Sonug 2.2 v2 2.]’deki sonuglar1 dogular.

312 S°C (a,ﬂ) Alt Simifina Ait Fonksiyonlar I¢in Katsay:r Problemi

Bu bdliimde, biz S'C (a, p ), ae [O,l), £ =0 alt sinifina ait olan fonksiyonlarin ilk ti¢

katsayilari i¢in kesin degerlendirmeler verecegiz.

Teorem 3.1.2.1: (1.2.2.1) formiili ile tamimlanan  f(z)  fonksiyonu

s’C (a, p ), ae [0,1), S >0 alt sinifindan ise bu fonksiyonun ilk {i¢ katsaysi i¢in

[(-a)32a) o 2(1-a)(2a° ~Ta +6)

2] < 1+ ’|a3|‘W 3(1+38)

kesin esitsizlikler gegerlidir.
ispat: Kabul edelimki f € S'C(a, 8), @ €[0,1), 820 olsun. O halde,

z7f'(z)+ pz* " (z)
pzt'(2)+(1-4) f (2)

=a+(1-a)p(z), zeU, (3.1.2.1)

burada peP Lemma 2.2.1°de tanimlanan fonksiyondur.
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Asagidaki ifadeleri (3.1.2.1) esitliginde dikkate alir ve sadelestirmeler yaparsak
2t'(z)+ pz*f"(z) = {1+inanz“}rﬂzzin(n -1)a,z"? =
n=2 n=2
z+in[1+(n—1)ﬂ]anz”, zeU
n=2
Bzt (2)+(1-B) f(z)=pz (1+inanz“j+(l—,3)(z + ianz”] =
n=2

n=2
z+i[1+(n—1),6’]anz”, zeU
n=2

a+(1-a)p(z)=1+(1-a) pz+(1-a)p,z* +-, zeU

bir sonraki esitligi elde ederiz

Z (1+(n-1) B)a,2" _(1+2 1-a) j[”nij}“(“-l)ﬂ)anz"]:

n=2

dolayisiyla,

o0

Z (n-1)(1+(n-1)Ba,2" —( 2. (1+ (n-1)Ba,z ji(l—a)pnz”. (3.1.2.2)

n= n=1

(3.1.2.2) esitligiden z ’nin kuvvetlerinin katsayilarini esitlersek f(Z) fonksiyonunun

a,, a, ve a, katsayilari i¢in asagidaki ifadeleri buluruz

& =—"R, (3.1.2.3)
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o - 1-«a p+(1—a)2 pp-i-ﬂ
Y3(1+38) 7 2(1+438) T 6(1+3B)

3

Pr.

(3.1.2.5)

(3.1.2.3)’den
o=
1+
ve de Lemma 2.2.1 geregince
2(1-«
) < 22)
+p

elde ederiz.

(3.1.2.4) esitsizligine liggen esitsizligini uygular ve p, ve p/ ’nin katsayilarinin pozitif
olduklarint da dikkate alirsak

l1-a N 2(1—0[)2
1+2p 1+2p

jas| <

elde ederiz. Buradan teoremin ikinci esitsizliginin dogrulugunu ¢ikarir.

i¢in buluruz

(L-a)
2(1+3p

(1

l1-a
<
|a4|_ (1 3ﬂ

3(1+34

)ngl \pl\

)Iplllpzl

Buradan, Lemma 2.2.1 geregince teoremde |a4| icin istenen esitsizligin dogrulugu

kolayca cikar.
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Teoremin ispatindan da goriildiigii tizere, p,=p,=pP,=2 almirsa elde edilen

esitsizlikler esitlik olarak gereklesir.

Ayrica, gosterebiliriz ki
B(1-12) zzy”+{[(2a -1)p-1]z +1—,8}» zy'—(1-B)[1+(1-2a)z |y =0

lineer diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimii icin teoremde elde edilen esitsizlikler

kesindir.
Bununla Teorem 3.1.2.1°in ispati tamamdir.

Teorem 3.1.2.1°den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.2.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f (z)fonksiyonu S'C(5), >0 alt

siifindansa bu fonksiyonun ilk ii¢ katsaysi1 i¢in

ve |a,| <

|a2|sm' |a3|£@ 1+3ﬂ

kesin esitsizlikler gegerlidir.

Not 3.1.2.1 Sonu¢ 3.1.2.1°de elde edilen sonuglar Teorem 3.1.1.1°deki sonuglar1
dogular.

Sonug 3.1.2.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f (z) fonksiyonu S™(«), a €[0,1) alt

sinifindan ise bu fonksiyonun ilk {i¢ katsaysi i¢in

2(1-a)(22* ~Ta+6)
3

|a,|<2(1-a), |a|<(1-a)(3-2a) ve |a,|<

kesin esitsizlikler gecerlidir. Burada elde edilen esitsizlikler

(1-z)zy'—[1+(1-2a)z]|y=0
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diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olan

f(z):ﬁ:
2(1-a)(3-2a)(2-«a)

3

z+2(1-a)2* +(1-a)(3-2a)2° + 244,

fonksiyonu icin esitlik olarak saglanir.

Sonug 3.1.2.3: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f (z) fonksiyonu C(«), a €[0,1) alt

smifindan ise bu fonksiyonun ilk ii¢ katsayst i¢in

1-a)(3-2a 1-a)(3-2a)(2-«a
kesin esitsizlikler gecerlidir. Burada elde edilen esitsizlikler
(1-z)y"-2(1-a)y' =0
diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olan
2a-1
f(z):(l_z) 1
1-2c 1-2x
2 +(l-a)z+ (1-a)(3—-2a) . (1-a)(3-2a)(2-a) R

3 6

fonksiyonu i¢in esitlik olarak saglanir.

313SC (,B, 7) Alt Smifina Ait Fonksiyonlar i¢cin Katsayr Problemi

Tezimizin bu béliminde, biz SC (ﬂ,r), £>0,reC  alt smifina ait olan

fonksiyonlarin ilk {i¢ katsayilar1 i¢in degerlendirmeler veririz.
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Teorem 3.1.3.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f(Z) fonksiyonu S*C(ﬂ,r),ﬂZO,

7 eC" alt sinifindan olsun. Bu durumda f (Z) fonksiyonun ilk ii¢ katsaysi i¢in

2(2lef +3]e|+1)Ie]
3(1+3p)

2fe| (21l

|a2|gl ! | |_
+ 1+2p8

ve |a,| <

esitsizlikler gegerlidir. Burada, [a,| icin esitsizlik kesindir.

Ispat: Kabul edelimki f € S'C(,7),8>0,7C olsun. O halde,

1+1[ 7f'(z)+ p2*£"(2)

r| paf'(z)+(1-pB) f (Z)_l}: p(z), zeU, (3.13.1)

Burada peP Lemma 2.2.1°de tanimlanan fonksiyondur.

(3.1.3.1) esitliginde gerekli sadelestirmeleri yaparsak

0

=2(n—l)(lﬁt(n—l)ﬂ)anzn _ r.[z +Z(1+(n_1)ﬂ)anznj_§ 02"

n

esitligini elde ederiz.

Dolayisiyla,

(1+B)a,z* +2(1+2p8)a,2° +3(1+3B)a,z" +--- =

(3.1.3.2)
z'{plzz[(l+ﬂ)a2 P+ pz:lz3 +|:(1+2ﬂ)a3p1+(1+:8)a2 P, + p3]Z4+---}.

(3.1.3.2) esitligiden z’nin kuvvetlerinin katsayilarini esitlersek f(Z) fonksiyonunun

a,, a, ve a, katsayilari i¢in asagidaki ifadeleri buluruz

a=—"70Hn, (3.1.3.3)
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a, 4 P 2 (3.1.3.4)

PP +—_pd. (3.1.3.5)

(3.1.3.3)’den

o=
1+
ve de Lemma 2.2.1 geregince
ol
1+ 4

elde ederiz.

(3.1.3.4) esitsizligine tiggen esitsizligini uygular ve p, ve p?’nin katsayilarin pozitif

olduklarni da dikkate alirsak

lay| < |7l +2|T|2
T1428 1428

elde ederiz. Buradan teoremin ikinci esitsizliginin dogrulugu ¢ikar.

|a3| in degerlendirmesine benzer sekilde (3.1.3.5) ifadesinden |a4| lin degelendirmesi

i¢in buluruz

2
i

3(1+3ﬁ)|'03|+ 2(1+3p

3
i

6(1+34)

)|p1||p2|+ 7.
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Buradan, Lemma 2.2.1 geregince teoremde |a4| icin istenen esitsizligin dogrulugu
kolayca c¢ikar.

p, =2 secilirse |a2| icin elde edilen esitsizligin esitlik olarak gerceklestigi kolayca
goruliir.

Boylece, Teorem 3.1.3.1’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.3.1°den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.3.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f(z) fonksiyonu S'C(f),4>0 alt

sinifindan olsun. Bu durumda f (Z) fonksiyonun ilk ii¢ katsaysi igin

3
1+2p

2
1+ 8’

ja,| <

ve |a,| <

jay| < 1135

esitsizlikler gegerlidir.

Not 3.1.3.1 Sonug 3.1.3.1°de elde edilen esitsizlikler Teorem 3.1.1.1°de elde edilen
esitsizliklerle gakisir.

3.1.4 S'C(a, B,7) Alt Smifina Ait Fonksiyonlar i¢in Katsay1 Problemi

Tezimizin bu boliimiinde, biz S*C(a, ﬂ,z‘),a € [O,l), B>0,7eC alt sinifina ait olan

fonksiyonlarin ilk ii¢ katsayilari i¢in degerlendirmeler verecegiz.

Teorem 3.1.4.1: (1.2.2.1) formiili 1ile tanimlanan f(z) fonksiyonu

S*C(a,ﬂ,r),ae[o,l), £>0,reC  alt sinifindan olsun. Bu durumda f(z)

fonksiyonun ilk ti¢ katsaysi igin

(a2 1]l

1+p5 2 < 1+ 28
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2(1-a)| 2(1-a)’ ¢ +3(1-a)[r|+1]|
3(1+3p)

EWES

esitsizlikler gegerlidir. Burada, |a2| i¢in elde edilen esitsizlik kesindir.

ispat: Kabul edelimki f € S'C(a, 8,7),a €[0,1), 20,7 €C olsun. O halde,

1| zf'(z)+pz*f"(2)

1+-

| pzf'(z)+(1-B) f (2)

—1}:a+(1—a)p(z), zeU,

burada p eP Lemma 2.2.1°de tanimlanan fonksiyondur.

(3.1.4.1) esitliginde gerekli sadelestirmeleri yaparsak

o0

n n=1
esitligini elde ederiz.

Dolayisiyla,

(1+B)a,z* +2(1+2p)a,2° +3(1+3B)a,z" +--- =

r(l—a){plzz[(1+,6’)a2 P+ p, |28 +[(1+28) 8, p, +(1+ B)a,p, + p3]z4+~-}.

(3.1.4.1)

:Z(n—l)(1+(n—1),b’)anz” = T-[Z +g(l+(n—l)ﬂ)anz”j.i(1_a) p.z"

(3.1.4.2)

(3.1.4.2) esitligiden z’nin kuvvetlerinin katsayilarini esitlersek f(Z) fonksiyonunun

a,, a, ve a, katsayilari i¢in asagidaki ifadeleri buluruz

24
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(1-a)r (1—0{)2 7 :

%= 2(1+2p) P2 ¥ 2(1+25) P

(3.1.4.4)

 (1-a)r +(1—0{)272 +(1—a)373 ;
3(1+3p) & 2(1+3p) P 6(1+3p) -

(3.1.4.5)

(3.1.4.3)’den

-2,

ve de Lemma 2.2.1 geregince

la,|< (1 0‘)|T|

elde ederiz.

(3.1.4.4) esitsizligine liggen esitsizligini uygular ve p, ve p/ ’nin katsayilarinin pozitif

olduklarini da dikkate alirsak

(=)l , 20-a)' |

<
2] < 1+2p 1+2p

elde ederiz. Buradan teoremin ikinci esitsizliginin dogrulugu ¢ikar.

i¢in buluruz

( )||| |+ (1- 0‘) |T|| p, |+ (1 0‘) |T|3 3‘
3(1+35) " 2(r3p) |
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Buradan, Lemma 2.2.1 geregince teoremde |a4| icin istenen esitsizligin dogrulugu
kolayca c¢ikar.
Ayrica, p, =2 segilirse [a,| igin elde edilen esitsizligin esitlik olarak gergeklesir.

Bununla, Teorem 3.1.4.1°in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.4.1°den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.4.1: (1.2.2.1) formiilii ile tamimlanan f (z) fonksiyonu S'C(a, 8),a €[0,1),

S >0 alt smifindan olsun. Bu durumda f (Z) fonksiyonun ilk ii¢ katsaysi igin

_(1-a)(3-22) | 4|<2(l—a)(2a2—7a+6)

2] < Le2p T g3

1+

esitsizlikler gegerlidir.

Not 3.1.4.1: Sonug 3.1.4.1°de elde edilen esitsizlikler Teorem 3.1.2.1°de elde edilen

esitsizligin aynisidir.
3.2. Ters Fonksiyon Icin Katsay1 Problemi

321S°C ( B) Alt Siifina Ait Fonksiyonlarin Tersi i¢in Katsay1 Problemi

Tezin bu boliimiinde biz S'C (,3), =0 alt sinifina ait olan fonksiyonlarin ters

fonksiyonu i¢in katsay1 problemini inceleyecek ve ters fonksiyonun ilk {i¢ katsayisi i¢in

kesin esitsizlikler verecegiz.

Teorem 3.2.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f () fonksiyonu S°C(), B<[0,1]

alt simifindan ve f~*(w) bu fonksiyonun ters fonksiyonu olsun. Bu durumda, f(w)

ters fonksiyonunun ilk {i¢ katsayisi i¢in
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2 -3 2
< L +105+5
A 1+5 |A3|S(1+2/3’)(1+ﬂ)2

ve

A< 2 1_6(—,6’2+6ﬂ+2)+4(,84—19ﬂ3+42,62+40ﬂ+8)
S 3(1+38) | (1+B)(1+2p) (1+ )’ (1+28)

kesin esitsizlikler gegerlidir.

Ispat: feS*C(ﬁ), ﬂe[O,l] olsun. Bu durumda, S*C(ﬂ)cS oldugundan f(Z)
fonksiyonunun ters fonksiyonu f~(w) vardir ve D ={w:|w|<r,(f)}, r,(f)=1/4

diskinde (2.1.1) formiilii ile tanimlanir.

O halde, (3.1.1.3) ve (2.1.1) formiilleri geregince A, igin yazariz

__Ph
A= 1+8°

Buradan ve Lemma 2.2.1°den |A2| icin istenen esitsizligin dogrulugu cikar.

(2.1.1), (3.1.1.3) ve (3.1.1.4) formiillerinden A; i¢in yazariz

2

A3:2pf_ D { 2 1 ]pz P,
(1+p)Y 2(1+28) 2(1+28) |(1+p) 2(1+28)| " 2(1+2p)

2-(5-3 ],

2(1+ ) (1+2p) 2(1+28)

Buradan, A, igin u= 2(12 —(B—ﬂ)z)/(1+ ﬂ)z olmak tizere

yazilir.
Sonuncu esitlige Lemma 2.2.2°nin basit uygulamasi bize |A3| icin istenen esitsizlikleri

Verir.
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(2.1.1), (3.1.1.3)-(3.1.1.5) formiillerinden A, i¢in asagidaki esitligi yazariz

Ao b g BB F195°42f7 140548
3(1+36) ° (L+)(1+2B)(1+35) "7 3(1+ ) (1+28)(1+38)

Buradan, 1=3(-4"+68+2)/(1+5)(1+25)—-1 ve

_ B -198°+42p° +40B+8
(1+ )’ (1+2p)

olmak iizere A, i¢in asagidaki ifadeyi yazariz

A~ = (b, ~(1+2) p,p, + AP +(D-2) p2}.

30:39)
A>1 oldugundan sonuncu esitlige once liggen esitsizliini ve sonra Lemma 2.2.4’i
uygularsak |A4| i¢in istenen esitsizlik elde edilir.
Simdi elde edilen esitsizliklerin kesin oldugunu goérelim.

A, ’nin ifadesinden goriildiigi iizere, p, =2 secilirse |A2| icin elde edilen esitsizlik
esitlik olarak gerceklesir.

A;’nin ifadesinde p,=p, =2 alinirsa |A3| icin elde edilen esitsizlik esitlik olarak
gerceklesir.

p,=PpP,=Pp; =2 alinirsa |A4| icin elde edilen esitsizligin esitlik olarak gerceklestigi
A, *iin ifadesinden kolayca goriiliir.

Bununla, Teorem 3.2.1.1°in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.2.1.1’en asagidaki sonuglar kolaylikla elde ederiz.

Sonug¢ 3.2.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f(Z) fonksiyonu S~ alt sinifindan ve

f~(w) bu fonksiyonun ters fonksiyonu olsun. Bu durumda, f™(w) ters fonksiyonunun

ilk li¢ katsayisi i¢in
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A|<2, |A|<5 ve |A|<18

kesin esitsizlikler gecerlidir.

Sonug 3.2.1.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f (Z) fonksiyonu C alt sinifindan ve

f(w) bu fonksiyonun ters fonksiyonu olsun. Bu durumda, f'(w) ters

fonksiyonunun ilk {i¢ katsayist i¢in

<1, n=23 67
[Al<Ln=23ve |a|<

kesin esitsizlikler gecerlidir.

3225SC (a, p ) Alt Sinifina Ait Fonksiyonlarin Tersi i¢in Katsayr Problemi

Tezin bu béliimiinde biz S'C (a, p ),a € [0,1), L =0 alt siifina ait olan fonksiyonlarin

ters fonksiyonunun ilk {i¢ katsayisi i¢in kesin esitsizlikler verecegiz.

Teorem 3.2.2.1: (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan f(z) fonksiyonu

S*C(a,ﬁ), ae[O,l), ﬁe[O,l] alt smifindan ve fﬁl(W) bu fonksiyonun ters

fonksiyonu olsun. Bu durumda, f™ (W) ters fonksiyonunun ilk ii¢ katsayisi i¢in

l-«

2(1-a) 1+2p°
A= M= ama)[2-a)i2-(3- 57 )-0e ) |

(L+28)(1+ )

ae[0,0],

, aelal),

burada o, = 2(1+28-4°)/(3+65-°).

Ayrica,
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1_6(—ﬂ2+6ﬂ+2)(1_a)
2(1_a) (l+ﬂ)(l+2ﬂ) ae[O a]
A < 3(1+3p) 4(ﬁ4_19ﬁ3+4252+40,3+8)(1_a)2 , ],
| (1+8)’ (1+25)
2(1-a)
3(1+34)’ o clayl)

kesin esitsizlikler gegerlidir. Burada o, =(4+125-75)/3(2+65- ).

Ispat: feSC(a,B), ae[01),8€[01] olsun. Bu durumda, SC(a,B)cS
oldugundan  f(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu  f7'(w) vardir ve

D ={w:|w|<r,(f)}, r(f)=1/4 diskinde (2.1.1) formiilii ile tanimlanr,
O halde, Teorem 3.1.2.1 ve (2.1.1) formiilii geregince A, icin yazariz

l-«a

A, :—m P;.

Buradan, |A2| icin istenen esitsizligin dogrulugu cikar.

(2.1.1), (3.1.1.3) ve (3.1.1.4) formiillerinden A; igin

. Lo [ 2_(_ﬂz+6ﬂ+3)(l—a) pf}

“2(1r2p)| " (1+8)

dolayisiyla = 2(12 (3-8 )2 ) (1-a)/(1+ ,6’)2 olmak iizere yazariz.

_a-1 M
A3_2(1+2ﬂ)(p2 pl)
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Her Be[01] i¢in a€[0,a,] durumunda x€[0,2] ve ae[a,1) durumunda ise
2 < pu oldugundan sonuncu esitlige Lemma 2.2.2 uygulanirsa |A3| icin gerekli esitsizlik
elde edilir. Burada, o, =2(1+24-5°)/(3+64-5*).

Simdi, (2.1.1), (3.1.1.3)-(3.1.1.5) formiillerinden A, i¢in yazariz

A, =-5a’ +5a,a,-a, =

1-g (1-a) (- +68+2) (1—a) (B*-194° +428° +405+8)
— + — i
3r3p) @A) 2B)138) M s p  (1e2p)1e38)

Buradan,

_ 3(-4" +6B+2)(1-a) . (B*-198° + 42 +403+8)(1-a)’

2(1+B)(1+28) 4 (1+ ) (1+2p)

olmak iizere A, i¢in asagidaki ifadeyi yazariz

-«

3(1+3p)

AL {p,—2Bp,p, +Dp;}.
Her ae[ey,1) ve Be[01] igin 0<B<1 ve B(2B-1)<D<B esitsizliklerinin
saglandigi basit hesaplamalarla kolayca gosterilebilir. Burada,
a, = (—7ﬂ2 +12p’+4)/3(—ﬂ2 +68+ 2). O halde, A, icin buldugumuz sonuncu
esitsizlige Lemma 2.2.3’{in uygulamasi bize |A4| i¢in ikinci esitsizligi verir.
Ayrica, A=3(-p°+68+2)(1-a)/(1+B)(1+28)~1 olmak iizere A in ifadesini
asagidaki sekilde yeniden yazariz

l1-«

A=t 02
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Her ae[O,al] degeri igin ve her ﬂe[O,l] icin A>1 oldugu gosterilebilir. Bu

durumda, A, i¢in buldugumuz sonuncu ifadeye Lemma 2.2.4’ii uygularsak |A4| igin

birinci esitsizligi elde ederiz.

Simdi elde edilen esitsizliklerin kesin oldugunu gosterelim.
Dogrudan da A, ’nin ifadesinden goriildiigii iizere p, =2 alinirsa |A2| icin buldugumuz

esitsizlik esitlik olarak gerceklesir.

Ayrica, p,=0=p,—2 durumunda |A3| icin bulunan birinci esitsizligin ve p, = p, =2

durumunda da ikinci esitsizlik esitlik olarak gerceklesir.

Son olarak, p,=p,=p,=2 segilirse |A4| icin elde ettigimiz birinci esitsizlik ve

p, = 0= p, -2 secilirse ikinci esitsizlik esitlik olarak gergeklesir.

Boylece, Teorem 3.2.2.1’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.2.2.1°den asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonug 3.2.2.1: (1.2.2.1) formiilii ile tamimlanan f(z) fonksiyonu S'C (,H), ﬂe[O,l]

alt smifindan ve f~(w) bu fonksiyonun ters fonksiyonu olsun. Bu durumda, f~(w)

ters fonksiyonunun ilk {i¢ katsayisi i¢in

2 -3 2
< 2 B2 +108+5
ey M 2mae

ve

A< 2 1_6(—,6’2+6,B+2)+4(,64—19ﬂ3+42,62+40ﬂ+8)
S 3(1+38) | (1+B)(1+2p) (1+ )’ (1+28)

kesin esitsizlikler gecerlidir.

Not 3.2.2.1: Sonug 3.2.2.1°de elde edilen sonu¢ Teorem 3.2.1.1°de elde edilen sonucu

dogrular.
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Sonug 3.2.2.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f (z) fonksiyonu S™(«), @ €[0,1) alt

sinifindan ve f~ (W) bu fonksiyonun ters fonksiyonu olsun. Bu durumda, f~(w) ters

fonksiyonunun ilk ii¢ katsayisi i¢in

(1-)(5-6a), ae{o,ﬂ,

l-a, ae[g,l).
3

Al<2(1-a), A<

Ayrica,

2(1-a)[1+2(1-a)(13-16a) | ae[o g}
3 ’ 3]

i o2

3

NE

kesin esitsizlikler gecerlidir.

Sonug 3.2.3: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f(z) fonksiyonu C(a), @ €[0,1) alt

siifindan ve f~(w) bu fonksiyonun ters fonksiyonu olsun. Bu durumda, f™(w) ters

fonksiyonunun ilk {i¢ katsayist1 i¢in

|A|<l-a, |Al<

1__0‘, ae{l,lj.
3 2
Ayrica,
1- 6+(61-82c)(1-
(-a)[6+(61-82a)(1-a)| ae{og}
|A4|£ 36 7
l-«o [3 j
- ac|=,1
6 7

kesin esitsizlikler gecerlidir.

33



323SC ( B, 2') Alt Sinifina Ait Fonksiyonlarm Tersi I¢in Katsay1 Problemi

Tezin bu béliimiinde biz S°C ( 5, T) ,3>0,7€C alt smifina ait olan fonksiyonlarin ters

fonksiyonu i¢in katsayr problemini inceleyecek ve ters fonksiyonun ilk ti¢ katsayisi

icin degerlendirmeler verecegiz.

Teorem 3.2.3.1: (1.2.2.1) formili ile tamimlanan f(Z) fonksiyonu

SC(B.7),20,reC alt smifindan ve f~(w) bu fonksiyonun ters fonksiyonu

olsun. Bu durumda, f™ (W) ters fonksiyonunun ilk {i¢ katsayisi i¢in

2
IAQIS£, A<

[2(-% +6p+3) - (1+ B)|[
(1+8) (1+28)

ve

2/¢] 6(-5+64+2)
e
1+3p)| " (1+5)(1+2B)

4(B'-198° +42° +408+8)
7+ ;
(1+8) (1+2p)

o

Alsg

esitsizlikler gecerlidir. Burada, |A2| ve |A3| icin elde edilen esisizlikler kesindir.

ispat: feSC(B,7),$20,reC olsun. Bu durumda, SC(B,7)=S oldugundan
f(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu f(w) vardir ve

D={w:w<r,(f)}, r,(f)=1/4 diskinde (2.1.1) formiilii ile tanimlanir.

O halde, (3.1.3.3) ve (2.1.1) formiilleri geregince A, icin yazariz

__Th
A= 1+8°

Buradan ve Lemma 2.2.1°den |A2| icin istenen esitsizligin dogrulugu ¢ikar.

(2.1.1), (3.1.3.3) ve (3.1.3.4) formiillerinden A; i¢in yazariz
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- [2(—,82+6,6’+3)r 2}

A3:2(1+2ﬂ) P (1+8) T

Buradan, p=2(12—(3-B)’)c/(1+p)" olmak iizere Ay ifadesini asagidaki gibi

yazabiliriz

Sonuncu esitlige Lemma 2.2.2’yi uygularsak |A3| icin

g

) ‘2(12—(3—ﬁ)2)r—(1+ﬂ)2
p (1+8)° (1+25)

A3| i¢in istenen esitsizlik ispatlandi.

A

esitsizligini elde ederiz. Bununla,

Simdi (2.1.1), (3.1.3.3)-(3.1.3.5) formiillerinden A, i¢in asagidaki esitligi yazariz

A, =

T 3(-p*+6B+2)r (B -198° +42/8° + 405 +8)7* |
- 3 1P, + 3 1"
3(1+3p) P 1+ 8)(1+2p) P.P (1+8) (1+25)

Sonuncu esitsizlikte once iliggen esitsizligini ve sonra Lemma 2.2.1°1 uygularsak|A4|

igin istenen esitsizligi buluruz

2 |, 6(-p"+64+2)
) (1+B)(1+2p)

4(B*-194° +42/8° +40B+8)
7+ ; o)
(1+8) (1+2p)

Ayrica, p,=p, =2 segilirse |A2| ve |A3| icin elde edilen esitsizlikler esitlik olarak

gerceklesir.

Bununla, Teorem 3.2.3.1’in ispat1 tamamdir.
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Teorem 3.2.3.1°den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.3.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f (Z) fonksiyonu S°C (,B),,B 6[0,1] alt

smifindan ve f~(w) bu fonksiyonun ters fonksiyonu olsun. Bu durumda, f™(w) ters

fonksiyonunun ilk ti¢ katsayisi i¢in

2 -3 2
<= £°+106+5
Sy A 2m ey

ve

2|, 6(-B°+68+2) 4(p*-195°+425”+4053+8)
+ +
1+38)|  (1+8)(1+2p) (1+ )’ (1+28)

Al<5

esitsizlikler gegerlidir. Burada, |A2| ve |A3| i¢cin elde edilen esisizlikler kesindir.

Not 3.2.3.1: Sonug¢ 3.2.3.1’de |A,| ve |A;| i¢in elde edilen esitsizlikler Teorem

3.2.1.1°de |A,| ve | Ay icin elde edilen esitsizlikleri dogrular.

3.24 S'C(a, B,7) Alt Simifina Ait Fonksiyonlarin Tersi i¢in Katsayi Problemi

Tezin bu boliimiinde biz S*C(Oc,,B,z'),aE[O,l),ﬂZO,Te(C* alt sinifina ait olan

fonksiyonlarin ters fonksiyonunun ilk {i¢ katsayis1 i¢in degerlendirmeler verecegiz.

Teorem 3.24.1: (1.2.2.1) formilli ile tanimlanan f(z) fonksiyonu

S*C(a,ﬁ,f),ae[o,l), £>0,reC" alt smifindan ve f_l(W) bu fonksiyonun ters

fonksiyonu olsun. Bu durumda, f™ (W) ters fonksiyonunun ilk ii¢ katsayisi i¢in

< 20l |<‘ZW+6ﬂ+3)<1—a>f—<1+ﬂ>2\<1—a>|r|
1+,B ’ N (1+,B)2 (1+2ﬁ)
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ve
L, 85 +68+2)(1-a)l
2(1—a)|r| " (1+ﬁ)(1+2ﬂ)
A3 s
3(1+38) | 4(p* -194° + 427 + 404 +8)(1-a)’|e[
(1+8)’ (1+28)

esitsizlikler gegerlidir. Burada, |A,| ve |A;| icin elde edilen esisizlikler kesindir.

ispat: feSC(a,B7),ael01),20,reC olsun. Bu durumda, SC(B,7)cS
oldugundan  f(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu  f7(w) vardir ve

D ={w:w <1, (f)}, r,(f)=1/4 diskinde (2.1.1) formiilii ile tanimlanir.

O halde, (3.1.4.3) ve (2.1.1) formiilleri geregince A, igin yazariz

(1-a)r
1+

A =— Py
Buradan ve Lemma 2.2.1°den |A2| icin istenen esitsizligin dogrulugu c¢ikar.

(2.1.1), (3.1.4.3) ve (3.1.4.4) formiillerinden A; iin yazariz

(Frop3)-a)s . (-a)
21+ B) (1+28)  2(1+28) "%

Buradan, 11=2(12-(3- B)’)(1-a)7/(1+ )’ olmak iizere
—_ (1—0{)2’ ( _H 2)
A= 2(1+2p) Pem g

yazariz.
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Sonuncu esitlige Lemma 2.2.2’yi uygularsak |A3| icin

2(12-(3- ) )(1-a)r - (@4 ) |(1-)l
(1+B) (1+28)

A<

esitsizligini elde ederiz. Bununla,

A3| i¢in istenen esitsizlik ispatlandi.

Simdi (2.1.1), (3.1.4.3)-(3.1.4.5) formiillerinden A, i¢in asagidaki esitligi yazariz

_3(—,82+6ﬂ+2)(1—04)r
C@a)e | @A)r2p)
3(1+35)| (B* -198° + 428> + 40 +8)(1-a) ¢°
1+ ) (1+2p)

PP, +
A4=

p;

Sonuncu esitsizlikte dnce liggen esitsizligini ve sonra Lemma 2.2.1°i uygularsak|A4|
i¢in istenen esitsizligi buluruz.
Ayrica, p,=p, =2 segilirse |A2| ve |A3| icin elde edilen esitsizlikler esitlik olarak

gerceklestigi aciktir.

Bununla, Teorem 3.2.4.1°in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.2.4.1’den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢  3.24.1: (1.22.1) formiili ile tamimlanan f(z) fonksiyonu

SC(B.7),20,reC alt simifindan ve f™(w) bu fonksiyonun ters fonksiyonu

olsun. Bu durumda, f™(w) ters fonksiyonunun ilk ii¢ katsayst icin

2
IAZIS£, A<

[2(-* +6p+3)c - (1+ BY|I
(1+B) (1+25)

ve
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2|¢] 6(-5+65+2)
1+
T3(1+38)| 0 (1+8)(1+2p)

4(B*-198°+ 425 +408+8)
7+ ;
(1+8) (1+2p)

o

esitsizlikler gegerlidir. Burada, |A2| ve |A3| icin elde edilen esitsizlikler kesindir.

Not 3.2.4.1: Sonug 3.2.4.1’de |A,| ve |A| i¢in elde edilen esitsizlikler Teorem

3.2.4.1de |A2| ve |A3| icin elde edilen esitsizliklerin aynisidir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu yiiksek lisans tezinde analitik ve {inivalent fonksiyonlarin S*C(a, ﬁ),a, £=0 ve

s’C (a, B, z'),a, p>0,7eC = (C—{O} gibi belli bir alt siniflar1 tanitildi. Bu siniflar
i¢in katsay1 problemi incelendi ve bu smiflara ait olan fonksiyonlarin ilk ii¢ katsayilari

(S'C (a, p ) ,a, 20 sinifi) i¢in kesin degerlendirmeler elde edildi.

Tezde feSC(a,f).a,20 (ve feSC(a,p.7),a,>20,7€C =C—{0}) icin

f ters fonksiyonunun katsayr problemi incelendi. Ters fonksiyonlarin ilk iic

katsayilari i¢in kesin degerlendirmeler elde edildi.

Sonraki ¢aligmalarimizda, tarafimizdan tezde katsayilar i¢in elde edilen sonuglar

kullanilarak ve de tezdeki aym yol izlenerek S'C (a, p ) ,a,p>0  ve
s’C (a, B, z') ,a,>0,reC =C— {O} siiflar1  icin  Fekete-Szegé problemi
(ueC (yada ueR) olmak iizere a,—wa; fonksiyonelinin iist sinir degerlendirmesi)

ve bu sinuflar i¢in ikinci Hankel (a,a, —a?) determinantinin iist sinir degerlendirmesi

yapilacaktir.

Ayrnca, feSC(a,B)a,820 (ve feSC(a,pr)ap20reC = c-{o})
fonksiyonunun f ™ ters fonksiyonu icin ayni problemlerin incelenmesi diisiiniiliiyor.
Dabhasi, sonraki calismalarimizda feSC (a, p ) a, >0
(ve f eS'C(a,B,7),a,20,7eC =C—{0}) fonksiyonu igin |Og( f(z)/ Z) =9g(2)
fonksiyonunun katsay1 probleminin ve ¢ (Z) fonksiyonu i¢in Fekete-Szegd benzeri

problemin (xeC (yada ze€R) olmak iizere 5,5, —uo; fonksiyonelinin st sinir

degerlendirmesi) de incelenmesi diisiiniilmektedir.
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