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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

C Kompleks diizlem

Reel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi
N, N-{1
U Acik birim disk
f (U) Acik birim diskin f fonksiyonu altinda goriintiisii
[a, b] Baslangi¢ noktasi a, bitis noktasi b olan kapali aralik
A Acik birim diskte analitik ve f (0) =f '(0) —1=0 kosulunu saglayan
f(z)=z+ ianz” ,a,€C,n=2,3,... sekilli fonksiyonlarin sinifi
n=2
T Acik birim diskte analitik ve f (0) =f '(0) —1=0 kosulunu saglayan

f(z)=2-) a,2",a,20,n=23,... sekilli fonksiyonlarmn sinifi
n=2

S A ’nin {inivalent fonksiyonlarindan olugan alt sinifi

Agik birim diskte yildizil (starlike) fonksiyonlarin sinifi

S (a) Agik birim diskte @ mertebeden yildizil (starlike) fonksiyonlarin sinifi
TS () TNS (a)

TC(a) TNC(a)

T(a ) {feT:Re( Zf'(z)wzzf"(z)z)}a,zeu}

prt'(z)+(1-p) f(

W, .(2) Wright fonksiyonu



Birinci ¢esit Bessel fonksiyonu

Normalize edilmis Bessel fonksiyonu
Mittag-Leffler fonksiyonu

Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu
Normalize edilmis Mittag-Leffler fonksiyonu

Birinci gesit normalize edilmis Wright fonksiyonu

Ikinci cesit normalize edilmis Wright fonksiyonu

Ucglincii ¢esit normalize edilmis Wright fonksiyonu

Dérdiincti ¢esit normalize edilmis Wright fonksiyonu

Besinci ¢esit normalize edilmis Wright fonksiyonu

(x) INO72Y

r(x)

Gamma fonksiyonu yardimiyla ifadesi

- Pochammer (veya Appell) semboliiniin Euler



1. GENEL BIiLGILER

1.1. GIRIS

Bilindigi iizere, analitik fonksiyonlarin bazi alt simiflarinin geometrik 6zellikleri,
katsayilar1 igin tst siir degerlendirmeleri, Fekete-Szegé fonksiyonelinin ve Hankel
determinantinin {ist sinir degerlendirmesi geometrik fonksiyonlar teorisinin temel

konularidir.

Karmasik diizlemde bir bolgenin analitik fonksiyon altinda gdriintiisiiniin nasil bir kiime

olmasi1 geometrik fonksiyonlar teorisinde dnemli tartisma konusudur.

Ayrica, karmasik fonksiyonlar teorisinden bilinen Riemann teoremi geregince kompleks
diizlemin basit baglantili bir bolgesini birim diske konform doniistiiren bir fonksiyon
vardir. Bu sebepten karmasik diizlemde bir bolgenin analitik fonksiyon altinda
goriintlislinilin nasil bir kiime olmasini incelemek yerine birim diskin analitik fonksiyon

altinda goriintiistiniin nasil bir kiime olmasi incelenir.

Bu yilizden geometrik fonksiyonlar teorisinde yapilan c¢aligsmalar birim diskte

yapilmaktadir.

Birim diskin analitik fonksiyonlar altinda goriintiilerinin nasil bir bdlge olmasina gore
fonksiyonlar cesitli smiflara ayrilirlar. Goriintii bolgelerinin geometrik 6zelliklerine
gore bu smiflardan en ¢ok incelenleri {inivalent, yildizil, konveks ve bu smiflarin bazi

alt siniflaridir.

Ozellikle ters smir deger problemlerinin ¢oziimii, akiskanlar mekanigi, elektroteknik,
niikleer fizik ve olasilik-istatistik gibi bir¢ok alanda uygulamasi olan konvekslik ve

yildizillik 6l¢iitii bu alanda aragtirmacilarin dikkatini cekmektedir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinin temel konularindan biri de 6zel fonksiyonlardir.
Bilinen 6zel fonksiyonlarin yukarida bahsi gecen analitik fonksiyonlar sinifina ait olup
olmamas1 ve yeni Ozel fonksiyonlarin tiiretilmesi arastirmacilarin genis kitlesini

ilgilendirmektedir. Ayrica, bu fonksiyonlarin parcaciklarin asimptotik teorisinde,



integral donisiimler teorisinde, Kkesir mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin

¢oziimiinde genis uygulamalart bulunmaktadir.

Fizik ve matematik anabilim dallarinin bir¢ok uygulamali problemlerinin matematik

modeli bu tiir 6zel fonksiyonlari iceren denklemlerle ifade edilebilmektedir.

Bu sebepten 6zel fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerinin incelenmesi ve yeni gesit 6zel

fonksiyonlarm tiiretilmesi gilincelligini korumaktadir.

Analitik fonksiyonlar iizerindeki c¢alismalar karmasik diizlemin U = {Z eC: |z| < 1}
birim agik diskinde tinivalent ve f (0) =f '(0) —1=0 normallestirme kosulunu saglayan

f(Z) analitik fonksiyonlarinin olusturdugu bir S smifinin alt siniflari {izerinde

yogunlagmistir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde 6zel bir yeri olan integral operatdrler ile ilgili
calismalar 20. asrin basinda 1915’11 yillarda Alexander tarafindan baslatilmis ve
ilerleyen zamanlarda arastirmacilar tarafindan genis ilgi gormiistiir. Baz1 6zel
fonksiyonlarin, bu fonksiyonlar1 igceren integral operatorlerin ve iinivalent
fonksiyonlarin bazi alt simiflarini igeren integral operatdrlerin linivalentlik, yildizillik,
konvekslik gibi geometrik 6zelliklerinin incelenmesi iizerine birgok ¢alismalar vardir
(bknz., 6rnegin [1-19]). Bu ¢aligmalarda integral operatdriin igerdigi fonksiyonlar farkli

siniflardan alinarak integral operatdrlerin hangi siniftan oldugu incelenmistir.
Biz bu tez ¢alismasinda asagidaki konulari ele aldik:

1. Literatirde mevcut olan normalize edilmis iki cesit Wright fonksiyonlarini
iceren bazi integral operatorlerin tinivalentlik, yildizillik ve konvekslik gibi

geometrik 6zelliklerininin incelenmesi;

2. Bu tiir fonksiyonlar1 iceren integral operatorlerin analitik ve {inivalent
fonksiyonlarin bazi 06zel alt smiflarindan olmasi icin yeterli kosullarin

bulunmasi;



3. Wright fonksiyonundan yeni 6zel fonksiyonlar tiiretilmesi;

4. Tiretilen yeni ¢esit 6zel fonksiyonlarin iinivalentlik, yildizillik ve konvekslik

gibi geometrik karakterizasyonlarinin incelenmesi;

5. Tiretilen yeni g¢esit 6zel fonksiyonlarin analitik ve iinivalent fonksiyonlarin bazi

0zel alt siniflarindan olmast i¢in yeterli ve hem de gerekli kosullarin bulunmast;

6. Tiretilen yeni cesit normalize edilmis Wright fonksiyonlarin1 iceren bazi

integral operatorlerin geometrik 6zelliklerinin incelenmesi;

7. Tiretilen yeni cesit normalize edilmis Wright fonksiyonlarin1 iceren bazi
integral operatorlerin analitik ve iinivalent fonksiyonlarin bazi o6zel alt

smiflarindan olmasi i¢in kosullarin bulunmasi.

Bu tez calismamiz ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kuramsal temeller,
ikinci boliim materyal ve yoOntemler iiclincii boliimde ise arastirma bulgular1 yer

almaktadir.
1.2. Kuramsal Temeller

1.2.1. Genel Kavramlar
Bu kisimda tezde kullanilacak bazi temel bilgiler verilmistir.

Tanim 1.2.1.1 (& —komsulugu): z, € C noktas1 verilsin. € >0 igin
U(zy,6)={z€C:|z-17)|<&}
kiimesine z, noktasinin ¢ —komsulugu denir.

Tamm 1.2.1.2 (I¢ Nokta): AcC herhangi bir kiime olsun. z, € A noktasi igin

U(z,,6)= A olacak sekilde £>0 sayist varsa z, noktasma A kiimesinin bir i¢



noktas: denir. Bir baska deyisle z, € A igin U (Zo,g) < A olacak sekilde bir komsuluk

varsa z, noktasina A noktasinin bir i¢ noktas: denir.

Tanim 1.2.1.3 (Acik Kiime): Bir AcC kiimesi verilsin. Eger, A kiimesinin her
noktast A ’nin bir i¢ noktasi ise yani A kiimesi kendi i¢ine esitse A kiimesine ag¢ik

kiime denir.

Tanim 1.2.1.4 (Kapali Kiime): AcC olsun. A kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise

A kiimesine kapali kiime denir.

Tanim 1.2.1.5 (Egri): [a,b]c R olmak iizere siirekli bir 7/:[a,b] — C fonksiyonuna C

diizleminde egri (¢evre) denir. }/(a) ve y (b) noktalarina da sirastyla egrinin baslangic

ve bitim noktalart ad1 verilir.

Tanim 1.2.1.6 (Kapali1 Egri): 7:[a,b] — C bir olmak iizere 7(a):7/(b) ise 7 ya kapal
egri denir.

Tanim 1.2.1.7 (Basit kapali egri): 7/:[a,b]—>(C bir egri ve t,t, e[a,b] olsun. t, =t,
icin ]/(t1)= ]/(tz) oluyorsa 7’ya basit kapali egri ya da Jordan egrisi denir. Eger, 7
basit bir egri ve y(a)=y(b) ise 7 ya basit kapalr egri denir. Bir 7 egrisi verildiginde
y' tlirevi var ve siirekli ise J’ya diferensiyallenebilir egri denir. Diferensiyallenebilir

bir 7 egrisi ve Vte[a,b] i¢in }/'(t) #0 ise y’ya diizgiin egri denir.

Tanim 1.2.1.8 (Baglantili Kiime): Eger Ac AUA,, AnA =D, AnA = ve
ANnANA = olacak sekilde A ve A, gibi bos olmayan iki agik ve ayrik kiime

bulunamaz ise A< C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde A ’ya baglantisiz kiime

denir.

Tanim 1.2.1.9 (Bolge): Karmasik diizlemde agik ve baglantili olan kiimeye C’de bir
bélge denir.



1.2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Bazi Alt Simiflari
Tanim 1.2.2.1 (Analitik Fonksiyon): f(Z) karmasik degiskenli ve karmasik degerli

fonksiyonu z, € C noktasiin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger, sonlu

lim
7, 7— ZO

limiti varsa bu fonksiyona z, noktasinda tiirevlenebilirdir (veya diferensiyallenebilirdir)
denir. Eger, f(Z) fonksiyonu z, noktasinin belli bir komsulugunda tiirevlenebilirse

f(Z) fonksiyonuna z, noktasinda analitik fonksiyon denir [20].

Tanim 1.2.2.2 (Tam Fonksiyon): C karmasik diizlemin tamaminda analitik olan

fonksiyona tam fonksiyon denir.

Ornegin f (Z) =e’ ve f, (Z) =SinZ fonksiyonlar1 birer tam fonksiyonlardir.
Tanim 1.2.2.3 (Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifi): f (O) =f '(O) -1=0

kosulunu saglayan U ={zeC:|z|<1} birim diskinde analitik olan f fonksiyonuna

normalize edilmis fonksiyon denir [21].

U birim diskinde normalize edilmis

bigimindeki fonksiyonlarin smifi A ile gosterilir ve asagidaki sekilde yazilir

A= { f:vzeU icinf (Z) =7+ Z:anzn seklindeki analitik fonksiyon}.

n=2

Tanim 1.2.2.4 (Univalent fonksiyon): Kompleks diizlemin bir D altkiimesi {izerinde



tammlanmis bir f(z) fonksiyonu, kendi f (D) resmi iizerine birebir oluyorsa bu
fonksiyona D boélgesinde dinivalenttir denir. Bir baska deyisle z,,z, € D olmak iizere
f(z)=1(z,) oldugunda z =z, olmasi gerekiyorsa ya da z,#z, oldugunda
f(z)#f(z,) oluyorsa f(z) fonksiyonuna D bolgesinde iinivalent fonksiyon denir

[21].

A smifinin U agik birim diskinde hem de iinivalent olan fonksiyonlarindan olusan alt

smift S olsun. Yani,
S={f eA:vzeU icin f —tnivalent}.
[22].

Tanim 1.2.2.5 (Yildizil (Starlike) Bolge): B < C bir bolge ve ye B olmak iizere

noktasin1 B bolgesinin her X noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen
B bolgesinin i¢inde kaliyorsa B bélgesine Y noktasina gore yildizil (starlike) bolge
denir. Orijine gore yildizil bolgeye kisaca yiuldizil bélge denir. Bir bolgenin yildizil

olmasi igin gerekli ve yeterli sart her noktasina gore yildizil olmasidir [22].

Tanim 1.2.2.6 (Yildizil fonksiyon): f e A olmak iizere f (U) kiimesi orijine gore

yildizil ise, f (Z) fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir [22].

Teorem 1.2.2.1 (Yidizil fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu): f €S

fonksiyonunun U ’da yildizil olabilmesi igin gerek ve yeter sart her zeU igin

Re{zi k(zz>)}>°

saglanmasidir.

Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin simfi S” ile gosterilir ve



olarak tanimlanir [22].

Tanim 1.2.2.7 (o mertebeden yildizil fonksiyonlarin smifi): f €S olsun. Eger, U

oluyorsa f (Z) fonksiyonuna a mertebeden yildizildir denir ve bu sinif

S*(a)z{f eS:Re{Zf(Z)}Nx}

kiimesinde 0 < a <1 olmak tizere

—

—
N

N—

olarak tanimlanir [23].

Tanim 1.2.2.8 (Konveks bolge): B bir bolge olmak tizere B ’deki her nokta ¢iftini
birlestiren dogru pargasi yine B bolgesinde kaliyorsa B ’ye konveks bolge denir [22].

Tanim 1.2.2.9 (Konveks fonksiyon): f e A olmak iizere f (U ) kiimesi konveks ise,

f (z) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [22].

Teorem 1.2.2.2 (Konveks fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu): f eS

fonksiyonunun U ’da konveks olmasi igin gerekli ve yeterli sart her ze€U igin

Re {1+ Z: ((ZZ))} >0

saglanmasidir.

Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir ve



c ={f es: Re{1+ Z‘;”((ZZ))}>0}

Tanim 1.2.2.10 (o mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi): f €S olsun. Eger U

seklinde tanimlanir [22].

diskinde 0 <« <1 olmak lizere

Re{1+ Z: ((ZZ))} >a

oluyorsa f(z) fonksiyonuna a mertebeden konvekstir denir ve & mertebeden

konveks fonksiyonlarin siifi C ((Z ) ile gosterilir ve

C(a):{f es: Re{1+ Z';"((ZZ))}M}

seklinde tanimlanir [23].

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki iliski asagida verilmistir.

Teorem 1.2.2.3 (Alexander teoremi): f €S fonksiyonu veilsin. f e C olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul 7f'e S olmasidir [21].

Bu siniflar arasinda C = S” = S seklinde bir iliski vardir.

f(z)=2-az-a8,2"-..—a,2"-..=1 —ianz”,an >0 (1.2.2.1)

n=2

ile tanimlanan f (0) =0= f'(O)—l kosuluyla normallestirilen U agik birim diskinde

analitik f (Z) fonksiyonlarinin sinift T olsun.



U acik birim diskte a(ae[O,l)) mertebeden sirastyla, yildizil ve konveks olan

fonksiyonlardan olusan T ’nin alt simiflarii TS (0{ ) ve TC (a) ile gosterecegiz.

Tamimdan,
TS () ={f eT: Re(z:: '((ZZ)) >a,z EUJ},O{ c[01] (12.22)
TC(a) :{f eT: Re£1+ Z:,”((ZZ)) >a,1 eU]},a c[01] (12.2.3)

yazabiliriz. (ayrintilar i¢in bknz [21, 22] ve [24])

TS™ (a ) ve TC (a) ‘nin ilging birlesimi

| LW AT . U aelon). pe
s i) o <vado e

kosulunu saglayan f eT fonksiyonlarinin T(a, ﬂ) sinifidir.

Boylece,

~ _ zf'(z)+ pz* " (z)
T(a,ﬂ){f eT: R({,Bzf'(z)+(1—ﬂ) : (Z)]>a,ZeU},

(1.2.2.4)
ae [O,l),ﬂ 6[0,1].

T(a, ﬂ) sinifi Altintag ve digerleri tarafindan [25] ve [26] ¢alismasinda (T, ( P, a, ,B)
daha genel bir sekilde ) ve Irmak ve digerleri tarafindan [27] calismasinda incelendi.

Ozellikle de Altintas tarafindan [28] calismasinda T, (1, a,p ) sinifi olarak kabul edilir.

Ozel durumda #=0 ve S =1 igin



T(2,0)=TS" () ve T(a,1)=TC(a) (1.2.2.5)

yazariz.

1.2.3. Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Tanim 1.2.3.1 (Wright fonksiyonu): Bilindigi tizere [29], Wright fonksiyonu asagidaki

seri ile tanimlanir

n

- z
—, A>-1LuzeC 1.23.1
nzz(;l“ /1n+y)n' H ( )

Bu seri A=-1 iken U acik birim diskte, A>-1 iken C’de mutlak yakinsaktir.
Ayrica, A>—Ligin Wright fonksiyonu tam fonksiyondur. W, , (Z) Wright fonksiyonu

ilk defa Wright tarafindan [29] calismasinda tanimlandi ve A >O0igin pargaciklarin
asimptotik teorisinde uygulandi. Daha sonra, bu fonksiyon, ilk dnce Mikusinski’nin
operator hesab1 ve Hankel tipli integral doniisiimler teorisinde bir¢ok uygulama
bulmustur. Dahasi, kismi diferansiyel denklemlerin Lie grup yonteminin kesir
mertebeden kismi diferansiyel denklemlere genisletilmesinde goriildii ki, bu

denklemlerin grup-invariant ¢oziimleri Wright fonksiyonlar1 yardimiyla ifade edilebilir.

Son zamanlarda bu fonksiyonlar kesir dereceli diferansiyel denkemlerin ¢oziimlerinde
kullanilir ve denklemlerin Green fonksiyonlar1 Wright fonksiyonlar1 yardimiyla ifade
edilir (bknz [30, 31]).

Tanim 1.2.3.2 (Bessel Fonksiyonu): Bilindigi lizere,

o 7 2n+u
:nzn'l“ n+y+1)(§j

seklinde tanimlanan fonksiyona birinci ¢esit Bessel fonksiyonu denir [11].

10



Tanim 1.2.3.3 (Normalize edilmis Bessel fonksiyonu):
9,(2)=2"T(1+pu)z""], (21’2)
seklinde tanimlanan fonksiyona normalize edilmis Bessel fonksiyonu denir [11].

Belirtelim ki, 1. ¢esit Bessel fonksiyonu ile normalize edilmis Bessel fonksiyonu

arasinda asagidaki iliski vardir:

g,(42)=4r (u+1)z""2J, (2«5) :

Burada, J ﬂ(Z) 1. gesit Bessel fonksiyonu ve 0 #(Z) normalize edilmis Bessel

fonksiyonudur. Bilindigi tizere, 1. gesit Bessel fonksiyonu asagidaki ikinci dereceden

lineer homojen diferensiyel denklemin 6zel ¢oziimii olarak tanimlanir (bknz 6rn [11])
z*W'(z)+ zvv’(z)+(z2 —,uz)W(Z) =0.
Bu yiizden ¢ogu zaman bu denklem Bessel diferensiyel denklemi olarak adlandirilir.

Tanim 1.2.3.4 (Mittag-Leffler fonksiyonu): Bilindigi tizere,
o) Zk
= ———— peC,Re(p)>0
; I'(pk+1) ()

seklinde tanimlanan fonksiyona Mittag-Leffler fonksiyonu denir [32].

XMS

y P, C,R 0
=T pk+ T(pkrp) M€ e(p)>

ise genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Tanim 1.2.3.5 (Normalize edilmis Mittag-Leffler fonksiyonu):

EY (2)=T(4)2E, , (2)= Z*im(ﬂ(ﬁ)w) 2
2

11



seklinde tanimlanan fonksiyon normalize edilmis Mittag-Leffler fonksiyonudur [33].

(1.2.3.1) ile tanimlanan W, , (Z) Wright fonksiyonunun A sinifina ait olmadig1 agiktir.

Boylece, Wright fonksiyonundan tiiretilen ve A sinifina ait olan asagidaki

fonksiyonlar1 tanimlamamiz dogaldr:
1) lyi bilinmektedir ki

o r(ﬂ) Zn+1
S T(An+u) n!

” (1.2.3.2)
a 2 (u z"
= Z+,§‘F((n—l)/1+,u) (n—l)!’ A>-1 u>0,zeU,
0 ﬂ_{_ ) Zn+l
W/l(if(z)::l“(i+y)[wl’ﬂ }:Z a
F (1) | 2T (An+A+p)(n+1)! (1.233)

> /I+,u) z _
22; M- 1““#) , A>-1 A+u>0, zeU

fonksiyonlar1 sirasiyla, normalize edilmis Wright fonksiyonu olarak adlandirilir (bknz

[1, 6]). WA : )EA oldugu agiktir.

Wl(]l!),(z) ve Wﬁf(z) fonksiyonlarmi 1. ve 2. c¢esit normalize edilmis Wright

fonksiyon/ar: olarak tanimlayacagiz.

Kolaylikla gosterebiliriz ki (ayrica, bknz. [1])
22 (WL (2)) = (=W (2)+(A- s+ WS (2).
22 (W (2)) = (A+ - (2) - (u-DWL (7).
w® (z )_Z(W(2)( ))'
A A+u Au '
ayrica,

W (~2) =T (u+1)22,,(2z),

dolayisiyla

12



J (z):—LzH\N(” _z .
“ 2“T(u+1) betlog

Sonuncu formiilii ve Bessel diferansiyel denklemini kullanirsak Wl(i) (z)

fonksiyonunun asagidaki diferansiyel denklemi sagladigini kolayca gosterebiliriz:
W' (z)+(u-1) 2\/\/(z)+(z2 —,u+1)w(z) =0.

Sonuncu denklemden ve 1. ve 2. gesit normalize edilmis Wright fonksiyonlari
arasindaki iliskiden Wlffl) (Z) fonksiyonunun asagidaki homojen diferansiyel denklemi

sagladigini kolayca ¢ikarabiliriz:
W (z2)+(u+2)W'(z)+w(z)=0.

2) (1.2.3.1) ile tanimlanan WA’”(Z) Wright fonksiyonunun T smifina ait olmadig:

agiktir.

w

i (Z) fonksiyonu yardimiyla asagidaki iki fonksiyonu tanimlayalim:

W (z):=22-T(u)zW, ,(2),zeU,A1>-1Lu>0

ve
Wz(iz(Z)ZZZZ—F(/Hﬂ) WM(Z)—L 2eUA>-1LA+u>0,
I (k)
yani
W (2)=2-3 I'(#) 2 JeU, A>-1 u>0, (1.2.3.4)
=T (A(n-1)+ ) (n-1)!
W (2)=2-3 CA+H) 2 U a1 At us0, (1.2.3.5)

ST(A(N-1)+A+u) n!

W (z)=2z-w

A

(2), Wl(“) (z)=2z —Wl(if (2).

13



W w®eT oldugu agiktir; yani bu fonksiyonlar U agik birim diskte (1.2.2.1) ile

A A u

tanimlanan analitik fonksiyonlardir ve

WL (0)=(WS(0)) ~1=0, W14 (0)=(W 4 (0)) -1

normallesme kosullarini saglarlar.

Wﬁ)l (Z) ve Wi(iz (Z) fonksiyonlarina 3. ve 4. ¢esit normalize edilmis Wright
fonksiyonlar: diyecegiz.

3)

) + = T(A+up) 2™
Wi (2):=T(A+n)z ZF( A(n+1)+u) nt

n

Bu fonksiyonu kolayca asagidaki sekilde yazabiliriz

n

e /”t+
Z A 2 eus0.2eU. (1.2.3.6)

= in+,u) (n—-1)!
WA(SZ € A oldugu agiktir.

Wf’j(z) fonksiyonunu 5. cesit normalize edilmis Wright fonksiyonu olarak

tanimlayacagiz.

Kolayca gosterebiliriz ki

=

)

—
N

~
Il

Wl(l ( )’ iy(z)_z( /U/(Z))
WS (~2) =T (u+1) 2423, (Zﬁ):—%g# (42).

Burada, Jﬂ(Z) 1. ¢esit Bessel fonksiyonu, gﬂ(Z)normaIize edilmis Bessel

fonksiyonudur.

Kolayca goriilebilir ki sz (Z) fonksiyonu agagidaki denklemleri saglar:

14



2(WSS) (2)) ~WL9) (2)~a(4,4) W2, (2) =0, (1.2.3.7)

Au

"

22 (W (2)) ~22(W) (2)) + 20 ~b(4, )WL, (2)=0. (1.2.3.8)
Burada,
F(/1+,u) 1
a ﬂ“’/’l = = y
( ) 1"(2/t+,u) (ﬂ,+,u)/1
F(l+,u) 1
b i,ﬂ = = 1
Gt = atwa)~ (2,
I(r+x) -
(X)rzw, (x),=1 Pochammer (veya Appell) semboliinin Euler Gamma
X

fonksiyonu yardimiyla ifadesidir.

Not 1.2.1: Umarniz ki Wl(sz (Z) fonksiyonu matematik ve ilgili alanlarda genis uygulama

alani bulur.

1.2.4. Analitik Fonksiyonlarin Baz1 integral Operatorleri

Son yillarda asagidaki integral operatorlerin iinivalentligi {izerine birgok calisma

yapilmistir (6rnek i¢in bknz [34-36])

z Vp
Gp(z)z{pjt“f'(t)dt} , (1.2.4.1)

qu,qz,...,p(z)={pjtp1ﬁ[fkT(t)jqk dt} , (1.2.4.2)
z q Uq
Gq(2)={qft“(ef(t)) dt} , (1.2.4.3)

15



Up

qu(z)_{pitpl(@f dt} ,zeU, (1.2.4.4)

burada, f,(z), k=1,2,..,n ve f(z) fonksiyonu A smifina aittir ve q,, k =12,...,n

tizere p, q (1.2.4.1) — (1.2.4.3) integrallerini yakinsak yapan parametrelerdir.

Ayrica, Breaz ve digerleri [37] calismalarinda asagidaki integral operatorlerin

tinivalentligi i¢in ¢esitli yeterli kosullar elde etmislerdir

k=1

A . U(na+l)
Gn’a(z)z{(na+l)!(1_[ fk(t)j dt} , (1.24.5)

burada n bir dogal say1, o reel say1 ve f, € A, k=12,..,n. Baricz ve Frasin [38]
calismasinda fk(Z), k=12,..,n ve f(Z) normalize edilmis Bessel fonksiyonlari

oldugu zaman (1.2.4.2) — (1.2.4.5) sekilli integral operatorlerin {inivalentligi i¢in bazi

yeterli kosullar elde ettiler.
Bu tez ¢alismasinda biz  f, (Z), k=1,2,...nve f (Z) fonksiyonlar1 normalize edilmis

Wright fonksiyonlart oldugu durumda (1.2.4.1) — (1.2.4.4) sekilli integral operatorlerin

U acik birim diskte {inivalentligi i¢in ¢esitli yeterli kosullar verdik.
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Analitik Fonksiyonlar ve Bazi Integral Operatorler i¢in Univalentlik

Kriterleri

Bu béliimde, tez ¢alismamizda kullanacagimiz bazi iinivalentlik kriterlerini ve ihtiyag

duydugumuz baz1 bilgileri verdik.

Lemma 2.1.1: [39] Eger, f(Z) fonksiyonu kompleks diizlemde konveks bir bolgede

analitik fonksiyon ise ve Re(f'(z))>0 kosulu saglantyorsa, f(z) U *da iinivalenttir.

Lemma 2.1.2: [34] Eger, f(z) fonksiyonu her zeU igin

nlzf"(z
(2-12f) ((Z))

kosulunu saglarsa f (z)fonksiyonu U ’da iinivalenttir.

<1

Lemma 2.1.3: [40] geC, acR ve Re(q)>1 a>1 ve 2a|q/<33 olsun. Eger, f € A
fonksiyonu her zeU icin ‘zf’(z)‘sa kosulunu saglarsa (1.2.4.3) ile tamimlanan

G, :U — C fonksiyonu U *da iinivalenttir.

Lemma2.1.4:[40] P ve C Re( p) >0 ve |C| <1, ¢# -1 kosullarin1 saglayan kompleks
sayilar olsunlar. Eger, f e A fonksiyonu her ze€U igin

<1

fﬂ(z)
ol +(1-12P" )2
i1 Al

kosulunu saglarsa (1.2.4.1) ile tanimlanan G, :U — C fonksiyonu U *da iinivalenttir.
Lemma 2.1.5: x, =1.2581

2x—(x+1)e""Y +1=0 (2.1.1)
denkleminin niimerik kokii olmak tizere 4 >1 ve A+ u>Xx, olsun. Bu durumda, her

z €U igin asagidaki esitsizlikler saglanir
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(W (5) (z )) _ (2 +us1)

, (2.1.2)
) (z) 2(A+ u)+1—(A+ pu+1)e’H
W (2)) | £ =2 {( A+ u+2) e 1), 2.1.3
Z( /LM(Z)) (/1+,u){( THT ) } ( )
Ispat: Wi(sﬂ (Z) fonksiyonunun tanimindan yazriz

: , = T(A+u) 1

z(Wﬁ(Z)) e z(Wf5)(Z)) “WO(2) § ;F(/In+u)(n 2)! (2.1.4)
W (2) W (z) L i (A+p) 1

3T (An+ ) (n—1)!

Lemmanin A>1 hipotezi altinda F(n—1+/1+y)ﬁr(/1(n—l)+/1+ﬂ) esitsizligi her

neN i¢in gegerlidir. F(n+x):1“(x)(x)n oldugundan, burada
(x)n:x(x+1)(x+2)...(x+n—1), (x)ozl

Euler Gamma fonksiyonu yardimiyla tanimlanan Pochammer (ya da Appell)
semboliidiir,

r(/’H‘/U) B F(ﬂ,+,u) - 1 _
F(/in+,u) _F(ﬂ(n_l)_'_l_'_lu) = (14_#)”_1, neN (2.1.5)

elde ederiz.

Ayrica,

(2+4),, = (A+u) (At )2+ utn=2)2 (A+u)(A+ 1)

esitsizligi her ne N i¢in saglanir. Buna denk olarak

SR ! neN (2.1.6)

(A+u),, (A+p)(4 +,u+1)rF2

yazilabilir. (2.1.5) ve (2.1.6)’y1 kullanarak

18



Y(A+p+)
F A+ ,u ’

2 2 1 1 e
= 2.1.7
nz_;‘l—‘(/m+,u nz:zl ﬂ+ﬂ)(/1+lu+1)n72 (n—2)! A+u ( )

Sonucuna variriz.

Benzer sekilde,

N F ﬁ—l—’u 1 ﬂ+ﬂ+l 1(A+u+l)
s -1 2.1.8
nzl"(/ln+y (n—]_)! A+u (e ) ( )

elde edilir.

(2.1.4), (2.1.7) ve (2.1.8)’den lemmadaki (2.1.2) esitsizliginin dogrulugu ¢ikar.

Simdi (2.1.3) esitsizligini ispatlayalim. W/1 (Z) fonksiyonunun tanimindan yazabiliriz

2 /1+,u > ﬂ+/¢ 1
L5 LT

r(an+u)( =T (An+u) (n-1)1

(2.1.7) ve (2.1.8)’i uygulayarak elde ederiz

1(A+u+1)

<1+8 +/1+’u+1(e1’(“"+1)—1).
A+u A+u

Bu ise lemmanin ikinci hilkkmiiniin aynisidir.

Boylece, Lemma 2.1.5 ispatlanda.

Lemma 2.1.6: [6, Lemma 4] x,=1.2581 (2.1.1) denkleminin kokii olmak iizere
A>1ve A+ pu>X, olsun. Bu durumda, her ze€U igin asagidaki esitsizlikler saglanir

2(w (2)) g9 219
~1< A,
W@ ] e (ae
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31+1{(y+2)e”“’+1>—(ﬂ+1)}. (2.1.10)

Lemma 2.1.7 [6, Lemma 5]: x, =1.2581 (2.1.1) denkleminin kokii olmak tizere A >1
ve A+ u>x, olsun. Bu durumda her z €U ig¢in asagidaki esitsizlikler saglanir

( (2)(2)) < (A+u+1)e"“ -1
(2)( ) (/1+ﬂ)_(/1+ﬂ+1)(e1/(#+1)_1)’

i+y+1 "
/1_'_” ( 1/,;1 1)_

Lemma 2.1.8 (bknz [25, sayfa 10, Teorem 1]): feT olsun. O zaman f(z)
fonksiyonunun T(a,ﬂ), a[O,l), Y] [O,l] sinifindan olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

i(n—a)(ﬁ(n—l)ﬂ)an <l-a (2.1.11)

n=2
esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 2.1.1 [41]: & kompleks sayist Rea >0 ve f(z)=z+a,z”+... fonksiyonu

U ’da analitik fonksiyon olsun. Bu durumda, her zeU i¢in

1 | |2Rea ”(Z)

Rea ‘ f'(z)

; <1
ve Re > Rea kosulunu saglayan her o, 8 kompleks sayilari igin
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Fy(2)= {ﬂiuﬂ‘lf '(u)dur =Z+..

fonksiyonu U ’da tinivalenttir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI
3.1. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlarinin Baz1 Ozellikleri

3.1.1. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlari i¢cin Baz1 Yeterli Kosullar

Bu bolimde biz (1.2.3.4) ve (1.2.3.5) ile tanimlanan W*) (z) ve W'*)(z) normalize

Y
edilmis Wright fonksiyonlarinin T((x,ﬂ) smifindan olmasi i¢in bazi yeterli kosullar

verdik.

Teorem 3.1.1.1: Eger A >1, M2 l,=0.462 ve asagidaki

(1-a)(2u+1) (1 +1)~{(1-@) (u+1)" + (1+(2-a) B) (u+1)+ B 20

estsizlik saglanirsa Wﬁ)l (z) fonksiyonu T (a B ) ae [0,1) vef e [O,l] smifina aittir.

Ispat:

oldugundan Lemma 2.1.8 geregince

:(n—a)(ﬁ(n—l)+1)r((nli(ll;;jL#) (nil)! <l-«a (3.1.1.1)

oldugunu gostermek yeterlidir.

() 1
(N=1)A+u) (n-1)!

Ll(z,y;a,m=§<n—a><ﬂ<n—1)+1>r(
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olsun. Kolayca
(n—a)(B(n-1)+1)=B(n-2)(n-1)+(1+(2-a) B)(n-1)+(1-a)

yazabiliriz. Bu esitligi kullanarak basit hesaplama ile

S ﬂ r(x)
L4 :Z;‘ )T ((n- 1;1/1”1

elde ederiz.

Teoremin hipotezi altinda her neN, =N- {1} = { 2,3, } i¢in

F(n—1+y)£1“((n—1)/1+u) saglanir. Buna  gore, F(n—1+lu):1“(,u)(,u)n4

oldugundan,

Olp) 1 3.1.1.2)

olur. Burada, (u) =T(n+u)/T(u)=p(u+1)---(u+n-1), , (1), =1 Euler Gamma

fonksiyonu ile tanimlanan Pochammer ( ya da Appell ) semboliidiir.

(3.1.1.2)’yi kullanarak

1 > 26!) 1 - 1 1
L (4 ua p)< an)() Z (n—-2)! (»),, +nzn1)()

buluruz. Ayrica, her ne N, i¢in

(‘”)H :’u('qul)"’(qurn—z)Z,U(,qul)n_z
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dolayistyla

< —, neN (3.1.1.3)
(fu)nfl ,u(,u+1) ’ i
oldugu agiktir.
(3.1.1.3)’1 kullanarak
i 1 > 1+(2-a 1
Li(/l,,u,a,ﬂ)éz ﬁ +Z ( )ﬁ

elde ederiz. Bu durumda,

{ g 1+(2-a)B (1—05)(,u+1)}el,ﬂ+1_ (-a)(u+)) ,
p(u+1) 1 Iz I 9

kosulu saglanirsa (3.1.1.1) gerceklesir. Bu ise asagidaki esitsizlige denktir
(1—05)(2,u+1)(,u+1)—{(1—a)(y+1)2 +(1+(2—a)/3)(u+1)/3+/3}e”<““) >0.

Boylece, Teorem 3.1.1.1’in ispat1 tamamlandi.

Teorem 3.1.1.1’de =0 alir ve (1.2.2.5)deki ilk baglantiyr kullanirsak asagidaki

sonuca variriz.

Sonug 3.1.1.1: Eger 421, > 4, =0.462 ve asagidaki

(1-a)(2u+1)-[(1-a)(u+1)+1]e"“? >0
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esitsizlik saglanirsa Wz(i), (z) fonksiyonu TS” (a ) , Q€ [0,1) sinifina aittir.
Sonug 3.1.1.1’de =0 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.1.2: Eger A >1 ve x> x ise normalize edilmis Wf) (Z) Wright fonksiyonu

7

TS" smifina aittir. Burada, x, = 2.4898
2x+1-(x+2)e"* =0 (3.1.1.4)
denkleminin niimerik kokudir.

1/(x+1)

Ispat: ¢(x)=2x+1—(x+2)e""”, x>0 olsun. Basit hesaplama ile

' X2+X_l 1/(x+1)
X)=2-——-"¢
# () (x+1)2

elde edilir. Bu fonksiyonun grafiginden griildiigii gibi ¢'(x)>0’dir (bknz Sekil 1).

X2 +x—1

1/( X+ : o
€ 1) fonksiyonunun grafigi.
(x+1)

Sekil 1. y=¢'(x)=2

O halde, ¢(x)fonksiyonu kesin artan fonksiyondur.
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Ayrica, ¢(X) fonksiyonunun grafiginden ya da (3.1.1.4) denkleminin bilgisayar

¢oziimiinden X, = 2.4898°in bu denklemin niimerik kokii oldugunu goriiriiz (bknz sekil

2).

Sekil 2. y =¢(x)=2x+1-(x+ 2)eﬂ(x+l) fonksiyonunun grafigi.

Bu nedenle x> x, igin 2u +1—(,u+2)e1/(”+1) >0 olacaktr.

Boylece, Sonug 3.1.1.2°nin ispat1 tamamlandi.

Teorem 3.1.1.1’de B =1 alir ve (1.2.2.5)’deki ikinci baglantiyr kullanirsak asagidaki

sonuca variriz.

Sonug 3.1.1.3: Eger A 21, > p, =0.462 ve asagidaki
1-a)(u+1)(2u+1)—{(1-a)(u+1)* +(3—-a)(u+1)+1le’ ™ >0
(1-a) (u+1) (2 +1)~{(1-a) (u+1) +(3-a)(u+1)+1]

esitsizligi saglanirsa Wi(s;)l (z) fonksiyonu TC (0[ ) Q€ [0,1) sinifina aittir.
Sonug 3.1.1.3’de a =0alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.1.4: Eger A2>1, pu>x, ise sz(z) fonksiyonu TC siifina aittir. Burada,

X, = 4.8523 asagidaki
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2x* +3x+1—(X* +5x+5)e’*¥ =0 (3.1.1.5)
denkleminin niimerik kokudiir.

Ispat: x>0 olmak iizere ‘P(x):2x2+3x+1—(x2+5x+5)e”(”1) olsun. Basit

hesaplama ile

x(2x2 +8x+7)
(x+1)2

1/(x+1)

¥'(x)=4x+3-

elde edilir. Bu fonksiyonun grafiginden gdriildiigii gibi x>1.25 i¢in ¥'(x)>0’dir
(bknz sekil 3).

i e L

x(2x2 +8x+7)
(x+1)2

1/(x+1

Sekil 3. y=¥'(x)=4x+3- ) fonksiyonunun grafigi.

e

Buna gore, X>1.25 i¢in ¥ (x) fonksiyonu kesin artan fonksiyondur.

Ayrica, lI’(X) fonksiyonunun grafiginden ya da (3.1.1.5) denkleminin bilgisayar

¢oziimiinden X, =4.8523’tin bu denklemin niimerik kokii oldugu goriiliir (ayrica, bknz

sekil 4).

27



.

Sekil 4. y =¥ (x)=2x"+3x +l—(x2 +5x +5) Y fonksiyonunun grafigi.

Buna gore, her g > x, i¢in

247 +3u+1- (4 +5u+5)e"“? >0

saglanir.

Boylece, Sonug 3.1.1.4 ispatlandi.

Teorem 3.1.1.2: A >1, x> 0ve asagidaki

(1) )~ {(1- (1 B)a) A 41 + (=) (4 1) e

+(A+u+1){(1-(1-p)a)(A+u+2)+(1-apB)} 20

esitsizlik saglansin. Bu durumda Wﬁf(z) fonksiyonu T (a, ), a€[0,1) ve B<[0,1]

sinifina aittir.

Ispat:
i F(/1+,u) z_”
SZT(A(n-1)+A+u)n!

oldugundan Lemma 2.1.8 geregince
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> (n-a)(p(n-1)+1) Farwn) 1, (3.1.1.6)

oldugunu gostermek yetecektir.

L, (4 i, B) = g(”‘“)(ﬂ(”‘1)+1)r(,1(rn(—/11;fﬂ)u+u)%

olsun.
Kolayca (n—a)(B(n-1)+1)=4,(n-1)+(1-ap)n-(1-B)a yazabiliriz.

Bu esitligi kullanarak basit hesaplama ile yazariz:

P qgr )
(4 0 ) —nZ n- 2)lr(,1(n—1)f,1+ﬂ)
N —a 1Y) 1 I(A+u) +°° I(A+u)
;(1 y n](n—l)!l‘(ﬂ(n ~1)+A+u) Z; r(ﬂ(n—1)+/1+y)'

L yerine A+ u yazar, (3.1.1.2) ve (3.1.1.3)’i kullanirsak

= B 1 = 1-af 1
ﬂ o, S +
(%t B) nz )(ﬂ.+,u)(ﬂb+,u+1)"_2 ;(n—l)!(/1+y)(/1+y+l)”_2
(1 B)a)(A+u+1) ey 1
/’t+,u A+u+l
elde ederiz.
Boylece,

(1—(1—ﬂ)a)(/1+y+1)2+(1_aﬂ)(/1+ﬂ+1)+ B | e
A+u A+u A+u

Atpu+l
A+u

+H(1-(1-p)a)(A+u+2)+(1-aB)| <1-a

29



kosulu saglanirsa (3.1.1.6) saglanir.

Bununla, Teorem 3.1.1.2’nin ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.1.1.2°de p=0 alir, (1.2.2.5)’deki ilk baglantiyr kullanirsak asagidaki sonuca

variriz.
Sonu¢ 3.1.1.5: A>1, u>0ve

(I—a)[(A+p+1)(A+pu+2)+ A+ p ]+ A+ p+1
~[(1-a)(A+u+1)+1](A+p+1)e"“V =0

esitzisligi saglanirsa Wi(iz (z) fonksiyonu TS” (a ) , Q€ [0,1) sinifina aittir.
Sonug 3.1.1.5’te @ =0 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.1.1.6: 4121, A+pu>X, ise Wz(,?(z) fonksiyonu TS"sinifina aittir. Burada,
x, =1.7703

X2 +5x+3—(x2 +3x+2)e”(“1)

0 (3.1.1.7)

denkleminin niimerik kokuidiir.

ispat: h(x)=x*+5x+3—(x*+3x+2)e"™", x>0 olsun. Basit hesaplama ile

2X2 +4x+1 el/(x+1)

h' =2X+5-
(x)=2x+ 1

yazariz. Bu fonksiyonun grafiginden goriildiigii iizere h'(X) >0 dir (bknz sekil 5 ).
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22 +4x+1 (st

) fonksiyonunun grafigi.
X+1

Sekil 5. y =h'(x)=2x+5-

Boylece, h(x) fonksiyonu kesin artan fonksiyondur. Ayrica, h(x) fonksiyonunun

grafiginden ya da (3.1.1.7) denkleminin bilgisayar ¢6ziimiinden x, =1.7703’{in bu

denklemin niimerik kokii oldugu goriiliir (bknz sekil 6).

Sekil 6. y =h(x)=x>+5x+ 3—(X2 +3X+ Z)eﬂ(m) fonksiyonunun grafigi.

Buna gore, her 1+ u > X, igin
2(A+ ) +(A+p+D)(A+ p+2)+1—(A+pu+1)(A+p+2)e"“H > 0.

Boylece, Sonug 3.1.1.6 ispatlandi.
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Teorem 3.1.1.2°de B =1 alir, (1.2.2.5)’deki ikinci baglantiy1 kullanirsak asagidaki

sonuca variriz.

Sonug¢ 3.1.1.7: Eger A 21, u>0ve

(1—a)[2(/1+y)+1}+(/1+y+1)(/1+y+2)
_[(l—a)(}wu+1)+(/1+u+1)1e1’(’““+1) >0

esitsizligi saglanirsa W/l(fB (z) fonksiyonu TC (a) Nas [0,1) sinifina aittir.
Sonug 3.1.1.7°de a =0 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.1.8: Eger A>1 ve A+u>x, ise Wﬁ(z) fonksiyonu TC sinifina aittir.

Burada x, =1.7703 (3.1.1.7) denkleminin niimerik kokiidiir.

3.1.2. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlarinin Univalentligi, Yildizilhg1 ve
Konveksligi

Bu boliimde esas amacimiz Wﬁl (Z) fonksiyonunun U ’da tinivalentligi, yildizillig1 ve

konveksligi icin yeterli kosul vermektir.

Asagidaki teorem Wa(i)z (z) fonksiyonunun iinivalentligi iizerinedir.

Teorem 3.1.2.1: x, =2.4898 (3.1.1.4) denkleminin niimerik kokii olmak tlizere 4 >1 ve

A+ > X ise W (z) fonksiyonu U *da iinivalenttir.
Ispat: Bu teoremi ispatlamak igin Lemma 2.1.1i uygulayacagiz. Lemma 2.1.1

geregince, W )

+2(z) fonksiyonu U °da analitik oldugundan, her zeU igin
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(W (5)

i (z )) >0 oldugunu gostermemiz gerekir. Kolayca gosterebiliriz ki bu kosulun

!

saglanmast igin {1— (sz (Z)) <1 kosulunun saglanmasi yeterlidir.

W/l(sg (Z) fonksiyonunun tanimindan, basit hesaplamayla

_Z”:F(/Pr,u) nz"* |<i L(A+u) n

L(An+p) (n-1)Y " ST (An+p) (n-1)!

r(a r( ) (3.1.2.1)
2 +,u 1 > A+u 1
;r (ins 1) (n=2)1 " &= T (ans 1) (0=
elde ederiz.
Teoremin hipotezi altinda her n€ N i¢in
T(n=1+A+u)<T(A(n-1)+ 2+ p)

esitsizligi saglanir.
F(n+X):F(X)(X)n oldugundan

CA+p) T+ 1 (3.1.2.2)

C(An+u) T(A(n-1)+A+u)” (A+n), ,

elde ederiz. Ayrica,

(A+u)  =(A+ @) (A+u+1) s (A+ pun=2)2 (A+p)(A+pu+1)""
esitsizligi her n e N igin saglanir. Bu esitsizlik asagidaki esitsizlige denktir

LR ! neN. (3.1.2.3)

(A+u) (}u+u)(/1+,u+l)"f2

(3.1.2.2) ve (3.1.2.3)’i uygularsak
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© 1" ﬂ+‘U © 1 1 el/(l+,u+1)
g = 3.1.24
;F(inw zz (A+u)(A+p+1)" (n=2)!  A+p ( :
elde ederiz. Benzer sekilde,
3 P(Arp) 1 “‘”1( P _q) (3.1.2.5)

nzzl"(/”tn+y) (n 1) A+ u

esitsizligine sahibiz.

Boylece, (3.1.2.1), (3.1.2.4) ve (3.1.2.5) “den

1- (W (5) ( z)), < At+pu+2 gl(asd) _ A+u+l
l Atu A+u

elde edilir.
Kolayca goriiliir ki yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki ifadenin iistten 1 sayisi ile

siirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2(A+p)—(A+p+2)e"" ) 11>0 (3.1.2.6)

esitsizliginin saglanmasidir.

Simdi ¢: R — R fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim
o(x) = 2x+1—(x+2)e"",
2 —
X" +Xx-1 RUCS)

(x+1)2

da fonksiyonun grafiginden goriilebilir (bknz sekil 1). ¢(X) fonksiyonunun tiirevi

Her x>0 igin @' (x)=2- > 0 oldugu bilgisayar programi yardimiyla ya

pozitif oldugundan ¢(X) fonksiyonu x >0 igin kesin monoton artan fonksiyondur.
Ayrica, (3.1.1.4) denkleminin kokiiniin x, = 2.4898 oldugunu basit bilgisayar programi

yardimiyla gorebiliriz. Bdylece X > x, oldugu durumda ¢(x)> 0 dir (bknz Sekil 2).
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Bu ise teoremin hipotezinin aynisidir.

Boylece, Teorem 3.1.2.1’in ispat1 tamamlandi.

Asagidaki teorem W( ( ) fonksiyonunun konveksligi ve iinivalentligi tizerinedir.

Teorem 3.1.2.2: x, =4.8523 (3.1.1.5) denkleminin niimerik kokii olmak tizere 4 2>1 ve

A+ > X, ise W (z) fonksiyonu U ’da konveks ve iinivalenttir.

Ispat: Ik olarak teoremin birinci hiikmiinii ispatlayalm. Bunun igin
(5) 14
z(WZ' p (z))

Re| 1+ >0 oldugunu gostermek Yyetecektir. Bilindigi tizere, eger

z (W 5) (z))”
(W) (2))

<1

oldugunu géstermemiz yeterlidir.

(3.1.2.1)’e benzer sekilde

elde ederiz. Buradan, gorildiigii tizere eger,
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<1 (3.1.2.8)

_ z(Wf},(z )
ise ' <1 olacaktir. Ayrica, (3.1.2.8) esitsizligi
(Wi (2))
> ﬂ+,u > l+,u n
1 3.1.29
nzl“ /1n+,u z T(An+u) (n—l)!< ( )

esitsizligine denktir.
Kolayca

2 l+,u > ﬂ,+,u n

ér /1n+,u) +Z§ /1n+y)(n—1)l

* l+,u °° /1+,u s /1+,u 1
5) 33 oy

- F/ln+u)( = T(An+ ) (n = T(An+u) (n-1)!

(3.1.2.10)

yazariz.

(3.1.2.4)’e benzer sekilde yazilir

r /l+ 1/(/1+,u+l)
M1 e . (3.1.2.11)

;F(/anr,u) (n=3)1" (A+pu)(A+u+1)

(3.1.2.4), (3.1.2.5) ve (3.1.2.11) yardimiyla (3.1.2.10)’dan

i F ﬂ,+y — i l+u n
I(An+ Z r(4 -1)!
n=2 ,Ll 2 n+,Ll (n 1)

M

(3.1.2.12)
(/1+,u+1) +3(/1+,u)+4e1,(w,+1) At+u+l

(A+u)(A+u+1) A+u

IA
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elde ederiz.

Kolayca gorebiliriz ki (3.1.2.12)’nin sag tarafinin 1 sayisindan kiiciik olmasi i¢in
2(A+u) +3(2 +,u)+l—[((/1 cu) +5(/1+,u)+5)j| gVl 5 (3.1.2.13)

esitsizliginin saglanmasi gerekli ve yeterlidir.

Simdi y : R — R fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim
w(X) =2x* +3X +1—(x2 +5x+5)el’(x+1) .

2x% +8x% + 7x /0D

Her x>1 i¢in y'(x)=4x+3- >
(x+1)

>0 oldugunu bilgisayar programi

yardimiyla gorebiliriz (ayrica, bknz sekil 3). Buna gore, her x>1 igin !//(X)

fonksiyonu kesin artan fonksiyondur. Ayrica, (3.1.1.5) denkleminin kokiiniin

X, =4.8523 oldugunu bilgisayar programi yardimiyla gorebiliriz. Bundan dolayi,
X > X, iken l//(X) > 0’dir (bknz sekil 4).

Bu ise teoremin hipotezinin aynisidir. Boylece, teoremin birinci kismi ispatlanmis oldu.

Simdi teoremin ikinci kismini ispatlayalim.

Her zeU i¢in




oldugunu elde ederiz. Bdylece, Lemma 2.1.2 geregince W/1 ( ) fonksiyonu U ’da

univalenttir.

Bununla Teorem 3.1.2.2 ispatlandi.

Simdj, sz (z) fonksiyonunun yildizilhg iizerine asagidaki teoremi verelim,

Teorem 3.1.2.3: x, =2.4898 (3.1.1.4) denkleminin niimerik kokii olmak tizere A>1 ve

A+ > %, ise W ( ) fonksiyonu U *da yildizildir.

Ispat: Teoremi ispatlamak i¢in her zeU icin Re >0 oldugunu

N
W3 (
. . |2 (W) . -
gostermek gerekir. Bunun i¢in [1— W(5)( ) <1 oldugunu gostermek yeterlidir.
z
A

(3.1.2.1) ve (3.1.2.7)’ye benzer olarak

: : i [(A+u) n-1
o) W) S0 0
wE (z2) ‘ wE (z2) L i (A+u) 1
ST (An+u) (n-1)

elde ederiz.
(3.1.2.14) esitsizliginden goriildiigii tizere eger,

> F /1+,u n-1

2, .

2l M”’)( L (3.1.2.15)

2 ﬂ,+,u 1
-2.¢ (/1n+,u)(n—l)!
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ise, dolayisiyla,

Fi+,u i l+,u 1

nz_;l“(ﬂnﬂz) Zzl I(An+u) (n—1)!

<1 (3.1.2.16)

z(Wﬁ, z )
W(s)(z)

A

esitsizligi saglanirsa [1— <1 olacaktir.

(3.1.2.4) ve (3.1.2.5)’1 uygulayarak

Zw: (/”L+,u i ﬂ,+,u 1

C(An+p)(n = T(An+p) (n-1)! (3.1.2.17)
S/’L-i—,u+281/(i+,,+1) 2,4- +1
A+u A+

elde ederiz.
(3.1.2.16) esitsizliginin saglanmasi i¢in (3.1.2.17) esitsizliginin sag tarafinin 1’den

kiiclik olmasi, yani
2(A+p)+1-(A+p+2)e" Y >0 (3.1.2.18)

esitsizliginin saglanmasi gerekli ve yeterlidir.

2(Wil)(2))

Sonug olarak eger, (3.1.2.18) saglanirsa |1— <1 esitsizligi saglanacaktir.

A

Bununla Teorem 3.1.2.3’{in ispat1 tamamland.

Not 3.1.2.1: Belirtelim ki 1. ve 2. ¢esit normalize edilmis Wright fonksiyonlarinin
tinivalentligi, yildizillig1 ve konveksligi Prajapat [1] tarafindan incelendi. 3. ve 4. ¢esit
normalize edilmis Wright fonksiyonlarinin tinivalentligi, yildizillig1 ve konveksligi

tezimizdekine benzer sekilde incelenebilir.
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3.2. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlarin Iceren Integral Operatorlerin Bazi

Ozellikleri

3.2.1. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlar ile Temsil Edilen integral
Operatorler icin Baz1 Yeterli Kosullar

Bu boliimde Wi(‘i)l (z) ve Wi(‘z (z) fonksiyonlarini igeren integral doniisiimler i¢in bazi

yeterli kosullar verildi.

)

AWy 2w (t
G, (A7) = [ t dt ve G, (4,4;2) = *t‘ dt zeU  (32.1.1)
0 0

olsun. Burada Wﬁ),(z) ve Wl(i}(z) fonksiyonlar1 sirasiyla (1.2.3.4) ve (1.2.3.5)’de

tanimlanan fonksiyonlardir. Not edelim ki G,,G, €T .

Bir sonraki teoremlerde W (z)ve W/!*) (z) fonksiyonlariin T (e, 8) smifinda olmast

icin yeterli kosullar1 verecegiz.

Teorem3.2.1.1: 121, u> p, =0.462 ve asagidaki

(1-a) u+{(1-(1-B)a)(u+2)+1-ap} (u+1)
~{(1-(1-B)a@)(u+1)’ +(1-ap)(u+1)je" 20

esitsizlik  saglansin. Bu durumda, Gl(/l,,u;z) fonksiyonu T(a,ﬂ)ae[o,l)

vepf e [0, 1] sinifina aittir.

Ispat: Teorem 3.2.1.1°in ispati Teorem 3.1.1.2’nin ispatina benzerdir. Gergekten de

G, (A, ;2) fonksiyonunun tanimindan kolaca yazariz:
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Bu durumda Teorem 3.1.2.1°in ispatin1 tamamlamak i¢in Teorem 3.1.1.2°de

L yerine 11— A yazmak yeterlidir.

Teorem 3.2.1.1°de p=0 alir, (1.2.2.5)deki birinci baglantiyr kullanirsak asagidaki

sonuca variriz.

Sonu¢ 3.2.1.1: Eger A 21, u> 1, =0.462 ve asagidaki
(1-a)| (u+1) + 20 +1 |+ +1-[(1-@) (u+2) +1](u+2) "V > 0
esitsizlik saglanirsa G, (4, 4;z) fonksiyonu TS” (a), a 6[0,1) sinifina aittir.

Sonug 3.2.1.1’de « =0 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.1.2: Eger A>1ve pu>x, ise Gl(l,,u;Z) fonksiyonu TS® smifina aittir.

Burada, x, =1.7703’iin (3.1.1.7) denklemin niimerik kokiidiir.

Ispat: Sonuc¢ 3.2.1.1%in ispatt Sonu¢ 3.1.1.6’min ispatina ¢ok benzerdir. Bu yiizden

Sonug 3.2.1.1’in ispatin1 vermeye liizum yoktur.

Teorem 3.2.1.1°de g =1 alir, (1.2.2.5)’deki ikinci baglantiyr kullanirsak asagidaki

sonuca variriz.

Sonug 3.2.1.3: Eger A 21, u> 1, =0.462 ve asagidaki

(1-a)(2u+1)+(u+1)(u+2)—(u+2-a)(u+1)e"? >0
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esitsizligi saglanirsa G, (4, 1;z) fonksiyonu TC(«),a €[0,1) smifina aittir.

Sonug 3.2.1.3’de a =0alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 3.2.1.4: X, =1.7703 (3.1.1.7) denkleminin niimerik kokii olmak {lizere 42>1 ve

u> %, ise G, (4, 4;2) fonksiyonu TC smifindandir.

Ispat: Sonug 3.2.1.4’{in ispat1 Sonug 3.1.1.8’in ispatina benzer oldugundan bu sonucun

ispatini vermeyecegiz.

Teorem 3.2.1.2: A>1, >0 olsun ve asagidaki esitsizlik saglansin

(1—a)(/1+,u)+[2—(1+,6’)a](/1+,u+1)(l+y+2 +(A+u+1)p

{2 s ) A 20 6212

Bu durumda, G, (/1,,U;Z) fonksiyonu T(O{,ﬂ), ae[O,l) veﬁe[O,l] smifina aittir.

Ispat: Teoremi ispatlamak i¢in

oldugundan, Lemma 2.1.3 geregince

O;(n_a)(ﬂ(n_1)+1)r(/1(1;1(—21;f/)1+y)% .

-« (3.2.1.3)

n

oldugunu gostermek yeterlidir.
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F(}t+,u) 1
T(A(n=1)+2+ ) nn!

L (A e f) = (n=a) (B(n-1)+1)

olsun. Asagidaki esitlik agiktir
(n—a)(B(n-1)+1)=n’B+(1-aB)n-nB—(1- B)a

Bu esitlikten basit hesaplama yardimiyla

Lz(ﬂ,ﬂ;a,ﬂ)=n§2:(1_ﬂ( B T(A+u)

N—INT(A(n-1)+ A+ u)

< 1-ap C(A+p) Nl-a C(A+u)
Z;( _j U T(A(n=1)+1+4) Z; ! T(A(n—1)+2+u)

elde ederiz.

(3.1.1.2) ve (3.1.1.3)’i u yerine A+ u alarak kullanirsak

o0

Lg(ﬂ,uaﬂﬁi 1 L yl-ap 1

n- 1) (/1+,u)(/1+,u+1) 2 & (,1+ﬂ)(/1+ﬂ+1)n—z

= 1
Z:;, R o) =—{[2—(l+,b’)a](ﬂ+,u+2)+ﬂ(/1+,u+1)}

—+

ﬂ/+ﬂ{[2 1+ﬂ a] l+,u+1)+15’}(,1+lu+1) 1/(l+/4+1)

elde ederiz. Ayrica,

l+‘u{{[2 1+ﬂ OC:I /1+,u+1)+ﬂ}(g+ﬂ+1) 1/(A+p+l)

~{[2-(+B)a](A+u+2)+ B}(A+u+1)} <l-a

esitsizligi saglanirsa (3.2.1.2) esitsizliginin saglanacagi kolayca goriiliir.

Boylece, Teorem 3.2.1.2 ispatlandi.
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Teorem 3.2.1.2°de g =0 alir, (1.2.2.5)’deki ilk baglantiy1 kullanirsak asagidaki sonuca

variriz.

Sonug 3.2.1.5: Eger 1>1, 4> 0ve asagidaki

(1-a)(A+u)+(2—a)(A+pu+1)(A+pu+2)—(2—a)(A+pu+1) " >0
esitsizlik saglanirsa G, (4, ;) fonksiyonu TS” (e, a €[0,1) siufina aittir.
Sonug 3.2.1.5°de a =0almirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.1.6: Eger A>1 ve 1+ u>x, ise G,(4,4;2) fonksiyonu TS* sinifina aittir.

Burada, x, =1.1728
2x% +Tx+4-2(x+1)" "M =0 (3.2.1.4)

denkleminin nimerik kokudir.

Ispat: o(X)=2x"+7x+4- 2(x+1)2 /Y x>0 olsun. Basit hesaplama ile
o' (X) = 4x+7—-2(2x+1)e""

buluruz. Tiirev fonksiyonunun grafiginden G'(X) >0 oldugu goriiliir (bknz sekil 7).
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Sekil 7. o’(x) =4x+7-2(2x+1) e fonksiyonunun grafigi.

O halde, bu fonksiyon kesin artan fonksiyondur. Ayrica, G(X) fonksiyonunun

grafiginden (bkz sekil 8) ya da (3.2.1.4) denkleminin bilgisayar ¢oziimiinden

X, =1.1728°in bu denklemin niimerik kokii oldugu goriiliir.

Sekil 8. o(x) =2x* + 7x+4-2(x+1)" e fonksiyonunun grafigi.

Buna gore, her A+ > X, icin

(A+ ) +2(A+ g +1)( A+ p+2)=2(2+pu+1)° "9 >0

esitsizligi saglanir.
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Boylece, Sonug 3.2.1.6 ispatlandi.

Teorem 3.2.1.2°de g =1 alir, (1.2.2.5)’deki ikinci baglantiyr kullanirsak asagidaki

sonuca variriz.

Sonug 3.2.1.7: Eger A >1, x>0 ve asagidaki

(1—a)[2(/1+y+1)(/1+,u+2)+/1+/,z]+/1+/,1+1
—(A+p+)[2(1-a)(A+p+1)+1]e" P >0

esitsizlik saglanirsa G, (l, M Z) fonksiyonu TC (a) Q€ [0,1) sinifina aittir.
Sonug 3.2.1.7°de o =0 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.1.8: Eger, A>1 ve A+ 42X ise G, (/1,,11;2) fonksiyonu TC smufina aittir.

Burada, x, =2.2791

2%° +8x+5—(2x2 +5x+3)e”(x+1) =0

denkleminin nimerik kokudir.

Ispat: Sonug¢ 3.2.1.8’in ispati yukaridaki sonuglarin ispatina ¢ok benziyor. Bu yiizden

sonucun ispatini vermiyoruz.
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3.2.2. Normalize Edilmis Wright Fonksiyonlarim I¢eren Integral Operatérlerin

Univalentligi, Yildizilig1 ve Konveksligi

Bu boliimde, biz normalize edilmis Wright fonksiyonlarini igeren bazi integral

operatOrlerin linivalentligini inceledik.

/p

1
z (WO (1))™
Gou (2)= pIt"‘lH(i”;—k()J dte (3.2.2.1)
0

k=1

A>-Lu >0,k=12,..,nzeU

olsun. Burada, ijlk(z) fonksiyonu =g, ,k=12--.n olmak tizere (1.2.3.2) ile

tamimlanan 1. ¢esit normalize edilmis Wright fonksiyonudur.

G PG, 020y

N (Z) fonksiyonunun iinivalentligi iizerine asagidaki teoremi verelim.
oy b

Teorem 3.2.2.1: A =1, n bir dogal say1 q,,0,,...,qd, sifir olmayan kompleks sayilar ve

n

4> X, olsun. Burada, ,u:min{yk :k:1,2,...,n} ve x,=1.2581 (2.1.1) denkleminin

kokiidiir. Ayrica, X,, p ve C, Re( p) >0 ve

ell(,u+1) n
2

(2u+1)—(u+1)e"" &

9
P

lc|<1-

kosullarin1 saglayan kompleks sayilar olsun. Bu durumda, (3.2.2.1) ile tanimlanan

G, ;Tzii”n :U = C integral operatorii U °da iinivalenttir.

GP’%-sz---vqn

ittt :U = C fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim

ispat: Oncelikle
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Z (t) Gk
20 At
e -l a
0 k=1
_ - ) < .Gy Gyl <
Her k=12..,n igin, W, €A oldugundan, qu N €A oldugu
gosterilebilir.

(3.2.2.2)’yi kullanarak G}% -

skttt (Z) fonksiyonunu asagidaki sekilde yazariz

)dt}w .

pvqlquv'“lqn
Aoty sty e ﬂn

{ pJt7 (G (1)

Basit hesaplamayla,

, ® (4 o
(G, (2)) _H[MJ

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica,

yani
(G, (2)) @ | z(Wi) (2))
, = qk 1) _1
(Grre-a () | Weu(2)
yazilabilir.

Bu durumda, (2.1.9)’u kullanarak her z, ,k =1,2,...,n i¢in elde ederiz:
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kolayca

(3.2.2.3)



14

(G, (2))

(Wif,l,t)tk (Z )) n el/(,uk +1)
(Ggpqz,---,qn (Z)) )
My Hp veee M

n z
< .
' kz=1:|qk| W/l(,luk () k=1 | (244, +:|.)—(,uk +1) gkt

Simdi §: (1.2581, +oo) — R fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim

e’ (3.2.2.4)
X) = . 2.2.
9(x) (2x+1)—(x+1)e"*

Bu  fonksiyonun  azalan  oldugu  kolaylikla  goriilir. =~ Buna  gore,

,u=min{,uk 'k =1,2,...,n} icin

1(p +1) 1/(pu+1)

¢ €
S .
(Zyk —|—1) _(/uk +1) eeﬂ(uku) (2ﬂ+1) —(/J-l‘l) e1/(;¢+1)

(3.2.2.5)

Ucgen esitsizliginden asagidaki esitsizligi elde ederiz

C|Z|2p +(l—|Z|2p) (Gfgjféjtnn (Z)) < |C| + eﬂ(w) : '
|l UY(u+1) :
p(errss (z))|  (url)—(urlje P

Goriildugi tizere eger,

V(pu+1)

e alh
c|<1- Y(pr —
g (2u+1)—(u+1)e" )kz p
ise
PG, 0z,+,0n "
C|Z|2p+(l—|Z|2p) (Gl,/ﬁv#zw/tn(z)) : <1
p(GPE (2))
olacaktr.
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Boylece, (3.2.2.1) ile tanimlanan G}t (z)fonksiyonu Lemma 2.1.4 geregince

U ’da tinivalenttir.
Bununla, Teorem 3.2.2.1 ispatlandi.

Teorem 3.2.1.1°de g, =Q, =...=q, =q alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 3.2.2.1: A 2>1, n bir dogal say1 g sifir olmayan kompleks say1 ve x> x, olsun.
Burada, x=min{z :k=12,.,n} ve x,=1.2581 (2.1.1) denkleminin kokiidiir.

Ayrica, p ve C, Re(p)>0 ve
Y(usd)
el
p (2,u+1)—(,u+1)e

u+l)

kosullarini saglayan kompleks sayilar olsunlar. Bu durumda,

k=1

z n W(l) t a
624, (2)=10] tp-ln{ 0 o
0
ile tanimlanan integral operatorii U ’da tinivalenttir.

Teorem 3.2.2.1°de n =1alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.2.2: A>1 ve u>x, burada x,=1.2581 (2.1.1) denkleminin kokii olsun.

Ayrica, P ,q ve C, Re(p)>0, |q|<1 ve

U(pu+1)

jale
[pl[(200+2) ~ (u+2)e™”|

|c|<1-

kosullarini saglayan kompleks sayilar olsunlar. Bu durumda,
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Up

we (1))
G (z)= p_ftp{—t()}dt

ile tammlanan G’} :U — C integral operatdrii U *da iinivalenttir.
Sonug 3.2.2.2°de q =1 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.2.3: 421 ve x> x, olsun. Burada x, =1.2581 (2.1.1) denkleminin kokiidiir.

Ayrica, p Ve C, RE(p)>0, |C|<1 ve

Y(u+1)

|c|<1-

[pl[(200+2) = (u+2)e™”

kosullarini saglayan kompleks sayilar olsunlar. Bu durumda,

{ j tPAW t)dt} p (3.2.2.6)

ile tammlanan G}, :U — C integral operatérii U *da tinivalenttir.

Simdi agagidaki integral operatorii ele alalim

2 o (W (1) qk
20120 1Oy _ -1 Aok
Fpid (2) =1 p[t® H[ . dtp (3.2.2.7)

A>-1LA+pu >0k=L2,..,nzeU.

Burada, W ( ) fonksiyonu (1.2.3.3) ile tanimlanan 2. gesit normalize edilmis Wright

fonksiyonudur.
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F P40 -0

Asagidaki teorem F; P

( Z) fonksiyonunun iinivalentligi iizerinedir.

Teorem 3.2.2.2: A>1, n bir dogal say1 q,,0,,...,q, sifir olmayan kompleks sayilar ve

n

A+ u> X, olsun. Burada ,u:min{yk:kzl,Z,...,n} X, =1.2581 (2.1.1) denkleminin

kokiidir. Ayrica, p ve ¢, Re(p)>0, |C|<1 ve

(A+ur)(e™ 1) &

2.

(A4 )= (A+u+1)(e"" -1) 13

G

|c|<1-
p

kosullarin1 saglayan kompleks sayilar olsunlar. Bu durumda, (3.2.2.7) ile tanimlanan

SRS IRIS PRTR O it

v -J = C integral operatorii U ’da Ginivalenttir.

Ispat: Teorem 3.2.2.2°nin ispat1 Teorem 3.2.2.1’in ispatina ¢ok benzediginden ispatini

vermiyoruz.

Teorem 3.2.2.2°de q,,0,,...,q, =q alinirsa asagidaki sonuca ulasilir.

Sonug¢ 3.2.2.4: A>1, n bir dogal say1 (sifir olmayan kompleks sayilar ve A+ u> X,
olsun. Burada, u:min{yk :k:1,2,...,n} X, =1.2581 (2.1.1) denkleminin kokudiir.

Ayrica, p Ve C, Re(p)>0, |C|<1 ve

n(A+u+1)(e" -1
(A+p)—(A+u +1)(e”(‘”1) —1)

] sl—‘ﬂ‘
P

kosullarini saglayan kompleks sayilar olsunlar.

Bu durumda,
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k=1

p.q f p-1 . W;yzljk (t) *
Fﬂx)hr/‘wa#n (Z) = pjt H t dt
0

ile tammlanan F,! U —C integral operatrii U da tinivalenttir.

Teorem 3.2.2.2°de n =1 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 3.2.2.5: X, =1.2581 (2.1.1) denkleminin kokii olmak lizere A 2>1 ve A+ u> X,

olsun. Ayrica, p,q ve ¢, Re(p)>0, [c[<1 ve

(2+u+1)(e” -1)

a9
Pl(2+ ) =(2+u+1)(e"" 1]

kosullarini saglayan kompleks sayilar olsunlar.

Bu durumda,

1/p

t

L (w@ )Y
(0= fofer "4
0

ile tanimlanan F,”

2. U = C integral operat6rii U da tinivalenttir.

Sonug 3.2.2.5°de g =1almirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.2.6: x, =1.2581 (2.1.1) denkleminin kokii olmak {izere A >1 ve A+ u>X,

olsun. Ayrica, p ve ¢, Re(p)>0, [c|<1 ve

(A+u +1)(e1’(’“l) —1)

c|<1-
g | p|[(ﬂ+ u)—(A+ ﬂ+1)(e1’<~+l> _1)]
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kosullarini saglayan kompleks sayilar olsunlar.

Bu durumda,

; Up
F;y(z)z{pjtp—wgz (t)dt}

0

ile tanimlanan F.

2. -U = C integral operatorii U "da tinivalenttir.

Simdi asagidaki integral operatorii g6z oniinde bulunduralim

, ) . U(na+1)
H sy (2) ={(”“”)J(Hwﬂ(2k (t)j dt} ! (3.2.2.8)
3\

A>-1u >0k=12,.nzeU.

Burada, Wl(]l/)lk (Z) fonksiyonu (1.2.3.2) ile tanimlanan 1. ¢esit normalize edilmis Wright

fonksiyonudur.

Asagidaki teorem (3.2.2.8) ile tanimlanan integral operatoriin U agik birim diskte

tinivalentligi i¢in bir yeterli kosul verir.

Teorem 3.2.23: A>1 ve n bir dogal sayi ve #>X(n) olsun. Burada,

p=min{y k=12,.,n} ve x(n)

2x—(x+n+1)e1’(“1) +1=0

denkleminin kokiidir. Ayrica, o ve Re(a) >0 ve

(2u+1)—(u+1)e"™

1/ ( Y% +1)

o] <1- Re(at)

ne
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kosulunu saglayan kompleks say1r olsun. Bu durumda, (3.2.2.8) ile tanimlanan

H;:ZM’_% :U = C integral operatorii U da iinivalenttir.

Ispat: H7, ., :U—C fonksiyonu

. a
ile tanimlansmn. H,

€ A oldugunu ¢ok kolay gérebiliriz.

Basit hesaplamalarla

Ay g e
yani
(Mo () & [2WE ()
v Two ()
(Hz/ﬁ,#z,...,#n (Z)) k=t W/Ll#k (Z)
elde ederiz.

(2.1.9)’u kullanarak her t, k =1,2,...,n igin

(M2, ()] | (W (2)) | o

(3.2.2.9)

(3.2.2.10)

(H i (2))

elde ederiz.

Diger taraftan, (3.2.2.5)’i kullanarak her z €U igin yazariz:
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|a|n el/(,u+1)
<
Re(a) (2u+1)—(u+1)e"“™

z(H”‘ (z))

2Re(a)
Aty e M

17
Re(@) | (W, (2)

Teoremin hipotezi altinda bu son ifade bir sayisi ile sinirlidir.

. na _
Ote yandan, H;", ,  fonksiyonu

(Z):{(”‘“l)f (... () dt}”("“”

na

/Lﬂl VM e Uy
0

seklinde yazilabildiginden ve Re(na +1) > Re(a) oldugundan Teorem 2.1.1°1

uygulayarak gerekli sonucu elde ederiz.

Boylece, Teorem 3.2.2.3 ispatlandi.

Teorem 3.2.2.3’te N =1 alirsak asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonug¢ 3.2.2.7: x, =2.4898 (3.1.1.4) denkleminin kokii olmak iizere 1>1 ve u>x
ayrica o, Re(ar)>0 ve

e'“a| <((2u+1) - (u+1)e""")Re(a)

kosullarini saglayan bir kompleks say1 olsun.

Bu durumda,

) 3 U(a+1)
He (z):{(a+1) ! (wf),(t)) dt}

Aout

ile tanimlanan H;  :U — C integral operatdrii U “da iinivalenttir.
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Sonug 3.2.2.7°de =1 alinirsa asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonug 3.2.2.8: x, =2.4898 (3.1.1.4) denkleminin kokii olmak lizere 421 ve u>x

olsun. Bu durumda,

., (2)-2 {@wﬁi <t>}m

ile tanimlanan H, P ‘U - C integral operatorii U ’da iinivalenttir.

Not 3.2.2.1: (3.2.2.8) integral operatdriinde Wﬂ(vl!)lk(z) fonksiyonu yerine 2. gesit

normalize edilmis Wﬁk (t) fonksiyonu alinirsa benzer sonuglar ispatlanabilir.

Son olarak

; wy ]
(I)jyﬂ(z):{qjtq—l(ewl,u(t)) dt} A>-1LA+pu>0,z€eU (3.2.2.11)

integral operatoriinin U agik birim diskte univalentligi igin bir yeterli kosul igeren

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.2.4: x,=1.2581 (2.1.1) denkleminin koki olmak iizere qeC, 421 ve

M > X, olsun. Eger, Re(q) >1 ve asagidaki

3\3u

2| (u+2)e’ 1]

jal< (3.2.2.12)

kosulu saglamrsa (3.2.2.11) ile tammlanan @} U —C fonksiyonu U ’da
tinivalenttir.
Ispat: (2.1.10)’dan her z €U i¢in
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yazariz. Ayrica,

1 1/(u+1)
a=1+—{(u+2)e —(u+l

alirsak (3.2.2.12) saglandiginda 2a|q| <33 olacagi kolayca goriiliir.
Boylece, teoremin hipotezi altinda Lemma 2.1.3’{in kosullarinin tamami saglanir. O

halde, @} ,:U — Cfonksiyonu U da iinivalenttir.

Bununla, Teorem 3.2.2.4 ispat1 tamamdir.

Teorem 3.2.2.4’te q =1 alinirsa asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 3.2.2.9: X, =1.6692 asagidaki denklemin kokii olmak iizere A>1 ve > Xq

olsun

33x—2(x+2)e"*M +2=0. (3.2.2.13)

Bu durumda,

ile tammlanan @, ,:U — C fonksiyonu U da iinivalenttir.

Simdi,
: @ gy \9 Y4
Djyﬂ(z):{qj'tq—l(ewz‘,,(t)) dt} A>-1LA1+u>0,zeU (3.2.2.14)
0

olsun.
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(3.2.2.14) fonksiyonu igin ispati Teorem 3.2.2.4’lin ispatina benzeyen asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 3.2.2.5: x,=1.2581 (2.1.1) denkleminin kokii olmak {izere qeC, A=1 ve

A+ 1> X, olsun. Eger, Re(q)zl ve

3\/§(ﬁ+,u)

+u+2)e" -
|:(ﬂ 4 2)e /(A1) 1:|

<
o >

kosulu saglanirsa (3.2.2.14) ile tamimlanan D, :U —C fonksiyonu U *da iinivalenttir.

Teorem 3.2.2.5’de g =1almirsa asagidaki sonuca ulagilir.

Sonu¢ 3.2.2.10: X, =1.6692 (3.2.2.13) denklemin kokii olmak iizere A2=1 ve

A+ > X olsun. Bu durumda,
¢ we
D, ,(z)=[e"*"dt

ile tammlanan D, ,:U — C fonksiyonu U ’da inivalenttir.

Simdi

we (1))’
Mt’( )J dt, A>-1 A+u>0,zeU (3.2.2.19)

integral operatdriinii alalim.
Bu integral operatoriin tinivalentligi izerine asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.2.6: x, =1.2581 (2.1.1) denkleminin kokii olmak {izere A >-1, A+ u> X,

kosullar1 saglansin. Ayrica,
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(2(/1+Iu)+1)_(,1_,_ﬂ_,_l)el/(mml)

1/(A+u+1)

FE (3.2.2.16)

€
esitsizligini saglayan bir kompleks say1 olsun. Bu durumda, (3.2.2.15) ile tanimlanan

G} ,:U — Citegral operatdrii U *da tinivalenttir.
Ispat: Wﬂ(?l € A oldugundan G}, (0) =(Ggyﬂ (0)), ~1=0, yani G}, € A oldugu agiktir.

Ote yandan basit hesaplamayla

. o) - w;iw_)]q o 2o 2whe)
(Gi,/-l( )) ( 7 (Gj’ﬂ(z))’ q Wl(S;Z(Z) 1

oldugu kolayca goriiliir.

Lemma 2.1.5’in birinci hitkmiinii uygularsak her zeU ve A+ u > X, igin

A+p+l)

q " l/(
2(62, (2)) | . [ale - (3.2.2.17)
(vaﬂ(z)) ‘ 2(A+p)+1—(A+pu+1)e

elde ederiz. Burada, x, =1.2581 (2.1.1) denkleminin niimerik kokiidiir.

Buna gore, her zeU ve A+ 1> X, i¢in asagidaki esitsizligi yazabiliriz

1(A+p+1)

(1-1¢f) (G4, (2) <(1-ef) ale

G;, (Z) 2(’1+ﬂ)+1—(ﬂ+,Lt+1)e1’(’“"+1)

Aciktir ki (3.2.2.16) saglanirsa yukaridaki ifadenin sag tarafi 1’den kiigiik olacaktir.
Dolayisiyla,

(1_|Z|Z) M <1

(61, (2))

elde ederiz. Boylece, Lemma 2.1.2 geregince G; , () fonksiyonu U *da iinivalenttir.
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Bununla, Teorem 3.2.2.6 ispatlandi.

Teorem 3.2.2.6’da g =1 alirsak asagidaki sonuca variriz.

Sonug 3.2.2.11: x, =2.4898 (3.1.1.4) denkleminin kokii olmak iizere A2=1, A+ u>X

kosullar1 saglanirsa

ile tammlanan G; , :U — C integral operatdrii U °da iinivalenttir.

Ozel durumlarda, Teorem 3.2.2.6’da A =1, u=u+1 alirsak asagidaki sonucu elde

ederiz.

Sonug 3.2.2.12: Eger X, =1.2581 (2.1.1) denkleminin niimerik kokii, x> x,—2 ve (

g e 28 (e

= el(3)

kosulunu saglayan bir kompleks say1 ise

seklinde tanimlanan GE :U — C fonksiyonu U da iinivalenttir.

Ozel durumda, Sonug 3.2.2.12°de q =1alinirsa asagidaki sonucu elde edilir.
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Sonug 3.2.2.13: x, =2.4898 (3.1.1.4) denkleminin kokii olmak tizere x> x, —2 kosulu

saglanirsa

2 g (~t
6,(1)-] 2 a2y
0

seklinde tanimlanan Gy :U — C fonksiyonu U °da iinivalenttir.
Simdi,

Up

ASION
GPe(2)=1 p[t** =L dty 4> -1 A4 p>0, 26U (3.2.2.18)
0

integral operatdriinii goz 6niinde bulunduralim.
G fj (Z) , ZeU fonksiyonunun tinivalentligi izerine asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.2.7: x,=1.2581 (2.1.1) denkleminin niimerik kokii olmak itizere A2>1,

A+ u>X, kosullart saglansin. Ayrica, p,q ve C kompleks sayilarinin Re(p)>0,

| <1 ve

|q| el/(ﬂ+/t+l)

cl<1-

(3.2.2.19)

kosullarin1 sagladigin1 varsayalim. Bu durumda (3.2.2.18) ile tanimlanan ij U->C

integral operatorii U *da tinivalenttir.

Ispat: (3.2.2.18) integral operatdriinii asagidaki gibi yeniden yazariz.

62



Z ’ Up
GP(z) ={pjtpl(ij (1)) dt} . (3.2.2.20)

Burada, G; , :U > C (3.2.2.15) ile tanimlanan fonksiyondur.

Al

Uggen esitsizligi ve (3.2.2.17) esitsizliginden

G? (z))" lqle*
clzf* +(1-]z" Z(’1+£c+
I S e R o ey e

A+p+l)

elde ederiz. Ote yandan, (3.2.2.19) saglandigindan bu esitsizligin sag tarafindaki ifade
1’den kiigiiktiir. O halde, Lemma 2.1.4 geregince (3.2.2.20) ile tanimlanan sz (Z)

operatorii U ’da tinivalenttir.
Boylece, Teorem 3.2.2.7 ‘nin ispat1 tamamdair.

Teorem 3.2.2.7°de q =1 alirsak asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonu¢ 3.2.2.14: x,=1.2581 (2.1.1) denkleminin niimerik kokii olmak iizere A2>1,

A+ pu>x, kosullar1 saglansin. Ayrica, kabul edelim ki p ve ¢ kompleks sayilari
Re(p)>0, [c|<1 ve

el/(l+,u+l)

| p|[2(/1+ﬂ)+1—(/1+,u+1)e1’“*”*1)}

lc|<1-
kosullarini saglasinlar. Bu durumda,

7 Up
G?,(2) ={pjtp'2w}2 (t)dt} ,zeU (3.2.2.21)
0
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ile tanimlanan G}, :U — C integral operatérii U ’da iinivalenttir.

Biz simdi f(z) fonksiyonu yerine sz (z) normalize edilmis Wright fonksiyonu

olmak iizere (1.2.4.3) sekilli integral operatdrleri goz 6niinde bulunduracagiz.

Son olarak
7 . q 1q
H (2)= {qj’tql(ewl,y(t)) dt} ,A>-1, A+pu>0,z€U (3.2.2.22)
0

integral operatoriinii alalim.

Hg’ u (Z) , ZeU fonksiyonunun iinivalentligi iizerine asagidaki teoremi verelim,

Teorem 3.2.2.8: 121 ve A+ x>0 olsun. Ayrica, q kompleks sayisi Re(q) >1,

3\/§(l+,u)

|q|S 2|:(l+lu+2)e1/(}»+y+l)_l:| (32223)

kosullarim1 saglasin. Bu durumda, (3.2.2.22) ile tanimlanan HEVHZU —C integral

operatoric U ’da tinivalenttir.

Ispat: (2.1.3)’ten her zeU igin

{(ﬂ,+ p+2)el —1} (3.2.2.24)

A+u

yazabiliriz.
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Asagidaki esitlik aciktir

{(/1 +p+2) e —1} =1+ {(/1+,u +2)e" ) (A4 ,u+l)} .

(i + ,u) A+u
Ayrica, her x>0 igin (x+ 2)e1/(x+1) —(x+1)>0 oldugu bilgisayar yardimiyla kolayca
gortlebilir.

Simdi

_ 1 1(A+p+1)
a—m{(/1+,u+2)e a —1}

alirsak her A+ 4 >0 i¢in a>1ve ayrica, (3.2.2.23) saglanirsa 2a|q| < 3\/§ olacaktir.

z(Wﬁ(z))

!

O halde, (3.2.2.24)’den <a olacaktir. Boylece, Lemma 2.1.3 geregince

H} ,(z) fonksiyonu U da iinivalenttir.

Bununla, Teorem 3.2.2.8’in ispati1 tamamdir.

Teorem 3.2.2.8’de g =1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.2.15: x, =1.6692 (3.2.2.13) denkleminin niimerik kokii olmak tizere 4 >1ve

A+ u > % kosullar1 saglansin. Bu durumda,

H,,(2)=[e""Vdt, zeU

O e N

seklinde tanimlanan H, ,:U = C integral operatorii U ’da tinivalenttir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Ele alinan bu tez ¢calismasinda ii¢li yeni olmak iizere bes ¢esit normalize edilmis Wright
fonksiyonlar1 tanimlandi. Tezde bu tiir fonksiyonlarin ve bu fonksiyonlar1 igeren
integral operatorlerin analitik ve iinivalent fonksiyonlarin bazi 6zel alt siniflarindan

olmasi i¢in yeterli kosullar verildi.

Bu tez ¢alismasinda normalize edilmis Wright fonksiyonlarinin iinivalentligi, yildizillig

ve konveksligi i¢in kosullar bulundu.

Ayrica, ele alinan normalize edilmis Wright fonksiyonlarni igeren bazi integral
operatorlerin tinivalentlik, yildizillik ve konvekslik gibi 6zellikleri 6grenildi. Bunun i¢in

yeteri kosullar verildi.
Lemma 1.2.5 bu tezde ilk defa ispatlandi.

Lemma 2.1.5’in benzeri lemma 3. ve 4. ¢esit normalize edilmis Wright fonksiyonlar
icin de ispatlanabilir. Bu lemmadan yararlanarak 3. ve 4. ¢esit normalize edilmis Wright

fonksiyonlarmin tinivalentligi, yildizillig1 ve konveksligi incelenebilir.

Ayrica, 3. ve 4. ¢esit normalize edilmis Wright fonksiyonlarin1 igeren integral
operatorlerin tinivalentligi, yildizilligi ve konveksligi arastirmacilar i¢in bir calisma

konusu olabilir.
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