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OZET

(Yiksek Lisans Tezi)

co UZERINDE ESDEGER NORM AILELERI VE SABIT NOKTA TEORISI

TAHSIN ATES

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsu

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Veysel NEZIR

Yansimayan Banach uzaylarin sabit nokta teorisine (SNT’ye) sahip olup olmadigi
veya sahip olmayanlarin SNT ye sahip olacak sekilde yeniden normlanmasi literatiirde
yakin zamanda ilgi odagi olmus ve sik¢a yer almistir. Gergekten de iyi bilinen
yansimayan Banach uzaylarindan biri olan #1’in sabit nokta teorisine sahip olmadig
fakat zayif sabit nokta teorisine sahip oldugu gosterilmistir. Bir diger iyi bilinen ve 1
ile ortak bir ¢ok 6zellige sahip fakat Schur 6zelligi gibi 1 kadar etkin araglara sahip
olmayan yansimayan Banach uzayr ¢, i¢in analog sonuclar Maurey tarafindan
gosterilmistir. Yakin zamanda ¢ok énemli bir sonug olarak P. K. Lin tarafindan ¢! ‘in
genislemeyen fonksiyonlar icin SNT ye sahip olacak sekilde yeniden normlanabilecegi
gosterilmistir. Bu sonuca ulasirken, Goebel ve Kuczumow’un teoreminden
esinlenilmistir dyle ki Goebel ve Kuczumow’un teoreminde ¢! iginde SNT’ye
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sahip olan zayif* kompakt olmayan, kapali, sinirli ve
konveks kiimelerden olusan cok genis bir smifin varligr gosterilmistir. P. K. Lin’in
sonucunun cg-analogu halen agik olup bu Onemli sorunun ¢6ziimiine ilk adimlar
saglayabilmesine imkan taniyacak olmasi sebebiyle Goebel ve Kuczumow’un
sonucunun bir esdeger norm ile cy-analogunu caligmakta biiyiilk 6nem arz etmektedir.

Bu amagla oOncelikte bu tez calismasinda P. K. Lin’in ¢alismasinin cy-analogunu



incelemek amaciyla Goebel ve Kuczumow teorisinin bir esdeger norm ile cy-analogu
afinlik kosulu altinda aragtirilmistir. Yani, tez calismasinda c, iizerinde tez danismant
tarafindan tanimlanmis bir esdeger norm ||-|| vasitasiyla c,’da zayif kompakt olmayan,
kapali, siirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinifin afin ||-|l-genislemeyen
fonksiyonlar icin SNT ye sahip oldugu gosterilmistir. Hatta goriilmiistiir ki bu siniflar
uzayimizin bilinen normu ||-|l,, normuna gore bazi cy-toplam baz dizilerinin kapali
konveks kabugu olup Lennard ve Nezir tarafindan 2011°de yapilan calismaya gore
herhangi cy-toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu afin |[I-|l,-genislemeyen
fonksiyonlar i¢cin SNT’yi bozar. Daha sonra ise bu tanimlanan es deger norma gore P.
K. Lin’in sonucunun cy-analoguna pozitif cevabin fonksiyonlarin afin [|-|[-genislemeyen
olmasi durumunda verilebilecegi gosterilmistir. Yani, ¢, lizerinde bir esdeger norm |||
‘un bulunabilecegi Oyleki bu norm igin ¢, i¢inde bos olmayan her kapali, smirl,
konveks E alt kiimeleri iizerinde tanmimli her afin |[-ll-genislemeyen U:E — E
fonksiyonunun E’'de bir sabit noktasi vardir. Tamimlanmis olan bu esdeger norm
asagidaki sekilde verilmektedir: Vx = () € ¢ icin

S

o p
|x|| :== lim supy Z |f]2| oyle ki burada y;, T, 3 ve
P=®peN “Th ]

Vk € Nicin y;, > 2 olmak tizere y; azalmayan.
Son olarak ise bu sonug¢ daha da genellestirilerek su genel sonug verilmistir: p(-) normu
co lizerinde asagidaki kosulu saglayan bir esdeger norm olsun: Sifira zayif yakinsayan

her (x,,), dizisi ve her x € ¢, i¢in

n n

1 1
limsupp (— Z Xm + x> = limsupp (— Z xm> + p(x)
n n n n

dir. Bu durumda her 1 > 0 iginc, lizerinde tammlanan [I-ll,= p(-) + A lI-ll esdeger
norm ailesine gore ¢, Banach uzay1 afin |||l ,-genislemeyen fonksiyonlar igin SNT’ye

sahiptir.

Anahtar Kelimeler: genislemeyen fonksiyon, yansimayan Banach uzayi, sabit nokta
teorisi, kapali sinirli konveks kiime, yeniden normlama, sifira yakinsak dizi uzayi c,
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FAMILY OF EQUIVALENT NORMS ON ¢y AND FIXED POINT PROPERTY
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In literature, it has been a wide research subject for fixed point theory researchers to
investigate whether or not any nonreflexive space has the fixed point property (FPP) or
if these spaces can be renormed to have FPP. Indeed, as a well-known nonreflexive
Banach space #1, it has been showed that #1 fails FPP whereas it has the weak fixed
point property. Maurey proved the analogous result for c,, another well-known
nonreflexive Banach space sharing many common properties with #* while ¢, does not
offer as many tools like Schur property as #! does. Recently, as a significat
development, it is proved by P. K. Lin that #! can be renormed to have FPP for
nonexpansive mappings. While reaching this result, it was inspired a lot by Goebel and
Kuczumow’s theorem which showed that a large class of closed, bounded, convex
(c.b.c.), non-weak*-compact subsets of #! has FPP for nonexpansive mappings. c,-
analogue of P. K. Lin’s result is still open but aiming to obtain c,-analogue of Goebel
and Kuczumow’s theorem with an equivalent norm is also very important since it is the
first stage of the study directed towards the problem, cy-analogue of Lin’s theorem
about £1. For this goal, in this thesis study, first of all, positive answer is given for the
problem about cy-analogue of Goebel and Kuczumow’s theorem with an equivalent

norm that is constructed by thesis supervisor Nezir, under affinity assumption; that is, in

Vi



this thesis study, it is shown that an equivalent norm |I-|| on ¢, can be found such that
there exist non-weakly compact c.b.c. subsets that have FPP for affine |I-ll-nonexpansive
mappings. In fact, it is seen that the examples used are closed, convex hulls of some
asymptotically isometric (ai) cy,-summing basic sequences respect to |I-ll, norm
whereas in 2011 it is shown by Lennard and Nezir that the closed, convex hull of any ai
co-summing basic sequence fails FPP for affine ||-|l,,-nonexpansive mappings. Next,
using that renorming which is also given below, positive answer for c,-analogue of P.
K. Lin’s result is given in our study if functions are affine |I-ll-nonexpansive. That is, we
show that there exists an equivalent norm ||-|l on ¢, such that for every closed, bounded,
convex (non-empty) subset E of ¢, with associated norm ||-||, every affine nonexpansive

mappings U: E — E, U has a fixed point in E. We verify this using our norm given by

S

%) P
[l x II: = lim supyy <Z l%) where y, Tr 3, Yk is strictly increasing with y;, > 2,
P keN j=k

Vk € N, Vx = (Ek)k S Co-
Finally, we generalize this result and show that if p(+) is an equivalent norm to the usual

norm on ¢, such that

n n

1 1
limsupp (— Z Xm + x) = limsupp (— Z xm> + p(x)
n n n n

m=1 m=1

for every weakly null sequence (x,,), and for all x € c,, then for every A > 0, ¢, with

the norm II-ll,= p(-) + 4 II-Il has the FPP for affine |I-1l ,-nonexpansive self-mappings.

Key Words: nonexpansive mapping, non-reflexive Banach space, fixed point property,

closed bounded convex subset, renorming, space of the sequences converging to zero

2019, 50 pages
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIZiNi
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. Sifira yakinsak dizilerin Banach uzayi
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1. GENEL BiLGILER

11 Giris
Metrik sabit nokta teorisi hakkinda bir 6zet ile giris boliimii asagidaki sekilde

anlatilabilir.

Sabit nokta teorisi ilizerine ¢alismalarin 1912°de Brouwer’in su sonucu [3] ile basladigi
sOylenebilir: her n € N i¢in R™’in kapali birim yuvart C iizerinde tanimli her siirekli
fonksiyon f:C — C ‘nin bir sabit noktast vardir. 1930 yilinda bu sonu¢ daha sonra
Schauder [28] tarafindan Banach uzaymin her kompakt kiimesi igin genellestirilmistir.
Siirekli fonksiyonlarn sinifinin ¢ok genis olmasi sebebiyle daha dar siniflar i¢in sabit
nokta teorisi odakli incelemeler {inlii Banach daralma prensibi adi altinda 1922’de
Banach [1] tarafindan baslatilmistir. Bu prensibe gore eger (X, d) bir tam metrik uzay
ise her f:X — X daralma fonksiyonu f’nin X’de bir tek sabit noktasi vardir. Bu
durumda kolaylikla Banach uzaylar i¢in su sonug¢ elde edilmistir: bir Banach uzayi
(X, lI-Il)’den alinan her bostan farkli, kapali, sinirli ve konveks alt kiime C iizerinde
tanimli her T: C — C daralma fonksiyonun d = d;.; metrigi normdan iiretilmis olmasi

durumunda bir tek sabit noktasi vardir.

1965°de ise metrik sabit nokta teorisi {lizerine bir ¢cok arastirmalar yapilmis ve dnemli
sonuclar elde edilmistir. Gergekten de dncelikle Browder [4] tarafindan daha dengeli su
sonug verilmigtir: [*] [ll-ll normu ile eslesen bir Hilbert uzay1 (X, (:,-)) iginden alinan
bostan farkli her kapali, sinirli ve konveks alt kiime E {izerinde tanimli her U: E — E ||-
l-genislemeyen fonksiyonunun E’de bir sabit noktas: vardir [Burada not edilmelidir ki,
U  fonksiyonunun  ||--genislemeyen olmast demek her x,y €E i¢in
|l Ux —Uy ISl x —y I kosulunu saglamsi demektir] ]. Daha sonra yine 1965
tarihinde, Browder [5] ve Gohde [12] tarafindan ve birbirlerinden bagimsiz olarak
yukarida yer alan [*] teoremi tiim diizgiin konveks Banach uzaylar (X, |-l)’e
genellestirilmistir; bu wizaylara bilinen 6rnek, 1 <p < oo igin bilinen normu ||-|l,, ile

Lebesgue uzay1 X = LP’dir.

Cok kisa bir siire sonra fakat yine 1965 yilinda ise, Kirk [17] tarafindan Browder’in [*]



teoremi “normal yapiya sahip” adi verilen ve yansimali olan Banach uzaylar1t X ‘e
genellestirilmistir dyle ki normal yapiya sahip olmasi sonlu elemanli olmayan tiim
kapali, sinirli ve konveks alt kiimelerinin Chebsyhew yaricaplariin kiimenin bilinen
metrik capindan kii¢iik olmasi anlamina gelmektedir. Browder’in bu [*] teoreminde
verilen 6zelligine sahip Banach uzaylar1 (X, [I-ll)’e "genislemen fonksiyonlar i¢in sabit
nokta teorisine sahip” Banach uzaylar olarak kabul edilmeye baslanmistir. Bu ifade tez
calismasi sirasinda SNT (g.f.) seklinde kisaltilacaktir. Not edilmelidir ki (cg, lI-llo) Ve
(£%,1I)ll;) uzaylarinin ikiside yansimayan Banach uzayr olup SNT (g.f.)’ye sahip
degildirler.

Kirk’iin teoremi diisiiniildiiglinde daha iyi genellestirmelerin yapilip yapilamayacagi
sorusu arastirmacilarin aklina gelmektedir. 54 yilin ardindan, halen SNT (g.f.)’ye sahip
Banach uzaylariin yansimali olup olmadigi bilinmemektedir. Bu ve benzeri sorularin

yakin zamanda sabit nokta teorisi aragtirmalarinin odak noktasi oldugu sdylenebilir.

Yansimali uzay olma ve karakterizasyonu ile genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

nokta teorisi arasinda kuvvetli bir bag bulunmaktadir.

Yansimayan Banach uzay (El,”.”l) yani mutlak toplanabilen diziler uzayr mutlak

normu ile genislemeyen fonksiyonlarin sabit nokta teorisini bozar. Ornegin:

C:= {(tn): hert, >0ve Ztn = 1} kiimesi goz Oniine alindiginda kolayca goriilebilir Ki

n=1
C ¢’ da kapali, smirll ve konveksdir. C iizerinde T:C —C saga kayan bir
fonksiyon olsun; yani, T(t,t,.t,..):=(0t,t,,t;,..). Agkga T ||| -genislemeyen

(ayrica bir izometri olan) ve C ’de sabit noktas1 olmayan bir fonksiyondur.

Yakin zamanda yapilmis takdir edilen ¢ok onemli bir ¢alisma ile, P. K. Lin [19]

tarafindan genislemeyen fonksiyonlarin sabit nokta teorisini saglayan ilk Banach uzay1

X, |. )i gosterilmistir. P. K. Lin’in bu sonucu X = ¢* iizerinde asagidaki es norm
g g

|| . || u kullanarak gdsterilmistir.



.. gk
Her x = (xp)nen € €' igin ||x|| = Sup o Yoek xnl.
€

Peki (c, ,|| . ”30)’ sifira yakinsayan reel degerli dizilerin Banach uzayr mutlak sup

normu || . ||w ile nasil bir davranis gosterir? Bu Banach uzaylar1 teorisinde onemli

bilgiler sunan bir diger yansimayan Banach uzaydir. Bu uzay da ayni sekilde

genislemeyen  fonksiyonlarm  sabit nokta  teorisini  bozar.  Ornegin:

n = "n+l n

C:={t,).y thert, >0her1=t,>t,>...>t >t I 0} kiimesi gz oniine almsm.

Bu durumda saga kaydirma fonksiyonu adini alan U :C —C fonksiyonu ele alinsin.
u(,t,,t,..):=(1,t,t,t,..) olup U bir || . ||OO -genislemeyen (hatta bir izometri olan)

ve C ’de sabit noktasi olmayan bir fonksiyondur.

O halde ¢* ve c, bilinen normlari ile ortak bir karakteristik gosterir ve genislemeyen

fonksiyonlarin sabit nokta teorisini bozmaktadir. Dolayisi ile P. K. Lin’in ¢ igin

buldugu sonucun C;-analogunu arastirmak arastirmacilarin sorgulayabilecegi konular

dahilindedir. Fakat bu soru halen cevaplanamamaistir. Bu soruya pozitif cevap ise yakin
zamanda tez danmisman1 Nezir’in Mustafa ile ortak calismasinda [22] afinik kosulu
altinda verilebilmistir. Bu sorunun 6nemli bir soru olmasmin yam sira P. K Lin’in
sonucundan da 6nce 1979’ da, K. Goebel ve T. Kuczumow [11] tarafindan gdstermistir
ki I' ’in zayif*-kompakt olmayan kapali, siirli ve konveks K alt kiimelerinden olusan
cok genis bir sinifi vardir dyle ki bu sinif genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
teorisine  sahiptir. Lin’in bu c¢alismadan ilham aldigi ispat yOnteminde
anlagilabilmektedir. O halde Goebel ve Kuczumow’un ¢alismasi Lin’in sonucuna
onemli katkida bulunmus bir 6n ¢alisma olarak diisiiniilebilir. Lin’in ¢alismasimin c,-
analoguna 6n hazirlik olarak kabul edilecek Goebel ve Kuczumow teorisinin bir esdeger
norm ile cy-analogunun incelenmesi ilk sorunun ¢dziimii i¢in araglar sunabilecektir. Bu
amagla gergcekten de Nezir ve Sade [25], Nezir, Mustafa ve Dutta [23], Nezir
danismanliginda yazilan Guven [13] yiikseklisans tezi ile Nezir danigsmanlifinda yazilan

Oran [27] yiikseklisans tezi gibi bir ¢ok ¢alisma bulunmaktadir.



Unutulmamalidir ki Dowling, Lennard ve Turett’in ¢alismalar1 [7,8] ile sirasiyla
gosterilmistir ki (cg, lI'll)‘da SNT (g.f.)’ye sahip sonsuz boyutlu kapali bir alt uzay
veya zayif kompakt olmayan kapali sinirli ve konveks bir kiime bulunamaz. Dolayisiyla
Goebel ve Kuczumow teorisinin ¢, analogu ancak cy’in bir esdeger norm ile ele

alinmasi ile arastirilabilir.

Goebel ve Kuczumow analojisi i¢in yapilan ¢alismalar SNT (g.f.)’ye sahip en genis
siifi veren aday normlarin tespit edilmesini saglamistir ve bu sayede Nezir ve Mustafa
[22] galigmast ile cy’1n afin geniglemeyen fonksiyonlar i¢in SNT’yi saglayacak sekilde

yeniden normlanabilecegi gosterilmistir.

Bu tez calismasinin sonuglar1 tez danismaninin ortak oldugu Nezir, Mustafa ve Dutta
kitap boliimiinde [23] tezimizden yararlanilarak yapildigi ifade edilerek iznimiz
dahilinde yer almistir. Tez ¢alismasinda Nezir ve Mustafa tarafindan gelistirilen esdeger
norm ile c, i afin genislemeyen fonksiyonlar igin SNT’yi saglayacak sekilde yeniden
normlanabilmesinin tek olmadigi, tez calismasinda yer alan esdeger norm ile de ayni
sonucun elde edilebilecegi gosterilmektedir. Aslinda tez ¢aligmasinda yer alan esdeger
normun tanimi da Nezir [20] calismasinda verilmistir. Tez c¢alismasinda Oncelikle
asagida tanimi verilmis olan bu norm ile Goebel ve Kuczumow analojisi fonksiyonlara
afinlik kosu eklenilerek arastirilmis ve sonra ise c,’in bu esdeger norm ile yeniden
normlanmasi halinde afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in SNT’ye sahip oldugu ve hatta
bu norm vasitasiyla elde edilecek bir esdeger norm ailesi elde edilebildigi ve cy’1n bu
esdeger norm ailesi ile yeniden normlandiginda afin genislemeyen fonksiyonlar icin

SNT’ye sahip oldugu gosterilmistir.

Tanimlanmig olan bu esdeger norm asagidaki sekilde verilmektedir: Vx = (&x)x € co

i¢in

=

o P
lx]] == lim supyy Z |€_12| oyle ki burada y; T, 3 ve
P=®keN = ]

Vk € Nigin y, > 2 olmak tizere y, azalmayan.



Not edilmelidir ki ¢alismada kullanilan kiimeler Nezir ve Lennard [18] caligmasinda
bulunan kiimelerden alinmistir ve bu kiimelerin genellestilmesi ile daha genis siniflar

elde edilmistir.

Lennard ve Nezir [18] calismasinda gosterilmistir ki Banach uzaylarinda her asimtotik
izometrik (ai) cy-toplam baz dizisinin kapali konvek kabugu SNT (g.f.)’yi bozar,
dolayisiyla eger bir Banach uzayinda bir ai cy-toplam baz dizisi bulunabilirse SNT

(9.1.)’yi bozar.

Lennard ve Nezir [18] ¢alismasinda yer alan c,’da bulunan bu dizilerden birisi ve ilgili

teorem asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 1.1 (by)ney dizisi (0,00) araliginda smirl bir dizi olsun. Her n € N i¢in
fn:= by e, ile cy’da (f)nen dizisi tanimlansin ve bu dizi kullanilarak cy’da Y-, fx

kismi toplam dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki E kiimesi tanimlansin.

E:{Z tnfn:1=t12t22t32"'Ztn‘l’no '

n=1
Bu durumda bu kiime afin ||-|l,-genislemeyen fonksiyonlar i¢in SNT’yi bozar.

Bu kiimelerin daha genel halleri ise Lenard danismanliginda yazilmis olan Nezir [20]

doktora tezi ¢alismasinda asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

(bp)nen dizisinin terimleri (0,00) olmak iizere A skalerine yakinsak bir dizi olsun,
(Yo)nen iSe her NENigin ' < yy Ve 0:= Yoo, |¥n — Vn-1]| yakinsak olacak sekilde
bir dizi olsun. Bu durumda her ne€eN igin n,:= y,(be; + bye, + bze; +
bses+....+bpe,) seklinde (Np)pey dizisi tanimlansin 6yleki bu dizi 3K €(0,0) ve

Z“J 2“1771

j=n =

Va = (a)nen € Coo icin Ksup <

n>1

kosulunu saglasin. Bu durumda

AL > 0 vardir dyle ki (nTn)nEN dizisi bir ai cy-toplam baz dizisidir ve dolayisiyla bu

dizinin kapali konveks kabugu afin |||l »-genislemeyen fonksiyonlar i¢in SNT’yi bozar.



Tez galismasinda tanimlanmis olan || .|| esdeger normu ile c,’in yeniden normlanmasi
durumunda gosterilmektedir ki; ((y)neny V€ (br)nen dizilerinin (0, 00) araliginda keyfi
secilmesi ile yukarida belirtilen kiime simiflarin1 genellestiren kiime sinifi olan
(Un(bieq + byey + byes + byes+.... +byen))neny dizisinin kapali konveks kabugunun

afin || . ||-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahiptir.

Ayrica, not edilmelidir ki ¢y’in afin genislemeyen fonksiyonlar icin SNT’ye sahip
olacak sekilde yeniden normlanabilecegi ilk defa Nezir ve Mustafa tarafindan 2018’de
gosterilmis olup tez calismast ayni sonucu verecek benzer normlarin varligini

gostermektedir.



1.2 Kuramsal temeller

Tez calismasinda yararlanilan on bilgiler tanim, teorem ve lemmalar halinde bu

bolimde verilecektir.

Tanim 1.2 E kiimesi bir (X ,||||) Banach uzayinda bostan farkli kapali, sinirli, konveks

alt kiime olsun. T : E — E bir fonksiyon olsun.

1. Eger her 2 €[0,1] ve her x,y € E i¢in T(1-A)X+Ay) = (1-A)T(X)+AT(y) ise T

’ye afin fonksiyon denir [6].

2. Eger her x,yeE ic¢in |[T(X)=T(y)[|<]| x—y]|| ise T’ ye genislemeyen fonksiyon
denir [6].

Ayrica, eger her genislemeyen T :E — E igin enaz bir ze E var oyle ki T(z) =zise

E kiimesine SNT (g.f.)’ye sahiptir denir [6].

(X ,||||) bir Banach uzay1 olsun ve E < X olsun. E’ nin kapali konveks kabugu ¢, (E)
ile sembolize edilir. Bilindigi tizere (C,, ””w) uzay1 asagidaki sekilde tanimlanir:

Co = {x = (%) nen : herx, € Rve lim x,, = 0}.

n—oo

Ayrica, her x = (Xp)nen € ¢o i¢in ||x|loo: = suppenlxn| ve (61’” |l;) asagidaki

sekilde tanimlanir:

[ee]
1 :=1x = (xp)nen : herx,, € Rve ||x||; = zlxnl < oo}.

n=1

[18] calismasinda yer alan bir (X,||||) Banach uzaymin i¢inde bulunabilecek bir

asimtotik izometrik c, - toplam baz dizisi tanimi asagidaki sekildedir.



Tanim 1.3 (X,||||) bir Banach uzayi olsun, (x,),en dizisi asagidaki kosulu saglayan X
*in bir dizi olsun; bu durumda (x,,) ey dizisine (X, ||) uzaynda bir asimtotik izometrik
(a.i) c,-toplam baz dizisi denir: 0’a azalarak yakinsayan bir (e,)peyc [0,0)

bulunabilir 6yle ki her (t,,),en€Co igin
Su !
nzP 1+ &,

[21] calismasinda asagidaki ispati1 ¢ok agik olan lemma ile Goebel ve Kuczumow [11,

i J

_sup 1+g *itl :

n>1 j=n

Lemma 1] lemmasmin kismi bir analojisi elde edilmistir. Tez calismasinin ilk

boliiminde bu lemma anahtar rolunii tistlenmektedir.

Lemma 1.4 (x,), dizisi bir (X, ||-||) Banach uzayinda smirh dizi olsun. Herhangi bir

(Xnk )k alt dizisi i¢in asagidaki sekilde tanimlanan s:X —[0,00) fonksiyonunu goz

Onine alalim;

m

Z H,‘v’yex.

mi=

s(y)= limsup

m

Bu durumda, ¢, ’in zayif Banach-Saks 6zelligi dolaysiyla [26], eger (Y, )m dizisi c,’
da x’e zayif topolojide yakinsayan bir dizi ise, o zaman || normu ¢, iizerinde | {

normuna esdeger herhangi bir norm olmak ilizere Cesaro avaraji normsal olarak X’e
sdcg g i

yakinsayan en az bir (xn )n alt dizisi vardir dyle ki s fonksiyonunu bu alt dizi vasitasiyla

yazilirsa her y € ¢, i¢in s(y) = |ly — x|| dir.



2. MATERYAL VE YONTEM

£1°de zay1f* kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis
bir sinifin genisleneyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahp oldugu Goebel ve
Kuczumow [11] tarafindan gosterilmistir. Daha sonra tez danigmani Nezir’in de doktora
tez danismani1 olan Chris Lennard’in danigmanligi altinda yapilmig olan Everest [9]
doktora tez ¢alismasinda ise #1’de ¢ok daha genis smiflarin SNT (g.f.)’ye sahip oldugu
gosterilerek Goebel ve Kuczumow’un c¢alismasi genellestirilmistir. Goebel ve

Kuczumow’un ve Everest’in sonuglari sirastyla asagidaki teoremlerle goriilebilir.

Teorem 2.1 (by,)nen dizisi (0, ) araliginda sinirlt bir dizi olsun. b = inf, ¢y b, Olarak
tanimlansin. cy’da (f,)ney dizisi f,: = b, ey, ile her n € N i¢in tanimlansin. Daha sonra

ise bu dizi kullanilarak £1’de asagidaki E kiimesi tanimlansin.

E:={Z I hertHZOVez tnzl}.

n=1 n=1

Bu durumda E kiimesinin SNT (g.f.)’ye sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ny =
{j EN:b= b]-} kiimesinin bostan farkli olmasidir [7].

Teorem 2.2 (bjn)jnen dizisi reel terimli bir dizi olsun. Her j € N i¢gin f; = ¥, bj, e,
olarak tanimlansin fakat en az bir sonlu elemanli F € N olsun 6yle ki her n € N\F i¢in
b;» = 0 olsun. Bu durumda bu dizi kullamlarak £*’de tanimlanan asagidaki E kiimesi

SNT (g.f.)’ye sahiptir [11].

E:={Z I hertHZOVeZ tnzl}.
n=1

n=1

Goebel ve Kuczumow [11] ¢alismasinin bir ¢ok benzeri c, igin farkli esdeger normlar
kullanilarak tez danismanimnin bas yazar olarak yer aldig1 bir ¢ok caligmada
gozlemlenebilir. Yakin zamanda tez danismanmin tanimladigi esdeger norm ile
yapilmis ve Nezir, Mustafa ve Dutta [23] kitap boliimiinde yaymlanmis olan Giiven [13]

yiiksek lisans tezine ilham ve ara¢ olmus ilk teorem asagidaki sekildedir..



Teorem 2.3 b € (0,1) keyfi segilsin. ¢y uzaymda bir (f,)ney dizisi bu sabit say1 ve
kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. fi:= b ey, f,:=be, ve her n> 3 tam
sayisl i¢in f,,: = e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimi ile asagidaki sekilde bu b

sayisina bagli olarak c,’in kapali ve sinirl bir alt kilmesi E = E; tanimlansin;

E::{z thfmrl=t12t,2t3=2 2t, 1, 0.

n=1

Yukaridaki sekilde tanimlanan E kiimesi c,’de asagida tanimlanan Nezir, Mustafa ve

Dutta ¢aligmasinda yer alan [23] ¢alismasinda yer alan esdeger normuna gore en az bir
be (0, 1), a>1 i¢in Q; > % olmak {izere afin fonksiyonlar i¢in SNT (g.f.)’ye

sahiptir.

Her x = (&)« € ¢, Ve her a € R igin ¢, tizerinde || . || esdeger normu

llxll = llxlle + s_usz Qk|éx — a&;| dyle ki burada Z Qr =1,
T =1 k=1

Qk ‘Lk Ove Vk €N lgll’l Qk > Qk+1 dlr

Yakin zamanda tarafimizin da ortak oldugu Nezir, Mustafa, Sade ve Ates [24] ¢alismasi
ile gosterilmistir ki ¢, lizerinde tanimli asagida verilen esdeger norm igin ¢cok daha genis
smiflar afin fonksiyonlar i¢in SNT (g.f.)’ye sahiptir. Bu esdeger norm Nezir [21]
caligmas1 ile tanitilmis olup tez bulgularinda yer alan esdeger normda bu norm
vasitastyla Nezir [21] caligmasinda yer alan agagidaki tanim ve teorem yardimiyla elde

edilmistir.
Tanim 2.4 Her x = (§, )k € ¢, icin ||x||. asagidaki sekilde tanimlanir:
o) p E
13

Ix||.: = lim supyy Z —— | oylekiburada yyx Ty 1 ve yy artan dizidir.
pP=OkeN = 2]

Bu normun bir esdeger norm oldugu asagidaki teorem geregince agiktir.

10



Teorem 2.5 Her x = (&) € ¢ igin

Ixlloo = lim Z LT . Z il
o p— k2 p— 4 Zk

dir [21].

Ispat. x = (§4)x € co alinsm. X (0,0,---) oldugu kabul edilecektir aksi taktirde ispat

asikardir.
AN eN > [x| =s|,(u15\§k\
Bu durumda, -
= max |6 = [y |
keN
Ohalde  ortalama  kuvvet  esitsizligi ~ dolayisiyla  [14],  [x|_ = max|&]
k<N
1
P Py Pp
- maxﬂ§1|'|§2|""’|§N|} = !)im [|§1| +|§2| N+ +|§N| }
i
(et
) L'ﬂ(; N |
Ayrica, agirlikli ortalama kuvvet esitsizligi dolayisiyla [14],
”x”oo = rl?sal\)l(lfkl = max{lfll' IfZII”'I |€N|}
1 N %
i (PG Y (I
" pooo 2N T pooo - 2N |

Simdi gosterilebilir ki

dir.

11



Gergekten de bu asagidaki sekilde ispatlanabilir.

Oncelikle;
N 1
. &P\’
<
Illo < lim <Z -
k=1
o 1
1€1P\P
<l Z
_pl—r>r010< k2
k=1
dir.

Ayrica, 3se N oyleki |§k| < kiz Vk>s.

oo s—1 o P
lim Z |€5 IP p= m |fk|p+z | €5 [P P

k=1 k=s

1

1

Bu sebeple,
1
N N TRy
. k N k
S,}E&(Z 2 T2 +L 02 dk)
k=1
s 1
. 9 Lo (9 L P
k=1
dir.
Dolayisiyla,

1

S
< 1i p _
= oo (IENI ” k2 (2p+
1
< li P11 — dk

12

1
1 p
1) s2p+1

1

B (2p + 1) s?ptl

=Y

[N

i



= 1wl
= llx[oo

Bu norm vasitasiyla agsagidaki teorem elde edilmistir.

Teorem 2.5 (Up)nen V€ (bp)nen (0,0) araliginda dizileri herhangi dizi olsun. Her
n € N i¢in 7, := u,(be, +b,e, +be, +b,e, +....+b.e,) olacak sekilde (1) nen (Mn)nen
sekilde bir dizi tanimlansin. E kiimesi (1) ey dizisinin kapali konveks kabugu olsun;
yani, E: = ¢y({x,:n € N}) Bu durumda Tanim 2.7 ile verilen ||.||. es deger normu

icin E kiimesi afin ||. ||.. -genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Bu sonu¢ Nezir ve Mustafa [22] ile en genel sonucuna asagidaki sekilde

genellestirilmistir.

Oncelikle not edilmelidir ki [22] ¢alismasinda kullanilan norm ise bir énceki bahsedilen

normun bir kisitlamasi olup su sekildedir:

Tanim 2.6 Vx = (&,)x € ¢ igin ||x]|. asagidaki sekilde tanimlanir:

D=

(0]

Il 5= lim supy [ >
P=®keN “Th

P
% oyle ki burada y; T, 3 ve

Vk € Nigin y;, > 2 olmak tizere y, azalmayan dizi olsun.

Bu durumda [22] ¢alismasinin ana sonuglari olan ve tez galismasimin ayni yontemleri

uygulandigi teoremler su sekildedir.

Teorem 2.7 (co, ||. ||~ ) Banach uzay1 afin ||.||.. -genislemeyen fonksiyonlar igin sabit

nokta teorisine sahiptir.

Teorem 2.8 p(-) normu ¢, tizerinde asagidaki kosulu saglayan bir esdeger norm olsun:

Sifira zayif yakinsayan her (x,), dizisi ve her x € ¢, igin

13



n n

1 1
limsupp (— Z Xm + x) = limsupp (— 2 xm> + p(x)
n n n n

m=1 m=1
dir. Bu durumda her A4 > 0 igin ¢, iizerinde tanimlanan II-ll,= p(-) + All. ||~ esdeger

norm ailesine gore ¢, Banach uzay1 afin |I-ll ,-genislemeyen fonksiyonlar i¢in SNT’ye

sahiptir.

Tez ¢aligmasinin ikinci bdliimiinde verilecek ve tez calismasinin en genel sonucu olan;
yukaridaki sonuglar1 saglayan bir baska esdeger normun varliginin gosterilmesi i¢in
Nezir ve Mustafa [22] ¢alismasinin da temel pargalarini olusturan asagidaki lemmalara
ihtiya¢ duyulacaktir. Not edilmelidir ki elde edilen sonuglarda Helga Fetter ve Berta
Gamboa de Buen [10] galismasimin 6nemli etkileri bulunmaktadir Gyleki [10] ¢aligmasi
ile P. K. Lin [19] calismas1 genellestirilmistir. Bu bahsi gegen ¢alismalarin yardimiyla

ve verdikleri ilhamlarla bahsi gecen caligsmalar ve tez ¢alismasi elde edilmistir.

Lemma 2.9 [10] (X, || . |]) bir Banach uzay olsun ve C € X bos olmayan bir kapali,
konveks kiime (bkkk) olsun. Kabul edilsin ki T: C — C sabit noktasiz genislemeyen bir
fonksiyon olsun. Bu durumda bir bkkk T-gorintiistinii igeren D kiimesi ve bir a > 0

vardir dyle ki her T-goriintiistinii iceren D’ € D i¢in CapD' > a dir.

Lemma 2.10 [10] (X, || . |]) bir Banach uzay olsun ve C < X bos olmayan bir bkkk
olsun. Kabul edilsin ki T:C — C bir afin genislemeyen fonksiyon ve (x,), € C bir
yaklagik sabit nokta dizisi (ysnd) olsun. Asagidaki sekilde tanimlanan ®:C — [0, o)

fonksiyonu g6z Oniine alinsin.

d(y) = limrsup ”% ™1 Xn —y” , VyecC .

Eger d > infyec®(x) ve D ={x € C: ®(x) <d} ise, bu durumda D bir bkkk T-

goriintiistinii iceren kiime olup CapD < 2d dur.

Lemma 2.11 [22] (X, || . |]) bir Banach uzay olsun ve C c X bos olmayan bir bkkk

olsun. Kabul edilsin ki T: C — C bir afin genislemeyen fonksiyon olsun ve D c C ile

a > 0 Lemma 2.9°deki gibi olsun. Bu durumda,

14



m
1 a
inf{limsup —Z Xy — :(x)n<c D, (xy)y birysnd , y€E€D } > —
m m 2
n=1
dir.
Ispat. Olmayana ergi metodu ile kabul edilsin ki
1 m
inf{limsup Ez Xy — : ()< D, (xy)y birysnd , y €D } <=
m n=1

dir. Bu durumda bir ysnd (x,), < D vardir 6yleki
D’={yeD:limsup ”i 1 Xp — y” };t 1)
m

dir. Lemma 2.9 geregince, D' bir bkkk, T-goriintiisiinii igeren kiime olup CapD’ < a dir
ki bu bir ¢eliskidir.

Lemma 2.12 [22] (X, || . |]) bir Banach uzay olsun ve C c X bos olmayan bir bkkk
olsun. Kabul edilsin ki T: C — C bir sabit noktasiz afin genislemeyen fonksiyon olsun.
D c C ile a > 0 Lemma 2.9’deki gibi olsun dyle ki D bir T-goriintiistinii igeren bkkk
olmak tizere T-goriintiisiinii igeren her D' © D bkkk igin CapD’ > a oldugu kabul

edilsin. Bu durumda,

m
e 1 : a
;161)5 {hmnslup Ez Xy — t(x)n <D, (xp)y bir ysnd } > 7
n=1

dir.

Ispat. Lemma 2.9 kullanilarak denilebilir ki her s € N, her ysnd (x;), < D ve her

z € X i¢in
m m S
a <1 1 Z z <1i 1 Z 4 12
5 = 1msup — x|l < 1mn§up Xp—Z z S X,
n= r=1 n=1 r=1
dir. Bu sebeple,
m
a < i y 1 Z 1
> 1mssup imsup — Xy — S
n=1 r=1
m S
<li ! Z +1i ! z
< limsup - Xy —Z 1mssup z S X
n=1 r=1

15



1 m
= 2li — —
1mnslup mE Xn—Z
n=1
dir.
Sonu¢ 2.13 [22] (X, || . ||) bir Banach uzay olsun ve C < X bos olmayan bir bkkk

olsun. Kabul edilsin ki T: C — C bir sabit noktasiz afin genislemeyen fonksiyon ve her
T-goriintiisiinii igeren D < C igin a > 0 skaleri Lemma 2.9°deki kosulu sagladiginda

CapD > a olsun. Bu durumda,

m

S Q

— ) x| (xncC, (xp)n bir ysnd, Xp =X 2
VA

m

inf {limsup
n=1

dir.
Tez ¢aligmasinda kullanilan ve [23] calismasinda yer alan es deger norm ise asagidaki
sekilde olup bu normun gercekten de bir es deger norm oldugu yine Teorem 2.5

vasitastyla goriilebilir.

Tanim 2.14 Vx = (&) € ¢, i¢in [|X|| asagidaki sekilde tanimlanir:

D=

- P
Ix]| :== lim supyy z |€]2| oyle ki burada y; T, 3 ve
pP=®keN = ]

Vk € Nigin y;, > 2 olmak tizere y, azalmayan dizi olsun.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Tez calismasinin bu béliimii ii¢ baslik altinda sunulacaktir. Ilk baslikta c,’1n bir es deger
norm ile yeniden normlanmasi sonucu elde edilen ve afin genislemeyen fonksiyonlar
icin sabit nokta teorisini saglayan c¢ok genis siniflarin varligi anlatilmaktadir. Ikinci
baslikta ise birinci bdliim genellestirilerek kullanilan esdeger norm sayesinde cy’in
tamaminin afin fonksiyonlar i¢in SNT (g.f.)’ye sahip oldugu gosterilecektir. Son alt
boliimde ise tez ¢alismasimnin en genel sonucu olarak bir esdeger norm ailesi ile c,
yeniden normlandiginda afin fonksiyonlar i¢in SNT (g.f.)’ye sahip oldugu
gosterilecektir. Not etmeliyiz ki arastirma bulgularimiz iznimiz dahilinde tez
danigmaniin ¢alismaya biiyiik katkisi dolayisiyla Nezir, Mustafa, Dutta [23] kitap
boliimiinde tezimizden yararlanildig: belirtilerek yer almaktadir. Aragtirma bulgularimiz
dahilinde olan fakat asagidaki ilk boliimle yontem ve uygulamalar olarak benzerlik
icermesinden dolayr tez calismasinda ayrintilarini vermeye gerek duymadigimiz

yayilanmis Nezir, Mustafa, Sade ve Ates [24] calismamiz mevcuttur.

3.1  ¢o’mn yeniden normlanmasi ile afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisine sahip c¢ok genis simif

Bu boliimde [24] ¢alismasinda yer alan c,’1in bir es deger norm ile yeniden normlanmasi
sonucu elde edilen ve afin genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglayan

cok genis siniflarin varlig1 anlatilmaktadir.

Ornek 3.1 Toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu ele alinsin. Yani, her n>1 igin

f,:=e, olacak sekilde c,’da (f,)nen dizisini gbz Oniine alinsin. Daha sonra c,’ da

E = E_, kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.
b

E:= {Ztnfn 1=t >t >...>t |, o}.
n=1

n=f vehern>2, 5 = f +...+ f_ olmak iizere (N,)ney dizisi tanimlansin.

Kolayca goriilebilir ki E := {Zanﬂn her o, >0 ve Zan = 1}.

n=1 n=1
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Bu durumda cok iyi bilindigi lizere E kiimesi (1,)neny dizisinin kapalt konveks
kabugudur ve saga kaydirma fonksiyonu sabit noktasiz afin ||||w -genislemeyen bir

fonksiyondur.

Teorem 3.2 Tamim 2.14 ile verilen ||.|| es deger normu igin yukaridaki O6rnekte

verilen E kiimesi afin ||. ||-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglar.

Ispat. T:E — E bir afin genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklasik sabit

nokta dizisi adini alan bir dizi (x(”)) € E vardir 3 || Tx™ — x(")” -0 ve bu
neN n
sebeple ||Tx(") —x™ ||oo > 0 dir. Genelligi bozmadan gerekirse bir alt dizi ile degisim

yapilarak denilebilir ki en az bir z € ¢, vardir dyle ki x(™ dizisi z’ye zayif topolojide

yakinsar. Bu durumda Lemma 1.4 geregince, bir s:cy — [0,00) fonksiyonu s(y) =

limsup ”% m o ox® — y” , Vy € ¢y ile tanimlanabilir ve bu durumda s(y) =
m

ly —z|| , Vy € c, dir.

Simdi E kiimesinin zay1f kapanigi

W:=Ez={z @, Ny her a, =0 ve Z anS1}

n=1 n=1

ile tanimlansin. Iki durum gdz dniine alinmalidir.
Durum 1: z € E olsun.
Oncelikle s(Tz) = ||Tz — z|| dir.

Ayrica T afin ve genislemeyen oldugundan,

1 1 1
s(Tz) < limsup |[Tz — T(—Z x(k)> + limsup —2 x ) — —2 Tx )
m m m m m
k=1 k=1 k=1
<s(2)

dir.
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Oyleyse, ||z — Tz|| < 0 dir ve dolayisiyla Tz = z dir.
Durum 2: z € W\E olsun.

Bu durumda, ele alinan nokta z su formda yazilabilir:

o (o)

Z OnNy Oyle kiz o, < ldir.

n=1 n=1

Buradan

8:=1—Z On

=1

olarak ve
hyi = (0 + A8)m, + (0 + (1= D82 + ) Gy
n=3

seklinde tanimlansin. h; nin E’de olabilmesi igin A skalerleri [— %, % + 1] araligindan

secilsin, bu durumda

llhy — z|| = Ade, + (1 — A)6(eq + €3)

1
= limsup {yl [51) + I1—/1|P5P]p 'Y2|1—/1|6}

4 4
P00

1-1|6
= max {y, |1 - 4|5, 2222

olacaktir.

Yukaridaki esitlik kullanilarak I':=  min llh;y — z|| seklinde tamimlansin. Bu
Ae[-12¥241)

durumda, I' = 0 ve dolayisiyla bir tek minimumlastiran hy degeri 4, € [—%, % + 1]

icin mevcut olup ||h,1 . z|| sayis1 I"’nin bir minimumudur.
Simdi ele alman kiime igerisinde A:={y : |ly —z|| < I}seklinde bir kiime

tanimlansin. Not edilebilir ki A € E bostan farkli kompakt ve konveks bir kiime olup

h € A igin, T afin ve genislemeyen oldugundan,
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1 Z NG __z 75 (0

1 m
ho T(_z xoo)
m

s(Th) < limsup
mn k=1

+ limsup
m

<s(h)
dir.

Ayrica, s(Th) = ||z — Th|| ve s(h) = ||z — h|| dir.
Bu sebeple, ||z —Th|| < ||z—h|| = |lz—Th|| = ||z — h|| = Th € A.

O halde, T(A) € A olup T’nin siirekli olmasi sebebiyle Schauder’s Sabit nokta teoremi
kullanilarak [28] T nin bir sabit noktasi oldugu ve bu noktanin ||y —z|| : y € E

degerlerini minumumlagtiran h = hy dir ve Th = h dir.

Dolayisiyla, E kiimesi bu iki durum sonucuna gore gf-snt’ye afin fonksiyonlar i¢in

sahiptir.

Teorem 3.3 be(0,1) keyfi olmak iizere f,:=be,, f,:=Dbe,, ve her n=3 i¢in f :=
alarak ((ep)nen ler cy’in kanonik bazi olmak iizere; yani (e,),eny Skaler dizisi tanim
kiimesi N olan, n-yinci koordinati 1 ve diger koordinatlar1 0 olan ve (Co’”'”w) ile
(|1,||.||l) ’ in bir kosulsuz bazidir) ¢, ’ da bir (f,)nen dizisi tammlansin. Daha sonra ise
7, =1 veher n>22 ic¢in n, == f, +...+ f, olacak sekilde (1,)ney dizisi tanimlansin.
Sonra (ny)nen dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki c,’ in kapali sinirh
konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

E:{Z a, Nn: her a, >0 ve Z anzl}

n=1 n=1

Bu durumda Tanim 2.14 ile verilen ||.|| es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.|| -

genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini saglar.
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Ispat. Teorem 3.2 ile aym metod kullamlacaktir ve dolayisiyla benzer ayrintilar
atlanilarak sadece Teorem 3.2°nin ispatinin Durum 2’sinden farkliliklar asagidaki
sekilde sunulabilir.

||hy — z|| = Adny + (1 — A)6n, = A6bey + (1 — A)5(bey + bey)

1
= blimsup {h [5” n |1—A|p6p]p ’y2|1—z|a}

2 4 4
P~

1-1|6
= bmax {y,|1 - 2|6, =212

olacaktir. Yine [I':= min ||hy — z|| olarak tamimlansin. Bu durumda yine
Ae[—%,’%ﬂ]

goriilecektir ki I' = 0 dir.
Simdi asagidaki teorem ve bulgularla sonuglar daha da genellestirilir.

Teorem 3.4 b = (by)ney dizisi (0,1] araliginda b, T, 1 olacak sekilde bir artan dizi
olsun. Her n € N i¢in f,:=b.e, olacak sekilde ¢, da bir (f;,),en dizisi tanimlansin.
Daha sonra ise 77,:= f, ve her n>2 i¢in 7, = f +...+ f_ olacak sekilde (1;)nen
dizisi tanimlansin Sonra (7, ),ey dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki ¢, ’
n kapali, sinirli, konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

E={Z a, Ny her a, =0 ve Z an=1}

n=1 n=1

Bu durumda Tanim 2.14 ile verilen ||.|| es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.|| -

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Ispat. Teorem 3.2 ile aym metod kullanilacaktir ve dolayisiyla benzer ayrintilar
atlanilarak sadece Teorem 3.2°nin ispatinin Durum 2’sinden farkliliklar asagidaki
sekilde sunulabilir.

llhy — z|| = 26ny + (1 — A)én, = A6bye; + (1 — 1)6(byey + byey)

1
P|11-2|PsP1p _
= limsup {yl [blpSP +b2 I14/1| 8 ]p ’Vzbzll )L|6}

4
P00
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1
|1—;1|P5P]§ Y2|1-2|8
4 4

= b,limsup{y; [(i—:)p 6P +

P20
< b,max {y1|1 — 2|6 M}

olacaktir. Yine I':=  min |lh; — z|| olarak tanimlansin. Bu durumda I’ <
}\e[—%,‘%zﬂ]

min  bymax{y|1 — 216, =22} = 0 oldugundan I' = 0 dir.

_rivz
le[ 5'5“]

Teorem 3.5 b = (by)ney dizisi (0,00) arahiginda bir x>0 sayisina yakinsayan

herhangi bir dizi olsun. Her n € N i¢in f :=Dbe, olacak sekilde c, da bir (f,)nen

dizisi tanimlansin. Daha sonra ise 77,:= f, ve her n>2 i¢in 7, := f, +...+ f_ olacak

sekilde (1,)nen dizisi tanimlansin. Sonra (1,)ney dizisinin kapali konveks kabugu

olan asagidaki ¢, 1n kapali, sinirli, konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

Ez{z an Nyt her a, =0 ve z anzl}.

n=1 n=1

Bu durumda Tanim 2.14 ile verilen ||.|| es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.|| -

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Ispat. Teorem 3.2 ile aym metod kullamlacaktir ve dolayisiyla benzer ayrimtilar
atlanilarak sadece Teorem 3.2°nin ispatinin Durum 2’sinden farkliliklar asagidaki
sekilde sunulabilir.

llhy — z|l = A6ny + (1 — A)én, = A6bye; + (1 — 1)6(byeq + byey)

1
bzpu—w’sl’]E yzbzu—m}
g 4

= limsup {yl [b1p6p +
P~

i
—

(o) © 5
y maX{b1 ,bz}
. 1 )
= max{b, , b,}limsup ( b, )p |1-2[P &P
P~o0 max{b; ,b,} 4
byy2|1-2[6 }
Ul-max{bl ,bz}

< max{b, , b, }max {y1|1 —Al6 ,72|14-/1|5}
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olacaktir. Yine I': = r)r/u%rll ||h; — z|| olarak tanimlansin. Bu durumda
1

Ae[-TH 241
r< . _ Yal1-A18) _ 3 .
< min max{b; ,b,}maxiy,|1 — 1|6 ,~——— = 0 oldugundan I = 0 dir.
TR 4

Takip eden sonuglar Teorem 3.5 ve ispatindan dogrudan kolayca elde edilebilir.

Sonug 3.6 b = (by)ney dizisi (0,00) araliginda herhangi bir siirli dizi olsun. Her

n €N i¢in f :=Db,e, olacak sekilde ¢, da bir (f,)nen dizisi tanimlansin. Daha sonra
ise 7,:=1f, ve her n22 i¢in 5, :=f +...+f olacak sekilde (N,)nen dizisi
tanimlansin. Sonra (7,),ey dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki c,’ m
kapali, sinirly, konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

Ez{z an N,: her a, >0 ve z anzl}.

n=1 n=1

Bu durumda Tanim 2.14 ile verilen ||.|| es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.|| -

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Teorem 3.5’in ispat1 kullanilarak en genel sonuclar asagidaki sekilde ispatsiz olarak

sunulabilir.

Teorem 3.7 b = (by)nen dizisi (0,00) araliginda herhangi bir dizi olsun. Her n € N

icin f, :=Db.e, olacak sekilde c, da bir (f;)ney dizisi tanimlansin. Daha sonra ise
n,=f veher n>2 i¢in n, = f,+...+ f, olacak sekilde (1,)ney dizisi tanimlansin.
Sonra (np)nen dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki ¢, ’ in kapali, sinurl,
konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

E:{Z a, Nn: her a, >0 ve Z anzl}.
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Bu durumda Tanim 2.14 ile verilen ||.|| es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.|| -

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Sonu¢ 3.8 (Up)neny dizisi (0,00) araliginda Gyle bir diziki her N € N igin T <y,

olacak sekilde I'>0 var ve o:= Z“‘n — 4 |< o olsun ve kabul edilsin ki (b,)nen
n=2

dizisi (0,0) araliginda bir A €(0,0) sayisina yakinsasm. Bu durumda her n € N igin

n, = u,(be +be, +be, +be, +....+be,) olacak sekilde bir dizi tanimlansin. Ayrica

kabul edilsin ki (n,)nen dizisi alt ¢, -toplam tahminini saglasin. Yani, kabul edilsin ki

" "
Zaj 2;“1771
=

j=n
(M)nen dizisinin kapali konveks kabugu olsun; yani E:= ¢y({x,:n € N}) Bu

JK €(0,0) var dyle ki Va = (@p)nen €Coo i¢in Ksup < . E kiimesi

n=1

durumda Tanim 2.14 ile verilen ||.|| es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.| -

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Sonu¢ 3.9 () neny V€ (by)nen dizileri (0,00) araliginda herhangi dizi olsun. Her n € N
icin 7, = (b€ +b,e, +be; +b,e, +....+b.e ) olacak sekilde (1,)nen sekilde bir dizi
tanimlansin. E kiimesi (9,,)nen dizisinin kapali konveks kabugu olsun; yani, E:=

Co({xn:n € N})Bu durumda Tanim 2.14 ile verilen ||. || es deger normu i¢in E kiimesi

afin ||. || -genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.
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3.2 co afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip olacak

sekilde yeniden normlanabilir

Bu boliimde Tanim 2.14 ile verilmis olan esdeger norm kullanilarak c,’in afin
genislemeyen fonksiyonlar icin SNT’yi saglayacak sekilde yeniden normlanabilecegini
gosterilecektir. Not etmeliyiz ki cy’in SNT’yi afin genislemeyen fonksiyonlar igin
saglayacak sekilde yeniden normlanabilecegi ilk olarak Nezir ve Mustafa [22]
calismasinda gosterilmistir. Bu ¢alismada ise bu sonucun bir bagka esdeger norm ile de
verilebilecegi gosterilmektedir. Bu bolim daha once de not ettigimiz gibi Nezir,

Mustafa ve Dutta [23] ¢alismasinda yer almaktadir.

Simdi asagidaki lemma ve teoremlerde aksi belirtilmedikge || .|| esdeger normunun

Tanim 2.14°da verilen esdeger norm oldugu kabul edilsin.

Lemma 3.10 Kabul edilsin Ki (x,), < (co, lI'll) Ve x, — 0 olacak sekilde bir dizidir.
w

Bu durumda (x,), ‘in en az bir alt dizisi (x,,) ve w =X, ae; formunda
yazilan bir (uy)y dizisi bulunabilir ki burada (e;); dizisi bilinen kanonik baz ve

(a;); © R skalerler olup asagidaki esitlik saglanir:

J J

|1 o |r

fim 170 5=l = fim 17D 5 = | =0
k=1 k=1

Bessaga-Petczyn’ski Se¢im prensibi [2, p.46], [6] nin ispat1 geregince (x,,),’in uygun
bir alt dizisine gecis yapilarak ki bu dizi (uy), blok baz dizisine denk ve ayrik olarak
destekli olacak sekilde secilebileceginden ispat bahsedilen teoremde uygulanan ispat ile

agiktir.

Lemma 3.11 Kabul edilsin ki (x,), < (co, lI'll) Ve x,, = x olacak sekilde bir dizi olsun
z

Oyle ki

J
] 1
lim [|= X, — x|| = a mevcut olsun.
Jj—ooo ]
n=1
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j
1
Bu durumda, lim —_Z X, —x|| =a dir.

o

Ispat. y,,’leri orantilayarak, y, ’nin azalmayan ve ¥, T, 1 olacak sekilde bir dizi oldugu
kabul edilebilir ve esdeger norm bu gercege bagli kalarak yeniden tanimlanabilir.

Ayrica genelligi bozmadan kabul edilebilir ki x,, = 0 dur. (xnk)k dizisi (x,,), dizisinin
Z
bir alt dizisi olsun 6yleki lim ||§2{;=1 x”k”oo mevcut olsun. Lemma 3.10 geregince,

kabul edilebilir ki u;, = Z:Z’;;;H a;e; seklinde yazilabilen bir (uy), dizisi bulunabilir

ki burada (e;); kanonik baz ve (a;); < R skalerler olup

J

.l .

fim 172w =] = fim 17D, =g = 0
k=1 o k=1

dir. k € N igin y, = xy, olarak tanimlansm. Bu durumda,
J J
tim 1= 3| = tim ] = @ ve tim 1= lim [y ], a
im ||- = lim [|u;|| = a ve lim ||- = lim ||u; ir.
j—oo ] yk j—oo 7 j—oo ] :Vk j—oo o

k=1 k=1

[ee]

Esdeger normun tanimi geregince, en az bir [ € N vardir 6yle ki

1
Mmjyq

P
|la;|P : .
u; =y lim z 12 ki burada i < m; durumunda a; = 0 dur.

p—> [

i=l

Yn < Yn+1 oldugundan, eger n < m; ise, asagidaki esitsizlikler vardir:

1 1
m Py m >
J+1 14 Jt+1 p
lim E ) _ lim E lal”
ynp—mo l-z ynp—»oo lz
l=n l=m]-+1
1
m =
Jt1 p
la;|?
< Va1 lim =
i=m]-+1
1
m; >
Jj+1 p
. |la;|P
= Yns1 lim ;
p—0o l
i=n+1
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Ayricam; +1 <1 <m;,, iken

|
bR

ve dolayisiyla

|~
Q=

Mjt+1 P -1
Vi~ Vm;+1 |a;|P |a;|P
j . i . i
——— |lim = > lim —
) p—o l p—©o L
ym]“ i=l i=mj+1
elde edilir.
O halde buradan;
1
mjiq | |p )
. a;
[y llo—w| = sup a;|l —ylim Z 2
mj+1sismiy p =
1 1
mjiq ) Mmjiq )
la; [P la;|P
= lim — -y li >
l—m]-+1 i=l
1
Mjt1 7 -1 7
3 1 ", ol |
<A —-yplim = + lim >
i p—0o i
i=l l=mj+1
1
Mt )
Vi ym]+1 . Iallp
<11 —y; | lim >
[oe]
Ymjss P =
1
Mmjyq P
)4 . |a1|
= —7; | lim >
Mjtq p=%® L

elde edilir.

Bu durumda, j — oo iken limit alinarak, lim || u; llo— ||u]|| = 0 elde edilir dolayisiyla
_]—)00

tim |12 3| = tim | = tim [, = 1 12 -
fom (17 2, 2| = Jom sl = fimlll, = fim )7 0, i) = e
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O halde }Ziﬂ X, hin alt dizisinin her takip eden alt dizisleri igin de

lim ” Z k=1 Xny ” = a olup istenilen bir sonug elde edilmis olur. Diger esitlikte ayni

j—oo

disiince ile elde edilecektir.

Lemma 3.12 Kabul edilsin ki (x,), < (co, lI'll) Ve x,, = x olacak sekilde bir dizi olsun
z

oyle ki

j .
_ 1 1 1<

lim lim—z ——Z =a ve lim —,z Xn

Sndcl | Vindsly) —~ S ~ jooo |l

n=1
mevcut olsun. Bu durumda (x,,),,’in en az bir alt dizisi (y,), vardir oyle ki

J

1
lim lim E yn—— E Vol = a = 21lim (|- E X

n=1

Ispat. Lemma 3.11’in ispatina benzer sekilde, ¥,, dizisi orantilanarak, kabul edilebilir ki
¥, azalmayan ve y;, T 1 olacak sekilde bir diziye doniistiiriilebilir ve esdeger norm bu

degisikilige uygun olarak ele alnabilir. Ayrica (xnk)k dizisi (x,), dizisinin

lim ” Zk 1 Xn, ” var olmasini saglayan bir alt dizisi olarak kabul edilebilir. Ayrica

jooo

Lemma 3.10 geregince kabul edilebilir ki u;, = Zﬁ’;;ﬂ a;e; seklinde yazilabilen bir

(ug ) dizisi bulunabilir ki burada (e;); kanonik baz ve (a;); < R skalerler olup

J

j
|2 1
fim |72, s | = fim 17D | =
k=1 o k

=1

Bir alt diziye gecilerek kabul edilebilir ki

lim lim ”%Z,jlzl Xy — z >=1 xn” ve lim 11m||u] us||

S—00j—>00 §—00j—00
mevcuttur. Her k € N i¢in y;, = x,,, olarak tammlayalim, bu durumda her j, s € N igin

J s

1 1
< }':E: Yn _'ECZE: Yn

n=1 n=1

N

)
S y‘l’l u’S

n=1

(7

M
=
I
&
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ve

1 1w
= ”ui__uS”m'+ j;:E: Yn — Yy + B Yn — Us

n=1 n=1

0 [oe)

dir. Bu sebeple, lim lim ||u; — us|| = a dir. Kabul edilsin ki s > j dir. Esdeger normun
S§—00j—o00

tanim geregince, m; + 1 < [ < mg,; kosulunu saglayan en az bir | € N vardir dyle ki
0 eger i<m; veya mj,; <i<myise
aj=|a eger m+1<i<mj, olmak {izere
veya mgy+1 < i < mg,, ise

D=

. la;|?
oy =l = valim | > =5

p—00

1 1 1
Mgi1 "p p M1 "p p Msyq "p p
lim z lai] =y, lim z lai] < lim lai]
ynp—)oo l-z ynp—wo iz —= yn+1p—>oo iz
i=n i=mj+1 i=mj+1
1
Mg+1 p
_ li |a;|?
= Vn+1 1M =
p—o L
i=n+1
dir. Bu durumda ise asagidaki esitsizlik elde edilecektir.
1 1
Ms+1 p Ms+1
|ai|P |lai|?
y: lim . > Ym.41 lim :
p—© i2 7" pooo i2
i=l i=mj+1
ve dolayistyla

1 1

m; 7y )

j+1 14 -1 p

Yi = Vmj+1 la;|? ) la;|P
——— lim — > lim —
) p—©o l p—>o L
VYmj+1 i=l i=m;+1

dir. O halde
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=

M1 ,
' . la;|?
[y —us o= [luy —wusll[ = sup  Jaf| -, lim =
mj+1sismgyq p— = l
1 1
Msiq 14 Mst1 P
Ly e\ jaf1”
~ o Z iz Nt 2 i2
i=mj+1 i=l
1 1
S+1 -
la;|? |a;|P
<@-plim( > ) aim | 2
l p—ooo l
i=l i=mj+1

dir. Bu sebeple,

= Ms+1 | 1P\p
= b= oy = sl < (145222 ) o (5 Y

ij+

m !
—< L —)/>1im > "
Ymj+1 t) poeo - i2

dir. Dizi sinirli oldugundan || U l»< d seklinde kabul edilebilir. Bu durumda,

0 < |l —us lloo— ||y —usl|| < <ym”+1 — yl> 2d dir ve buradan j —» o ve
j

s — oo iken limit alinirsa

lim lim || wj — s llo— ||u; — us|| = 0 ve buradan Lemma 3.10 ve Lemma 3.11
j—0

S—00
kullanilarak (fakat daha Oncesinde bir alt diziye ge¢ildigi kabul edilerek) asagidakiler
elde edilir.

1
a = lim hm”uj —us” = limlim || w; — u; llo= lim lim —,Z Xk ——Z Xk
$—00]—>00 S ]

S—00j—00 —00j—00 S
k=1 k=1
o)

j s J s

1 1 1 1
= lim ||+ Xe|| + lim [|— x|l = 2lim ||+ x|l = 2lim ||— Xk
jooo ) s—oo ||S jooo |lJ joo ||S
k=1 k=1 o k=1 k=1

Lemma 3.13 Kabul edilsin ki C < (c, lI'll) bir bkkk’dir. T: C — C ise sabit noktasiz

afin genislemeyen fonksiyon ve (x,), € C bir ysnd olsun 6yle ki zayif limiti x,, = u
V4
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olmak lizere

j
1
lim —_Z X, —ul|l mevcutolsunve ®:C — [0,00) fonksiyonu
Jj—00 ] e~
d(x) = limsup ”%Zﬁl Xy — x” seklinde tanimlanmak tizere

(0]

D= {x d(x) < } # @ kosulu saglansin bu durumda not edilebilir ki

{x: ®(x) < d} # @dir.

Ayrica kabul edilsin ki (y,), € D ve y, =y olsun. Bu durumda tim bu kosullar
z

dahilinde,
m m
1 - <d-li !
1m"s;up Ez Vo — Y — lim ooy Xp— U
n=1 0 n=1 o
dir.

Ispat. Kalton ve Werner [16] ¢alismasinda gosterildigi {izere p = oo i¢in ¢, Banach

uzay1 my, ozelligine sahip olup asagidaki esitlikleri saglar:

n
)

- X
n k

limsup = max{ limsup o lxlles
n k=1 o n k=1 o
1
n p P
. . 1 p
= lim | limsup —z Xk + x|
p—o00 n n
k=1 o
Dolayisiyla bu esitlik kullanilarak sdylenebilir ki her s € N i¢in
1 m
22 > hmsup Z = limr;slup EZ Xp—U+U—Ys
n= oo n=1 (o)
m
> L [ Z +2lys—y+y—ul
2 -~ 2 Vs =Y TV~ Ullw
n= [os]

dir. Bu sebeple, ayn1 esitlik geregince

d
72 > hmsuphmsup Z

k=1

m

)

m Xn Yk
n=1 .
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1 1%
> i . + 4
> 1mssup11mniup - Xn S Yn
n=1 n=1 )
m S
. 1 1 1 1
2 7 lim EZ = ufl +7lly —ulle + 7 lim ;Z Yn =Y
dir. Dolayisiyla,

m m
li ! <d-1li !
1mns{up EZ Yn— Y Jm EE Xn—Uu ly —ulle

n=1 o) n=1 [e's]

dir.

Simdi asagidaki lemma ile yukaridaki sonucun c¢alismada yer alan esdeger norm ig¢in

analogu verilecektir.

Lemma 3.14 Kabul edilsin ki € < (cg, lI-ll) bir bkkk, T: C = C bir sabit noktasiz afin

genislemeyen fonksiyon, (x,), € C dizisi x, »u olacak sckilde asagidakileri
VA
saglayan bir ysnd olsun.

lim ”%Z{lzl Xp — u” mevcut, (u,), dizisi Lemma 3.10'da sunulan kosullara

j—oo
sahip, lim ”}2,].1:1 Xp —U— uj” =0, ®:C - [0, ) fonksiyonu ise d(x) =
jooo
limsup ”% L Xp— x” seklinde tanimli olmak iizere D={x: d(x) <d}# 0
m

kosulunu saglasin. Ayrica kabul edilsin ki (y,,),, © D dizisi y,, = y ve
z

lim ”%Zﬁzl Vi =Y ” limiti mevcut olacak sekilde bir dizi olsun.

n—oo

Bu durumda,

o T TRy LB

m—oo

dir.

Ispat. Kabul edilsin ki € > 0 keyfi ve k dogal sayisi ||y — Pyy|l < € ile ||lu — Pyu|| < ¢
kosullarin1 saglasin dyle ki burada P, dogal projeksiyondur. (y,), dizisinin bir alt

dizisine gecilerek v, =Zir§’;:l+1 b;e; formunda bir (v,), dizisi elde edilebilir ve
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lim ||%z;;=1 Ve —Y — vn” =0 dir. N >k 06yle bir dogal say1 olsun ki n > N igin

n—-oo

1 1 y
”;Z}}:l X —U— un” <& ve ”;Zﬁzl Ve —V — vn” < € kosullar1 saglansin. Bu
durumda, eger my, > 1;,4 > N ise

limsup||u, + Pru — v; — Pyi||
n

n n
1 Z N 12
| ~ ), Y ~ ) T U Uy
< limsup k=1 k=1
no N\ Hly =y =yl + llu = Peull /
+Hly = Peyll

<d+4e
dir. Bu durumda, eger 744 =k, my+1>1,, Ve 1,4+ 1<s; <154y icin ||vj| =
Vs, Ps, 1) Nleo ise [y + Pt = v = Peyie|| = v, (1l 05 Moo 1 21 Nleo)
= ||lvjll + s, I un oo olacaktr. Bu sebeple, u, —0 oldugundan, Lemma 3.10
geregince, d + 4e = ||| + Vo lim Il lleo= vl + Vsjlimlluy [l olup j - oo iken
limit alinirsa
d+4e > li}n”vj” + li1£n||un|| = li}r,n ”%Z{;zl Vi — y” + lirlln ”%Z?n:l X — u” elde

edilecektir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.15 Kabul edilsin ki C < (co, lI:ll) bir bkkk, T: C — C bir afin sabit noktasiz
genislemeyen fonksiyon, (x,), € C dizisi x, = 0 olacak sekilde bir ysnd Oyle ki
VA
D = {x: limsup ”% ey Xy — x” < d} bostan farkli bir kiime olsun.
m [ee]

Bu durumda eger

m

1
c= inf{limsup Ez Yn—Y|l: On)n € D, yn, =y seklinde (y,),bir ysnd}
m z
n=1
ise
inf{limsup ”% i Vn— z” : Z€ D,(yp)n € D birysnd 3 y, - y} > 2c
m Z

dir.
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Ispat. Olmayana ergi metodu ile kabul edilsin ki en az bir z € D var ve y,, — y olacak
z
sekilde bir (y,), € D ysnd var oyle ki a = lim =37, 3, — 2| < 2¢ dir. Bu
m—oo

durumda hipotez geregince limsup ”%Zﬁl Yn — y” >cve
m

z€D, = {u € D: limsup%}}ﬁ=1 Yn—UuU=< a} *0
m

olup Lemma 2.9 geregince D, bir T-goriintiistinii i¢eren bkkk’dir. (u,),, < D, dizisi u

noktasina zayif yakinsayan bir ysnd olsun. Bu durumda Lemma 3.14 geregince

: 1 . 1
limsup ”— moUn —u” <a-— lim ”— i Yn —y” <2c—-c=c
m m m

m-—oo

olup bu bir ¢eliskidir.
Teorem 3.16 ¢, lizerinde Tanim 2.14 ile verilen ||-|l, normuna esdeger olan ||. || normu
ile (co, |I.]l) Banach uzayr afin ||.||-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta

teorisine sahiptir.

Ispat. Vk € N i¢in

S

Illgg: = yilim ( 3 54°
p—oo j=k ]
seklinde tanimlansin. Bu durumda [|x|| = sup||x]||;, dir. Olmayana ergi yontemiyle
keN

kabul edilsin ki C < (co, ll:lls) bir bkkk, T: C — C bir sabit noktasiz afin genislemeyen

fonksiyon ve C kiimesi Sonug 2.13’iin kosullarini saglasin. Bu sebeple,

m

)

m In =Y
n=1

a=4y, — 8, & = 1;"2 olsun ve (x,), © C dizisi x, - xo olacak sekilde bir dizi olsun

: (yn)n € C dizisi y, = y seklinde bir ysnd; > 0.
z

b= inf{limsup
m

Oyle ki

n
1
E xl'_xo

i=1

b < lim < (1+&)b
n

kosulu saglansin. Genelligi bozmadan x, = 0 kabul edebiliriz. Lemma 3.12 geregince,

uygun alt diziye gecilirse, lim ”%Z?zl X; ” mevcut olup
n—oo

34



<2 +¢&)b

dir.
<21+ sl)b}

n
1
—2 Xi — Z
n

i=1

D= {z € C: limsup
n
seklinde tanimlsansin. Bu durumda D ‘nin bir bkkk oldugu goriilebilir. Simdi

m
)
m Yn
n=1

olarak tanimlansin. Not edilebilir ki ¢ > b dir ve eger (y,,),, € D dizisi y, = y olacak
zZ

: (V)n € D dizisi y, —» y seklinde bir ysnd}
Z

c= inf{limsup
m

sekilde bir ysnd ise lim ”lZ?:l v — y” mevcut olup Lemma 3.12 geregince

Yi=1 Yi — Y| = lim %Z}Llyi—y dir ve
I | = tim | .

n—oo

b<c< lim
n—oo
. 1 . 1
b < lim ”—Z{;l xl” = lim ”—Z?:l xl” olacaktir; dolayisiyla,
n n-oo lin oo

n—-oo

(2)

Xi

1
oo 1 . i
+ll vyl nl_r)roloHn E X;
i=1

ﬁM:
Y

1
n s
() [

1 -
" Iy lpy=1y llo= rllgn ‘

n n
(e[S S
nl—r>£10 n 4 Y n4 Xi
i=1 0 i=1 0
n m n m
<2 tim 1im |2 > : > I Z 21im ||~ >
Y1 nllgomllgo n *i m 4 % nl—g}o ml—lg’ m& yimy
i=1 i=1 =1 =1 o0
<2 te)p—3b b(8 340 )
<— g)b—3b=b(——-3+—c¢
Y1 ' V1 20
olacaktir. Simdi x € D noktasinin asagidaki kosulu sagladig1 g6z oniine alinabilir
(3)

xS llxl <A +e)b<(1+¢g)c

Gergektende lim ” Yy xl” < (1 + &)b oldugundan boyle bir nokta mevcuttur ve

dolayisiyla yeterince biiyiik n i¢in ”%Z?zl X; ” < (1 + &) dir.

olarak secilsin ve yeterince biiyiik m igin

Simdi &, = - (8‘1 =
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1
” I (I = Pp)x liy=Il (I = Bp)x < cé; (4)
1

esitsizliginin meveut oldugu kabul edilebilir. Simdi ise &5 = ﬁ olarak alinsin

Oyle ki burada ®,, =1 — ¥, olup y,, o yve 7113}10 ”%Z’f:l Vi — y” limiti mevcut olacak

sekilde (y,)n € D ysnd igin

n n

11' ! = li ! = li AN <
v A T—lZyi—y = lim EZYi_y = lim EZyi—y (1+e&3)c
=1 €)) =1 0 =1
dir. Bu sebeple en az bir N € N bulunabilir dyle ki her k > N igin
k
1 12 < (1+e5) 5
k2 yvi—y|| < &)c ()
i=1 0
dir. Simdi 1 =—2m

o) ve D’nin konveksliginden yararlanarak z = Ax + (1 —

A) %2?’:1 y; € D alinsin, sonra ise j > N keyfi seg¢ilsin.

Simdi not edilebilir ki eger k > m ise Vu € ¢, i¢in |[[ul|g) < % |luell(1y olup 2, 4 ve 5
1

esitsizlikleri geregince

j j j
1 1 1
—.E Vi —Z = (I_Pm)_-E Vi —Z = (I_Pm)_-E yi—y+y-—z
J & J & J &
i=1 ( =1 (k =1

k)

1
< j—,Zyi—z +
k)

(

) (k)
N
1
A-Dg5 ) v~y
=1

[ 8 8
Vie(l+e3)(2—A) + Ayrey + Ay (y__ 3 +—£1>] c

1 Y1

+ ALl - Pr)x|l ey + Iyl o]
)

IA

IA

[ 8 8
2+253+/1(82—4+—+—81—e3)]c
: Vi "N

ad2,
88+ a)(1- CDm)Zl ¢

dir. Fakat eger k < m ise

<12

(k) €Y
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N
1
NZ yi—y

A 1 1
< [ (e Hy )+ (Y wi-y]| +@-2
V1 Y1 ] 4

i=1 1) i=1 (1)
9 9
< [2 —20, +(1 - Cbm){/l(—— 3 +—€1> +2€3}]C
V1 V1
- ®,,(20 + 3a)
- 28+ a)
dir. Bu yiizden,
j
1 ad? ®,,(20 + 3a)
li —Z P — < 2 — i , [2 -0 - <2
U TP Ra max{[ 8(8+a)(1—d>m)zlc 2@ +a) 157

olup bu Teorem 3.15 ile celisir.

Dolayisiyla ispat tamamdir.
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3.3  ¢p’n esdeger norm aileleri ile afin genislemeyen fonksiyonlar icin SNT’yi

saglayacak sekilde yeniden normlanmasi

Bu boliimde Nezir ve Mustafa [22] calismasinda oldugu gibi bir dnceki bdliimiin
sonuglar1 genellestirilmistir. Not edilmelidir ki bu baslikta sunulan sonuglar [22]
calismasinda da oldugu gibi Carlos A. Hernandez-Linares, Maria A. Japon ve Enrique
Llorens-Fuster [15] teoremlerinin ispatlarinda uygulanan yontemler kullanilmis olup
[15] calismasi ise Lin’in [19] ¢alismasini genellestirmektedir. Calismada bahsi gecen
makalelerin sonuglar1 ve teknikleri harmanlanarak arzu edilen sonuca ulasilmistir. Not
edilmelidir ki Lemma 1.4 asagida sunulmus olan teoremin hipotezinin kabul
edilebilirligini gostermektedir. Simdi tez c¢alismasinin en genel sonucu asagidaki

teoremle ve ispat1 ile verilecektir.

Teorem 3.17 p(+) normu ¢, lizerinde asagidaki kosulu saglayan bir esdeger norm olsun:

Sifira zayif yakinsayan her (x,), dizisi ve her x € ¢, igin

n n
1 1
limsupp <— Z Xm + x) = limsupp (— Z xm) + p(x)
n n n n
m=1 m=1

dir. Bu durumda her 2> 0 igin ¢, lizerinde tanimlanan |I-ll,= p(-) + A Il esdeger
norm ailesine gore ¢, Banach uzay1 afin |I-ll ,-genislemeyen fonksiyonlar i¢in SNT’ye

sahiptir.

Ispat. Oncelikle her k € N ve her x = (&;);en € o igin
1

p\P
|i12| ve p(x):= p(x) + Ay, S (x) (6)

o)

S¢(x): = lim Z

j=k

seklinde tanimlansin.

Acikca goriilebilir ki her x € ¢y i¢in || x l|I= supS,(x) olup Lemma 1.4 geregince 0’a
k

zayif yakinsayan her (x,,),, i¢in en az bir alt dizi (xnz)l bulunabilir dyle ki her x € ¢y ve

her k € N igin
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j j
1 1
limsuppy, 72 Xn, + X | = limsuppy 72 Xn, | +po(x)  (7)
J J

J =1 =1
dir. Simdi olmayana ergi yontemiyle kabul edilsin ki (co, [I-1I p) Banach uzayi afin |1l ,-
genislemeyen fonksiyonlar i¢in SNT’yi saglamaz. Bu durumda T ve D Sonug 2.13’lin
kosullarin1 saglayacak sekilde segilebilir ve T ise c¢y’in zayif (o(I®, [1))-topolojisi

olsun Oyle ki bu z ile sembolize edilmektedir.

M: = inf< limsup : () © D dizisi x, P seklinde ysnd
m

m

1

E Xp — X
n=1

seklinde tanimlansin. Not edilebilir ki M > 0 dir. Kabul edilsin ki A(D) ile sembolize

p

edilen ifade 6yle (x,), € D dizilerinin kiimesi olsun ki (x,), dizisi bir x € ¢,
noktasina zayif yakinsayan ysnd olmak tizere her u €c, ve her k€N igin

. 1qj N (EE, . i\
ll}np (72{(=1 Xy — u) h}r_n ”72{(=1 Xy — u” ve hjr,nSk (7 r1 X — u) mevcut olsun.

¢y’ ayrilabilirligi dolayisiyla, asagidaki esitlik vardir.

M = inf{li;ln ”%Z;{‘:l Xp — x”p : (x)n € A(D) , xp ;;x}

Genelligi bozmadan gerekli orantilama yapilabilecegi diislinelerek yukaridaki esitlik
icindeki tiim ifadelerin orantilanmis halleri ispat basindaki halleri ile degistirildiginde

M = 1 oldugu kabul edilebilir ve buradan normlarin esdegerliligi dolayisiyla
c:=inf{x : p(x)=2}>0 ve d:=inf{x : I xll,=2}>0 (8)

1+6C1 + 26; <1 kosulunu saglamak tizere zayif-

dir. 8, > 0 Oyle skaler olsun ki -

limx,, = x olan bir ysnd (x,),, € A(D) igin lim ”%Zﬁzl Xp — x” < 1+ 6; kosulu da
n m p
saglansin. Simdi yine genelligi bozmadan x = 0 oldugu kabul edilebilir. Bu durumda
K:= {z € D: lim ”%ZTﬂ Xp — Z” <2426 } bir bkkk T-gériintiistinii igeren kiime
m p

olup en az bir n, € N 6yleki her n > ny igin x,, € K dir.
Simdi
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QFﬂM@mN%Zﬁlh—wﬂp=@0ncKﬂAW)m%?y}

ile tanimlansin ve bu durumda not edilsin ki

1m
1< <li —
<Q <lim mZx
n=1

m

<1+68, (9)

dir.

Buradan da A(K):= {(y)n € A(D): y, € K,Vn € N } olarak tanimlansin ve y, 2y

kosulunu saglayan keyfi bir ysnd (y,,),, € A(K) segilsin. Bu durumda, her k € N i¢in

genelligi bozmadan gerekirse (x,), dizisinin uygun bir alt dizisine ge¢is yapilarak

asagidaki esitsizlikler elde edilecektir.

2 + 26, = limsuplim
s m

m
z 1
n=1 = P

1 2 : 1 .
> | i — b —
= llmssupllmpk ( Xn S yn>

n=1

m
1 1
= limsup [hmsuppk <Ez xn> + pi (E yn>] [ (7)'den dolayi]
S
1

n=1

m
1 1
= limsuppy <—Z xn> + limsuppy, (— VYn — y) + pr(y) [ (7)'den dolayi]
m m s S
n=1 n=1
1 m
= hmp (Ez ) + AykllmSk ( Z xn> + hrnp( Z Vo — )
n=1

' mhmsk< Z Yo - ) + )
1 m
= limp (—Z xn) + Aykhm Z Xp + hmp( Z Vn — )
m m

+ o (y)
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N

:E: Yn—Y

n=1 p

= Yk ligln + hm

+ ok (y)

m

DR
= 2y, + P ()

dir. Bu sebeple, eger (v,),, € A(K) dizisi y, 2y olacak sekilde bir ysnd ise

pr(¥) < 2(1 —yp) + 26, <2+ 26, (10)

< s <1 esitsizligi saglanir ve (8)

geregince her u € ¢y i¢in p(u) < el d1r Dolayistyla,

(z)””

1+c¢ 1+c¢

n=1

olup buradan en az bir n, € N bulunabilir 6yle ki

o 1%n||%22"=1xn||p 144
p n_o;xn ) 1+c REEY:

dir. Fakat x = 0 kabulu hatirlanirarak,

1< 1< 1 <
I —Z o= + Ali s —2
msuppy | = > x| =p( =) mSupySi | = ) xn
n=1 n=1 n=1
No
1
=p\— Xn
nOTl=1

olacaktir. Bu sebeple, en az bir ky € N bulunabilir dyle ki her k > k; i¢in

n

lz <1+51 1

n=1

ve

1+6;
1+c¢
dir. K bir sinirh kiime oldugundan, 3H > 0 vardir 6yle ki x € K igin p(x) < H dir. Bu

sebeple,

No
1
D n—Z x, | <H  VkeN (13)
0n=1

41



dir. Simdi so: = 1 — M(1 — yy,) olarak tanimlansin. Not edilebilir ki s, < 1 dir.

Ayrica,
h:= H + 2 + 2§, olarak tanimlansin ve buradan (9) geregince h > Q >s, (14)

Simdi a € (0,1) secilsin 8yle ki @ < fol—s‘z) esitsizliginin saglandigi kabul edilsin; bu
—>0

durumda, (2 —@)Q + as = 2Q — a(Q —s) < 2Q ve
(2—=0a)soQ + ah = 25,Q + a(h — 50Q) < 257Q + 2Q(1 — sq) = 2Q
dir.

Dolayisiyla 6, > 0 bulunabilir dyle ki

2-a)(Q+5,)+as<2Q (15)
Ve

(2=a)so(Q +3,) +ah < 2Q (16)
dir. Buradan not edilebilir ki

W:=max{(2 — a)(Q + §;,) + as, (2—a)so(Q + 8,) + ah}
i¢cin
w<2Q (17)

esitsizligi gerceklesecektir.

Simdi (y,,), € A(K) dizisi y, 2y olacak sekilde bir ysnd olsun ve lim ”%Z,’q":l Vp —
m

y|| <@+ 8, esitsizligi saglansin. Bu durumda, 3N, € N vardir dyle ki ¥m > Ny igin
p

m

a2
m In =Y

n=1 p

<Q+46, (18)

dir. Ayrica,

limpy, (EE Yn — y) = limp (EZ Yn — y) + Ay, limS, (;2 Yn = y)
n=1




m m

1 N
EZyn—y — (1 —y)Alim aZyn—y

n=1 p n=1

= lim
m

m

i
m In =Y

<[1-QA-v)dl(Q +62)
ve buradan 6yle bir N; = N, bulunabilir ki her m > N; ve her k < k, igin

<[1-(1 —-vy,)d]lim (8)esitsizliginde yer alan d skalerinden
m

1 m
Pk <EZ Yn — J’> <[1-(00-y)dl(Q+8;) <50(Q +5) (19)

e o 1 1 .
dir. Simdi zy: = an—OZZ":l X+ (1 —a) N—lzgil Y olarak tanimlansin ve K kiimesinin
- o o e 0 - 1
konveks oldugu goz Oniine alinirsa zy € K dir. Simdi lim ”Z i Yn — 20” <w
m p

oldugu gozlemlenecektir ve bunun ispatt igin her Kk € N ve her m > N; igin

Pk (% iV — ZO) < W oldugu gosterilecektir.

Oncelikle asagidaki esitlik gz 6niine alinmalidr.

m m N1 ng
1 1 1 1
Ezyn_zo=azyn_y_(1_a) N_lzyn_y -—a n_ozxn_Y-
n=1 n=1 n=1 n=1
Bunu gormek i¢in her m = N; icin iki ayr1 durum ele alinacaktir.
Durum 1: k > k, olsun.
Bu durumda,
m m Ny
1 1 1
Pic ;Z Yn = Z0 | < Pr ;Z Yo=Y |+ A =a)py N—lz Yn =Y
n=1 n=1 n=1
No
1
talpe| — ) xn |+ o)
Mo n=1



1 & 1 & 1<
o 1 (TR P R NES
mZyn yl[ +(1—a) N, 2 Yo —Y|| +a|pk ol Xn |+ o)
n=1 p n=1 P n=1
1
<@-0Q+8) +a|pe| =) x|+ )| [(18) geregince]
nOn:l
46,

<R2-a)(Q+6,)+a [1 +2(1 —yi) + 26,| [(10) ve (11)geregince]

1+c
=QR-a)(Q+6)+aqr <2 —-—a)(Q+5,) +as [ (12) geregince]
<W [(17) geregince]

Durum 2: k < k, olsun.

Bu durumda,
m m N1
1 1 1
Pk ;Z Yn— 2o | < Pk EZ Yn—Y |+ 1 —a)pg N—lz Yn—Y
n=1 n=1 n=1
no
1
+a |px —z Xn |+ pk(¥)
Ny
n=1
1<
<502 - Q@+ ) +a[p[ =D x|+ pe)| [(19) geregince]
0
n=1

<so02—-—a)(Q +6,) +a[H + 2+ 26,] [ (13) ve (10)geregince]
<so(2—-a)(Q + 6,) + ah [ (14) geregince]
<W [(17) geregince]

Dolayisiyla her iki durumdan k € N ve her m > N, igin py (% Yt Yn — ZO) < W dir.

Bu sebeple, her m > Nj; i¢in ”%ZZ‘:I VYn — y” < W ve dolayisiyla
p

m

)
m In—Y

n=1 p

4

limsup
m

dir. Simdi denilebilir ki asagidaki sekilde tanimli bir kiime
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Ky: = {Z € K: limsup,, ”%Zﬁzl Yn — Z”p < W} Ve up 2 U € co olacak sekilde bir

(up)n © Koy N A(D) ysnd mevcutdur. Bu durumda, her k € N igin

m S
1 1
W > i i —z __Z
1mssup11mn§up — Yn S Uy
n=1 n=1 P
m S
_ _ 1 1
= hmssuphmniuppk EZ Vo — ;Z U,
n=1 n=1
1% 1%
= limpy, (—Z Yn — y) + limpy (—Z Uy — u) +pe(y —u) [(7)geregince]
m m s s
n=1 n=1
m m N
> i ! Ayl ! li !
= limp EZ Yn—Y |+ A¥k gl’ﬂaz Yn—Yy+ mp EZ Up —u
n=1 n=1 n=1
S
1
+Aylim —Z U, — U
s ||s
n=1
dir. O halde k sonsuza giderken limit alinirsa,
1 m N
W = lim —Zyn—y + lim ||- u,—ul|l =2Q+0Q =20
m |Im S S
n=1 p n=1 p

elde edilir fakat bu W’nun de verilen (17) esitsizligi saglamasi ile gelisir. Dolayisiyla,

(co, II-1I p) Banach uzay: afin ||l ,-genislemeyen fonksiyonlar igin SNT’ye sahiptir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda ¢, Banach uzaymin esdeger normlar vasitasiyla yeniden
normlanmas1 ve sabit nokta teorisine sahip olmasi konusu calisilmistir. Oncelikle
kapali, konveks ve smirli kiimelerden olusan genis bir aile i¢in Nezir tarafindan
tanimlanmis esdeger norm ile sabit nokta teorisinin afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in
saglandig1 gosterilmistir. Bu amagla tez yazarinin da ortak oldugu calismada kullanilan
esdeger norma benzer bir norm ele alinmis olup bahsi gegen ortak caligmada kullanilan
esdeger norm icin daha genellestirilmis sonucu Nezir ve Mustafa vermistir.
Calismalarinda c,‘in tamaminin afin genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta
teorisine sahip olabilecegi bir yeniden normlamasinin hatta bir yeniden normlama
ailesini veren esdeger norm ailesinin mevcut oldugu gosterilmistir. Tez ¢alismasinda ise
baska bir esdeger norm ile bu sonuclarin verilebilecegi gosterilmistir. Yani oncelikle ¢,
‘in afin geniglemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip olacak sekilde
yeniden normlanabilecegi; yani, Nezir ve Mustafa calismasinin bu sonucu veren tek
calisma olmayacagi ve yine Nezir ve Mustafa ¢alismasinda oldugu gibi ele alinan
esdeger norm vasitasiyla oyle esdeger norm aileleri elde edilebilecegi 6yle ki bu esdeger
norm aileleri ile ¢, yeniden normlandiginda afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit
nokta teorisine sahip olacag1 gosterilmistir. Arastirmacilar igin halen Lin’in cy-analogu
olan biiylik soru acik bulunmaktadir. Yani tezde elde edilen sonuglarda afinlik
kosulunun kaldirilip kaldirilamayacagi arastirmacilarin inceleyebilecegi 6nemli bir konu

olacaktir. Ayrica bagka normlarinda tezin sonuglarini verip vermeyecegi test edilebilir.
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