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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Univalent fonksiyonlarla ilgili ¢alismalar ilk olarak 1907 yilinda Koebe tarafindan
yapilmis olup bunu 1916 da Bieberbach’in katsayir tahminleri i¢in yaptig1 calismalari
takip etmistir [1-3]. Univalent fonksiyonlar, 6zellikle katsay1 tahminleri ile 20. yiizyilin
baslarinda yogun olarak calisilmaya baslanmistir. Bunun igin bu fonksiyonlarin bir
takim Ozellikleri birim disk igerisinde incelenerek ortaya konulmaya calisilmaktadir.
r > 0 i¢in, z = 0 merkezli r yarigaph agik disk U, :={z € C:|z| < r} ve buna gore
U := U, acik birim disk olsun. U birim disk i¢inde analitik bir fonksiyon olan f, eger
her 31,3, €D, 2, # 2, icin f(z1) # f(z,) ise U iginde Ginivalent (“Schlicht” yada
“yalinkat”) fonksiyondur denir. U birim diskinde f(0) = 0, f'(0) = 1 sartin1 saglayan

f@) =2+ ) az*

= (1.1.1)
bicimdeki analitik fonksiyonlara normalize edilmis analitik fonksiyon denir. Bu
fonksiyonlarin olusturdugu sinif A ile gosterilir. A smifindaki tim {inivalent

fonksiyonlarin olusturdugu simif da § ile gosterilsin. S sinifina ait,

[ee]

2=z+222+3z3+---=2nz” (z € U)

Z
f(Z)=m

(1.1.2)

n=1

bigiminde gosterilen tnivalent fonksiyona Koebe fonksiyonu denir [4]. Koebe
fonksiyonu U birim diskini C — (—00, — ﬂ diizlemine birebir tagir. Bir D bdlgesinin her

noktas1 sabit bir a € D noktasina, tamami D bolgesinin i¢inde kalacak bir dogru
parcasiyla birlestirilebiliyorsa D bdlgesine a noktasina gore yildizil (starlike) bolge,
orijine gore yildizil olan bir bolgeye ise sadece yildizil bolge denilir [3]. Diger bir
ifadeyle a noktasina gore yildizil olan bolgenin her noktasi a noktasindan goriilebilir.

Her bir noktasina gore yildizil olan bdolgeye ise konveks bolge denir. Yani D



bolgesindeki herhangi iki noktayr birlestiren dogru parcasi yine bu bdlgenin icinde

kaliyorsa D ye konveks (convex) bolge denir [3].

\
\

V.

~
A

Sekil 1 (A) Konveks ve (B) yildizil bolgeler

Sekil 1 de konveks ve yildizil bolgeler sirasiyla gosterilmektedir. Sekil 1A da tarali
bolgedeki her nokta yildizil oldugundan bu bolge konvekstir. Aksine Sekil 1B de

goriildiigii gibi tarali bolge a noktasina gore yildizil iken orijine gore yildizil degildir.

Bir D bolgesinde iinivalent olan f € § fonksiyonu birim diski (f(U)) orijine gore
yildizil bir bolgeye konform olarak doniistiiriiyorsa yildizil fonksiyon, konveks bir
bolgeye konform olarak doniistiiriiyorsa konveks fonksiyon olarak isimlendirilir [4]. S
ye ait tiim y1ldizil ve konveks fonksiyon siniflar sirasiyla $* ve C ile gosterilir. $* ve C

siniflart i¢in gerekli ve yeter sart asagidaki gibi ifade edilmektedir:

\ 3f'(z)
fes (:)Re<f(z) >>0

ve

feC e Re <1 + Z;é?) > 0.



Daha genel bir ifadeyle, 0 < a <1 igin $*(a@) ve C(a) mertebesi a olan sirasiyla
yildizil ve konveks fonksiyonlar iceren § nin altsmiflari olsunlar. Bu smiflar analitik

olarak asagidaki gerektirmelerle ifade edilirler:

zf'(2)
f(z) ) =@

fes (a) <:>Re<

ve

zf ”(z))
€EC(a) ®Re|l+——]|>a
fecl@ < )
§* ve C arasindaki iliski geregi, f € C olmasi igin gerek ve yeter sart zf (z) € S*
olmasidir. Bir diger iliskili simif konvekse yakin fonksiyonlar smifidir. g(z) birim

diskte konveks bir fonksiyon olmak tizere,

'(z

Re<&>>a 0<a<l
9'(2)

sartin1 saglayan bir f € A fonksiyonuna, a« mertebeden konvekse yakin (g(z)

fonksiyonuna gore) fonksiyon denir [3]. Tiim bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif K (a)

olarak ifade edilir. Genel olarak mertebesi @ = 0 olan konvekse yakin fonksiyonlar K

ile ifade edilir. Bu gergege dayanarak bir fonksiyon (f € A)

Re(f'(z)) >0

sarti ile konvekse yakin fonksiyonlarin iinivalent oldugunu gosterir. Yukaridaki
tanimlardan da anlasildig1 gibi S smnifinin alt siniflart arasinda € € §* € X bi¢iminde

bir kapsam bagintis1 bulunmaktadir.

f fonksiyonunun n. kismi (yada diger bir ifadeyle bir bdliimiiniin) toplami (f;,)

asagidaki gibi bir cokterimli (polinom) ile ifade edilmektedir:

fa(2) = 7+ Liop axz™.



Burada su iyi bilinmelidir ki; bir fonksiyon ile onun kismi toplamlari ayn1 geometrik
ozelliklere sahip olmasi gerekmez. Ornegin, Koebe fonksiyonu U birim diskinde

tinivalent olmasina ragmen ikinci kismi toplami
f2(z) =3+ 2z% (3 €U)

U,,, diski iginde univalent oldugu dogrudan (yada |z| < 1/4 icin |f;'(z) — 1| <1
gerceginden) soylenebilirken, aksine f,'(—1/4) = 0 oldugundan daha biiyiik diskler
icin bu dogru degildir. Bu Ornekte goriildiigii gibi iinivalent fonksiyonlarin kismi

toplamlar1 i¢in U da tinivalent olma sart1 bulunmamaktadir.

Diger bir taraftan, f(z) =z + Yo, axz® fonksiyonunun ikinci kismi toplam
fonksiyonu f,(z) = z + a,z? dir. Eger a, = 0 olursa f,(z) = z olur ve bu fonksiyonun
ozellikleri agiktir. Varsayalim a, # 0 olsun, bu durumda |z| < r i¢in r < 1/(2]a,|)

sartiyla f, asagidaki esitsizligi saglar:

7z, (z a,z a,|r
Re f2(2) =Re(1+ 2 )21—L>0.
f2(2) 1+ a3 1—|a,lr

Bu nedenle f, fonksiyonunun yildizillik yarigapt 1/(2|a,|) dir. |z| < r iginde £, nin
konveks olmasi igin gerek ve yeter sart |z| < r iginde zf," nin yildizil olmasidir. Bu
nedenle f, nin konvekslik yaricapt 1/(4|a,|) dir. Eger f tnivalent ya da yildizil
tinivalent ise bu durumda |a,| <2 ve buna bagh olarak f, nin {nivalentlilik ve
konvekslik yarigaplar sirasiyla 1/4 ve 1/8 olur. Uy, ve Uy g disklerinin z + 272
fonksiyonu altinda eslenmis goriintiileri i¢in Sekil 2 ye bakiniz. Konveks fonksiyon f
ve ayrica U i¢inde tiirevlerinin reel kisimlari pozitif olan tiim fonksiyonlar igin |a,| < 1
dir ve bu fonksiyonlarin ikinci kismi toplamlarmin f, {nivalentlik ve konvekslik

yarigaplari sirastyla 1/2 ve 1/4 tiir.
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Sekil 2 Uy /4 ve Uy /g disklerinin w = z + 232 altindaki goriintiileri

Bu nedenle daha biiyiik disklerin U, tinivalent fonksiyonlariin kismi toplamlarinin
tinivalentliligini incelemek ilgi ¢ekici bir konudur. Szegé [5] kismi toplamlarla ilgili bir
inceleme kaleme almistir. Burada sunulan calismada, {inivalent fonksiyonlarin alt

smiflarinin kismi toplamlarryla ilgili ¢esitli sonuclar sunulmustur.

Owa [6] 2001 yilindaki ¢alismasinda yildizil fonksiyonlar i¢in extremal fonksiyon olan
Koebe fonksiyonu k(z) =3/(1 — %)% ve konveks fonksiyonlar igin extremal
fonksiyon olan [(z) = z/(1 — 3) fonksiyonlarmmn ilk ¢ terimini igeren kismi
toplamlarinin yildizillhik ve konvekslik yarigapini incelemistir. 2004 yilinda Owa,
Srivastava ve Saito [7] yaptiklar1 ¢alismada, bu fonksiyonlarin ilk {i¢ ve ilk dort
terimlerini igeren kismi toplamlarinin mertebesine goére yildizilik ve konvekslik
yarigapini ¢alismiglardir. Son olarak 2012 yilinda Hayami ve arkadaslar [8] k(z) =
z/(1 — 3)? fonksiyonunun figiincii kismi toplamin yildizillik, konvekslik ve konvekse

yakinlik yarigaplarin1 mertebelerine bagli olarak incelemislerdir.

Bir onceki paragrafta belirtilen ¢alismalardan yola ¢ikarak bu tez ¢alismasinda ¢ € C —

{0} olmak tizere,

€ , 2¢%+1 . 2c+c?
)—1=2+cz+32+32+

1+z
1—2z

flen) =5 |(

seklindeki genellestirilmis Koebe fonksiyonunun mertebelerine bagl olarak yildizillik,

konvekslik ve konvekse yakinlik yarigaplari ¢alisildi.



1.2. Kuramsal Temeller

1.2.1. Genel Kavramlar

Asagida verilen temel bilgiler Ponnusamy ve Silverman’in [9] kitabindan alinmistir.

Tanim 1.2.1.1 (Diferensiyellenebilme): A c C bir bolge olmak iizere f: A — C ye bir

fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

lim f(Z)— f(ZO)

-7y Z—1,
sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu z,€ A noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve Z = z, noktasinda f (z)

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir.

Tanim 1.2.1.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu
noktanin belli bir komsulugundaki biitiin noktalarinda diferansiyellenebiliyorsa f ye
Z, noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir § c C kiimesinin

her noktasinda analitikse f ye S kiimesinde analitik denir. Tiim kompleks diizlemde

analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar igin dnemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki gibidir.



Teorem 1.2.1.1 (Cauchy-Tirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali 7 egrisi iginde

ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin ig¢inde bir nokta ise n € N i¢in

£ (2,) = n!J- f(z)

27 (z-17,)"™

dir.

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: f, bir bélgede analitik
bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0 bolgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f0)=Ya,z-2,). a-="f"@)n (1.2.1.1)

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada

birinci mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi vardir
diyemeyiz. Oregin, f(x)=x*? reel degiskenli fonksiyonunun X =0 noktasinda birinci
mertebeden tiirevi oldugu halde, ayn1 fonksiyonun X =0 noktasinda ikinci mertebeden

tiirevi yoktur.

Tanim 1.2.1.3 (Ayrik Tekil nokta): Bir w= f(z) fonksiyonu 2z, noktasinin bir
delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f fonksiyonu igin

Z, noktasi bir ayrik tekil noktadir denir.

Teorem 1.2.1.2 (Laurent Teoremi): c, ve c,, merkezleri z, noktasinda bulunan pozitif

yonde yonlendirilmis iki cember olsun. ry <r, olmak iizere C,, I, yaricapli ve ¢, de r,

yarigapli ¢emberler olarak almsin. Eger bir f fonksiyonu c, ile ¢, in iizerinde ve



bunlarin arasinda kalan halka bdlgenin tamaminda analitik ise bu durumda boélgedeki

her z noktasinda f(z) fonksiyonu a, ve b, kompleks sayilar olmak iizere

f(z)= ian (z-2,)" + i (1.2.1.2)

n=1 Z—Z)

agihmi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun 2z, noktasinin delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilim1) denir.

Tamm 1.2.1.4 (Univalent fonksiyon): f, A € C bdlgesinde tanimli bir fonksiyon
olsun. Her z,,z, € A i¢in f(z)= f(z,) olmas: sadece z, =2z, olmasin gerektiriyorsa
(veya 2z, #2, oldugunda f(z)# f(z,) gerceklesiyorsa) f fonksiyonuna A

bolgesinde tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir.

Eger f, z, noktasinin bir komsulugunda {inivalent ise f ye yerel iinivalent fonksiyon

denir.

1.2.2. Univalent Fonksiyonlarin Temel Siniflart

Analitik olarak diisliniildiigiinde, bir iinivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip
iken, geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Hem analitik hem de
tinivalent fonksiyon ise basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Riemann doniisiim
teoremine gore, C den farkli herhangi iki basit baglantili bolge konform olarak denk

oldugundan keyfi bolgelerde tanimli f (z) analitik fonksiyonu yerine U da tanimhi

analitik fonksiyonlarla islem yapilmaktadir. f(0) =0, f’(0)=1 sartlarin1 saglayan

f(z)=z+) a,z", 2€U
n=2



bigimindeki fonksiyona normalize edilmis analitik fonksiyon denir. Normalize edilmis

analitik fonksiyonlarin sinifin1 A ile gosterilir ve
A:{f f(2)=z+>a,2",8,eC,z eIU}
n=2

seklinde yazilir. Bir f e A fonksiyonun n. kismi toplam1 da

n
@) =z+az> + - t+az" =z + Z az®
k=2

seklinde verilir.

Tanim 1.2.2.1 (S Simifi): U birim diskinde tinivalent olan f €. 4 fonksiyonlarinin
olusturdugu sinifa & sinifi denir ve kisaca

S={feA:vzeUigin f —univalent}

bigiminde gosterilir [3,4].

Ornegin; W= f(z):li:z+zz+z3+...e8 dir.
~z

Asagida S smifinin 6nemli bazi alt siniflar1 tanimlanacaktir.

Tanim 1.2.2.2 (8" Smifi): B<C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir w,
noktasint her we B noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B kiimesinde
kaliyorsa, B ye W, noktasma gore yildizil kiime denir. W, noktast 6zel olarak orijin
secilirse, bu kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime denir. Eger bir
f(z) fonksiyonu, U birim diskini f(z,) =W, noktasina gére bir yildizil kiimeye
resmediyorsa, f(z) fonksiyonuna z, noktasmna gore yildizil fonksiyon denir. f(z)
fonksiyonu U birim diskini orijine gore yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f(z)
fonksiyonuna kisaca yildizil fonksiyon denir. Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin

sinifi 8" ile gosterilir [3,4].



Teorem 1.2.2.1: f €S olsun. Bu durumda

f(z)es*QRe(Zf'(z)]>O
f(2)

dir [3,4].

Kisaca yildizil fonksiyonlar i¢in

S*={f €eS:VvzeUigin Re[Zf/(z)j>0}
f(2)

yazilabilir.

.. . z x
Ornegin; z € U olmak tizere Koebe fonksiyonu k(z) = W eS8 drr.

Tanim 1.2.2.3 (o —Mertebeden Yildizil Fonksiyon): f :U — C analitik bir fonksiyon
ve 0<a <1 olsun. Her ze U igin
Re A1) >
f(z)
kosulunu saglayan fe&S ye «a—mertebeden yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin olusturdugu sinifa ise « —mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir

ve 8 () ile gosterilir [4].

Kisaca a € [0,1) olmak tizere

S'(@) :{f eS:vzeU igin Re(Zf ’(Z)]>a}
f(2)

ile gosterilir. Ayrica

Sf(a)z{f €S:

m— <l-a,2€U
f(2) ’

ile tanimlanan bu siif S*(&r) nm bir alt kiimesidir. Yani S (@) cS" (@) oldugu

agiktir.
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Tanim 1.2.2.4 (C Smufi): B < C kiimesi verilsin. Her W,,W, € B i¢in W, noktasin1 W,

noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B i¢inde kaliyorsa (yani B, her noktasina

gore yildizil ise) B ye konveks kiime denir. Eger bir f fonksiyonu, U birim diskini
konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir [3,4].
Konveks fonksiyonlari analitik olarak ifade eden teorem agagida verilmistir.

Teorem 1.2.2.2: f €8 olmak tlizere

feCo Re 1+Z]c () >0
f'(z)

dir [3,4].

Bu teoreme gore C Sinifi

Cz{f eS:vzeUigin Re[1+mj>0}
f'(2)

bigiminde yazilabilir. Ornegin; f(z) = % Log GJr—Zj ec dir.
-7

Tanim 1.2.2.5 (¢ —Mertebeden Konveks Fonksiyon): Her ze U ve 0<a <1 olmak

uzere

Re(1+ z ”(Z)] >a
f'(z)

kosulunu saglayan f €S fonksiyonuna o —mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin olusturdugu sinifa ise a —mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi

denir ve C(«) ile gosterilir [4].

Kisaca o €[0,1) olmak iizere

C(a):{f eS:vzeUigin Re[1+ Al ”(Z)]>a}

f'(2)

biciminde yazilabilir.
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Teorem 1.2.2.3 (Alexander Teoremi): f €S olmak lizere g(z)=2zf'(z) olsun. Bu

durumda f e C olmasi igin gerek ve yeter sart g € S” olmasidir [3,4].

Tanim 1.2.2.6 (/C Smifi): f € Solsun. Eger z€ U igin
o 100
9'(2)
olacak sekilde bir geC varsa f fonksiyonuna konvekse yakin fonksiyon denir.

Konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi /C ile gosterilir [3,4].

Her konveks fonksiyon yildizildir, her yildizil fonksiyon konvekse yakindir. Daha genel

olarak her konvekse yakin fonksiyon {inivalenttir. Yani,

CcS cKcScA

dir. Bu bagintinin tersi genelde dogru degildir. Ornegin; f(z) = %{% + ( Z )2 J ek
-z (1-z

olmasina ragmen yildizil degildir. Yine k(z) = € 8" dir fakat konveks degildir.

(1-2)

Tanim 1.2.2.7 (@ —Mertebeden Konvekse Yakin Fonksiyon): f € & olsun. Eger,

o 1)
9'(z)
olacak bigimde U da konveks bir g fonksiyonu varsa f ye a —mertebeden konvekse

yakin fonksiyon (veya g ye gore «—mertebeden konvekse yakin fonksiyon) denir.

o —mertebeden konvekse yakin fonksiyonlarin siifi /C(«) ile gosterilir [4].

Kisaca o € [0,1) olmak tizere,

K(a):{f eS:VzeUigin Re[&j>a, gec}
9'(2)

bi¢iminde yazilabilir. Ozel olarak g(z) =z € C alinmasi durumunda KC(e) smifini
R(a)={f eS:VzeUicin Re f'(z) > a}

ile gosterecegiz.
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Teorem 1.2.2.4: f fonksiyonu bir D < C konveks bolgesinde analitik ve her ze D

icin Re f'(z) >0 ise f fonksiyonu D bolgesinde tinivalenttir [3].

Tanim 1.2.2.8 (Koebe Fonksiyonu): § sinifinda olan,

f(2) = 2=Z+222+3Z3+"-=ann

z
(1-2)

n=1

seklindeki fonksiyona Koebe fonksiyonu denir [3,4].

Bu fonksiyon U birim diskini C — (—o, — i] bolgesi iizerine birebir olarak doniistiiriir.

Koebe fonksiyonu univalent fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Cilinkii

hem S hemde S* smiflari i¢in bir extremal fonksiyondur.

Tanim 1.2.2.9 (Genellestirilmis Koebe Fonksiyonu): ¢ € C — {0} olmak iizere,

2c?+1 2c+¢c3

1+ 2\
)—1]=Z+CZZ+ z3 + 7zt +

1
fen =5|(5

-z 3 3

seklinde gosterilen fonksiyona genellestirilmis Koebe fonksiyonu denir [10].

Dikkat edilirse f(2;z) fonksiyonu klasik Koebe fonsiyonu f(1;z) fonksiyonu da
konveks fonksiyonlar i¢in ekstremal fonksiyonudur. Dolayisiyla ¢ nin 6zel degerlerinde
farkli tiirden bir ¢ok fonksiyon elde edilebilir. 1949 yilinda Hille [10] ¢ sabitinin
{flz+ 1] < 1} ve {|z— 1| < 1} kapali disklerinde olmamasi durumunda f(c;z) nin
tinivalent olmayacagin ispatlamistir. Bu sonucun aksine 2003 yilinda Yamashita [11]

A(z,w) = {W'M <r, zE€ [U} Euclidean olmayan diskte iinivalentlik yarigapini

"l1-zw|

elde etmistir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde iinivalent, yildizil ve konveks fonksiyonlarin kismi toplamlar1 ve kismi
toplamlart ile verilen bu fonksiyonlarin yildizillik ve konvekslik yarigaplari hakkinda

genis bir sekilde arastirma yapilmis ve yapilan ¢alismalar sunulmustur.

2.1 Baz1 Katsay Esitsizliklerini Saglayan Fonksiyonlarin Kismi Toplamlar:

Silverman [12] ¢alismasinda f(3) = 2 + Y-, ax2" ve 0 < a < 1 olmak iizere

Z(k —a)lay] £1—a yada Zk(k —a)ag| <1—«a
k=2 k=2

kosullarinin f fonksiyonunun a mertebeden yildizil yada konveks olmasi igin yeterli
oldugunu ispatlamistir. Eger f fonksiyonu yukaridaki esitsizliklerin her ikisini

sagliyorsa f,, kismi toplamlar1 da ayni esitsizlikleri saglar.

Silverman [12], yukaridaki esitsizlikleri saglayan f fonksiyonlar1 i¢in Re{f (z)/f.(2)},
Re{f,(5)/f(2)}, Re{f'(2)/1,'(2)} ve Relf,'(z)/f ()} ifadelerinin kesin alt sinirlarm:

elde etmistir. Bununla ilgili teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.1.1: Eger f analitik fonksiyonu 0 < @ < 1 olmak iizere

Z(k —a)lag| <1—-«a
k=2

esitsizligini sagliyorsa

Rl @),

(@) n+1-4a
fn(2) n+l—-a
Re{f(z)}2n+2—2a’
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f'(2) an
Re{fn’(z)} ZoFi-a
1n'(2) n+l—-a
Re{f’(z)} 2t D -0 —a

esitsizlileri saglanir. Esitsizlikler

1-«a
— I (2 |
f(2) Z+n+1—az

fonksiyon igin kesindir [44].

Silverman ayni ¢alismasinda benzer sonuglar1 }j_, k(k — a)|a,| < 1 — a esitsizlik
kosulunu saglayan fonksiyonlar iginde ispatlamistir. Bu sonuglari Frasin [13]

calismasinda ) cx|ay| < 6 kosulunu saglayan fonksiyon siniflari i¢in genisletmistir.

S sinifina ait fonksiyonlarin n > 2 i¢in |a,| < n oldugu bilinmektedir. Tiim katsayilar
n =2 i¢in |a,| < n esitsizlik kosulunu saglayan bir fonksiyon U da analitiktir ve bu
nedenle A nin elemanidir. Bununla birlikte bu esitsizligi saglayan bir fonksiyonun

{inivalent olmas1 gerekmez. Ornegin,

V4

Z zz—2Z2—3Z3_4Z4’_...:2Z_—

fonksiyonu |a,,| < n esitsizligini saglar fakat tiirevi

1 \/§<3 2 )
=1-—F—1— /\/§+4—— U
¢ 2YyVe+4 4 V8 +4 a

icin sifir oldugundan U birim diskinde f tnivalent degildir. Gavrilov [14] |a,| <n
esitsizligini saglayan f fonksiyonlarmin ve f, kismi toplamlarmin inivalentlik
yarigapinin 2(1 — )3 — (1 + r) = 0 denkleminin reel kokii oldugunu, bununla birlikte
katsayilart |a,| < M kosulunu saglayan fonksiyonlarin {inivalentlilik yarigapinin
1 —\/m oldugunu gostermistir. Daha sonra 1982 yilinda Yamashita [15]
Gavrilov’un buldugu tnivalentlilik yarigaplar1 ayn1 fonksiyonlarin yildizillik yarigapi

oldugunu gostermistir. Ayrica bu fonksiyonlarin konvekslilik yarigcapinin alt sinirini da
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bulmustur. Kalaj, Ponnusamy ve Vourinen [16] ayni problemi harmonik fonksiyonlar
icin aragtirmistir. Ravichandran [17] calismasinda f(2) = z + 4,22 + a3z3 + -
formundaki fonksiyonlar i¢in a, Taylor katsayilart n > 3 i¢in |a,| < n, M yada M/n
(M > 0) kosullarin1 ve 0 < b <1 igin |a,| = 2b alinmas1 durumunda « mertebeden

yildizillik ve konvekslik yaricaplari i¢in kesin sinirlar elde etmistir.

Teorem 2.1.2: f € A, |la,| =2b,0 < b < 1ven = 3 igin |a,| < n olsun. Bu durumda

f fonksiyonu |z| < r, diskinde

zf'(2)
f(2)

—1|Sl—a

esitsizligini saglar. Burada ry = ry(a)
l—a+(Q+a)r=201—-a+@2—-a)(1—b)r)(1—-1r)3

denklemin (0,1) araligindaki reel kokiidiir. Ayrica ry(a) ayn1 zamanda a mertebeden
yildizillik yarigapidir. Bunlarm yanisira 1,(1/2), verilen fonksiyonun parabolik

yildizillik yarigapidir. Tiim sonuglar kesindir [17].

2.2 Rasyonel Fonksiyonlarin Kismi Toplamlari

f € A olmak iizere

<1 (z€l)

‘f’(z) (:5) -1

kosulunu saglayan fonksiyonlarin olusturdugu smnifa U simifi denir. U sinifinin $ nin bir
alt smift oldugu iyi bilinmektedir. Bu bolimde U smifina ait fonksiyonlarmn kismi
toplamlar1 goz oniine alinacaktir. Obradovi¢ ve Ponnusamy [18] ¢alismasinda U sinifina

ait fonksiyonlarin kismi toplamlari i¢in agsagidaki sonuglar1 elde etmistir.
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Teorem 2.2.1: Eger f €§ fonksiyonu k > 2 igin b, katsayilar1 reel ve negatif

olmamak lizere

V4

ioR 14 b1z + byz% + - (2.2.1)

seklinde olsun. Bu durumda her n > 2 igin,

fn(3)
f(z)

1l<mwm+1—nmg1—mm (z € V)

esitsizligi saglanir. Ozellikle |z| < r diskinde,

fn(2)
f@)—Q<1
olur. Burada r
1-r"(n+1—nlog(1—r))=0 (2.2.2)

denkleminin tek pozitif kokiidiir. Ayrica n = 3 igin

2logn

r2rn =1
n

dir [18].

(2.2.2) esitliginde n =2,3,4,5 alimirsa r degerleri sirasiyla r = 0.481484, r =
0.540505, r = 0.585302 ve r = 0.620769 olur.

Teorem 2.2.2: Eger f € U fonksiyonu (2.2.1) formuna sahipse, bu durumda
Y m=121b,l2 <1
n=2

dir. Ozellikle n > 2 icin |b;| < 2 ve |b,| < ﬁ olur. Sonuglar kesindir [18].
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Teorem 2.2.3: f € U ve f,,(z) onun kismi toplam1 olsun. Bu durumda her n > 2 igin,

fu(2) | ( |zl >
-1 <|z|"(n+1)[(1+— z€eU
dir [18].
Sonug 2.2.4: f € U olsun. O halde n > 3 igin,
fn(2) | 1 2logn
-1 — = —
[0) <2, |z] <r,:=1 ”
ya da diger bir ifadeyle
fu(z) 4] 2
[TONE <3, |z] < ry

dir [18].

Ozellikle f € U olmak iizere Sonug 2.2.4 den n > 3 ve |z| < r,, igin

Re{];"(—(;))}>% ve Re{%}>§

yazilir.

f fonksiyonunun ikinci Taylor katsayis1 sifir oldugunda asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 2.2.5: Eger f(3) = 2 + Yaes ax 2™ (yani a, = 0) fonksiyonu U sinifina ait ise,
Bu durumda |z| < r diskinde f,, n. kismi toplam U simifindadir. Burada r, asagidaki

denklemin pozitif kokiidiir

A-7r2A+r)?2—r"A+7r)?[5+r+n(1—-r?)]=0. (2.2.3)

Ozellikle n > 5 igin r > 1,, = 1 — 21201229000 jr 1]
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(2.2.3) esitliginde n = 3,4,5 alinirsa sirastyla r = 0,361697, r = 0,423274,
r = 0,470298 yarigaplari elde edilir.

Teorem 2.2.6: f(z) = z + Yoz axz” (yani a, = 0) fonksiyonu U smifina ait olsun. O

halde her bir n > 2 tamsay1 degeri i¢in, |z| < v+/5 — 2 diskinde

f(z) 1
Re <fn (Z)) 2

dir [18].

2.3 Univalent Fonksiyonlarin Kismi Toplamlari

Koebe fonksiyonunun ikinci kismi toplami, {inivalent fonksiyonlarin kismi
toplamlarinin yarigapinin 1/4 ten biiyiik bir diskte iinivalent olamayacagini gosterir.
Szeg6 [19] ftinivalent fonksiyonlar teorisinden ¢ok bilinen Distorsiyon teoremi ve

Loewner teorisinden yararlanarak asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 2.3.1: (Szegd teoremi) f € § fonksiyonlarmin kismi toplamlar1 U, ,, diskinde

tinivalenttir. Buradaki 1/4 yarigap1 kesindir [19].

Jenkins [20] (ayrica bakiniz [3]), Goluzin esitsizligini kullanarak bu sonucun basit bir

kanitin1 bulmus ve tek iinivalent fonksiyonlarm kismi toplamlarmm U 3 diskinde

{inivalent olduklarin1 gostermistir. Burada 1/4/3 sayist ayrica tek iinivalent

fonksiyonlarm kismi toplamlariin yildizillik yarigapint gostermektedir [21]. lliev [22],
fi(z) =2+ ka)zk+1 + -+ formundaki tnivalent fonksiyonlarin kismi toplami olan
Ur(lk) (3) =5+ Cik)zk+1 + 4 C,(lk)znk“,n =1,2,.., fonksiyonunun iinivalentlik
yarigapini arastirmistir. Ornegin; tim n = 1, 2, ... igin, |3| < 1/+/3 diskinde 0752) nin ve

|z| < V/3/2 diskinde ise 07(13) in linivalent oldugunu gostermistir. Iliev bunlarla birlikte
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n > 15 igin, |z| < 1— 4(Inn)/n diskinde ¢ in Ginivalent oldugunu gdstermistir.

Ayrica a,gz) ve 07(13) icin n’nin fonksiyonlar1 gibi ve al(k) icin k’nin fonksiyonlart gibi

diistinerek tinivalentlik yaricaplar1 belirlenmistir.

Szegd teoremi iinivalent fonksiyonlarm kismi toplamlarmin U, ,, diskinde iinivalent
oldugunu ve Ke ve Yifei [23] ise aymi diskete yildizilligimi ispatlamislardir. Ye [24]

tinivalent fonksiyonlarin kismi toplamlarinin U, /g diskinde konveks oldugunu ve 1/8

degerinin kesin oldugunu gostermistir. Ye, asagidaki sonucu ispatlamstir.

Teorem 2.3.2: f €S ve

o)

1
fEE) = ) bz, (k=2,3,..,5" = 1)

v=0

olsun. Bu durumda U« OTND) diskinde Y, bf,k)z“"+1 konvekstir. Bu konvekslik

yarigapi kesindir [24].

Ruscheweyh [25], S ile birlikte § in kapali konveks kabugununa ait fonksiyonlarin da
Uy/s iginde f, n. kismi toplamlarin yildizil oldugunu gostererek Szegd teoremini

genisletmistir.

F = clco{ X}_, x*1z* : |x| < 1} olsun. Burada clco kapali konveks kabuk anlamina
gelmektedir.  Analitk  f(z) =z + X2, az*  ve g(z) =z + X2, bz

fonksiyonlariin konvulasyonu (Hadamard ¢arpimi) f * g

(f <@ =7+ ) awbz*
k=2

seklinde tanimlanir.
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Ruscheweyh [25] F simifi ile alakali asagidaki teoremi ortaya koymustur.

Teorem 2.3.3: Eger f €clcoS ve g € F ise, bu durumda f * g fonksiyonu Uy,
diskinde yildizildir. 1/4 sabiti en uygun degerdir [25].

Ozellikle g(z) = z + 32 + --- + 3™ icin Teorem 2.3.3 asagidaki sonuca indirgenir.

Sonug 2.3.1: Eger f € clco S ise ya da 6zellikle normalize edilmis tipik reel fonksiyon
ise, bu durumda U, /4 iginde n. kismi toplam f;, yildizildir. 1/4 en uygun degerdir [25].

F sinift asagidaki iki altkiimeyi igerir:

Rijz:={f € A:Re(f(3)/2) >1/2, 3 € U} C F,

n
D::{ZCIRZREUQ:OSQIC_FlSak cF.
k=1

Dolayistyla konveks fonksiyonlar sinifi (C) Ry, nin alt kiimesidir.

Sonug 2.3.2: Eger f fonksiyonu F sinifina aitse, bu durumda U, , iginde f fonksiyonu

ve ozellikle n. kismi toplam f;, konvekstir. 1/4 sabiti en uygun degerdir [25].

Suffridge [26] e'*? fonksiyonunun tiim kismi toplamlarinin konveks oldugunu
gostermistir. Ruscheweyh ve Salinas [27] Y, ar(1+2)%/k!, ag=>a; = =0
bi¢cimindeki fonksiyonlarin U diski i¢inde ya sabit yada konveks iinivalent olduklarin
gostermislerdir. |z| > 1 i¢in F(3) = z + Yo, arz ¢ analitik olsun. Reade [28] F
tinivalent yada |z|>1 igin ReF'(g) >0 oldugunda, kismi toplamlarinin

E,(3) =z + Yr-; a;z~ ¥ iinivalentlilik yarigapini elde etmistir.
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2.4 Yildiz1l Fonksiyonlarin Kismi Toplamlar:

Szegd [19] U,,, diski icinde yildizil ve konveks fonksiyonlarin kismi toplamlarmin
yine yildizil ve konveks oldugunu ve 1/4 ten daha biiyiik degerleri i¢in bunun miimkiin
olmadigimi1 gostermistir. Eger n sabit ise, bu durumda f,’nin n’ye bagh yildizillik
yarigapt gosterilebilir. Von Victor Levin’in [29] sonucuna gore, {nivalent
fonksiyonlarin n. kismi toplamlar1 U,, diskinde (buradan = 17 i¢in p = 1 — 6(Inn)/n)
tinivalenttirler. Robertson [30] U iginde bir P 6zelligine sahip f fonksiyonunun n.
kismi toplam f,’nin, Ug ~diski i¢inde P Ozelli§ine sahip olacagi R, yarigapini
belirlemistir. Robertson ¢alismasinda f yildizildir, f(z)/z pozitif reel kisima sahiptir, f
konvekstir, f tipik-reel yada f sanal eksen yoniinde konveks ve reel eksen yoniinde
reel gibi 6zelliklere sahip fonksiyonu gézoniine almistir. Robertson [31] daha sonra, R,
ifadesinde yapmis oldugu bir hatayr diizelterek sonuglarimi multivalent  yildizil

fonksiyonlara genisletmistir.

Yildiz1l fonksiyonlarin n. kismi toplamlarinin yildizillik yarigcap1 asagidaki teoremde

verilmistir.

Teorem 2.4.1: Bger f(3) = z + Yo, arz” yildizil, konveks, tipik-reel ya da sanal
cksen yoniinde konveks ozelliklerinden birine sahipse, bu durumda n = n, i¢in U,
icinde (burada p =1 —3logn/n) f,(2) = z + Xi-, a;z" kismu toplam f ile aym
ozelliklere sahip olacak sekilde bir n, vardir [31, 32].

Analitik fonksiyon f(z) = 2P + Yi-; ap+x 2P+, eger p den fazla degeri olmadigy, en

az bir degeri p defada aliyor ve

zf'(2)
Re( @) >>O (z€l)

ise p-valent yildizildir [31].
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Robertson, p-valent yildizil fonksiyonlar igin, n. kismi toplam f,(z) = z? +
o1 ap4zPtE fonksiyonunun p-valent yildizilik yarigapimin en koti 1 — (2p +
2) logn /n oldugunu gostermistir. Ruscheweyh [33] |z]| < 1/(2p + 2) iginde p-valent
yildizil (veya konvekse yakin) fonksiyonun kismi toplami f,,’nin p-valent yildizil (veya

konvekse yakin) oldugunu basit bir kanit sunarak gdostermistir.

Kobori [34] asagidaki teoremi vermis ve Ogawa [35] bu sonucu farkli bir yontemle

ispatlamigtir.

Teorem 2.4.2: Eger f yildiz1l fonksiyon ise, bu durumda |z| < 1/8 iginde tim kismi
toplamlar1 f,, konvekstir. Burada 1/8 degeri kesindir [34,35].

Yukaridaki teoreme gore |z| < 1/8 iginde Koebe fonksiyonu z/(1 — z)? konvekstir.
Bu gergegi dogrulamak igin bir diger kanit olarak, iki konveks fonksiyonun
konvulasyonu yine bir konveks fonksiyondur gercegi verilebilir [36]. Ayrica yildizil
mertebesi 1/2 olan bir f fonksiyonu i¢in Re(f (2)/f.(2)) > 1/2 oldugu bilinmektedir.
Bu sonug¢ Singh ve Paul [37] tarafindan belli parametrelere gore asagidaki teoremle

genisletilmistir.

Teorem 2.4.3: A ve p en az biri sifir olmamak sartiyla negatif olmayan sayilar ya da
|A| > 4|pu| olmak sartiyla p bir kompleks say1 olsun. Eger f € §*(1/2) ise, bu durumda

z € Uigin

2f'(z)  fu(2)
Re(* @ +“f<z))>°

olur. Sonug kesindir [37].
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2.5 Konveks Fonksiyonlarin Kismi Toplamlari

Bir konveks fonksiyon f € C icin, Re(f(z)/3) > 1/2 oldugu iyi bilinmektedir.
Sheil-Small [38] bu sonucu genisleten asagidaki teoremi ortaya koymustur.

Teorem 2.5.1: Eger f € C ise, f’nin n. kismi toplamu f;, i¢in

’1 — ];?((ZZ)) <|z"<1 (z€eUn=1) (2.5.1)
ve boylece
fn(2) 1
Re{f(z)} > 3 (zelUn=1) (2.5.2)
dir [38].

Bu teoremin bir sonucu olarak ayni ¢aligmada Q,, = foz (fn(m)/n)dn nin konvekse yakin
bir fonksiyon oldugu gosterilmistir. Aslinda (2.5.2) esitsizligi Ruscheweyh ve Sheil-
Small [36] tarafindan f € §*(1/2) i¢cinde ispatlanmigtir. Ayrica (2.5.2) esitsizligi, tek
yildizil fonksiyonlar ve tiirevlerinin reel kismi1 1/2 den biiylik olan fonksiyonlar i¢inde

gecerlidir [39].

Bir kez daha, konveks bir fonksiyonun kismi toplamlar1 U, /4 diski iginde konvekstir ve
1/4 degeri daha biiyiik bir degerler degistirilemez oldugunu hatirlatalim [19]. Bu
sonucun farkli bir diger kamiti konveks fonksiyonlarin konvulasyonu kullanilarak
gosterilebilir. 1973 de Ruscheweyh ve Shiel-Small [36], Polya ve Schoenberg [40] in
1958 yilinda ortaya attiklart “iki konveks tinivalent fonksiyonun konvulasyonu yine bir
konveks iinivalenttir” varsayimini ispatlamislardir. Bu sonucu kullanarak Goodman ve

Schoenberg [41] Szeg6’niin [19] asagidaki sonucunun bir baska ispatin1 vermistir.
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Teorem 2.5.2: Eger f konveks fonksiyon ise, bu durumda |z| < 1/4 ig¢inde f’nin her
bir kismi toplamu f;, konvekstir [19, 41].

Bernardi [42] calismasinda fonksiyon ve kismi toplami arasinda

n

zf'(z)  zfi(2)
f@ @

nr
e

(2.5.3)

kesin esitsizligini ispatlamistir. Ayni ¢alismada (2.5.3) esitsizligini kullanarak asagidaki

teoremi ispatlamistir.

Teorem 2.5.3: Eger f konveks ise, bu durumda |z| < 7, iginde n. kismi toplam f,
yildizildir. Burada 7,, 1— (n+ 1)r" —nr™"! =0 denkleminin pozitif kokiidiir.

f(z) = 3/(1 — 3) igin, n nin ¢ift degerlerinde sonug kesindir [43].

Yukaridaki teorem, f,,’nin linivalent oldugu zayif yargisi ile daha 6nce Ruscheweyh
[43] tarafindan elde edilmistir. Singh [44] mertebesi 1/2 olan yildizil bir fonksiyonun
|z| <1, (1, Teorem 2.5.3 te verildi) iginde n. kismi toplami f;,'nin yildizil oldugunu
gostermistir. Ayrica eger f’nin mertebesi 1/2 olan konveks bir fonksiyon oldugu
varsayilirsa Teorem 2.5.3’in konveksligi gii¢lendirebilecegini gostermistir. Buna ek
olarak, mertebesi 1/2 olan konveks bir fonksiyon f i¢in Re(f,(z)/z) > 1/2 oldugunu
ve 1/2 degerinin kesin oldugunu goéstermistir. Mertebesi 1/2 olan konveks fonksiyon
f’nin tim kismi toplamlar1 f’ye gore konvekse yakindir ve burada kismi toplamlari
tinivalent olmayan mertebesi @ < 1/2 olan konveks fonksiyonlar bulunmaktadir [45].
Bununla birlikte Singh ve Puri [39] tek konveks fonksiyon f’nin her bir kismi

toplaminin f’ye gore konvekse yakin oldugunu gostermistir.

Silverman [32] Teorem 2.5.3%i, z/(1—23) fonksiyonun n. kismi toplamlarinin

a —mertebeden yildizillik yarigapini bulurken kanitlamistir.
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z™)

Teorem 2.5.4: |z| <mn, diskinde gn(z)=% fonksiyonu a —mertebeden

yildizildir. Burada 7, 1 —a —ar + (a — 1 —n)r™ + (e — n)r™*1 = 0 denkleminin

en kii¢iik pozitif kokiidiir. n’nin ¢ift degerleri i¢in sonug kesindir [32].

Ispat: Bi-lineer doniisiim w = 1/(1 — 3), |3| < r dairesel bdlgesini

‘ 1 1 r
- <
1-3 1—-r?l"1-1r2
dairesine tasir. Benzer sekilde
z r? r
= <
1-z 1—-r?"1-r?
dir. Boylece
zgn(z) 1 nzg™

gn(z) 1—2z 1—2"
oldugundan [z| < 7, < 1 i¢in

2n n

29n(2) 1 nr r_,_w

— <
In(2) 1—7‘2-|_1—r2"_1—r2 1—r2n

n+1

yazilir. Yukaridaki esitsizlik 1 —a —ar+ (a—1—-n)r"* + (¢ —n)r > 0 olmasi

kosuluyla

39n(2) - 1 nr

R —
y gn(z) “14+r 1-—1n

>

oldugunu gosterir. Bdylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.5.5: Eger f konveks ise, bu durumda tim n degerleri i¢in |z]| <

(1/(2n))1/n diskinde n. kismi toplam f, yildizildir. Ozellikle |z| < 1/2 diskinde f;,
yildizildir ve 1/2 yarigcap1 kesindir [32].
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Ispat:. Teorem 254 den 0<r< (1/(2n))1/" icin 1—(n+ Dr*—nr™t1 >0

esitsizligini gostermek yeterlidir. Yukaridaki esitsizlik n > 2 igin

1 4 1 <1
n (2n)t/n~—

ifadesine esittir. ikinci sonug, 1/(2n)™ nin, n’ye bagh artan bir fonksiyonu ve
92(3) =3+ 3% icin g3(—1/2) =0 gergeginden kolayca goriiliir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Silverman [32] ayrica konveks fonksiyon f’nin n. kismi toplam1 f,’nin n > 3 igin

|z] <+/23/71 = 0,569 iginde yildizil oldugunu ve ,/23/71 yarigapmin kesin
oldugunu ve konveks bir f fonksiyonunun, n. kismi toplami f,’nin |z| < (1 —

a)/(2—a) iginde a mertebeden yildizil, |z < (1—a)/(2(2—@)) icinde «a

mertebeden konveks oldugunu ve yarigapin kesin oldugu gostermistir.

Yine Silverman [32] calismasinda |z| < 1n, = 1 diski i¢inde f, kismi toplaminin
mertebeden yildizil olabilmesi ancak ve ancak a S% olmasiyla miimkiin oldugunu

gostermistir. Bunula ilgili teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.5.6: f € C olmak lizere

(i) Eger 0<a <% ise bu durumda f,, kismi toplami tim n degerleri i¢in |z| <

((1 = 2a)/2n)Y/™ diskinde a- mertebeden yildizildir.

(i) f, kismi toplami tiim n degerleri igin |z| < (4/9n?)/" diskinde 1/2 mertebeden

yildizildir.

_.2n
iii) Eger 0<a <2 ise bu durumda (%) = 2z fonksiyonu tiim n degerleri
g > g . g

icin |z| < (1 — a)/a < 1 diskinde yildizil degildir [32].
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2.6 Konvekse Yakin Fonksiyonlarin Kismi Toplamlar:

Bu baglik altinda konvekse yakin fonksiyonlarin kismi toplamlarinin bazi 6zelliklerini
verecegiz. Bu konuyla alakali ilk defa Miki 1956 (bkz [29]) yilinda bir ¢alisma

yapmuistir. O ¢alismasinda asagidaki sonucu vermistir.

Teorem 2.6.1: f € A ve g € C olsun. Eger f € IC yani Re( E ;]>O ise bu durumda
9'(z

| |<— diskinde Re( E ))J>0 dir. Burada % sinir1 kesindir [29].
9,(z

Bu teorem f, kismi toplaminin |z|<% diskinde konvekse yakin oldugunu sdyler.

Dolayisiyla Szeg6 teoreminin bir genellestirilmisi olarak goriilebilir. Daha sonra Ogawa

[46] 1960 yilinda asagidaki sonuglari vermistir.

Teorem 2.6.2: f €A ve g €S™ olsun. Eger f € IC yani Re[Zf((z))j>O ise bu
g(z

durumda |z| <— diskinde Re[( o, EZ;) j>0 dir. Burada § sinir1 kesindir [46].
z

Teorem 2.6.3: f € A ve g € C olsun. Eger f € IC yani Re(%j>0 ise bu
g'(z

durumda |z| <% diskinde Re(MJ >0 dir. Burada % siir1 kesindir [46].
9,
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Goel [47] 1965 yilinda Ogawa’nin yukaridaki sonuglarindan yola ¢ikarak asagidaki
sonucu vermistir.

. f'(z)) :
Teorem 2.6.4: f € A ve g €S™ olsun. Eger f € IC yani Re M >0 ise bu

9'(2)

durumda |z| <% diskinde Re((z; EZ;) J> 0 dir. Burada % sinir1 kesindir [47].
nZ

2.7 Genellestirilmis Kismi Toplam

n, = k olmak {izere {ng}y-, artan tam say: dizisi (sonlu yada sonsuz) ve bir
f(z) =2+ Y5 ,arz* fonksiyonu verilsin. f(z)=z+Xn, an, 3" = f(3) *
(z + Xx=,3™) fonksiyonu f fonksiyonunun genellestirilmis kismi toplami olarak
isimlendirilir. Silverman [32] yildizil bir fonksiyonun konveks bir fonksiyonla
konvulasyonu yine yildizil bir fonksiyondur ger¢eginden yararlanarak asagidaki sonucu

ispatladi.

Teorem 2.7.1: Eger f(3) =2 + Yo, a,z® fonksiyonu konveks ise, bu durumda

2l < (1/(k = 1)) iginde F(2) = 2 + £, qjrp12**, k =2,3,... yilduzldir.

Her bir k degeri i¢in sinirlar kesindir [32].

Konveks fonksiyonlarin genellestirilmis kismi toplami i¢in Fournier ve Silverman [48]

asagidaki sonuglari ispatlamistir.

Teorem 2.7.2: Eger f konveks ise, bu durumda f£’nin genellestirilmis kismi toplami f,

i. |z| < ¢ icinde konveksdir. Burada c¢ =~ 0,20936, x(1+ x?)/(1 —x?)3 =
1/4 denkleminin (0, 1) de tek kokiidiir.
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ii. |z| < b icinde yildizildir. Burada b = 0,3715, x/(1—x%)?=1/2
denkleminin (0, 1) de tek kokiidiir.

Konveks z + Y5, 2% = /(1 — z) fonksiyonu ile iliskili olan z + Y, z%¢ =z +

z2/(1 — z?%) fonksiyonu konvekslik ve yildizillik yarigap: igin ekstremaldir [48].

Bu sonuglar konveks fonksiyonlarin komsuluklari hakkinda bilgiler kullanilarak
kanitlanmistir. Fournier ve Silverman [48] ayrica |z| < ¢ de yildizil bir f fonksiyonu
icin genellestirilmis kismi toplam f’nin yildizil oldugunu ispatlamislardir. Burada c
yukarida belirtildigi gibidir. Aym1 durum konveks fonksiyonlar, konvekse yakin
fonksiyonlar ve g € §* i¢in (f * g)(2)/z # 0 sartim1 saglayan fonksiyonlar igin de
gegerlidir. Bir baska c¢alismasinda Fournier ve Silverman [49] aymi durumun §
tinivalent fonksiyonlar simifi i¢inde gegerli oldugunu asagidaki teoremle

ispatlamiglardir.

Teorem 2.7.3: Eger f € S ise, 0 halde f fonksiyonunun f genellestirilmis kismi toplami
tim z € U i¢in Re f'(cz) > 0 kosulunu saglar. Burada c Teorem 2.7.2 de belirtildigi
gibidir. f(2) = 3/(1 — z)? ve {n }re, = {2k — 2}, icin sonuglar kesindir [49].

Fournier ve Silverman [49] ayrica eger f analitik ve Re{f(z)/z} > 1/2 ise, 0 halde

herhangi bir {n;};-, i¢cin

|zf""(z)| <Ref'(z) (lzl <¢)

oldugunu ispatlamiglardir.

Silverman [50] asagidaki sonucu ispatlamistir. Benzer sonuglar Silverman’in [51]

¢alismasinda da bulunabilir.
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Teorem 2.7.4: 15, r+log(1—12)=0 denkleminin pozitif kokii olsun. Eger
Re(f'(z) + zf"(z)) > 0 ise, 0 halde |z| < 1, ~ 0,71455 igin Ref’(z) = 0 dir. Sonug
f(z) =z+2¥%2 ,2z%"/(2n)? fonksiyonu ile kesindir [50].

Re(f'(z) + 2" (z)) > 0 sartim saglayan fonksiyonlar igin ayrica f’nin f, n. kismi
toplaminin Ref, (z) > 0 kosulunu sagladigi ve bundan dolayr univalent oldugu
da bilinmektedir. Ayrica Re(f;,,(z)/z) > 1/3 dir.

2.8 Baz1 Ozel Univalent Fonksiyonlarin Kismi Toplamlari

Buraya kadar anlatilanlarda goriilityor ki; bir analitik fonksiyonun geometrik ozelligi
(inivalentligi, yildizillig, a-mertebeden yildizilligi, konveksligi, a-mertebeden
konveksligi, konvekse yakinhigi v.s) bilindiginde belli bir |z| <, diskinde o
fonksiyonun kismi toplaminin tinivalentligi, yildizilligi, a-mertebeden yildizilligi,
konveksligi, a-mertebeden konveksligi, konvekse yakinligi v.s. gibi geometrik
ozellikleri igin en kesin 7, yi bulma problemi ele alinmistir. Yalniz kismi toplamlarin
hangi yaricapli disklerde yildizil ve konveks veya konvekse yakin (mertebeleriyle)

olmasi i¢in mertebelerinin ne olacagiyla ilgili herhangi bir ¢calisma yoktur.

Bu boliimde Shigeyoshi Owa ve arkadaslarmin 2001, 2004 ve 2012 yillarindaki
univalent fonksiyonlar teorisinde dnemli yere sahip bazi ektremal fonksiyonlarin kismi

toplamlarinin geometrik sonuglar1 verilmistir.

Bununla ilgili ilk ¢alisgma 2001 yilinda Owa [6] tarafindan verilmistir. O g¢alismasinda

f(z) = (1_;2),( formunda olan Koebe tipli fonksiyonlarin k = 1,2 olmas1 durumunda ii¢

terimli kismi toplaminin yildizilligini1 ve konveksligini aragtirmistir.
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Teorem 2.8.1: C smifi igin ekstremal bir fonksiyon olan f(z) = é fonksiyonunun
f3(z) =z+ z? + z® kismi toplamm verilsin. Bu durumda 0<r <p (% <pB< %)

olmak tlizere f; € §* (%) dir. Burada S

x*—8x34+9x%2+1=0 <O<x<i>
V3

denkleminin pozitif kokiidiir [6].

Koebe

Teorem 2.8.2: §* smifi igin ekstremal bir fonksiyon olan f(z) = (1_22)2

fonksiyonunun f5(z) = z + 2z2 + 3z3 kismi toplam verilsin. Bu durumda 0< r < 8

3191
15876

(1/14 < § < 1/13) olmak iizere f3(z) € € (=) dir. Burada

1
81x* —162x3 +72x%2—-18x+1=0 (OSx<§>

denkleminin pozitif kokiidiir [6].

Owa ayni ¢alismada F,(z) = z + a,z" kismi toplamimin a-mertebeden yildizilligr ve

konveksligi i¢in yarigap problemini de calismistir. Elde ettigi sonuclar asagidadir.

Teorem 2.8.3: F,(2) kismi toplam1 0 < r < ""3/1/]a,| < 1 icin

1—nla,|r" ! - zE, (2) - 1+ n|a,|r™?
1—|a,|r* 1t — E,(2) )]~ 1+ |a,|r*1

esitsizligini saglar. Boylece 0 <7 < " \/(1 —a)/(n — a)|a,| < 1 igin E,(2) € $*(a)
dir [6].
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Teorem 2.8.4: F,(z) kismi toplam1 0 < r < ""3/1/n|a,| < 1 i¢in

<R <
¢ El(2) 1+ nla,[r"1

1—n?|a,|r*? 1+ zE)' (2) - 1+ n?|a,|r*?
1—nla,|r*1 —

esitsizligini saglar. Boylece 0 <7 <" {/(1 —a)/n(n—a)la,| <1 igin E,(2) €C
dir [6].

Aynt yil Eguchi ve Owa [52] yine ayn1i Koebe tipli f(2) =(1+ (k € R)

z2)k
fonksiyonunun §*(a) ve C(a) smniflart igin yarigap problemini ¢aligmistir. Onlar

asagidaki sonuclar1 bulmuslardir.

Teorem 2.8.5: f(z) = ﬁ Koebe tipli fonksiyonu i¢in asagidaki degerlendirmeler
dogrudur:

1-a
k-(1-a)’

DMk>21—-a)=>0<r< (lzl =) i¢in f(z) € $*(a) dur,

2 0<k<2(1l-a)=0<r<1, (z| =7) icin f(2) € §*(a) dm,

—-a

B k<0=0<r<—
1-a-k

icin f(z) € §*(a) dir [52].

Asagida Teorem 2.8.5 de k nin bazi 6zel degerleri icin f(z) € $*(a) durumunu

saglayan bazi 6rnekler verilmistir.

Ornek:

W f@H=—5es() ©<r<)

(1-z)4

@ f@y=—= es'(3) (O<r<

(1-2)3

B) f(@) == es*(%) (OSr<f).

7
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Teorem 2.8.6: f(z) =

(1_Zz)k Koebe tipli fonksiyonu i¢in asagidaki degerlendirmeler

dogrudur:

Q) k=1

B -k —2(1—a) —k((5-2a + a®>)k — 4(1 — a)) B
0<r< 2Dk — (A=) (Iz] =7)

icin f(z) € C(a) dur,

2 k<s-1=

21— a) — k(B —a) — Vk((5 —2a + a?)k — 4(1 — a))
"N 20— -a—k

(Iz] =7)

icin f(z) € C(a) dir [52].

Asagida Teorem 2.8.6 ile ilgili baz1 6rnekler verilmistir.

Ornekler:
VA 1 19 —v235
1 =——¢€c(z <r<———"22-0,00291293 ..
1) f(@) D c(3> O=r<—7 0,00291293 ...)
23-V274

EC(E) 0sr<

7

(2) fl@= = 0,0758477 ...).

z
(1-2z)~% 85

z
(1-2)?

2004 yilinda Owa, Srivastava ve Saito [7] f(z) = Koebe fonksiyonunun ve

g(2) = 1ZTZ fonksiyonunun tgiincii ve dordiincii kismi toplamlarimi1 §*(a) ve C(a)

siniflari i¢in incelemistir.
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Teorem 2.8.7: g(z) = 1ZTZ fonksiyonunun kismi toplami g3(z) = z + z% + z3 verilsin.

Bu durumda
0<r<’ _23\/3 = 0.1458 ...
icin
Re (z;i(;)) >a(r) =31 _Zr_:rz 2 _2\/3 = 0.9919 ..
dir [7].

Teorem 2.8.8: Koebe fonksiyonunun f;(z) = z + 2z? + 3z3 kismi toplamu verilsin. Bu

durumda

5—+22
0<r<

= 0.1031 ...
< 3 0.103

i¢in

0.3055 ...

2f3(2) 4 2(1—171) 3(89 —16v22)
Re<f3(z)>>a(r)_3_1—2r+3r2> 137 -

dir [7].

Teorem 2.8.9: g(z) = 1ZTZ fonksiyonunun kismi toplami g,(z) = z + z% + z3 + z*
verilsin. Bu durumda

*5(9 + 4V6) :
N V25
= - = 0.6058 ...

===+ 3
i 49 4°[3(9 + 4V6)

olmak iizere 0 <r <1, < 1icin

2g4(2) B 3—-2r+r?
Re ( 5 ) > =T a T

dir [7].
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Teorem 2.8.10: Koebe fonksiyonunun kismi toplamu f,(z) = z + 222 + 323 + 4z*

verilsin. Bu durumda

3 1531+ 16V1695 37
TO = E 163{/6 —_ = 03545
3
16\/3(531 +16V1695)
olmak tizere 0 < r <1y < 1igin
zf; (z) 3 —4r + 3r?
R > =4
e<f4(z) > «(r) 1—-2r+3r2—4r3

diir [7].

Teorem 2.8.11: g(z) = 1ZTZ fonksiyonunun kismi toplami g;(z) = z + z? + z3 verilsin.

Bu durumda
0<r<—=0.1031...
i¢in

= 0.3055 ...

zg% (2) 2(1—1) 3(89 — 16v22)
Rel1 =3-
e( * gé(z)>>a(r) ST 2ry32” 137

dir [7].

Teorem 2.8.12: Koebe fonksiyonunun kismi toplami f;(z) = z + 2z2 + 3z3 verilsin.

Bu durumda
7 —2v10
0<r< —9 = 0,0750...
i¢in
zf3'(2) 2(1-2r) V10
Rel1 =3—-—=>2(1——)=
e( "o > >am) =3 -7 e > 5 ) = 07350

dir [7].

36



Teorem 2.8.13: g(z) = é fonksiyonunun kismi toplami g,(z) = z + z% + z3 + z*

verilsin. Bu durumda

3 1531+ 16V1695 37
TO = E + 163{/6 - = 03545
3
16\/3(531 + 16V1695)
olmak tizere 0 < r <1y < 1igin
293 (2) 3 —4r + 3r?
Rel1 > =4 —
e( * 95(2) > () 1—2r+3r2—4r3

dir [7].

Teorem 2.8.14: Koebe fonksiyonunun kismi toplami f;(z) = z + 222 + 3z3 + 4z*

verilsin. Bu durumda

9 . V4257 + 644/18681 269

T1=—

=0.1933 ...
64 643/9 6434257 + 644/18681

olmak lizere 0 <r <r; < 1i¢in

3 —8r+9r?
1—4r +9r2—16r3

zfy' (2)

fa (@)

Re<1+ >>a(r)=4—

dir [7].

2012 yilinda Hayami, Kuroki, Duman ve Owa [8] yaptiklar1 ¢alismada hem Teorem
2.8.7, 2.8.8, 2.8.11 ve 2.8.12 deki sonuglar1 daha kapsamli arastirip hemde farkl tiirden
baz1 fonksiyonlarin §*(a) ve C(a) swniflart ig¢in yaricap problemini ele almislardir.
Bulunan sonuglar daha 6nceden bulunan sonuglardan daha genel ve daha iyidir. Elde

ettikleri sonuglar asagida verilmistir.
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Teorem 2.8.15: f(z) = 1ZTZ € ¢ fonksiyonunun f;(z) = z + z% + z3 kismi toplamu

verilsin. Bu durumda

= 0.16666

N =

1-2r+3r% 0<r<

R
I
K
=
ﬁ
—
I
-3
o

r< = 0.52704

,_
o

[

w

=

\N
Nl =

olmak iizere U, diskinde f,(z) € R(a) dir. Ayrica U, ={z:|z| <7, 0 <71 < \/%_0 }
diskinde f,(z) € R dir [8].

Teorem 2.8.16: g(z) = —; fonksiyonunun gs(z) = z + z3 + z° kismi toplanu

verilsin. Bu durumda

V15
J1—3r + 51t 0<r<—-=038729

| . V15 V1550
— —51r%; —<r<
\ 2 10 10

olmak iizere U, diskinde g,(z) € R(a) dir. Ayrica U, = {z:|z| <7, 0 <7 < \/1z5 }

diskinde g,(z) € R dir [8].

Teorem 2.8.17: h(z) = —z — 2log(1 — z) € R fonksiyonunun h;(z) = z + z? + §z3

kismi toplami verilsin. Bu durumda

1
1—2r+ 2r?%; O<TSZ:0'25

a:=a(r)= 3 <E
4

—— 213 <r< = 0.61237

1

4 ’ 4

olmak ftizere U, diskinde h;(z) € R(a) dir. Ayrica U, ={z:|z| <71, 0 <r < \i_g }
diskinde h3(z) € R dir [8].
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Teorem 2.8.18: f(z) = 1ZTZ € ¢ fonksiyonunun f;(z) = z + z% + z3 kismi toplamu

verilsin. Bu durumda

( 1—2r+3r2_
I 1—-r+7r2’

241472 +rH) - (13 +11r3)3(1 +r2 + 1 7—3v5 23
A+r2+7%)—( V3@ tri+ry) V5 =7 =056916...

7 —3v5
0<r< = 0,14589 ...

a=a(r)=
<rs

\ 120+ 72+ —6(1 +r2)BA+ 2 +75) 2 -

olmak {izere U, diskinde f,(z) € §*(a) dir. Ayrica U, = {z:|z| <7, 0 <71 < \/% }

diskinde f,(z) € §* dir [8].

Teorem 2.8.19: g(2) = 1_222 fonksiyonunun g5(z) = z + z3 + z° kismi toplam

verilsin. Bu durumda

( 1—3r%+5r* 3-45
T—r2+74 ° e

36(1+7r*+7°) 4G +4rH)y3A+r +71%)  3-15 ' 2
A +r*+78) —4( V3 tr r); ‘/_<r§ — =10,65299...
L12(1 + 7% +78) — 6(1 + 743 + 1 + r9) 2 1

=0,38196...

a:=a(r) =

olmak iizere U, diskinde g,(z) € §*(a) dir. Ayrica U, = {z:|z| <7, 0 <7 < 4\E }

diskinde g,(z) € §* dir [8].

Teorem 2.8.20: h(z) = —z — 2log(1 — z) € R fonksiyonunun h;(z) = z + z% + 223

kismi toplami verilsin. Bu durumda

( 3(1—2r+2r? 0 <y BTV 13 — /145 — 0,23960..
3—3r+2r2 "
a:=a(r) =
80(9 +3r2 +4r%) — (69 + 34r2) /109 + 3r2 + &%) 13- \/14 37 _ 63873
(40(9 + 372 + 4r%) — 10(3 + 2r2)/10(9 + 312 + 4r%)

olmak tizere U, diskinde h;(z) € $*(a) dir. Ayrica U, ={z:|z| <7, 0 <r < % }

diskinde hs(z) € S* dir [8].
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Teorem 3.8.21: k(z) = a fonksiyonunun k;(z) = z + 2z2 + 3z% kismi

toplami verilsin. Bu durumda

( 1—4r+ 91"2 . 0< < —
1—2r+3r2’ "
a=a(lr)=
24(1+2r2 +9r*) —3(3 + 7r?){6(1 + 212 + 91%) . 5- \/_ 5 = 032616
\12(1 + 272 + 9r%) — 4(1 + 3r2)/6(1 + 2rZ + 9r%) 3 +

=0,10319..

olmak tizere U, diskinde k;(z) € $*(a) dir. Ayrica U, ={z:|z| <r, 0 <r < \/g }

diskinde k;(z) € §* dir [8].

Teorem 2.8.22: f(z) = —— €€ fonksiyonunun f5(2) = z + 2 + z* kismi toplam
verilsin. Bu durumda

( 1—4r+9r? < < -
1—2r+3r2’ "

a=a\r)=
© 24(1+2r2 +9rY) =33 + 7rd)J6(1 + 2r2 +9r%)  5-— J_ 5 032616
[12(1 + 272 4+ 9r%) — 4(1 4 3r2)/6(1 + 2r2 + 9r%) 3

=0,10319..

olmak iizere U, diskinde f,(z) € C(a) dir. Ayrica U, = {z:|z| <7, 0 <7 < \E }

diskinde f,(z) € C dir [8].

Teorem 2.8.23: g(z) = —; fonksiyonunun gs(z) = z + z3 + z° kismi toplamu
verilsin. Bu durumda

a = a(r)

( 1—9r2 4 257 oo PLVTBT_ o
1—3r2+ 5% =3

660(1 +1* +25r%) — 6(7 + 20r")y220(1 +7* +25r%)  [31-V7BT _ 4|2 _ 0.41682
220(1 + 1+ + 2578) — 11(1 + 57*)y/220(1 + r* + 25r%) ' ‘

olmak iizere U, diskinde g,(z) € C(a) dir. Ayrica U, ={z:|z| <7, 0 <7 < 4\/% }

diskinde g,(z) € C dir [8].
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Teorem 2.8.24: h(z) = —z — 2log(1 — z) € R fonksiyonunun h;(z) = z + z% + §z3
kismi toplamu verilsin. Bu durumda

(1—4r+6r2 0< <3—\/7
1—2r+2r2’ "=

a = a(r) =
l 81+4r") - (G+6r)y2(1+4r")  3-V7 _ \/% = 0,68873 ..

=0,17712...

<

’ r=s
4(1 + 4r%) — 2(1 + 2r2)/2(1 + 4r%) 2

olmak tizere U, diskinde h;(z) € C(a) dir. Ayrica U, ={z:|z| <r, 0<r < \/% }

diskinde h3(z) € ¢ dir [8].

Z

(1-z
toplamui verilsin. Bu durumda

Teorem 2.8.25: k(z) =

2 € S§* fonksiyonunun k;(z) = z + 2z% + 3z kismi

1—8r + 27r2 7 — 2V10
e . < =
( o 0<r<—g 0,07504
a=a(r)= 2 4 2
300+ 207 +81r%) ~ 1201+ 6r)SAF 22 481D 720 _ |1 o
H r<s |[z==90,
L15(1 + 2r2 + 81r%) — 5(1 + 9r2)/5(1 + 2r2 + 81r%) 9 29

olmak tizere U, diskinde k3(z) € C(a) dir. Ayrica U, ={z:|z| <7, 0 <r < \E }

diskinde k;(z) € ¢ dir [8].
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3. BULGULAR

Bu baslik altinda

2c®+1 2c +¢c3

14+ 2\
)—1l=z+czz+ 73+ 74 +

11—z

1
f(c'z)_i( 3 3

genellestirilmis Koebe fonksiyonunun sirasiyla iiglincii ve dordiincii kismi toplamlari

olan

2c2+1
f3(c;z) =z +cz? + 3 z3

ve

2 3
2C +1Z3+Zc+c 4

r 2
falc;z) =z +cz* + 3 3 z

fonksiyonlarmin hangi yarigapl disklerde R(a), $*(a) ve C(a) siniflarindan olmasi

lizerine yeter sartlar verilecektir.

3.1. R(ax) Smifiicin f3(c; z) ve f4(c; z) Kismi Toplamlarimin Yarigap Problemi

Bu alt bolimde f5(c; z) ve f,(c; z) kismi toplamlar fonksiyonlarinin R(a) sinifina ait
olabilmeleri i¢in hangi yar1 ¢apl diskte tanimli olabilmeleri lizerine yeter kosullari

igeren sonuglar verilmistir.

Ik sonug f5(c; z) kismi toplaminin U,. diskinde R(a) smifina ait olmasi i¢in r nin ne

olmasiyla ilgilidir.

Teorem 3.1.1: ¢ > 0 olsun. Bu durumda

2(2¢2 + 1)

a::a(r)z 362+2 (22+1)2 c << 1 3¢c2 +2
202c2+1) € e+ Y TR 2

olmak iizere U,. diskinde f,(c; z) € R(a) dir [53].

( 1-2cr+ (2c? +Dr?; 0<
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Ispat: Ispat icin fonksiyonlarin ekstremumlugundan faydalanacagiz. Bunun icin f;(c; z)

fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi alinirsa
f3(c;2) =1+ 2cz + (2¢? + 1)z?
bulunur. Bu tiirevde z = re'? almirsa
fa(c;z) =1+ 2cre®® + (2¢? + 1)r2et??
ve dolayisiyla
Re(f3(c;z)) =1— (2c? + 1)r? + 2crcos O + 2(2¢? + 1)r? cos? 6
yazilir. Son esitligin sag tarafinda t = cos 8 alarak g: [-1,1] = R,
gt) =1—(Q2c?+ 1)r? + 2crt + 2(2¢? + 1)r?t?

fonksiyonunu tanimlayalim. Simdi bu fonksiyonun ekstremumlugunu arastiralim.

Bunun i¢in
g'(t) =2cr+4Q2c?>+ Dr?t=0
esitliginden t; = WCZ-&D < 0 bulunur. Burada iki durum vardir:
1. Durum: 0<r<-—— olsun. Bu durumda t; =————<—1 olur.
2(2¢2+1) 2r(2¢2+1)

Dolayisiyla her t € [—1,1] i¢in g'(t) > 0 oldugundan g fonksiyonu minimum
degerini —1 noktasinda alir. Yani
gi®) = g(-1)=1-=2cr+ 2c? + Dr? =:a(r)

( c > 5¢% + 4
=a =
202¢2+ 1)) " 42t + 1)

olur.

1 3c2+42
2. Durum: ——— < r < /C; olsun. Bu durumda —1<t, <1 olur.

2(2¢%2+1) — 2c2+1
Dolayisiyla g”(t;) = 4(2¢? + 1)r? > 0 oldugundan g fonksiyonu minimum

c 1 3c2+2
<r<
2(2¢2+1) 2¢2+1 2

degerini t; noktasinda alir. Yani igin
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3c2+2

g) =z g(t,) = — (2c? + Dr? =ta(r)

2(2c2+1)
1 3c2+2)\
2c2 +1 2 N

elde edilir.

Yukaridaki iki durumdan ispat tamamlanmis olur.

Ikinci sonug f,(c; z) kismi toplaminin hangi 7 yarigaplh U,. diskinde R(a) sinifina ait

olmasyla ilgilidir.

3vV2-4
2

= 0.34831 olsun. Bu durumda

Teorem 3.1.2: 0<c¢c <

16cr3(2+c?)

a=a(r)=1—Q2c?+ 1Dr?>—2cr(1 —2Q2+c*)r?) +2(2c? + 1)r? -

2c2+1-V1-8c2-2c*
6c(c2+2)

olmak iizere U, = {r; 0<r< } diskinde f,(c; z) € R(a) dir [53].

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.1.1 dekine benzer sekilde yapilacaktir. Bunun igin
f1(c; z) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi alinirsa

4c(2+c?)
— <z

fi(c;z) =1+ 2cz+ (2c? +1)z% + 3

bulunur. Bu tiirevde z = re'® alinirsa

4c(2 + ¢?)
—r

3,036
e
3

fi(c;z) =1+ 2cre®® + (2¢? + Dr2e?® +

yazilir. Dolayisiyla

Re(f)(c;2)) =1—Qc?+ 1Dr?2+2cr (1 =22 + c*)r?)cos b

16¢cr3(2 + c?
+2(2c? + 1)r?cos? 6 + (3 ) cos3 6

bulunur. Son esitligin sag tarafinda t = cos 8 alarak h: [—-1,1] = R,
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h(t) =1—Qc?+ Dr2+2cr(1— 22 + cHrd)e
16cr3(2 + ¢?) 3

+2(2c% + Dr2e? + 3

fonksiyonunu tanimlayalim. Simdi bu fonksiyonun ekstremumlugunu arastiralim.

Bunun i¢in
() =2cr(1—=2Q+cHr?) +4Q2c? + Dr2t+16cr3(2+ cH)t? =0

denkleminden t = t; ve t = t, (t; > t,) olsun. Bu koklerden

o —(2c? + 1) +/16c2(2 + c2)2r2 + (1 — 12¢% — 4c*)
1= 8c(2+ cH)r

g0z Ontine alalim. Hipotezden

52 <2c2+1—\/1—8c2—2c4
"3 6¢c(c?+2)

oldugundan t; < —1 olur. Dolayisiyla her t € [—1,1]icin A'(t) > 0 oldugundan h

fonksiyonu minimum degerini —1 noktasinda alir. Yani

h(t) > h(=1) =1—-Q2c?+ 1D1r?—=2cr(1 - 22+ c>)r?)

16¢r3(2 + c?)
3

+2(2¢? + Dr? - =:a(r)

olur.

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

3.2. 8" (a) Smifiicin f3(c; z) ve f4(c; z) Kismi Toplamlariin Yarigap Problemi

Bu alt bolimde f5(c; z) ve f,(c; z) kismi toplamlar fonksiyonlarinin $*(a) sinifina ait
olabilmeleri i¢in hangi yaricapli diskte tanimli olabilmeleri iizerine yeter kosullart

igeren sonuglar verilmistir.

Ik sonug f5(c; z) kismi toplammin U, diskinde $*(a) sinifina ait olmasi igin r nin ne

olmaszyla ilgilidir.
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Teorem 3.2.1: ¢ > 0 olsun. Bu durumda

( 3 2—cr 0<r<
- 2 ; ST To
1—cr+2C3+1r2

, 12 +15c? + (4 + (13 + 10c®)c®)r? + 2(1 + 2¢®)R(c, 1) .
2(4 +5¢2)(3— (1 +2c?)r?) ’

T0<r<T1

olmak iizere U,. diskinde f,(c;z) € §*(a) dir. Burada

_ 8+ 13c* — V64 + 1962 + 145¢*
o= 2c(2¢2+ 1) ’

~ 32 + 37¢2
"7 132+ 103¢% + 78¢*’

5¢c%+ 4
R(c, 1) = (9+3(c?+2)r2 + (2c? + 1)?r%)

2c2+1

dir [53].

Ispat: f3(c; z) kismi toplamu i¢in a-mertebeden yildizil olma kosulu

8 + 13c? — V64 + 196¢2 + 145¢*
U, ={r0<r<

2c(2¢2 + 1)
diskinde
zfa(c: z cz+ 2
Re(L_)>=Re 3 - 571 >a
f3(c;2) 1+cz+ C3 72

dir. Dolayisiyla bu U, diskinde

R cz+ 2 <3
e 5 -a
1+cz+2c3+1z2

olacak sekilde a y1 bulalim.

Bunun i¢in z = re'® aliirsa
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2
cz42 (1 2C3+1 2)(1 p2¢ +1r2+cr cos 9)
Re 2¢2+1_, =1+ c242 2c241)2 2¢241 2c241
1+czt——z 1—Tr2+( 5 ) r4+20r<1+ rz)c059+4rzTc0529
<3—-«a

veya

2
(1 ZCSH 2)(1 } 2C3+1r2+cr cos 6)

242 2¢241)\? 2
1—CTr2+<CT) T4'+ZCT(1+ ¢

<2—«a

2+1r2) cos 9+4r22c23¢c052 ]
elde edilir. Simdi yukaridaki son ifadede cosf = t alarak g.: [—1,1] = R,

2
(1 2c3+1 2)(1 . 2C3+1r2+crt)

c2+2 2c241)2
_T'2+ - -
3 3

gc(t) =

2¢241 2¢2+1
1- r4+20r<1+ C3+ rz)t+4 2 C3+ t2

fonksiyonunu tanimlayalim. g.(t) fonksiyonunun ekstremumlugunu aragtirahim. Bunun

i¢in g.(t) nin tiirevi alinirsa

2L N2 2 2
1+(3c2+2)r2+(263+1) 448 2‘3“ (1 : 263+1r2)t+4r22csit2]

ge(t) = cr [ZC LES 1]

p)
242 2c2+1\2 2c2+1 2¢2+1
[1—CTr2+< C3 ) r4+2cr<1+CTr2)t+4r2CTt2

2
elde edilir. Burada hipotezde ¢ >0 ve r nin araligindan dolayi %rz -1<0
oldugunu gérmek kolaydir. Simdi h.: [-1,1] = R,

2 2
he()=1+ (3c? + 2)r? + (ZC +1) +42 2C3+1 (1 42 2)t +4r2 2

fonksiyonunu tanmimlayalim. g.(t) nin isareti h.(t) nin isaretine bagli oldugundan

bununla ilgili

(i) he(t) <0 = gc(t) >0,
(i) he (1) > 0 = g.(t) <0,
(iii) he(t) = 0= gc(t) =0,
degerlendirmeler dogrudur.

Dolayisiyla h.(t) nin igaretine bakilacak olunursa h.(t) =0 dan t=1t; ve t =t,
(t; > t,) bulunur.

Burada ¢ > 0 ve r nin araligindan dolay1 t, < —1 dir. Diger taraftan
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2c2+1 , 5c2 +4 c2+2 , (22 +1) ,
_2(1+ 3 r)+\/2c2+1<1+ 3T +( 3 )r
1= 2cr <0

dir. Burada t; i¢in t; < —1ve —1 < t; < 1 iki durumu vardir.

Durum I: Eger

8 + 13c? — V64 + 196¢2 + 145c¢*
<r<
2c(2c¢?+1)

ise bu durumda t; < —1 olur. Buda her t € [—1,1] igin h(t) = 0 olmasi demektir.
Boylece her t € [—1,1] igin g.(t) < 0 olur. Dolayisiyla

2 2
2c“+1 2c“+1
(12221 2) 1 e 2282,2)

gc(t) = gc(_l) =

7242, 2c2+1 5 (2¢2+1\°,
r2-2c——r3+ r

1-2cr4
2 2 2
(1_253_+1r2)<1_cr+203_+1r2> [ 241,
= 2 2 = GeTT <2 ¢
c
(1—cr+2C3+1r2) l—cr+—s—r?
elde edilir. Buna gore
2t +1
5 1- 3 r 3 2—cr
a=zs- 2 - P
1— r+2c3+1r2 1— r+263+1r2

olur. Boylece

ve

a(r) =3 —

2 —cr < 8 4+ 13c%2 — V64 + 196¢2 + 145c4>
<r<
T'Z

2
L—ort 2c(2¢? + 1)

elde edilir.
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Durum II: Eger

8 + 13c? — V64 + 196¢2 + 145¢* 32 + 37¢?
2c(2¢2 + 1) TS 32+ 103¢2 + 78¢*

ise bu durumda —1 < t; <1 olur. Buda t € (—1,t;) i¢in h(t) < 0 ve t € (t;,1) igin

h(t) > 0 olmasi demektir. Dolayistyla max,e(—1,1) gc(t) = gc(t;) yani

12 4+ 15¢% 4+ (4 + (13 + 10c?)c®)r? + 2(1 + 2¢*)R(c, 1)
2(4 +5¢5)(3 — (1 + 2¢2)r?)

- .. 8+13c?—V64+196c2+145c* 32+37c2 . .
elde edilir. Buna gore <r< |[=—————i¢in
2¢c(2¢2+1) 324+103¢2+78¢c*

) 12+ 15¢% + (4 + (13 + 10c?)cH)r? + 2(1 + 2¢®)R(c, 1) >0
2(4+5c?)(3—(1+ 2c?)r?)

gc(t) < gc(tl) =

a =

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Asagidaki teorem, genellestirilmis f.(z) Koebe fonksiyonunun

2c?+1 2 2c +¢3 .
3 73+ 3¢

fu(c;z) =z +cz? +

kismi toplaminin y1ldizillik yarigap: lizerinedir.

Teorem 3.2.2: ¢ > 0 olsun. Bu durumda

2
3—Zcr+<zc%)r2

2 3
2c“+1 2c+c
2c741,.p_2CHC7 3

3 3

a=a(r)=4-
1—-cr+

1-4c2(3+c?)

10 <1 { diskinde fi(c:z) € §™(a)

1+2c2+T(c)+

olmak tizere U, = {T: 0<sr< 2c(2+c?)

dir. Burada

3
T(c) = \/1 + 78c? + 48c* + 8¢ + 4c(2 + cz)\/8c6 +52¢*+87c?+3

dir [53].
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2c2+1 2c+c3 . . . i
z3 + z* fonksiyonu igin z = re'? almirsa

Ispat: f.(c2) =z+cz?+

4(2c + 3
(Zﬁl (¢ Z)> Re 1+ 2cz+ (2¢? + 1)z +¥Z3

2 3
fa(c; z) 1+CZ+2C3+1ZZ+2C-3i-C 3

2
3+ 2cz-+-%z2

=4 — Re > 3
1+cz+2c +122+2C+C 23
3 3
. 2 .
3+ 2crel? + @+l 3+ D r2e2if
=4 - Re 2c?2+1 2c + ¢3
1+ cret® + =5—r2e? + —5—r3e3¥

yazilir. Mathematica (Version 8.0) programini kullanarak, yukarida son buldugumuz

ifadenin minimum degerini & = m noktasinda aldig1 goriiliir. Boylece

2c2+1
Zﬁ(c Z) 3—2CT+¥7‘2
Re >4 — T L TR 0<71<7)
JACH) 1—cr+=€ rz 278 43
3 3
bulunur. Kolaylik agisindan, yukaridaki esitsizligin sag tarafini
2
3—2cr+ (26:3—+1)r2
=4 — <r<
h(r) = 4 221, 2043, OST=T)
1—cr+ 3 ‘- —3 T
ile gosterelim. Buradan
) 2
14 2c2 +T(c) 412 B+ )
o T
o 4¢c(2 + c?)
icin 0 = h(ry) < h(r) < 1 oldugundan
3_ 7 2¢2+1\ ,
R<Zﬁ}(cz)>> () — 2cr + 3 r
2 3
fa(c; z) 1—cr+2c3+1r2—zc-3|_6 3

esitsizligi elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmais olur.
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3.3. C(a) Smifiicin f3(c; z) ve f4(c; z) Kismi Toplamlarimin Yarigap Problemi

Bu alt bolimde f5(c;z) ve f,(c; z) kismi toplamlar fonksiyonlarinin C(«) sinifina ait
olabilmeleri i¢in hangi yaricapli diskte tanimli olabilmeleri iizerine yeter kosullart

iceren sonuglar verilmistir.

Ik sonu¢ f;(c; z) kismi toplaminin U,. diskinde C(a) sinifina ait olmasi igin 7 nin ne

olmasiyla ilgilidir.

Teorem 3.3.1: ¢ > 0 olsun. Bu durumda

( 2 —2cr

3 - ; 0<r<
_ J 1—2cr +(2c?+ 1)r? T
%I l, 1+c?+ (14 (3 +2c)c?)r? + (1 +2c*)P(c,1) e
L 21+ c2)(1 = (1 + 2¢2)r2) P T2STSTs
olmak iizere U, diskinde f,(c;z) € C(a) dir. Burada
_ 2+43c¢®—V4+11c2 +7c? 3 8+ 7c?
2= c(2c* + 1) 3T 241 71¢% + 46¢*

c?+1 2 2 2,4
P(c,r) = 2CZ_|_1(1+21" + (2c? + 1)%r?)

diir [53].

Ispat: f3(c; z) kismi toplami i¢in a-mertebeden konveks olma kosulu

{ 2+3cz—\/4+1162+7c4}
U, =m0 r<

c(2c?+1)
diskinde
R 1_I_zg”(c;z) _ (3 2cz + 2 >>
¢ B ) T Tr2cz+ 22+ D22) T

dir. Dolayisiyla bu U, diskinde
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R ( cz+1 )<3—a
¢ 1+ cz+ (2c? +1)z2 2

olacak sekilde a y1 bulalim.

Bunun icin z = re'? alinirsa

R ( cz+1 )
€ 1+cz+ (2c? +1)z?

1,1 (1-(2c?+1)r?)(1+(2¢?+1)r%+2cr cos8) < 3—-a
2 21-2r2+4(2¢2+1)2r*+4cr(1+(2¢2+1)r2) cos 8+41r2(2c¢2+1) cos? 0 2

veya

(1-(2c?+1)r?)(1+(2c?+1)r%+2cr cos8)

<2—a«a
1-272+(2c24+1)2r%+4cr(1+(2¢2+1)r?2) cos 0 +4r2(2c2+1) cos2 8

elde edilir. Yukaridaki son ifadede cos 8 = t alarak g.: [-1,1] = R,

(1-(2c2+1)r?)(1+(2c?2+1)r%+2cr t)
1-2r2+4(2¢2+1)2r%+4cr(1+(2c2+1)r2)t+4r2(2c2+1)t2

gc(t) =

fonksiyonunu tanimlayalim. Simdi g.(t) fonksiyonunun ekstremumlugunu arastiralim.
Bunun i¢in g.(t) nin tirevi alinirsa

ge(®) = 2r[(2c? + Dr? —1]

[c+20(4cz+3)r2+c(202+1)2r4+4-r(262+1)(1+(262+1)r2)t+4—cr2(2c2+1)t2]
[1-272+4(2¢2+1)2r*+4cr(1+(2c2+1)1r2)t+41r2(2c2+1)t2]?

elde edilir. Burada hipotezde ¢ > 0 ve r nin araligindan dolay1 (2¢? + 1)r2—1<0

oldugunu gérmek kolaydir. Simdi h.: [-1,1] = R,

he(t) = c+2c(4c? +3)r2 + c(2c? + 1)2r* + 4r(2c? + 1)1 + (2c?2 + D1r?)
+ 4cr?(2c? + 1)t

fonksiyonunu tanmimlayalim. g.(t) nin isareti h.(t) nin isaretine bagli oldugundan

bununla ilgili

(i) he(t) <0 = gc(8) >0,
(i) he(8) > 0 = ge(t) <0,
(iii) he(t) = 0= gc(t) =0,

degerlendirmeleri dogrudur.
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Dolayistyla h.(t) nin isaretine bakilacak olunursa h.(t) =0 dan t =t¢t; ve t =t,
(t; > ty) bulunur.

Burada ¢ > 0 ve r nin araligindan dolay1 t, < —1 dir. Diger taraftan

c2+1
2c2+1
2cr

—(1+ (2c*+ 1)r?) +J (14 2r2 + (2¢2 4+ 1)%r*)

<0

t1=

dir. Burada t; i¢in t; < —1ve —1 < t; < 1 iki durumu vardir.

Durum I: Eger

2+3c?—V4+11c2 + 7c*

0<r<
r c(2c¢?+1)

ise t; < —1 olur. Buda h(t) = 0 olmasi demektir. Boylece her t € [—1,1] igin g.(t) <

0 olur. Dolayisiyla

(1—(Q2c?+1Dr>)(A —2cr + (2c2 + 1r?)
—4cr + 2(4c? + Dr?2 —4c(2c? + D)r3 + (2c? + 1)%r*

gc(t) < gc(_l) = 1

(A= Q2+ 1Dr?))(1 - 2cr + (2 + Dr?)
(1 —=2cr + (2c?2 4+ 1)r?)?

(1-(2c?+ 1Dr?

- <2-
1—2cr +Q2c?+Dr2— *
elde edilir. Buna gore
B (1-Qc*+Dr?) 2 —2cr
1—2cr +(2c2+ Dr?2 1—2cr + (2c2 + 1)r?
olur. Boylece
zf3'(c; Z))
Re|l+—F———]>a(r)
< f3'(c;2)
ve
2 —2cr 2+43c?—V4+11c% + 7c*
a(r) =3 — <r<
1—2cr + (2c?+ 1)r? c(2c?+1)
elde edilir.
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Durum II: Eger

24+ 3c2—V4+11c? + 7ct 8 + 7c?
c(2cZ+ 1) TS |24+ 71c2 + 46¢7

ise bu durumda —1 <t; <1 olur. Buda t € (—1,t;) i¢in h(t) < 0 ve t € (t;,1) igin

h(t) > 0 olmas1 demektir. Dolayistyla maxse(—1,1) gc(t) = g(t;) yani

1+c2+ @+ B+2c®)cH)r?+ (1 + 2¢*)P(c,1)
201+ &) (1 — (1 + 2¢9)r2)

gc(t) < gc(tl) =

elde edilir. Buna gore

8 + 13¢c% — V64 + 196¢2 + 145¢* \/ 8 + 7c2
T

2c(2¢2+1) 24 4+ 71c? + 46¢*
i¢in
A 1+c?2+ 1+ B+2cH)c®)r?2+ (1+ 2c¢?)P(c,7)
21+ c)HA -1+ 2cH)r?)
elde edilir.

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.2: ¢ > 0 olsun. Bu durumda

3—4cr+(2c?+1)r?

a=a(r)=4- T
1—2cr+(2c2+1)r2—%r3

9-4c2(23+7¢%)

3+6c2+M(c)+
MO <1 ¢ diskinde f,(c;2) €

olmak tizere U, = {T: 0<r<rn= 16c(2+c2)

C(a) dir. Burada

3
M(c) = \/27 + 6¢2(187 + 70¢? + 4c*) + 16¢(2 + ¢2)4/88¢6 + 572¢* + 954¢2 + 81

dir [53].
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2¢2+1 2c+c3 . . ;
73+ z* kismi toplami igin z = re®®

Ispat: Ilk olarak f,(c;z) =z + cz? +

Euler formunda

z 4”(C'Z)> _rel1s 2cz +2Q2c* + 1)z% + 4(2¢ + ¢3)23

Re<1+,—’ -
fa(c:2) 1+mz+(mﬂ+1y2+igé;ﬁlz3

—4— Re< 3+4cz+(2c?+1)z? )

1+2€z+(262+1)zz+4(267+c) 3

3+4cretf+(2c2+1)r2e2i
=4 —Re ( (2c+1)

1+2Cele+(262+1)r23219+w 3310

seklinde yazilir. Mathematica (Version 8.0) programini kullanarak, yukarida son

buldugumuz ifade minimum degerini 8 = m noktasinda alir. Dolayisiyla

Re 1+zf”(c,z) - 3 — 4cr + (2¢% + 1)r? 0<r<
fi(c; 2) 2 2 4Q2c+c?) , O=r=m)
1—2cr+ (2c?+ Dr ———a T
esitsizligi elde edilir. Simdi, h(r) ile
3 —4cr + (2¢% + 1)r?
her) = 4 - Sk O<r<m)

3
1—2cr+ (2c?2+ Dr2 — %1"3

fonksiyonunu tanimlayalim. Dolayisiyla

3
M(c) = J27 + 6¢2(187 + 70¢? + 4c*) + 16¢(2 + ¢2)4/88¢6 + 572¢* + 954¢2 + 81

olmak tzere

9 — 4c2(23 + 7¢?)
M(c)

34 6c2+M(c) +
16¢(2 + c?)

T'O ==

icin 0 < h(ry) < h(r) < 1 bulunur. Buda 0 < r < 1y igin

"(c;z 3 —4er + (2¢? + Dr?
Re<1+#>>a(r)=4— ( 4()Zc+c3)
fi(c;2) 1—2cr+ (2c?2+ Dr? — Tﬁ

demektir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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3.4. Baz1 Ozel Sonuclar ve Bolge Doniisiimleri

Bu bashik altinda 3.1, 3.2 ve 3.3 alt boliimlerinde bulunan sonuglarin bazi 6zel
durumlar1 verilmistir. Bulunan sonuglar tablolarla desteklenmistir. Ozellikle Teorem
3.1.1 de ¢ =1 ve ¢ =2 alindiginda Hayami ve arkadaslarmin [8] calismasindaki
sonuglari, Teorem 3.2.1, 3.2.2, 3.3.1 ve 3.3.2 de ¢ = 1 ve ¢ = 2 alindiginda ise Owa ve
arkadaslarinin [7] calismasindaki sonuglari elde edilir. Bizde farkli ¢ degerleri (¢ # 1

ve ¢ # 2) alarak bazi 6zel sonuglari asagida verdik. Ornegin

2c® +1
f3(c;z) =z+cz? + 3 z3,
2c2+1 2c+c3
fu(c;2) =z +cz? + 3 z3 + 3 z*

fonksiyonlarinda ¢ nin bazi 6zel degerleri i¢in elde edilen fonksiyonlar:

_1.. L 12,11 3 1, 113 194
c—31g:1nf3(3,z)—z+3z +57Z vef4(3,z)—z+ z? +5,727 5
c=11i¢inf3(L;z) =z+z*+z3vef,(L;z) =z+2z> +z3 + z*

c =2 icin f5(V2;2) = z + 222 +§Z3 ve ,(V2;2) = z + 222 + 34— 4\/— z*

c=2 i¢in f3(2;z) =z + 222+ 323 ve f,(2;2z) = z + 2z% + 323 + 4z*

c=e iginf3(€;2)=2+ezz+ze z3 ve fy(e;z) = z + ez? +2€ 1,3 4 2ete’ 4

c =3 i¢in f3(3;z) = z + 322 +—z ve f,(3;z) = z + 322 +2 Z +11z*

c=4 i¢in f3(4;2) = z+ 4z2 + 1123 ve f,(4;2) = z + 4z° + 1123 + 24z*.

Sonug¢ 3.4.1: 0 < r < 0.21985 i¢in

2 /38 11 ) 304
a:=a(c,r)=§r(?r —1)+?r _ET +1

olmak tizere f, G ; Z) € R(a) dir.
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Asagidaki tabloda c¢ nin bazi 6zel degerlerinde f3(c;z) fonksiyonunun konvekse

yakinlik mertebesi ve yaricapi ile ilgili tablo verilmistir.

f3(¢; 2)
a r
11 2 <
o, 2 .. 0<r<0.13636
9 3
1
c =§
21 11, 0.13636 < r < 0.88374
227 9
3r2—2r+1 0<r<0.16667
O 5 .. 0.16667 < r < 0.52705
6
5r2 —2v2r +1 0<7r<0.14142
= 4 2 0.14142 <7 < 0.4
——b5r
5
c=2 9r? —4r +1 0<r<011111
7 g2 0.11111 < r < 0.29397
9
19r2 —6r + 1 0 <7 < 0.078947
€=3 29 ] 0.078947 < r < 0.20042
— —19r
38
@2+ Dr?-2nr+1 0<7<0.07574
C=T 2
3n2 + 2 2 (o2 + 1) 0.07574 < r < 0.19169
amz+2 | T
33r2 —8r+1 0 <r < 0.060606
c=4 25 , 0.060606 < r < 0.15152
ﬁ_ 33r

Tablo 1. f5(c; z) fonksiyonunun konvekse yakinlik yarigapi

57




Asagidaki Tablo 2 de ¢ nin baz1 6zel degerlerinde f5(c; z) ve f4(c; z) fonksiyonlarinin

yildizillik mertebesi ve yildizillik yarigap ile ilgili tablo verilmistir.

f3(¢c; 2) fa(c; 2)
a r a T
%T‘—Z o<r
+3
o, 1 <0.1063
55172 —3T
27 3 %rz —%r +3 0<r
4_
19 , 11, 1 <1.3576
L 0.1063 <r g1tz 3Tl
‘73 <0.9017
3321 — 225512 — 2/451v/729 + 51372 + 1211%
2214 — 90272
r—2
_ 1+3 o<r
rort < 0.1459
r2—2r+3 0<r
e S
0.1459 < r Terttr— < 0.6058
c=1 < 0.5691
9—15r2 —243V1+ 12 +r*
6(1—132)
V2r—2 o<r
T3
Fr2—V2r+1 <0.1282
c=V2 3rt—2V2r+3 o<r
t4 < 0.4674
63 — 17512 —\/70V9 + 12r2 + 25r* 0.1282 <r %x/iﬁ - %rz ++2r—1 -
42 — 7072 < 0.4390
2r—2 0<r
a1t
reTer <0.1031
c=2 4 3r2 —4r+3 o<r
—4r3 4+ 3r2 —-2r+1 < 0.3545
6 — 3012 —vV6v1 + 2r2 + 9r* 0.1031<r
4(1-3r?%) <0.3261
3r—2
» 13 o<r
3 ri=3r+1 < 0.07453
Dz 6r+3 O<r
+4 <025
c=3 63 — 66512 — 24/19V9 + 3312 + 361r* 0.07453 11r3 — 13—9r2 +3r—1 =
42 — 266712 <r
< 0.2239
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T — 2 o<r
2n% + 1 3
(n3 )rz—m”+1 <0.07159
5 3 ’
c=n PR () ozmes 00
T <0.2398
0.07159 ( : )rZ(nr+ D+mr—1
@n* + D9+ 3@ + 2)r2 + (2n? + DPre <r
((2n? + Dr2 — 3)V4 + 1372 + 10m* <0.21432
4r—2
A o=r
1172 —4r + 1 < 0.05758
. . 11r2 —8r+3 0<r
—24r3 +11r2 —4r+1
21— 385r2 —\77VI ¥ 6r2 + 12177 0.05758 o
14 — 15472 <r
<0.16978

Tablo 2. f5(c; z) ve f,(c; z) fonksiyonlarinin yildizillik yarigapi

Asagidaki tabloda ¢ nin bazi 6zel degerlerinde f3(c;z) ve f,(c;z) fonksiyonlarinin

konvekslik mertebesi ve yildizillik yaricap ile ilgili tablo verilmistir.

f3(c; 2) fa(c; z)
a r a r
%r_z 0<r
+3
11 2 <0.07188
?TZ —§r+ 1
czl %rz—%r+3 o<r
3 76 11 2 < 0.90870
—arritgri—zr+1
270 — 55072 — V110V81 + 162r% + 121r* 0.07188 81 9 3
20(9 — 1112) <r
< 0.52004
2r—2
_dTc 43 0<r
3rz—2r+1 <0.10319
c=1 4 3r2—4r+3 o<r
—4r34+3r2-2r+1
6 — 3072 —V6v1 + 2r% + 9r* 0.10319 < 0.35456
4(1-3r%) <r
< 0.32616
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2V2r -2 o<r
— 4
512 —2V2r +1 <0.09214
‘ B 512 —42r +3 o<r
=2 9 = 75r? -~ VISV1+2r? +25r% 0.09214 ~ L0z 52— 2vzr 1 < 0.26324
6(1—5r2) <r
<0.25071
Ar—2 o<r
v —amrit3
T < 0.07504
€=z 9 -8r+3 0o<r
— 3 2
15 — 22572 — 351 + 2rZ + 81r* 0.07504 16r3 +9r2 —4r +1 < 019334
10(1 — 9r2) <r
< 0.18569
6r —2
10 T +3 0<r
Y < 0.05466
c=3 19r2 —12r +3 0o<r
4 —
— 3 2 _
30 — 95072 — VI90V1 + 22 + 361r% 0.05466 4473 +19r2 —6r +1 <0.13271
20 — 38072 <r
<0.12718
2nr — 2 0<r
Qe+ Dz 1t
" 4 < 0.05254
; ; 2n% + 1)r2 — 4mr + 3 0
c=m 2 1-(Q2n2+ Dr2 . @n? + Dr? — 4ar + s <r
0.05254 ?”(2 +m2)rd — (2n? + Dr2 + 2mr — 1 <0.12703
N @r? + D1+ 2r2 + 2n2 + 1)2rt <r
2((2n2 + Dr2 —1)V1 + 32 + 21t <0.12169
8r—2
e rite 0<r
roer < 0.04237
c=4 y . 33ri-16r43 0<r
_ 3 2 _
51— 280572 — V561v1 + 2r% + 1089r* 0.04237 96r° +33r% —8r+1 <0.10078
34(1— 33r%) <r
<0.09631

Tablo 3. f3(c; z) ve f,(c; z) fonksiyonlarinin konvekslik yarigapi
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez c¢alismasinda ilk olarak tinivalent, yildizil ve konveks fonksiyonlarin kismi
toplamlarinin tinivalentlik, yildizillik ve konvekslik yarigapi ile ilgili yapilan ¢aligsmalar
hakkinda detayli bir bilgi sunuldu. Sonra {inivalent fonsiyonlar teorisinde 6nemli yere
sahip bazi ekstremal fonksiyonlarin 3. ve 4. kismi toplamlarinin R(a), $*(a) ve C(a)
siniflarina ait olabilmeleri i¢in tanimlanmasi gereken disklerin yarigaplariyla ilgili bu
giine kadar yapilan ¢aligmalar verildi.

Biz de genellestirilmis Koebe fonksiyonu f(c;z) = Z—t[(g)c - 1] in 3. ve 4. kismi
toplamlart olan f5(c; z) ve f,(c; z) fonksiyonlariin R(a), $*(a) ve C(a) siniflari i¢in
yarigap problemini calistik. Elde edilen sonuglar ¢ sabitinin 6zel degerlerinde daha
onceden elde edilen sonuglar1 vermektedir. Yine c¢ sabitinin farkli degerlerinde farkli

tiirden fonksiyonlarin yarigaplarina ulasilmistir. Bunlar tablolarla desteklenmektedir.

Bu konu iizerine ¢alisma yapacak arastirmacilar f(c; z) nin a —konveks fonksiyonlarin,
parabolik yi1ldizil ve diizglin konveks gibi fonksiyonlarin olusturdugu farkli siniflardaki

yarigap problemini ¢aligabilirler.
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