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aciklamalar yapilmistir. Bunlarin yani sira tezde kullanilan bazi tanimlar verilmistir.
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1. GENEL BiLGILER

1.1 Giris

Glinlimiiziin evrensel problemleri igerisinde iktisadi-ekoloji problemler &nem arz
etmektedir. Ekoloji krizler toplumla ¢evre arasinda dinamik dengenin bozuldugu
yerlerde ¢ikmaktadir. Cevrenin korunmasi, dogal kaynaklarin faydali kullanisi enerji ve
demografi v.s. problemlerin ¢6ziimii diinya iilkelerinin birlikte ¢abasini talep
etmektedir. Ekolojik problemler toplumla doga arasindaki geligkilerin artmasiyla siki
baglhidir. Bu nedenle de evrensel, iktisadi ve ekolojik problemlerin arastirmasina
sistemli yaklasimla bu problemlerde ana yonleri belirlemek ve bu yonler arasinda
karsilikli iliski ve baglar1 tam bigimde belirleyip, optimal evrensel, ekoloji stratejinin

islenip hazirlanmasi giiniimiiziin 6nemli talepleri arasindadir.

Iktisadi ve ekoloji Sistemlerin her biri kendine gore yeteri kadar karmasik ve cok
parametreli sistemlerdir. Onlarin birlikte faaliyet gosterdigi iktisadi-ekoloji sistemler ise
daha karmasik ve beklenilmez Ozelliklere sahiptirler. Boyle sistemlerin analizi igin,
matematiksel modelleme ve optimal Kontrol yontemlerinin uygulanmasiyla
gerceklestirilen analizler onem arz etmektedir. Karmasik sistemlere matematiksel
modellestirme yonteminin uygulanma tecriibeleri, incelenen sistemlerin karakteristik
ozelliklerinin miimkiin mertebe tipik modellerde belirlenerek analiz yoluyla alinan
sonuglar daha igerikli ve daha faydali olur. Lineer olmayan iktisadi-ekoloji sistemlerin
analizinde optimal kontroliin matematiksel yontemlerini 6zellikle L.S. Pontryagin ve
onun Ogrencileri tarafindan elde edilen gerek sart olan maksimum prensibi biiylik rol
oynamaktadir. Bu yiizden de Pontryagin’in maksimum prensibi ¢oziim i¢in gerek sarti
belirleyecek prensiptir. Bu prensip iktisadi-ekoloji sistemlerin optimal kontroliinde en
az bir olas1 kontroliin varligi hakkinda soruya cevap vermemektedir. Bu agidan iktisadi-
ekoloji siireglerin optimal kontrolii, gerekse teorik, gerekse de pratik agidan énem arz

etmektedir.



Bilindigi iizere ¢ogunlukla iktisadi-ekoloji siiregler birinci ve ikinci mertebeden adi

diferansiyel denklemlerin  yanisira kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle de

gosterilmektedir[29].

Bu nedenle de soyleyebiliriz ki iktisadi-ekoloji sistemlerin optimal kontrol teorisi gerek
toplanmuis, gerekse de dagilmis parametreli sistemlerin optimal kontrol teorisinin bir alt
kismidir. Toplanmis ve dagilmis parametreli sistemlerin optimal kontrol teorisinin

olusturulmasi ve gelistirilmesinde [1-18,20,22—28,30—41,43-55] calismalar1 v.s.

onemli yer tutmaktadir. Bu tez ¢alismasinda ele alinan optimal kontrol problemleri, bu
problemin taniminda &zellikli yeri olan nitelik Kkriteri, verilerin yer aldigi fonksiyonlar
uzay1 agisindan bir 6nceki ¢alismalardaki problemlerden farklidir. Bu ¢alismadan nitelik
kriteri olarak ilk kez Fransiz matematik¢isi Lions tarafindan dagilmis parametreli

sistemler i¢in kullanilan fonksiyonel bi¢iminde bir fonksiyonel kullanilmaktadir [22].

Dagilmis parametreli sistemlerin, katsayilarla kontroliinde modelleme yontemi gibi bu
tiir nitelik kriteri matematiksel fizigin denklemlerinin katsayilarinin bulunmasiyla ilgili
olan ters problemlerin varyasyon tanimlanmasinda ilk kez A.D. Iskenderov tarafindan

[15] caligmasinda analiz edilmistir. Bu bi¢cimde nitelik kriterlerinin yardimiyla daha

sonra kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin ¢esitli identifikasyon problemleri

[3,16] calismalarinda incelenmis ve gesitli sonuglar elde edilmistir. Adi diferansiyel

denklemlerle gosterilen iktisadi-ekoloji sistemlerin optimal kontrol problemleri bagka
sistemlere nazaran daha az incelendigini sOyleyebiliriz. Bu acidan sunulan tez
calismasinda Lions fonksiyonelli ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerle
gosterilen iktisadi-ekoloji sistemlerin optimal kontrol problemleri 6grenilmektedir. Bu

nedenle tez konusu giinceldir gerekse teori gerekse de pratik onem arz etmektedir.

Bu tez ¢alismasi genel bilgiler, materyal ve yontem, bulgular, sonuglar ve tartigma ve
kaynaklar boliimiinden olugmaktadir. Genel bilgilerde, incelenen optimal kontrol
problemleriyle ilgili ¢alismalar hakkinda bilgi verilmis ve tez konusunun giincelligine
ait aciklamalar yapilmistir. Materyal ve yontemde incelenen problemin tanimi verilmis
ve ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in siir deger problemlerinin varlig

ve tekligine ait hiikiimler getirilmistir.



Bulgular1 boliimii, ti¢ alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde, ekoloji sistemler
i¢in optimal kontrol probleminin varlig1 ve tekligi ispatlanmustir. ikinci alt bdliimde
amagc fonsiyonelinin diferansiyellenebilir oldugu gosterilmis ve problemin ¢oziimii igin
varyasyon esitsizligi biciminde gerek sart elde edilmistir. Uciincii alt boliimde ele alinan
problemin ¢éziimii i¢in gerek sart olan Pontryigin’in maksimum prensibi ifade edilmis
ve kisa bicimde ispatlanmistir. Sonuglar ve tartisma boliimiinde elde edilen sonuglarin
daha oOnceki calismalardan farkli oldugu ve sonuglarin Ortiismedigi gosterilmistir.

Kaynaklar boliimiinde ise tez ¢alismasinda kullanilan kaynaklar verilmistir.
1.2 Kuramsal Temeller

Tanim 1.2.1. L,(a,b) uzay1 (a,b)uzayinda tanimlanmis, Olgiilebilir ve sonlu

||u||L2(a,b) - \/<u’ u>L2(a,b) normuna sahip u = u(x) fonksiyonlarinin Hilbert uzayidir.

Tanim 1.2.2. L_(a,b) uzay1 (a,b)uzayinda tanmimlanmis Olgiilebilen ve sonlu

=vrai max|u(x)|=inf sup |u(x)] normuna sahip u=u(x) fonksiyonlarmdan

xe(a,b) ue(ab)

Ul =

olusan Banach uzayidir.

Tamm 1.2.3. W, (a,b) uzayi L,(a,b) uzayindan olan ve (a,b) araliginda karesel

integrallenebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki

bigimde tanimlanir:

<U’V>w1(a b) I(U(X)V(X) +t— dU(X) d\;(XX)j ” ||W2(a b) <u u>w;(a,b) 1< 0

a

0
Tamm 1.2.4. W;(a,b) uzay1 W, (a,b) uzaymin alt uzayidir, x=a ve X=Db smir

noktalarinin etrafinda sifira yakin olan biitiin diizgiin fonksiyonlar kiimesi bu uzayda her

yerde yogun kiimedir.



Tamm 1.2.5. W,*(a,b) uzay: kendisi ve ikinci mertebeden genellesmis tiirevleri (a,b)

araliginda karesel integrallenebilir fonksiyonlarin, baska bir deyisle L, (a,b)uzayindan
olan fonksiyonlarin Hilbert uzayidir. Burada i¢ carpim ne norm asagidaki gibi

tanimlanir;

b

B du(x) dv(x) d’u(x) d*v(x)
(uv) I(U(X)V(X)+'  ax jdx

W7 (a,b) ) dX2 dX2

u

Wi(ab) <u’u>W22(a,b) < oo

2 0
W; (a,b) = W2 (a,b) AW (a,b)

Tamm 1.2.6. C*[a,b]-[a,b]-de tammlanmis k>0 mertebeden siirekli

diferansiyellenebilir u(x) fonksiyonlarmin Banach uzayidir. Bu uzayda norm asagidaki

gibi tanimlanir:

k
[l = 2 max

m=0

d"u(x)
dx™

< 400

Tanim 1.2.7. Eger B Banach uzayindan olan {uk} dizisi i¢cin VceB

lim(c,u,)=(c,u) sarti saglaniyorsa bu takdirde {u,} dizisi ueB noktasina zayif

X—>0

yakinstyor denir. Burada B” uzayr B ‘nin eslenik uzayidr.

Tamm 1.2.8. Eger B Banach uzayinin eslenigi olan B~ uzayindan olan {uk} dizisi i¢in
ve VceB igin l!im(c,uk):(c,u) sarti saglaniyorsa bu takdirde {u,} dizisi ueB’

noktasina * - zayif yakinstyor denir.



Tanim 1.2.9. J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis
olsun. Eger, ueU noktasma zayif yakinsayan {u,}eU dizisi i¢in lim J(u,)=>J(u)

sartt saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari

sturekli denir.

Tanim 1.2.10. Diyelim ki B herhangi Banach uzayi ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin
herhangi bir a)(u,y)z{v:Ve B,||V—u||<7/} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 igin

0wy
w0 [h,

Olacak sekilde AJ(u)=J@u+h)-J(u)= <J '(u), h)B + O<h, u> sartint ~ saglayan
J'(u)eB” eleman1 varsa, bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet

anlaminda diferansiyellenebilir demektir. Burada B uzayr B ‘nin eslenik uzayidir.

Teorem 1.2.11. Diyelim ki U,B Banach uzaymin konveks bir alt kiimesi, J(u)

fonksiyoneli bu kiimede 1. Mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve

U. ={u eU:Ju)=J.=inf J(u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar

kiimesi olsun. Bu takdirde Vu™ eU. igin <J '(u”),u —u*> >0 sart1 saglanir.

Teorem 1.2.12. (Weierstrass Teoremi): U,B Banach uzayinda zayif kompakt kiime

olsun. J(u) fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degere sahip ve alttan zayif
yar1 siirekli olsun. Bu takdirde J,=inf J(u)>-o0, U.= {u eU:J)= J*} #¢ zayif

kompakttir ve U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar kiimesine

zay1f yakinsar.

Teorem 1.2.13. (Goebel M [14]). Farzedelim ki X uzay1 diizgiin konveks uzay, V

kiimesi ise X uzayinda kapali sinirli kiime olsun. I(V) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde



alttan yar1 siirekli ve alttan sinirli fonksiyoneldir. & >0 £ >1—verilen sayilar olsun. Bu

takdirde X konveks uzayinda dyle bir hemen hemen her yerde yogun G alt kiimesi var

Ki ®eG igin
3,(v)=1(v)+alv -l

fonksiyoneli V kiimesi iizerinde en kiiciik degerine sahiptir. Eger /S >1lise, J_ (V)

fonksiyoneli kendisinin en kiigiik degerine tek bir noktada sahip olur.



2. MATERYAL VE YONTEM
2.1. iktisadi Ekoloji Sistemlerin Optimal Kontrol Problemi

Bu bolimde ekoloji sistemlerin 6grenilmesi ve kontroliinde ¢ok rastlanan ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemler igin Lions fonksiyoneli kriterli optimal kontrol
problemini tanimlayarak ve ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in sinir

deger probleminin ¢ozlimleri hakkinda 6n bilgiler verecegiz.

2.1.1. Optimal Kontrol Probleminin Konulmasi

iktisadi-ekoloji sistemleri inceledigimizde sistemin durumu asagidaki ikinci mertebeden

adi diferansiyel denklem ile gosterilmektedir

P03 + 2 (05 v, (0 = ) .y

Burada a<x<b;a>0,b>0- verilen sayilar, p(x)—maddenin yogunlugu, v, (x)—
maddenin transfer katsayist V,(X)—ekoloji aktif maddenin yogunlugu w(X)—ekoloji
aktif kaynaklarin yogunlugudur[29]. Bu caligmadan bildigimiz iizere (1.1) bigiminde

denklem ¢ogu zaman durgun ekoloji siire¢lerin 6grenilmesinde ortaya ¢ikar. Gaz veya

stvi akigini ifade eder. Goriildigi gibi v, (X),v,(X),w(x) fonksiyonlarin1 degistirmekle

(1.1) denklemiyle ifade edilen siiregleri veya sistemleri etkileyerek onlari kontrol etmek

mumkindiir.

Kontrol fonksiyonlari olarak v =v(x)= (v, (x),v,(x),w(x)) vektor fonksiyonu segebiliriz.

Olasi kontroller kiimesini segelim



Vz{v: :( (x),w(x)),vmeLZ(a,b),m:O,l
0<

by <Vy (X) <hy, ( )<b,Vxe(ab) ||W||Lzab <h,
Burada b, > 0,b, >0, m=0,2— verilen sayilardr.
Her bir v €V i¢in (1.1) denkleminin
u(@)=u(b)=0 (1.2)
sinir deger sartlarina karsilik gelen ¢oziimiinii U, = U, (X) ile
du(a) _ du(b) _ 0 (13)

dx  dx
sartlarma karsilik gelen ¢ozlimiinii u, =u, (X)— ile gosterelim.

Goriildiigl tizere U, =u, (X) fonksiyonu (1.1) diferansiyel denklemi i¢in birinci cesit
sinir deger probleminin ¢dziimd, yani (1.1)-(1.2) sinir deger probleminin ¢ozimiidiir.
u, = uz(x)— fonksiyonu ise (1.1) denklemi igin ikinci gesit sinir deger probleminin yani

(1.1)-(1.3) smir deger probleminin ¢oziimidiir.

Bu calismada g6z oniine alinan optimal kontrol problemini
2 2
3, (V) =u _u2||L2(a.b) +alv-al, (1.4)

fonksiyonelinin (1.1)-(1.3) sartlar1 altinda V kiimesi tizerinde minimumunun bulunmasi

problemi olarak ifade ederiz. Bu problemi ileride (1.1)-(1.4) optimal kontrol problemi
diye adlandiracagiz. Burada « >0 verilen sayi, H :(L2 (a, b))3, o € H —verilmis

elemandir. p = p(X) verilmis 6lgiilebilen fonksiyon olup asagidaki sart1 saglar:

po < p(x)< pl,éx e(a,b), p,, p, =const>0 (1.5)



Her bir veVigin (1.1)-(1.3) sartlarindan u, =u, = uk(x;v), k =12 fonksiyonlarinin

bulunmasi birinci ve ikinci ¢esit sinir deger problemlerinden olusan bir problemdir.

2.1.2. ikinci mertebeden Adi Diferansiyel Denklem Icin Simir Deger Probleminin

Coziimii Hakkinda

Bir 6nceki alt boliimde soyledigimiz gibi (1.1)-(1.3) problemi iki tane (1.1)-(1.2) ve
(1.1)-(1.3) sinir deger problemlerinden olusan bir problemdir. (1.1)-(1.2) problemi
ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem igin birinci ¢esit sinir deger problemi, (1.1)-
(1.3) ise ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem i¢in ikinci g¢esit sinir deger
problemidir. Bildigimiz gibi, (1.1)-(1.3) sinir deger problemi [21] calismasinda
incelenen eliptik denklem i¢in birinci ve ikinci gesit sinir deger problemlerinin bir
boyutlu 6zel durumlaridir. Bu nedenle de bu ¢alismalardan yararlanarak her bir veV
icin (1.1)-(1.2) ve (1.1)-(1.3) smr deger problemlerinin bir tek ¢6ziimii oldugunu

gosterebiliriz.

(1.1) denkleminin her iki tarafini:

u(x)= e wxe [a,b] (1.6)

fonksiyonuna carparsak asagidaki denklemi kolaylikla elde ederiz:

%(ao (x)%) ~a,(xu = (), x e (a.b) .7)
Burada a,(x)= u(x), a,(x) = V(%) u(x), f(x)= M,u(x).’ dir. Bu sartlar altinda her
plx) plx)

bir veVigin a, (X) a,(x) ve f(x) fonksiyonlar



&(bfa) by (b-a)
1<ay(x)<e* day(x) <Bga ,@xda,b) (1.8)
dx ap,
b 6 by(b-a)
= <a(x)<—e * ,Vxe(ab) (1.9
P Po
feL,(ab) (110)

seklinde verilir.

Simdi  (1.7),(1.2) sartlarindan  u, =u, (x) fonksiyonunun (1.7),(1.3) sartlarindan
u, = U, (x)fonksiyonlariin bulunmasi igin optimal problemlerini ele alalm. [21]

calismasindan bilinen eliptik denklemler igin birinci ve ikinci c¢esit smir deger

problemlerinin ¢oztimleri hakkindaki sonuglardan yararlanarak (1.7),(1.2) ve (1.7),(1.3)

0 2
siir deger problemlerinin bir tek u, eW2(a,b), u, eW?2(a,b) ¢oziimii vardir. Ve

¢oziimler i¢in asagidaki kestirimler gecerlidir:

Juills? sy <C I o) (1.11)
||U2 W2 (a,b) <G ”f Ly(ab) (1.12)

Burada c, >0,c, >0 sabitleri f *dan bagimsiz olan sayilardir.

Teorem 2.1.2.1 Farzedelim ki a >0 olsun ve (1.5) sart1 saglansin. Bu takdirde her bir

02
veVigin (1.1)-(1.3) probleminin u, eW:(a,b), u, eW}(a,b) bigimde bir tek

¢ozimii vardir ve asagidaki kestirimler gegerlidir:

Juslle? ey < Co Wl o) (1.13)

10



(1.14)

|u, | <6, I

W2 (a,b L,(ab)

Burada c, > 0,c, >0 sabitleri w - den bagimsiz sabitlerdir.
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3. BULGULAR
3.1. iktisadi Ekoloji Sistemler i¢in Optimal Kontrol Probleminin Iyi Konulmas

Bu alt boliimde iktisadi-ekoloji sistemler i¢in optimal kontrol probleminin iyi konulmasi
ile ilgili sorulari, bagka bir deyisle problemin ¢éziimiiniin varligi ve tekligi ile ilgili olan
sorulara cevap verecegiz . Ilk olarak « >0— oldugunda, optimal kontrol probleminin en
az bir ¢ozlime sahip oldugunu, sonra ise « >0 oldugundan bir tek ¢oziime sahip

oldugunu gosterecegiz.

3.1.1. Optimal Kontrol Probleminin Co6ziimiiniin Varhgi

Bu alt bolimde herhangi @ e H i¢in (1.1)-(1.4) optimal kontrol problemi en az bir
¢ozlime sahip oldugunu gosterecegiz. Bildigimiz gibi optimal kontrol problemleri

genelde kararsiz problemlerdendir [42,45].

Teorem 3.1.1.1 Farzedelim ki teorem 2.1.2.1’in sartlar1 saglansin ve « >0 olsun. Bu

takdirde (1.1)-(1.4) optimal kontrol problemi herhangi @w < H i¢in en az bir ¢6ziime

sahiptir.

Ispat: Farzedelim ki, {vm} eV dizisi (1.1)-(1.4) optimal kontrol probleminde herhangi

minimallestirici dizi olsun. Yani,

limJ, (v")=J,. =infJ,(v)

m—ow veV

sartin1 saglayan dizi olsun.

V kiimesinin yapisindan gordiigiimiiz gibi bu kiime, B = ( L. (a, b))2 xL,(a,b) Banach

uzayinin bir sinirh kiimesidir. Bu takdirde {vm} eV dizisinden {Vm} alt dizisi segebiliriz.

12



Bu dizi B uzaymda *- zayif yakinsar. Basite indirgeyerek bu yakinsayan alt diziyi

yeniden {Vm} ile gosterelim. Bu takdirde bu alt dizi i¢in asagidaki bagintilar1 yazabiliriz:

m — co oldugunda p =0,1 igin

Vi —=2% v . L, (ab) de (1.15)
w27 5w, L,(a,b) de (1.16)

olur.

V kiimesi B banach uzayinda kapali sinirli konveks kiime oldugundan V kiimesinin
zayif kapali kiime oldugunu kolaylikla gosterebiliriz. Bu durumda v eV olur. Bu

takdirde herhangi gelL (a,b), ge Lz(a, b) fonksiyonlart i¢in integral bagintilarini

yazalim

j‘vg1 (x)q(x)dx — Tvp (x)q(x)dx, p=01, (1.17)
Twm(x)g(x)dx —>j‘w(x)g(x)dx (1.18)

Her bir v" eV,m=12,... i¢in (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin ¢éziimii oldugunu

varsayalim. Bu durumda teorem 2.1.2.1°e gore (1.1)-(1.3) smir deger probleminin her

0 2
bir v" eV,m=12... igin u,, eW.(a,b), u,, eW}(a,b) sartlarmi saglayan bir tek

¢Ozlimii vardir ve ¢ozilim i¢in

U2 e < C[W" HLz(a,w <cg,m=12,.., (1.19)

U, Wan) S C4HW“‘ HLZ(a’b) <cg,M=12,.., (1.20)

13



kestirimleri gegerlidir.

Burada ¢, =c;b,, ¢, =c,b,, m.- den bagimsizdir. Bu kestirimlerden {u,,(x)}k =12
dizilerinin W}(a,b) uzayinda diizgiin simrl oldugu elde edilir. Bu nedenle bu
dizilerden u,(x), k=1,2 fonksiyonlarma W) (a,b) ’de zayif yakimsayan alt dizileri
secebiliriz. Kolay olsun diye bu alt dizileri  {u,, (x)},k =1,2 seklinde gosterelim. Boyle

oldugu takdirde bu alt dizileri i¢in asagidaki limit bagintilarin1 yazabilirizz m — oo

oldugunda
U, = U, k=12, L,(ab) (1.21)
AUy —>di, k=12, L(ab) (1.22)
dx dx

2 2
d°u,, d°u,

Ao k=12, L@b) (1.23)

limit bagintilar1 gegerlidir. W, (a,b) uzayr W, (a,b) uzayina kompakt gémiildiigiinden:

m — oo oldugunda

U, —u, gicli k=12, L,(ab) (1.24)
d d
Mo, M il k=12, L(ab) (1.25)
dx dx

limit bagintilarin1 yazabiliriz.

limit bagntilar1 gegerlidir. Her bir m =1.2,...i¢in {ul(q?},k =1,2 dizilerinin L,(a,b)

uzayindan olan herhangi 7« = 7« (X) k=1,2,... fonksiyonlar1 i¢in

14



b 2
{(pm DB v 0w, w1 <x>]m (x)ex=0.k =12

integral 6zdesligini ve

u,,(a)=u, (b)=0, m=12,..,

dUZm(a): dUZm(b):o m=12
o ” . 2y

sinir deger sartlarini sagladigr agiktir.

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.23) limit bagintisina dayanarak m — cooldugunda herhangi 7, €L, (a,b) k=12

fonksiyonlar1 i¢in

2

" d%u,, " d?u,
Ip(x) v nk(x)dx—>jp(x) v 7 (x)dx, k =1,2

limit bagintilarini yazabiliriz
Simdi m —> o oldugunda herhangi 77« € L,(a,b)k =12 igin

1 ., du, 21 du
J;;W (x) d>k< nk(x)dxejgvl(x)d—;nk(x)dx

Ivg“ (X ()77, (x) dX — j.vo (x)u, ()7, (x)dx,k =1,2

a

limit bagintilarinin dogru oldugunu gosterelim.

Herhangi 77, =.... n, € L,(a,b), k =12 i¢in asagidaki esitlikleri yazabiliriz:

15

(1.29)

(1.30)

(1.31)



: dx \ (1.32)
+J’_(Vlm(x)_vl(x))_knk(x)dx+I—vl(x) e (x)dx, k =1,2, m=1,2
TV (b (Y (X)X = [ (XXt (), ()b, ()

2 (1.33)

+ g ()= v ()l O (x dX+Iv u, (X (x)x k =1,2,m=1,2,.

Eger q(x)=u, (x),(x), k =1,2 gosterirsek bu durumda (1.17) limit bagintisnda p =0

alirsak

, (X)7, (x)dx — 0,k =1,2 (1.34)

m'—.o'

limit bagintisin1 yazabiliriz.

Diger taraftan (1.33) esitliginin sag tarafindaki birinci terim igin

b
_[ —U, (X))u, (X)7, (x)dx| <
= 6 ”m(“L2 a,b) ” km uk”Lz(a b) k=12

esitsizligini yazabiliriz.

Bu esitsizligin her iki tarafindan m — coigin limite gegersek ve (1.24) limit bagintisin

kullanirsak

j'vg‘ (X) (U (X) =, ()7, (x)dx — 0,k =1,2 (1.35)

limit bagintisini elde ederiz.

16



Bu takdirde (1.34)-(1.35) limit bagintilarin1 géz oniine alip (1.33)’lin her iki tarafinda
M — % pldugunda limite gecersek (1.31) limit bagntilarinin gegerli oldugunu elde

edebiliriz. Simdi (1.30) limit bagintisini ispatlamaya c¢alisalim. Bu amagla once

511 du,

J'__

X)jdx, k =1,2
J[x ax 77k( )1

integraline bakalim.

Bu integrallerin u, eW22 (a,b), n €L, (a,b),k =12, sartlann saglandiginda smirh

oldugunu gosterelim. 0 <a < x <b Cauchy-Bunjakovski esitsizligini kullanirsak

%1 du, 1[|du
——Epldx<=—% k=12
E!: X dx | 9X all dx A ||77k||Lz(a,b)

esitligini elde ederiz.
Buradan da kolaylikla asagidaki esitsizligin gegerli oldugunu gosterebiliriz:

J.ldiﬁk

dx <40, k=12 (1.36)
X dx

du®
“7,(x), k =1,2 fonksiyonlarmm L, (a,b) uzayma ait

Sonuncu esitsizlik, —
X

oldugunu gosterir. Bu nedenle p=1 i¢in (1.17) limit bagintisindan yararlanarak ve

q)=L19%™, ()

q , k =1,2 gostererek (1.32)’nin sag tarafindaki ikinci terim igin
X X

m — o oldugunda:

j (V™ (X) -V (x)) ( )nk(x)dx—>0 k=12 (1.37)
limit bagintisini elde ederiz.
Simdi:

17



integraline bakalim.

Cauchy-Bunjakovski esitsizligini ve 0 <a < X <b sartin1 uygularsak:

Loz @) 200 g

X dx dx

a

du, du,

— k=12
dx dx

L,(a,b)

1
< gb1||77k ”Lz(a,b)

esitsizligini elde ederiz.

Eger bu esitsizligin her iki tarafinda limite gegersek ve (1.25) limit bagintisindan

yararlanirsak m — oo oldugunda:

Tlvlm (x)( d“(kjmx(x) - d“(;)gx)jnk (x)dx -0, k=12 (1.38)

a

limit bagitilarinin gecerli oldugunu elde ederiz.

Bu durumda (1.37) ve (1.38) limit baglantilarindan yararlanarak (1.32) esitliklerinin her
iki tarafi m — o oldugu i¢in limite gecelim. Boylelikle (1.30) limit bagintisinin gecerli
oldugunu elde ederiz.

(1.29)-(1.31),(1.18) limit bagintilarin1 kullanarak (1.26) integral 6zdesliklerinde M — o

oldugu i¢in limite gegersek herhangi 7« € Lo (a,b)k =12 igin

I (p(x) ddxuz" + %vl(x)ddixk —V (X)u, — W(X)]nk (x)dx=0, k=12 (1.39)

integral 6zdesliklerinin gecerli oldugunu elde ederiz.

Bu integral 6zdesliklerinden u, =u, (x),k =1,2 limit fonksiyonlarmin hemen hemen
xe(a,b) i¢in (1.1) denklemini sagladiklarini gorebiliriz. Simdi bu fonksiyonlarin
sirastyla (1.2)-(1.3) smir deger sartlarini sagladigini gosterelim. Bu amagla 6nce

ulzul(x) fonksiyonunun ul(a)zul(b)zO sinir  deger sartlarin1  sagladigini

18



ispatlayalim. W,*(a,b) uzay C[a, b]uzaylna kompakt gomiildiiglinden U, :ul(x)
fonksiyonuna W,*(a,b)’de zayif yakinsayan dizinin C[a, b]arahgmda diizgiin

yakinsadigini elde ederiz. Baska bir deyisle, VX e [a, b] igin m — oo oldugunda:

u,, (x) = u,(x) (1.40)
limit bagintis1 gecerlidir.

Bu takdirde m — oo oldugunda:
U (a) - ul(a)’ Ui (b) - ul(b) (1.41)

limit bagintilarinin gecerli oldugunu sdyleyebiliriz. Bu bagintilar1 ve (1.27) sinir deger

sartlarim1 dikkate alirsak m — oo oldugunda:
luy (s) < Juy(s) =ty () + U (s), s=a,b

esitsizliklerin her iki tarafinda limite gecersek, (1.2) sinir deger sartlarinin gecerli
oldugunu elde ederiz. Simdi, U, =U, (X) limit fonksiyonu i¢in (1.3) sinir deger sartlarini

du,(a) du,(b)
dx  dx

gosterelim.Yani ; = Osartlarin1 sagladigini ispatlayalim. Bildigimiz

gibi W}2(a,b) uzayi C'[a,b] uzayma kompakt gomilir. Bu durumda u,(x)
fonksiyonuna W/} (a,b) uzayinda zayif yakinsayan {umz(x)} dizisi C'[a,b] uzayinda

diizgiin yakinsamis olacaktir. Yani Vx €[a,b]i¢in m — o oldugundan:

e (%) = U(x) (L42)

duZm (X) N dl"|2 (X)

1.43
dx dx (1.43)

limit bagintilarini yazabiliriz.

(1.43) limit bagintisindan yararlanirsak ve m — oo oldugunda:
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du,,(a) _ du,(a) duy, (b)  du,(b)
dx dx = dx dx

limit bagitilarin elde ederiz:

(1.44)

Simdi bu limit bagintilarini ve (1.28) siir deger sartlarin1 kullanirsak:

,s=a,b

i, (5)] _[d, () _ i (5)][dn(5)
dx \_\ dx dx \ dx

esitsizliklerinin her iki tarafinin M —o0 oldugu igin limite gegelim. Bu takdirde
u, =u2(x) limit fonksiyonu ig¢in (1.3) siir deger sartlarinin dogrulugunu ispatlariz.
Boylelikle u,(x) ve u,(x) limit fonksiyonlarinin v €V oldugunda (1.1)-(1.3) sinir deger
probleminin ¢6ziimii oldugu ispatlandi. Yani, u, =u, (x) =u, (x;v), k=1,2 fonksiyonlar
(1.1)-(1.3) probleminin ¢oziimiidir ve bu ¢oziim igin (1.13)-(1.14) kestirimleri
gegerlidir. Bu kestirimler {u,, (x)}, k=1,2, {Wm (x)} dizilerinin sirastyla u, (x),k =1,2
ve w(x) fonksiyonlarina zayif yakmsadigini ve W, (a,b) uzaymda normun alttan zayi1f

yari siirekli oldugunu dikkate alip, m — oo oldugunda limite gecersek (1.13)-(1.14)

kestirimlerinin limit fonksiyonlari i¢in de gegerli oldugunu elde ederiz.

Simdi L,(a,b)ve H uzaylarinda normlarin alttan zayif yari siirekli ve a>0oldugunu

gostererek herhangi @ € H igin asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

3, <3, <limJ, (V") =inf J,(7) = J,.

Buradan da J.- =J, (V) olur. Bu esitlik v=v(x) fonksiyonunun (1.1)-(1.4) optimal

kontrol probleminin ¢éziimii oldugu ispatlanmis olur. Teorem 3.1.1.1. ispatlandi.
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3.1.2. Optimal Kontrol Probleminin Céziimiiniin Varhg ve Tekligi

Bu alt boliimde (1.1)-(1.4) optimal kontrol problemi « >0 oldugu igin, ¢ézliimiiniin

varligin ve tekligini inceleyecegiz. Bu amagla ilk dnce [14] , calismasindan bildigimiz

konveks olmayan optimizasyon problemlerinin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi ile ilgili bir

hiikmii kullanacagiz.

Teorem 3.1.2.1. Farzedelim ki (1.5) sarti saglansin. Bu takdirde H =(L‘,_(a,b))3

uzaymin hemen hemen her yerde yogun olan G alt kiimesi mevcuttur Ki istenilen

®weGve a>0 igin (1.1)-(1.4) optimal kontrol probleminin bir tek ¢éziimii vardir.

Ispat: Ik 6nce
Jo(v)=u, - u2||i2(a,b) (1.45)

fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Bu amagla, herhangi
veV ve bu elemana AveB= (Lw (a, b))2 x L, (a, b) artis1 verelim ki v+ Av eV olsun.
Farzedelim ki, u,(x)=u, (x;v), u,(x)=u,(x;v+Av), k=12 fonksiyonlart (1.1)-(1.3)
sinir deger probleminin sirasiyla veV, V+AveV kontrollerine karsilik gelen
¢oziimleri olsun. Bu durumda, Au, (x)=u,,(x)-u,(x)=u,(x;v+Av)-u, (xv)k =12

fonksiyonlarmin asagidaki sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugu aciktir.

0 © A8 4 L3+ 40, () 2285 — () + vy (x))u, -
dx X dx (1.46)
= AW(x)— 1Avl(x)di +AVy(x)u,, k=12, xe(ab)

X dx

dAu, (a) _ dAu, (b)

Al =Au,(b)=0,
(2)= Auy(b)=0, S _ 0

=0 (1.47)
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Simdi smir deger probleminin ¢oziimii i¢in bir kestirim elde etmeye calisalim. Bu

amagla (1.46) denklemini

d(~,\dAu, )\ - T 3
&(ao(x)wj—al(x)mk =f,(x) k=12, xe(ab) (1.48)

bigimde yazalim.

Burada: &o(x) ,&,(x) , fk(x) k =1,2... fonksiyonlar1 asagidaki formiillerle tanimlanir:

& (x)=e ™ (1.49)
< (x Y, (X)) + Avg ( )5 .
a,(x) = e 0 (X) (1.50)
f(x)=4, (x)(AW(x)—)l(Avl(x)ddl;k+Avo (X)ukj/p(x), k=12 (L51)

(1.48) denkleminin her iki tarafini Auk(x), k =1,2 fonksiyonlarina ¢arpip ve (a,b)

aralig1 lizerinden integralleyelim. Bu takdirde

[alo0052 s e fim

esitligini elde ederiz.

Kismi integrasyon formiiliinden yararlanarak ve (1.47) sinir deger sartlarini kullanarak

j()[

esitligini yazabiliriz.

jdx+Ia1 = i x)dx,k =1,2 (1.52)

veVve v+ Av eV oldugundan kontrollerin bilesenleri i¢in
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0
by <Vo(x)< by, 0<V,(X)<h,, Vxe(a,b) (1.53)

by <V (X)+ Av,(x) < by, 0< v, (X)+Av, (X)< by, Vxe (a,b) (1.54)

bagintilar1 yazabiliriz.

Bu sartlardan ve (1.5) sartindan yararlanarak (1.49)-(1.50) formiillerini kullanirsak

a,(x) ve & (x) fonksiyonlar1 igin

b(b-a)
1<3,(x)<e * ,Vxe(ab) (1.55)
b =~ bb-a)
=2 <3 (x)s—2e ¥ ,Vxe(ab) (1.56)
P1 Po

esitsizliklerini yazabiliriz.

Bu esitsizlikler yardimiyla (1.52) esitliginden kolaylikla

2 b
o o2 = ol (ol =22
dx L,(a,b) P o a

elde ederiz.

Bu esitsizligin sag tarafina ¢ —Cauchy esitsizligini uygularsak

, k=12,¢6>0

||dAuk ’

s O

L,(a,b) pl

T =

L,(a,b)

seklinde yazabiliriz.

b
Eger burada ¢ = -2 alirsak, bu durumda:
P1
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2

b
L
Ly(a,b) 2p,

dAu,
dx

kestirimlerini elde ederiz.

P1

Bu kestirimlerden ¢, = mln{l, 2—0} gosterildigi gibi

) ~ 2
Il < .

2
W, (a,b)

|av,

<y f|

2
Ly(a.b)

kestirimlerini elde ederiz.

L

Burada, ¢, =
0C7

(1.51) formiiliinden yararlanirsak

2b, (b-a)

‘ﬂ(x)‘2 <3e ¥ L|Aw(x)|2+(§) |Av1(x)|2

@XE(a,b),kZLZ

esitsizligini yazabiliriz.

”Auk"i(a,b) = ZPTIOH f Hiz(a,b)’ k=12

(1.57)

(1.58)

(1.59)

*dir. Simdi bu kestirimlerin sag tarafina bakalim. Bu amagla Fk icin

+|Av, (x)|2 Uy (x)|2J

Simdi (1.13)-(1.14) esitsizliklerini dikkate alarak (1.58)-(1.59) esitsizliklerinden

asagidaki kestirimleri elde ederiz:

Jouff,  <c,lavl
2(a,

2
W, (a,b)

80, s 0 < o AV

Burada c, > 0,c,, > 0—sabitleri Av’den bagimsizdur.
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Simdi  herhangi v eV iginJ,(v)fonksiyoneline bakalim. (1.45) formiiliinden

yararlanirsak asagidaki formiilii fonksiyonelin artisi i¢in yazabiliriz:

Ay (V) =Jg (V+AV) =, (v) = 2]1(u1 (%)= u, (X)) (Au, (x) — Au, (x) ) dx +
2 (1.62)

2
Ly(ab

2

A )

b
)+ | Au, || — Zj Au, (X)Au, (x)dx

Burada Au, = Au, (x), k =1,2 fonksiyonlar1 (1.46)-(1.47) smr deger problemlerinin
¢ozimudir. (1.13)-(1.14) ve (1.60)-(1.61) Kkestirimlerinden vyararlanarak (1.62)

formiiliinden Cauchy-Bunjakovski esitsizliginin yardimiyla

A3 )| < e ([[AV], +av]} ), wv eV (1.63)

esitsizligini elde ederiz.

Bu esitsizlikten J,(v) fonksiyonelinin herhangi v €V noktasinda, V kiimesi {izerinde

stirekli oldugunu sdyleyebiliriz. Bu diisiinceye dayanarak Vv eV igin

Av|. —0iken AJ,(v)—> 0 (1.64)
B

bagintisini yazabiliriz.

Ayrica J,(v)>0 VveV oldugu agiktir. Bagka bir ifadeyle J,(v) fonksiyoneli V
kiimesi lizerinde alttan sinirlidir. Boylelikle, V kiimesinin H uzayinda kapali kiime
oldugunu kolay bir sekilde gosterebiliriz. V kiimesinin H uzayinda sinirli olmas1 B

uzayinda sinirli olmasindan dolayidir. veV < Bigin

2
Lo (a,b)

2
L (a,b)

2
L,(a,b)

2 <
L, (ab)

S\

+|w

b b
M, =[vo = I|V0(X)|2 dx + I|V1(X)|2dx +|wj

2

sj@ dx+i(bfdx+b§ =[b},j2 (b—a)+(b,)*(b—a)+b?
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bagintilarin1 yazabiliriz.

Burada sonuncu esitsizligin sag tarafinin kare kokiinii M > 0 sabiti ile gosterirsek:

V[, <M, wvev (1.65)

esitsizligini yazabiliriz.

Bu esitsizlik ise V' kiimesinin H uzayinda sinirli kiime oldugunu gosterir.
Simdi V kiimesinin H uzayinda kapali oldugunu gosterelim. H uzaymin normunda

veH ‘ayakinsayan herhangi {y"}< v dizisini segelim. Bu durumda m — oo igin

m
HVO —Vy

m
—0, Hvl -V,

0 (1.66)

L,(ab) L,(ab)

me —W

-0 (1.67)

L,(ab)

limit bagintilarini yazabiliriz.

(1.66) bagmtisindan yararlanarak {u (x)}, {7 (x)}dizilerinden Gyle bir {v,™ ()} ,
{Vlmp (x)} alt dizilerini segelim ki bu alt diziler sirastyla v,(X) ve v,(x) elemanlarina

(a,b) araliginda hemen hemen yakinsasin. Baska bir ifadeyle p — oo igin ve hemen

hemen x € (a,b) i¢in
Vo (X) = vy (x), vy (x) = v, (x) (1.68)

limit bagintilarini yazabiliriz.

{V " }C V sartindan yararlanirsak

~ 0
b, <o (x)<b,, 0<v," (x)<b,Vxe(ab) (1.69)

esitsizliklerini yazabiliriz.
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(1.68) limit bagmtilarin1 dikkate alarak bu esitsizliklerden p — oo icin limite gegersek

Vo (X), v,(x) limit fonksiyonlari igin

~ 0
by <V,(x)<b,, 0<v,(x)<b,Vxe(ab) (1.70)

esitsizliklerinin gecerli oldugunu elde ederiz.

{W"‘ (X)} dizisi i¢in de aym islemleri yaparsak onun limiti olan w(X) fonksiyonu ig¢in

kolaylikla:

(1.72)

[

L,(a,b) = b2

esitsizligini yazabiliriz.

Boylelikle (1.69) ve (1.70) esitsizliklerinden V kiimesinin yapisin1i goz Oniinde

Mp

bulundurarak herhangi {v }CV dizisinin limitinin V kiimesinden oldugunu elde ettik.

Bu da V kiimesinin kapali oldugu demektir. Buradan V kiimesinin H uzayinda kapali

ve sinirli kiime oldugunu ispatladik. Diger taraftan [19] calismasindaki tanimdan

yararlanarak H =(L,(a,b))* uzaymn diizgiin konveks uzay oldugunu sdyleyebiliriz.
Bu durumda kuramsal temellerde olan teorem 1.2.13. “iin sartlarinin saglandig1 agiktir.
Bu teoreme dayanarak hemen hemen her yerde yogun olan bir G — H kiimesi vardir ki
istenen weG ve a>0 igin (1.1),(1.4) optimal kontrol probleminin bir tek ¢oziimii

vardir. Teorem ispatlandi.

3.2. Iktisadi-Ekoloji Sistemler i¢cin Optimal Kontrol Problemlerinde Gerek Sart
Bu alt boliimde ekoloji siireclerin 6grenilmesi ve kontroliinde ortaya ¢ikan ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in Lions fonksiyoneli tipli kriterli optimal

kontrol problem i¢in gerek sarti inceleyecegiz. Bu amacla 6nce, Lions fonksiyoneli

biciminde olan amag fonksiyonelinin Frechet anlaminda diferansiyellenebilir oldugunu
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inceleyecegiz ve onun gradiyenti i¢in formiil elde etmeye calisacagiz. Bu formiilden

yararlanarak, varyasyon esitsizligi biciminde gerek sart1 ispatlamaya calisacagiz.
3.2.1. Fonksiyonelin Diferansiyellenebilirligi

Bu alt bolimde (1.1)-(1.4) optimal kontrol probleminde yer alan J_(v) fonksiyonelinin
diferansiyellenebilir oldugunu gosterecegiz. Fakat bu problemde V kiimesinin yerine

farkl1 bir V kiimesi sececegiz. Bu nedenle asagidaki problemi goz éniine alalim.

Farz edelim ki

+alv-a;, (2.1)

2
L, (a,b)

‘]a(v): ”Ul —U,

fonksiyonelinin,

V = {v =v(x) = (v, (%), () ( )V, € L,(a,b), ¥, € L,(a,b), we L,(a,b),

L,(a,b) < b2 }

b, <V, (x)<b,,0< ¥ (x)<b,, Vxe (a,b), v, (a)=7,(b)=0, |w

kiimesi lizerinde,

d?u, 1 _, .du, _ B
P o +;v1(x)a—v0(x)uk =w(x),k=12 (2.2)
0 (a) = u (o) <0, J@ _dw(b) g 2.3)

dx dx

Sartlar1 altinda minimumunu bulmamiz gereksin. Burada

a>0,b>0,a<x<b,b,>0,b,>0 ,b >0,b, >0,a>0, p>0 verilen sayilardr.

H=(L,(a,b))’, ®eH - verilen elemandur.

Her bir v eV igin (2.2)-(2.3) sartlarindan u, =u,(x)=u, (x;v),k =12 fonksiyonlarinin

bulunmasi bir simir deger problemidir. Bu problemin ¢éziimii dendiginde X (a, b) icin
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0
(2.2) denklemini ve (2.3) sartlari1 saglayan u, eW,’(a,b), u, €W, (a,b) fonksiyonlart

anlasilir. Bilindigi tizere (2.2)-(2.3) sir deger problemi (1.1)-(1.3) simir deger

probleminin 6zel durumudur. (1.1) denklemlerinde p(X)= p =sabit>0 alirsak ve

V, (x)Katsayisimi

(2.4)

7 0= {vl(x), xe(ab)

! 0, X =a,b

Seklinde segersek sdylediklerimizin dogru oldugunu kamitlariz. (2.2) denkleminde v, (X)

kontroliiniin (2.4) seklinde secilmesi (1.1)-(1.4) optimal kontrol problemi i¢in gerek
sartin elde edilmesiyle ilgili teknik zorluklarla ilgilidir. Bunun yanisira (1.1)

denkleminde yer alan p= p(X) katsayisinin  sabit se¢ilmesi de agiklamayi
kolaylastirmak igindir. p(x) katsayisimi dlgiilebilir sinirli fonksiyon ve 6lgiilebilir sinirlt

tiireve sahip fonksiyon olarak secebiliriz.

Gordiigiimiiz gibi V, =V,(x) fonksiyonu (2.4) seklinde segildiginde V kiimesi V
kiimesinin alt kiimesi olacaktir. Bu kiime, B =(L_(a,b))’ xL,(a,b) uzaymnin sl ve

konveks kiimesidir. Bu takdirde (2.2),(2.3) sinir deger probleminin her bir v eV icin

¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi hakkinda teorem 2.1.1.°in hiikmiiniin gecerli oldugunu da

sOyleyebiliriz. Bagka bir ifadeyle her bir v eV icin (2.2),(2.3) simir deger probleminin

0 2
u, eW2(a,b),u, eW, (a,b) bir tek ¢oziimii vardir ve ¢oziim i¢in asagidaki kestirimler

gecerlidir:

Ju Walan) = Gy (2.5)

L, (a,b)

(2.6)

Ju, Wi(ab) = A

Burada c, >0, ¢, > 0—sabitleri w - den bagimsiz sabitlerdir.

L, (a,b)
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(2.1)-(2.3) optimal kontrol problemleri, 3.1 alt boliimiinde incelenen ve tanimi 2.1
boliimiinde verilen (1.1)-(1.4) optimal kontrol problemlerinin 6zel durumu oldugundan
(1.1)-(1.4) problemlerinin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi hakkindaki hiikiimler (2.1)-(2.3)
optimal kontrol problemlerinin ¢oziimii i¢in de gegerli olacaktir. Bu nedenle bu alt
boliimde (2.1)-(2.3) problemlerinin ¢6ziimii i¢in gerek sarti elde etmek igin ilk 6nce

fonksiyonelin diferansiyellenebilir oldugunu ispatlayacagiz.

Farzedelim ki, v, =y, (x),k =12 fonksiyonlar1 asagidaki eslenik problemin ¢dziimii

olsun.

4V —i[§v1<xm}—vo<x>wk 21 (4 —up) k=12, xe(@b)  (27)

v, (a)=w,(b)=0, = =0 (2.8)

burada u, =u, (x)=u,(x;v)k = 1,2 — fonksiyonlar: istenilen v €V igin (2.2),(2.3) sinir

deger problemlerinin ¢6ziimiidiir.

Tanim 3.2.1.1 (2.7)-(2.8) eslenik problemin ¢oziimii dendiginde istenilen

01

m, €W2(a,b), 7, €W, (a,b) fonksiyonlar1 igin

b dy, dn - dn b
L P e X0 oWy B2 (1 00Uy 0 1k (X)dk =12 (2.9)

ol
integral ozdesligini saglayan sirastyla Wo(a,b) ,W,(a,b) uzaylarina ait olan

v, =y, (X) Wy =Y, (X) fonksiyonlarini anlayacagiz.
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Eslenik problem, ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem i¢in birinci ve ikinci gesit

sinir deger problemlerinden olusan bir problemdir. Burada v, =y, (X) fonksiyonu (2.7)

denklemi igin birinci gesit siir deger problemi, v, =, (x) fonksiyonu ise bu denklem

icin ikinci gesit sinir deger problemidir. Kontroller Slgiilebilir ve sinirli oldugundan

(2.7) denkleminin (2.2) bi¢ciminde olan denkleme doniistiirmek miimkiin olmadigindan
dolay1 herhangi v eV igin (2.7)-(2.8) eslenik problemlerinin ¢6ziimi hakkindaki bilgiyi
[21] caligmasindan bilinen eliptik denklem i¢in sinir deger problemlerinin ¢oziimi
hakkindaki sonuglardan yararlanmamiz miimkiin degildir. Bu nedenle de (2.7)-(2.8)
eslenik problemlerinin ¢éziimiiniin varligmi ve tekligini ispatlamak igin [21]

calismasindan bildigimiz Galerkin yontemini kullanacagiz.

Bu amagla &nce eslenik problemin ¢dziimii igin W, (a,b) uzayma ait kestirimi elde

etmeye calisalim.

Teorem 3.2.1.1. Farzedelim ki a> 0, p = sabit >0 ve

blZ
by —>——>0 2.10
0 Zazp > ( )
sartlar1 saglansin.
Bu takdirde her bir v eV igin
||l//l V(\Jllz(a,b) < 3 ||ul - u2||L2(a,b) (211)
”‘/’2 ||W21(a,b) <G ”ul _u2||L2(a,b) (2.12)

kestirimler gegerlidir.

Burada c3>0, c,>0 belirli sabitlerdir.
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01
Ispat: Farzedelim ki w, e wz(a,b),w, € w}(a,b)fonksiyonlar1 eslenik problemin
¢ozimi olsun ve (2.9) Ozdesligi saglasin. Bu durumda (2.9) integral 6zdesliginde

My =1y (), k =1,2, fonksiyonlarinin yerine ¥, =¥, (X) k =1,2 fonksiyonlarini alirsak

T {—p(dd‘”x j +§v1<x)wk do‘l” ‘ —vo(x)wf]dh 2(—1)ki(u1<x)—u2(x))ukdx, k=12

5 X

esitliklerini yazabiliriz.

~ 0
Buradan p >0, by <v,(x)<b,, Vx e (a,b)sartlarindan yararlanirsak:

Y& ; b b d
o e 2

a

b
dx +2_ﬂul (%) =ty (%)l ()] dx, k =1,2

esitsizligini elde edebiliriz.

Bu esitsizlikten:

~ 0 1 1
|V1(X)| <hb,Vxe (a, b), S < 2 sartlarin1  ve ¢ -Cauchy esitsizligini  kullanarak:

2 b
2 b} 1 2 £
L(ab) S(gj Zj(‘/’k) dX+§

a

2 2

dvic
dx

+by ”'//k

Lp(a.b)

dy,
pH dx

L (a.b)

b
+2 j U, () =, (X)[Jy | dx, k=12

esitsizligini elde ederiz.

& = p segerek sonuncu esitsizligi asagidaki bicime doniistiirebiliriz:

2 b

2
I = s W o # 2] k=12

a

P dy,
2 || dx

Ly (a,b)

bu esitsizligin sag tarafinda yer alan ikinci terime & -Cauchy esitsizligini uygulayarak:

’ 2 b/ 2 2 1 2
+ bO ”'//k ”Lz(a,b) < —”l//k ||L2(a,b) + ‘9||l//k ||L2(a,b) + E”ul - u2||L2(a,b) k=12

L, (ab) 2a’p

2| dx
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esitsizligini elde ederiz.

b
Burada & = ?O secersek

2

pldy, b, 2 b? 2 2 2 _
EH dx ) +E”‘//k L,(ab) < 2a2p”l//k L,(ab) +E”ul —U; L(ab)’ k=12
esitsizligini yazabiliriz.
o b, b’
Sonuncu esitsizlikte, teoremde yer alan (2.10) sartin1 kullanirsak ve ¢, = 5 o >0
ap
gosterirsek
pldv. | 2
K 2 2 _
EH dx oA +G ”l//k L, (a,b) < E”ul U, L, (ab) ’ k=12
esitsizligini yazabiliriz.
Burada ¢, = min{g,cs}, ile gosterirsek y/,(X) ve w,(x) fonksiyonlar1 igin
ol <ol = (2.13)
s 2bocy (@)
I @19
. Wy (a,b) — 2bocs 1 21, (a,b) )

fonksiyonlarini elde ederiz.

Bu kestirimlerden c, b , C, L ile gosterirsek, (2.11),(2.12) kestirimlerini
2b,c, 2b,c,

ispatlamis oluruz. Teorem ispatlandi.

Bu teoremden herhangi v eV icin (2.7),(2.8) eslenik problemlerinin ¢6ziimiiniin tekligi
cikar. Bu nedenle her bir veV igin (2.7),(2.8) eslenik problemlerinin ¢éziimiiniin

varligini ispatlamamiz yeterlidir.
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Varlik teoremlerini birinci ve ikinci sinir deger problemleri igin ayr1 ayr1 ispatlayacagiz.

Bu amagcla ilk 6nce

d’w d

P o T vl =2, ) @.15)

w(a)=y(b)=0 (2.16)

sartlarindan y = l//(x) fonksiyonunun bulunmasi i¢in birinci ¢esit sinir deger problemini

ele alalim.

Her bir v e\7i(;in (2.15),(2.16) sinir deger probleminin ¢éziimii dendiginde herhangi

01

1, €W 2(a,b) fonksiyonu igin

dx dx x

J(- oSS L S b Jox 2] (0000 @A)

Ol

Integral 6zdesligini saglayan W 2(a,b) uzaymda olan w =y (x)=w(x;v) fonksiyonu

anlasilmaktadir.

Teorem 3.2.1.2 Farzedelim ki 3.2.1.1’in sartlar1 saglansin. Bu takdirde her bir v eV

ol
icin (2.15),(2.16) simr deger problemlerinin W »(a,b) uzayinda bir tek ¢oziimii vardir ve

bu ¢6ziim i¢in

<c; fu, —u,

v Lo (2.18)

2
ol
W2 (a,b)

kestirimi gegerlidir. Burada ¢7>0, bilinen sabittir.
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Ispat: ispat i¢in Galerkin yontemini kullanalim. Bu yonteme gére ¢oziimii:

=l (4) 219)

bi¢iminde arayalim.

O 1
Burada {¢,(x)} fonksiyonlart W>(a,b) uzaymnda temel fonksiyonlar sistemidir. ¢,

k=1,2...N sabitleri asagidaki cebirsel denklemler sisteminin ¢oztimiidiir.

Z%CN =f, 1=LN

k=1

Simdi bu sistemi elde etmeye ¢alisalim.(2.19) formiilii

J( pdw 99 XV( )V/“(X)Z—f—VO(X)V/Nﬂjdh

dx dx
(2.20)

= 2‘t|l(u2 (X)=u, (x))g (9dx, 1=12,..,N

esitliginde dikkate alalim. Bu takdirde asagidaki denklemler sistemini elde ederiz

Sct o] 209 000, [ ()0, (22— () () ()]

dx

= 2} (U, ()~ ()3 ()%, 1=L,N

Burada

8y = _Pj)‘ ngij)EX) dg[:;)((x)dX+j-l\71(X)(ok (x) da (%) dx —

a

fi= Zjl(uz (X)_ul(x))@ (x)dx

seklinde yazarsak asagidaki lineer cebirsel denklemler sistemini elde ederiz:

Zak,c“‘ =f, 1=LN
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Teoremin sartlar1 altinda [21] cahismasinda oldugu gibi her bir v eV ve
u,—u, el,(ab) igin bir tek ¢, ,k=12..N bir tek ¢dziimiiniin oldugunu
soyleyebiliriz. Baska deyisle (2.19) formiiliiyle tammmlanan " (x) Galerkin

yaklasimlar1 bir tek olarak belirlenebilir. Simdi (2.19) bigiminde olan Galerkin

yaklasimlari igin kestirim elde etmeye ¢alisalim. Bu amagla dnce (2.20) sisteminin her
bir denklemi C sabitlerine garpip | iizerinden 1=1 ‘den I=N ‘e kadar toplarsak

asagidaki esitligi elde ederiz:

b d N )2 1. r d N N2
2 (2.21)

= 2| (u, (x) =, (x))g" (x)dx

D ey T

Bu esitlikten yararlanarak teorem 3.2.1.1.°in ispatinda oldugu gibi (2.11) kestiriminin

elde edilmesine benzer olarak asagidaki kestirimi elde ederiz:

<c,fu, (2.22)

H'/’ " —U ”Lz<a,b>

ol
W2(a,b)

0
Bu kestirimden yararlanarak {c,y“}dizisinden belirli w eW',(a,b) zayif yakinsayan

N

{1// m} alt dizisini segebiliriz. [21] calismasindaki teorem 1.1 ispatinda oldugu gibi

w =w(X) limit fonksiyonu (2.15),(2.16) smir deger problemlerinin ¢ozimiidir ve bu

¢ozlim i¢in (2.18) kestiriminin gegerli oldugunu sdyleyebiliriz.

(2.18) kestirimi (2.22) kestiriminde N ‘in yerine N, alip m — oo i¢in limite gegersek
kolaylikla (2.18)’1 elde edebiliriz. (2.18) kestiriminden de (2.15),(2.16) probleminin
¢oziimili olan y =/ (X) fonksiyonunun bir tek ¢oziimiiniin oldugu elde edilir. Teorem

ispatlandi.
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Bu teoremin ispatina benzer olarak

d’w d(1- 3
P& 2 36 |-l =2 ) xe ) (2.23)
dx dx

ikinci ¢esit sinir deger probleminin varligi ve tekligi teoremini, bagka deyisle asagidaki

teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 3.2.1.3 Farzedelim ki teorem 3.2.1.1.’in sartlar1 saglansin. Bu takdirde her bir

Ve\7igin (2.23),(2.24) sinir deger probleminin Wzl(a,b) uzayinda bir tek ¢oziimii

vardir ve ¢oziimii icin asagidaki kestirim gegerlidir:

||W||W21(a,b) = Cq ”ul —Uu, ”Lz(a,b) (2.25)

Burada c, > 0bilinen sabittir.

Teorem 3.2.1.2. ve teorem 3.2.1.3.1i birlestirerek asagidaki hitkmii ifade edebiliriz.

Teorem 3.2.1.4. Farzedelim ki teorem 3.2.1.1’in sartlar1 saglansin. Bu takdirde (2.7),

0 l
(2.8) eslenik probleminin bir tek y, eW2(a,b), w7, €W, (a,b) ¢oziimii vardir ve ¢oziim

i¢cin

2 VZV soll g, (2.26)
||l//2||W21(a,b) < Cq "ul —U, ”LZ(a,b) (2.27)

kestirimleri gegerlidir.

(2.1)-(2.3) optimal kontrol problemleri i¢in Hamilton-Pontryagin fonksiyonunu

asagidaki gibi tanimlayalim:
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+(u (X () +u, (1)w, (Vo (1) + (1 (1) + w72 ()W) = (v, () = 4 (¥)) -

—a (%, (%)~ o, (X)) —a(W(x) o, (x))

(2.28)

Burada u, =u,(x)=u,(x;v(x)), k =1,2 —fonksiyonlar1  (2.2),(2.3) smir deger
probleminin, w, =y, (X) =y, (X;V), k =1,2 — fonksiyonlar1 ise eslenik problemin v eV

uygun karsilik gelen ¢coziimidiir.

Teorem 3.2.1.5. Farzedelim ki teorem 3.2.1.4’{in sartlar1 saglansin ve @ e H verilmis

eleman olsun. Bu takdirde J,(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir. Ve gradiyenti i¢in

J;(V)Z—%}(%,%,%j (2.29)
W -2 0206000 @30
% = U, (), (X)+ U, (X)w, (X) = 2a (V, (X) — @4 (X)) (2.31)
%H =y (X)+w, (x) = 2a (W(X) - @, (X)) (2.32)

formiilii gecerlidir.

Ispat: Wv eV alalim ve ona V+AveV olacak bigimde AveB artisimi verelim.
Herhangi v €V kontrolii iizerinde J " (v) fonksiyonelinin artigini bulalim. (1.62) ve (2.1)

formiillerinden yararlanirsak fonksiyonelin artis1 i¢in
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b

J,(v)=3,(v+Av)-J,(v)= 2'|.(ul (X)—u, (x))(Au, (x) - Au,(x) )dx +

+205.?(v0 (X) =, (X)) Av, (x) dx + 20{]1(\71 (X) — 2, (%)) AV, (x)dx +

2
L, (a.b)

2
Lab)

+2ai(w(x)—a)z(x))AW(x)dx+||Au1|| +[Au, |

b
—Zj Au, (X)Au, (x)dx + & ||Av||2H

a

formiillerini yazabiliriz.

Burada Au, = Au,(x), k =1,2 fonksiyonlari

d’Au, 1, 4 dAu
(0 (X) + a7, () =

= _iAvl(x)%:va (X)u, +Aw(x), k=12

_(Vo (X) +AV, (X))Auk =

dAu,(a) _ dAu, (b)

A =Au, (b)=0,
u, (a) ul( ) dx dx

=0

yukaridaki sinir deger problemlerinin ¢oztimiidiir.

(1.60),(1.61) kestirimlerine benzer olarak sinir deger problemlerinin ¢6ziimil igin

[Au],. <cofav]
W2 (a,b)

AU sy < CollAV]g

W, (a,b)

kestirimlerini elde ederiz.

Burada ¢, >0,c,, >0 sabitleri Av’ den bagimsizdir.

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Simdi fonksiyonelin artiginin sag tarafinda yer alan birinci terimi doniistiirmeye

calisalim.
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0 2
Au, eWZ(a,b), Au, eWzl(a,b) fonksiyonlarimin herhangi 7, €L, (a,b), k=12. igin

asagidaki integral 6zdesliklerini sagladig1 agiktir:

j.(p d’A x v(x)+Av (x))dA)l(J (O(X)+AV0(X))Aukjnk(X)dX:

(2.38)

_T(—%Avl(x)%+Avo(x)uk +Aw(x)jr/k(x)dx, k=12

Bu integral 6zdesliklerinde yer alan L,(a,b) uzaymdan olan 7, =7, (x)k =12

ol
fonksiyonlarinin yerine y, eW2(a,b),, €W, (a,b) fonksiyonlarim alalim ve elde

edilen esitliklerin sol tarafindaki birinci terime kismi integrasyon formiiliinii

uygulayalim. Bu takdirde

Auk

H —p dAuk = (V,(x) + AV, (X)) ~(vy (x)+Av0(x))Aukwkjdx =

X (2.39)
= J'(——Avl(x)—"+Av0(x)uk +Aw(x)}wk (x)dx, k=12
- X dx

esitligini yazabiliriz.

Ol

(2.9) integral ozdesliklerinde 7,, €W 2(a,b),7,, €W, (a, b) fonksiyonlarinin yerine

02

Au, eW 2 (a, b), Au, € W21 (a, b) fonksiyonlarini yazalim. Boylelikle

b
J.( dl//k dAUk + =V (X)y 02y, Aukjdx =
5 X

(2.40)
= 2(—1)kj (U, (X) —u, (X)) Au, (X)dx, k =1,2

esitliginin gegerli oldugunu elde ederiz.

k=1 oldugunda (2.39)’ dan (2.40)’1 ¢cikaralim. Bu takdirde
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2])‘ (U (X) — U, (x))Au, (X)dx = i(% AV, () % — AV, (X)u, — AW(X))y; (X)dx +
: (2.41)

dAu AV, (X) Auy )y, (X)dx

+I( AV.

esitligini elde ederiz.

k=2 oldugunda (2.39) ve (2.40)’ dan asagidaki esitligi elde ederiz:

—2} (4, () — U, (X)) Au, (x)x = j(i AV, (%) O('jix — AV (XU, — AW(X))y7, () +
2 (2.42)

dAu
2 — AV, (X) Au, )y, (x)dx

+j( AV, (x)

Simdi (2.41) ve (2.42) esitliklerini taraf tarafa toplayalim

du (x)

2j(u (X) = U, (X)) (AU, — Au, (x))dx = j[ [ wz(x))Avl(x)dx—

(u (X1 (X) + U, ()7, (X))AV, (X) (wl(x)+w2(x))Avv(x>]olX+

[0 - 80D (30—, (s 0+, (R 0, (0
(2.43)

Bu esitligi dikkate alarak fonksiyonelin artisi i¢in asagidaki formiilii elde ederiz:

A, (v)= f E(%l//l + %%)AW(X) = (U, + U7, ) AV, (X) = (w, =7, ) AW(X) Jdx +
+20¢jl(vo (X) — @y (X)) Av, (X)dx + Zaj'(vl (X) -, (X)) AV, (x)dx +

+2aj'(w(x) —w, (x))Aw(x)dx + R(Av)

(2.44)

Burada R(Av)
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b

ZIAul(x)Auz(x)dx+

" d 2 (2.45)
1(dAu Au,

|2 S8 o, 3 s ), ()

a

R(Av) = ar|avl, +[Aw ., +AwlL .,

formiiliiyle tanimlanir.

Simdi R(AV) kalan terimini degerlendirelim. Cauchy-Bunjakovski esitsizliginden

yararlanarak kabul edilmis sartlar altinda

dAu ~
R(v)< afsvlf + 2puff ) + 2, Wil +
dx L,(a.b)
1||dAu
2l AT 0|Au1||uab)nwlnLZ(ab)+||Auz||uamnwzuLz(ab))|Avo|| .
L,(a,b)

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizliklerden ve (2.5), (2.6), (2.26), (2.27), (2.36), (2.37)

bagintilarindan yararlanarak:

IR(AV)[< ¢, |JAv]; (2.46)

esitsizligini kolaylikla elde ederiz.

Burada c;; > 0—sabiti Av’den bagimsiz bir sabittir. Bu esitsizlige dayanarak
R(AV) = o(|av],) (2.47)

bagintisini yazabiliriz.

Baska deyisle R(Av) kalan terimi, |Av]|, normuna gore yiiksek mertebeden sonsuz

kiigiik miktardir. Sonuncu bagintiy1 dikkate alarak fonksiyonelin artisi i¢in olan formiilii
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xdx

Hl E w2)+2a( (%) -, (x)) | AV, (x)dx +

+

D ——— T

[_(ulwl +Upy, ) + 20 (Vo (x)—a (X))J AV, (X)dx + (2.48)
'[[ (v, +w, )+ 2a(W(X) - o, (x))]Aw(x)dx+ R(AV)+ o(||Av||B)

gibi yazabiliriz.

Buradan da Hamilton-Pontryagin fonksiyonu yardimiyla fonksiyonelin artis1 i¢in

T<_— AV> dx+ oJav], (2.49)

formilunu elde ederiz.

Fonksiyonel wuzaylarda fonksiyonellerin Frechet anlaminda diferansiyellenebilir
olmasinin tanimindan yararlanarak sonuncu formiilden J (v) fonksiyonelinin V kiimesi

tizerinde diferansiyellenebilir oldugunu ve onun gradiyant1 i¢in teoremin hitkmiinde yer

alan (2.29)- (2.32) formiillerinin gegerli oldugunu hiikkmedebiliriz. Teorem ispatlandi.

3.2.2 Optimal Kontrol Probleminin Cé6ziimii icin Varyasyon Esitsizligi Biciminde
Gerek Sart

Bu alt boliimde, bir onceki alt boliimdeki fonksiyonelin gradiyanti i¢in formiilden
yararlanarak (2.1)-(2.3) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gerek sart elde

edecegiz.

Teorem 3.2.2.1. Farzedelim ki teorem 3.2.1.5.7in sartlar1 saglansin.

V. = {v* eV':3,(v) =1, =inf Ja(v)} kiimesi (2.1)-(2.3) optimal kontrol probleminin

V' eV, icin asagidaki esitsizlik gecerlidir
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T2 200+ 2200, 00) 2 (5 (6) oy ()]0 ()5 00 o

—(uy (Qwy () + Uy (w5 (X)) + 2 (Vo (X) - o (x))](vo(x) —Vo(x))dx + (2.50)

~(v1 () +y5 (X)) + 22 (W (X) - o, (x))](w(x)—w*(x))dx >0, WweV

Burada, u, =u, (X)=u, (X;V),w, =y, (X) =y, (V) k=12 fonksiyonlar: sirasiyla
(2.2),(2.3) smir deger probleminin ve (2.7),(2.8) eslenik problemlerinin v~ eV.’a

karsilik gelen ¢oziimleridir.

Ispat: V kiimesinin yapisindan goriildiigii gibi bu kiime B uzayinda konveks kiimedir.

Bunun yanisira J (V) fonksiyoneli teorem 3.2.1.5 in sartlar1 altinda V kiimesi iizerinde

Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir. Bu durumda J_(v) fonksiyonelinin v

kiimesi tlizerinde stirekli ve siirekli diferansiyellenebilir oldugunu gostermeye caligalim.

Bu amagla Ja(V) fonksiyonelinin ve onun J;(V) gradiyentinin siirekli oldugunu

gostermek  yeterlidir. J_(v) fonksiyonelinin siirekliligi J,(v) fonksiyonelinin ve

||V - a)||2H fonksiyonelinin siirekli olmasindan kaynaklanir.

J,(v) fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde stirekliligi teorem 3.1.2.2° nin ispatinda

oldugu gibi J (v) fonksiyonelinin V kiimesi {izerinde ispatina ayni olarak J (V) 'nin

V iizerinde siirekliligi ispatlamir. 1ki siirekli fonksiyonelin toplaminm siirekli

olmasimndan J(v) fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde stirekliligi elde edilmis olur. Bu
takdirde J/ (v)’nin gradiyentinin V kiimesi iizerinde stirekliligini ispatlamamiz yeterli

olacaktir. Bu amagla J, (V) gradiyenti i¢in

35 (V) = (35 (1,3 (),32,(¥) (2.50)

formiiliinii yazalim.
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Burada J/, (v),m=0,2 bilesenleri

J0 (V) = Uy, —U,p, + 2a (Vo (X) — @, (X)) (2.52)
Jo’[l(v)zé(%% +%y/2]+2a(\71(x)—a)1(x)) (2.53)
Jo (V) =YY, t Za(W(X) — @, (X)) (2.54)

formiilleriyle tanimlanur.
Asagidaki esitsizligi ispatlamaya ¢aligalim:

19, (v+Av)-J! V)5 <cplav],, vve Vi (2.55)

Burada C;, >0—sabiti Av’den bagimsizdir ve B =(L,(a,b))’ xL,(a,b). (2.55)
esitsizligini elde etmek icin J;(V)’nin gradiyentinin her bir bileseninin artisini
degerlendirmeye calisalim. (2.52) formiiliinden yararlanirsak J/, (V) bileseninin artisi

i¢in

300 (V+AV) =305 (V) = =Up s, — Uy, + 20 (Vy (X) + AV(X) = @, (X)) +

Uy + Uy, — 2 (Vo (X) — W (X)) = —U Ay — Uy Ay, — Ay, — Ay, + (2.56)
+2aAv, (X)

formiiliinii yazabiliriz.

Burada u,,(x), k=12 fonksiyonlar: (2.2), (2.3) smr deger probleminin
V+AveV ’ya karsibk gelen ¢oziimii  Au, = Auk(x), k=12 (2.34), (2.35) sinr
deger probleminin ve Ay, =Ay, (X) =y, (X;V + Av)— v, (X;v), k =1,2 — fonksiyonlar1

ise asagidaki sinir deger probleminin ¢oziimudiir:
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d dii”k _i(%(%(XHA\E(X))AWk (X)j—(VO(X)+AVO(x))Awk -

(2.57)
= %(%M(x)wk j + AV, (X, +2(-D* (Au, —Au, ), k=12, x e (a,b)

dAy,(@) _ dAy,(b)

Ay, (a) =Ay, (b) =0,
v, (a) w, (b) dx dx

- 0. (2.58)

Burada v, =y, (X)E v, (x;v), k=12 fonksiyonlar: v eV oldugunda (2.7), (2.8)

probleminin ¢éziimidiir.
Simdi (2.57), (2.58) probleminin ¢6ziimiinii degerlendirmeye ¢alisalim.
0 1
Ay, eW2(a,b), Ay, eW,(a,b) fonksiyonlari i¢in asagidaki integral 6zdesliklerini

0
herhangi 7, eW, (a,b), 7, eW,*(a,b) icin yazabiliriz:

°%  dAy, d 1, y d
‘!.(_ T%%+;(V1(X)+AV1(X))AV/I< g;k_(Vo(x)_AVo(X))AWknlkjdX:

. d b b
= _I (; AV, (X, j g;k dx + IAVO ()Ap, 17,0% + 2(-1)* I(Aul(x) — AU, (X)) mdx  (2.59)
k=12

01

Bu ozdesliklerden 7, =7,, k =1,2...fonksiyonlar1 yerine sirasiyla Ay, eW2(a,b),

Ay, €W, (a,b) fonksiyonlarini yazalim. Bu takdirde

!{—p(dAd—X%] X(v (X) + AV, (X)) Ay, d(;/; — (Vo (X) + AV, (X)) (A, )Zde:

b b
:—N 1(X)ij dl//k dX+IAVo(X)AWkAWkdX+2(—1)kI(Au1—Auz)Ankdx, k=12

esitliklerini elde ederiz.
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~ 0
Bu esitliklerden b, <v,(x)+Av,(x) <b,, 0<V,(X)+AV,(x) <b,,V e (a,b) sartlarim
dikkate alarak

dA Wk A‘//k

by A, bl“A | 2% g 4 ﬂAV O e aa

L(x) —

dAy, i
dx

L, (a,b)

b b
+.HAV0 (x)|lw ||Aw, [dx + 2.[(|Au1| +]Au, |)|Ay, [dx, k =1,2

esitsizliklerini kolaylikla elde ederiz.

Bu esitsizliklerin sag tarafindaki sonuncu iki terime ¢ -Cauchy esitsizligini uygularsak

dAy, |
H—dzjk NN oo S '[|A1,//k| dx+—'[[ (Jau, |+ |Au, )+ |Av0(x)||z,yk|]2dx+
L(ab)
bl ¢ dAl// 1 b ~ 1// B
+g£|AWk| e dX+g£|AV1(X)||l//k| k=12

esitsizligini elde ederiz.

Bu esitsizliklerde & =b, secersek

dAw, |
H—d% 218 I (200 |+ [Au,]) + v, [y [ cc+
X L, by 2 Zb 250
p dAy . Ay :
+%£|A'/’k| 5 : dX+5£|AV1(X)|It//k| ; kldx, k =1,2

esitsizliklerinin gecerli oldugunu sdyleyebiliriz.

Bu esitsizliklerin sag tarafindaki ikinci terime & -Cauchy esitsizligini uygulayalim. Bu
takdirde
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dAy, i
dx

B knw i 20+ ] s
Ly (ab)
g||[dAy, ’

+— l//k
2| dx

dx, k =1,2

| dx + = J|Av ()||w, k|

2a

L, (a.b)

esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlikte & = p segersek

P dAy, i
2| dx

b || v |’ L S J[2(|Aul|+|Au )+ |Av0||z//k] dx +

L, (a,b)

b12 ¢ 2 1 .
+E£H|Al/jk I dx+ 5£|AV1(X)||‘/’k|

AVil gy k=12
dx

esitsizligini buluruz.

2
(2.10) sartin1 dikkate alip C; = b—zo - % >0 ile gosterirsek sonuncu esitsizlikten
el
pldAy, i 2 5 ]
e R S T [ R

dx, k =1,2

1 dA
2 lan 9l | =5

gecerli oldugunu elde ederiz.

Bu esitsizligin sag taraftaki ikinci terime & - Cauchy esitsizligini uygularsak

2
P dAy,
4| dx

+Cs [Aw, ”iz(a,b) 2b, J.[Z(|Aul| + AU, [) +[AVs [l H dx+

L, (ab)

b
(JA% ()| ])” dx, k =1,2

a

esitsizliginin gegerli oldugunu elde ederiz. Burada (2.5), (2.6), (2.26), (2.27), (2.36),
(2.37) kestirimlerinin yardimiyla kolaylikla
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Javilf,.  <calad, (2:61)
JAY s ooy < e AV, (2.62)
kestirimleri elde ederiz.

Burada c¢,;>0,c, >0— sabitleri Av’den bagimsizdir. (2.56) formiiliinden

yararlanirsak

J,(V+AV) — J;O(v)‘ < |ug, [[Aw| + U | [A v |+ AU [y] + |Au,||w, |+ 2a | Av, |

esitsizligini yazabiliriz.

Bu esitsizligin her iki tarafin1 (a,b) araligi iizerinden integrallersek ve elde edilen

esitsizlikte Cauchy-Bunjakovski esitsizligini uygularsak

920 v+ Av) =325 )

L,(ab) HA l//2|

ab) = HU1A| L(a.b) HAW Lk T HUZA| Lab) T

|Au

Ly (

(2.63)
|V’2 |

1

|'/’1|

+ ZaHAVO|

+HAU1| L, (a,b) L, (a,b) + L, (a,b) L, (a,b) L, (a,b)

esitsizligini elde ederiz.

Bildigimiz gibi (1.13),(1.14) kestirimleri herhangi v e\7igin gegerlidir. Bu nedenle bu

kestirimlerden v €V ’nin yerine v+ Av €V alirsak

Juss (2.64)

sofwe s,

02
W2

s <c,[w+Aw| (2.65)

02 L,(ab
Wa(a 2(a,b)

kestirimlerini yazabiliriz.

Bu kestirimlerden v+ Av e\701dugunu dikkate alirsak V kiimesinin tanimmdan

yararlanarak
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<C,-b,,

”ulA ||u2A ”Lz(a,b) <¢, b, (2.66)

L, (a,b)

esitsizliklerini yazabiliriz.

Bu esitsizlikleri ve (1.13), (1.14), (2.26), (2.27) kestirimlerini dikkate alarak

3200+ 80) =3, <6 (]

+HA‘//2|

+ HAu2|

Lab HA%| Lo(ab) ) "

L (ab)

L,(a,b) + ZaHAVO| L (ab)

esitsizliginin gecerli oldugunu elde ederiz.

Burada c,; >0— sabiti Av’den bagimsizdir. Sonuncu esitsizlikte (1.60)-(1.61),(2.61)-
(2.62) kestirimlerini dikkate alarak

1920 (v+Av) =3 < ¢y AV (2.67)

L, (a,b)

esitsizligini yazabiliriz.
Burada c,; > 0— sabiti Av’den bagimsiz sabittir. (2.67) esitsizliginin elde edilmesine
benzer olarak J/,(v), J.,(v) bilesenleri i¢in

92 (v+Av) =3 <c, |av], (2.68)

L, (a,b)

[92,(v+Av)=J.,| < ¢ AV, (2.69)

L (a,b)

esitsizliklerini elde ederiz.

Burada c;; > 0,c,; > 0— sabitleri Av’den bagimsiz sabitlerdir. Boylelikle (2.67)-(2.69)
esitsizliklerinden yararlanarak (2.55) esitsizliginin gegerli oldugunu ispatlamis oluruz.

(2.55) esitsizliginden ise J:(v) gradiyentinin V kiimesi {izerinde sirekli oldugunu elde
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ederiz. J,(v)fonksiyonelinin konveks V kiimesi iizerinde Frechet anlaminda siirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonel oldugunu ispatlamis oluruz.

Yani, J_(v) e C(V)olur. Bu durumda ,[45] calismasindan bilinen teoremin sartlarmin

V kiimesi ve J, (v) fonksiyonelinin saglandigini sdyleyebiliriz. Herhangi v~ e\7igin

bilinen teoremden yararlanarak

~

(J.(v)v=v ) >0,vveV

bagintisini yazabiliriz.

Bu esitsizlikten (2.51)-(2.54) formiillerinden yararlanirsak ve bu formiillerde v(X) ‘in

yerine V' (x) yazarsak teoremin hiikmiiniin gecerli oldugunu ispatlamis oluruz. Teorem

ispatlandi.

3.2.3. Pontryagin’in Maksimum Prensibi Biciminde Gerek Sart Hakkinda

Bu alt boliimde (2.1),(2.3) optimal kontrol probleminde ¢6ziim igin Pontryagin’in
maksimum prensibi bigiminde gerek sartla ilgili kisa bilgi verecegiz. Bildigimiz gibi
Pontryagin’in maksimum prensibi gerek toplanmis gerekse de dagilmig parametreli
sistemler i¢in optimal kontrol problemlerinin incelenmesinde ¢ok faydali bir arag ve

yontemdir [32—-34]. Simdi (2.1)-(2.3) optimal kontrol problemleri i¢in maksimum

prensibini agiklamaya ¢alisalim.

Teorem 3.2.3.1. Farzedelim ki teorem 3.2.2.1 ‘in sartlart saglansin. @< H verilen

eleman olsun. V kiimesi asagidaki bicimde tanimlansin:

V = {v=v(x) = (v, (%),7,(x),w(x) v, € L,(a,b),V, e L,(a,b), we L,(a,b),

by < vy (X) < By,0 < 7,(X) < by, [W(x)| <b,, ¥ x & (a,b), 7, (a) = ¥, (b) = o} (2.70)
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Bu takdirde v" eV kontroliiniin (2.1)-(2.3) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii olmasi

icin hemen hemen X € (a,b) oldugunda

H (%, (0),u3 (X),v" ()07 (9.5 (%)) =

= pa i RO 00,0500, (0.0 (9)

2.71)

sartinin  saglanmasi gerekir. Burada u, =u,(X)=U,(X;V'), W, =y (X) =y, (XV)

fonksiyonlar1 sirasiyla (2.2), (2.3) smir deger probleminin ve eslenik problemin v~ eV
yva karsilik gelen ¢oziimleridir.  H(X,u,,u,,v,y,,,)—fonksiyonu ise (2.58)

formiiliinde tanimlanan Hamilton-Pontryagin fonksiyonudur.

Teoremin kisa ispati igin (2.1)- (2.3), (2.7), (2.8) problemlerinde yer alan fonksiyonlarin

Lebesque noktasim o ile isaretleyelim [34].

Farzedelim ki & >0 yeteri kadar kii¢iik say1 olsun ve
I, z{x: 0'—§< x<a+§}c(a,b)

sarti saglansm. V' (X)= (vg (X),V, (x),w" (X)) kontroliiniin impuls varyasyonlarimi

asagidaki bigimde insa edelim:

yo < o X<IL 2.72)

D) xer,, |

» W, xell,

V=9 (2.73)
v, (x), xell,,

) W, xell,

=1 . (2.74)
w (x), xell,
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W,,m=01, W—herhangi verilen saylardir ve b,<V,<b), 0<V,<b, |#<bh,
sartlarin1 saglar. Buradan (2.72)-(2.74) formiilleriyle tanimlanan impuls varyasyonlari

yani; V°©= (ve. ¥, w*) vektorii V kiimesinin elemamdir. Bu takdirde Lebesque
noktasinin tamamina dayanarak impuls varyasyonlari i¢in asagidaki bagintilarin gegerli

oldugunu kolaylikla ispatlayabiliriz. £ — 0 ig¢in

Vg kuwvetli V;, ~1s kuvvetli \7:, Lp(a,b) de (275)
we — W L (a,b) de (2.76)

Burada 1< p<+4w0, 1<q <2 dir.

Farzedelim ki u, (X)=u,(x;v®), k=12 fonksiyonlar1 (2.2),(2.3) smr deger

probleminin  v* eV ‘yva  karsilk gelen ¢O0ziimii olsun. Bu takdirde
Au,, (X) =u,, (x)—u; (%) =u, (x;v‘g)— u, (x,v*), k =1,2 fonksiyonlar1 (2.34),(2.35) siir
deger probleminin ¢dziimii olacaktir. Burada u, (X)=u, (x;v'), k =1,2 fonksiyonlart

(2.2),(2.3) smir deger probleminin v eV ’ye karsilik gelen ¢oziimiidiir. Bu takdirde

tiglincii boliimdeki kestirimlerden yararlanarak:

, i
Au <c \f 2.77
[ 1g||&2(a‘b) 19 sl ) (2.77)
A If <e |E I 278
Il seol (278)

kestirimlerinin gecerli oldugunu elde edebiliriz.

Burada c,, > 0,c,, > 0—sabitleri ¢ -dan bagimsiz sabitlerdir. H =L,(a,b)° ‘dir. Bu

esitsizliklerden yararlanarak sag tarafta Lebesque tanimini kullanarak:

lau, 2 < (ely—; (o) +el W —T (o) +e[W—w (o) +o(e)) (2.79)
W2(a,b)
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2
Wi(a)

AU, 2, . < Co (e ~T; ()] +e|—0 (o) +&[W—W (o) +0(e)) (2.80)

esitsizliklerini yazabiliriz.

burada Iirgﬁ =0. dir.
E—> 8

Sonuncu esitsizlerden yararlanirsak

lav, |, <0, (&) (2.81)
W2 (a,b)
|Au,, jvzl o <0, (£) (2.82)

esitsizliklerini yazabiliriz.
Simdi asagidaki quazieslenik sisteme bakalim:

dchke d(1l_, & K * - 1
pdT_&(;Vl (X)CDKSJ—Vo(Dkg =2(-1) [(ul (x) —uz(x))+§(Aulg —Au,, )} (2.83)

do, (a) dd, (b)
dx  dx

@, (a)=, (b)=0, 0 (2.84)

Burada u; (x)=u,(x;v"), k =12 —fonksiyonlar1 (2.2),(2.3) sisteminin V" eV 'ya

karsilik gelen ¢oziimiidiir.
Au, (X) =U,, (X)=u, () =u, (V*) —u, (xV), k=12

(2.83), (2.84) quazieslenik sistemin ve (2.7), (2.8) eslenik sisteminin ¢6ziimlerinden
yararlanarak ve Lebesque noktasinin tanimimi kullanarak asagidaki bagntilari
ispatlayabiliriz:
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.. —vl[: i S04 (#) (2.85)

«||2

H(ng Ve,

<0, () (2.86)

Simdi J,(v) fonksiyonelinin v’ eV kontrolii {izerinde mmpuls varyasyonlarindan

yararlanarak

A, (v*,g) =J,4 (vg)— Jao (v*) = 22[(@ (x)—u; (x))+;(Aulg (x)—Auzg (X)):lx
x(Aulg (x)- Au,.. (x)) dx + Zai(vs (x)-a (x))AVO(9 (x)dx + (2.87)

b/ « — b *
20 (7 (%)= g ()i () s 2] (W ()= () ()= v
biciminde yazalim.

Bu formiiliin sag tarafindaki birinci terimi doniistiirerek fonksiyonelin artigini

dx dx

0, 9.6)=2,()-0.0) < [ 400, 09+ 20, ), -

(@, (X)+D,, (x))Aw, (x)dx +

—T<u:<x>@lg<x>+u;<x>a>z£<x>>AvOg<x>—

D ey T

(2.88)
+2aj(v;( )Av dx+2a_[ (x))AVlC (x)dx+

+2ai(w* (X)— @, (x))Aw, (x)dx+ AV, ||,

biciminde yazalim.
Simdi bu formiilden yararlanarak ve (2.1)-(2.3) ve (2.7), (2.8) problemlerinde yer alan

fonksiyonlar i¢in Lebesque noktasinin tanimindan ve (2.81), (2.82) ve (2.85), (2.86)

bagintilarindan yararlanarak
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—’m):é‘Ja (V*), ‘g’ae(a,b) (2.89)

& —0 E

limit bagintisinin gegerli oldugunu ispatlayabiliriz.

Burada &,, >0,m=12,...dizisi dyle segilmis dizi ki m—>wicin £, —0olur. &, (v")

ise asagidaki formiil ile tanimlanir:

52,) =2 250y )+ 25, -5 o)
—(uf (o)y, (o)+u

(2.89) limit bagintisindan kolaylikla:

83,(v')=0, @o-e(a,b) (2.91)

esitsizligini elde ederiz.

&Ja(v*), icin olan (2.90) formilini ve (2.28) formiiliiyle tanimlanan Hamilton-

Pontryagin fonksiyonunu kullanarak:

02683, (V) =H(o.u; (0).4; (0).V ()45 ()3 (o)) -

(o (0),U(0). vy (@)W (0), Vo e(ab)

bagintisini elde ederiz.

Buradan da hemen hemen o <(a,b) ve herhangi v e [o,.b, |x[0,b, ]x[~b, b, ]elemant

i¢in
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H(o.u (0),u; (o). vy (0),p,(0)) <
~H(o,u; (0),U;(0),V (0), ¥ (0).w; ()

esitsizligi kullanilir.

Bu esitsizlikten teoremin hiikmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz. Teorem ispatlandi.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez galismasinda gilinlimiiziin evrensel problemleri igerisinde yer alan, iktisadi-
ekoloji problemler ele alinmistir. Ekolojik problemlerin toplumla doga arasindaki
celiskilerin artmasiyla dogru orantili oldugunun da kanaatine varilmistir. Bu sistemlerin
analizi i¢in matematiksel modelleme ve optimal kontrol yontemlerinin uygulanmasiyla
ilgili analizler yapilmistir. Lineer olmayan iktisadi-ekoloji sistemlerin analizinde
optimal kontroliin matematiksel yontemleri incelenmis ve 6zellikle varyasyon esitsizligi
ve Pontryagin’in maksimum prensibin gerek sartlar elde edilmistir. Ve ayri olarak
sunulan tez c¢alismasinda Lions fonksiyonelli ikinci mertebeden adi diferansiyel
denklemlerle gosterilen iktisadi-ekoloji sistemlerin optimal kontrol problemlerinin
¢cozlimiiniin varlig1 ve tekligi ile ilgili sorular cevaplandirilmistir. Bunlarin yani sira s6z
konusu problemin niimerik ¢dziimiinde onemli rol oynayan amag fonksiyonelinin
gradiyenti i¢in formiil de elde edilmistir. Sonug olarak da bu tez ¢alismasindan elde

edilen sonuglar bir 6nceki ¢calismalardan farklidir ve ortiismemektedir.
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