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1. GENEL BILGILER

1.1. GIRIS

Analitik  fonksiyonlarin  alt  smiflarinin  katsayr problemi, Fekete-Szego
problemi ve Hankel determinantlarmin degerlendirilmesi gibi problemler analitik
fonksiyonlar teorisinin ©nemli problemlerindendir. Literatiirde, bu konuda birgok
calisma bulunmaktadir [1 -9]. Arastirmacilar bu problemlerin ¢oziimi ig¢in ¢esitli

yontemler gelistirmislerdir.

Yakin zamanlarda bu problemlerin ¢odziimiine Faber ve Chebishev polinomlarinin

uygulamasi ilgi ¢ekmistir.

Bilindigi tizere, analitik fonksiyonlar teorisinde yapilan ¢alismalar genelde birim diskte
gergeklesir. Bunun baslica sebebi Riemann doniisiim teoremidir. Riemann doniisiim
teoremi bize su imkéni saglar: Karmasik diizlemin basit baglantili  bir bolgesi

birim diske konform inikés ettiriliyor. Bu bize karmasik diizlemde bir bélgede ¢alismak
yerine birim diskte ¢alisma imkén1 saglar ki bu da ¢alismalar1 kolaylastirir. Bu sebeple

analitik fonksiyonlar teorisinde calismalar karmasik diizlemin
U={zeC: |¢|< 1} agtk birim diskinde nivalent ve f(0)=f'(0)-1=0
normellestirme  kosulunu  saglayan f  analitik fonksiyonlarn  olusturdugu

sinifin - alt smiflar1  iizerinde yogunlagmistir.

Birim  diskin  analitik fonksiyonlar altinda goriintiileri farkli zelliklere sahip
kiimeler olabilir. Bu farkliliklar sebebiyle analitik fonksiyonlar ¢esitli siniflara ayriliyor.
Bu smiflardan en Onemlisi ve ¢ok ¢alisilmist {inivalent,  yildizil,

konveks ve konvekse - yakin fonksiyon simiflaridir.

Bu calismada Chebishev polinomlarini kullanarak analitik fonksiyonlarin iki yeni
sinifini tanimlanmistir. Bu siniflar1 tanimlamak igin katsayilar: ikinci ¢esit Chebishev
polinomlarindan olusan bir (tirete¢) fonksiyonu kullanilmistir. Tanimlanan bu siniflar

analitik fonksiyonlarin belli bir ifadesinin bu fonksiyona subordinesinden olusmaktadir.



Bu tez ¢alismamizda ele alinan konular asagida siralanmistir.

1. Ikinci ¢esit Chebishev polinomlarmi kullanarak analitik ve {inivalent

fonksiyonlarin iki yeni alt sinifint tanimlandi.

2. Tamimlanan siniflar i¢in katsayi problemini ele alindi ve bu siniflara ait olan bir

fonksiyonun ilk birkag katsayisi i¢in tahminler verildi.

3. Tezde tanimlanan siniflar i¢in Fekete-Szegt problemi ¢oziildi. Her iki sinif igin
Fekete-Szeg fonksiyonelinin degerlendirilmesi verildi. Ozel durumlar igin

tartismalar yapildi.

Tez galismamiz birinci boliimil temel bilgiler, ikinci  boliimii  materyal ve
yontemler, iglincii  boliimii  aragtirma  bulgular1  ve dordiinci  bodlimii

tartisma ve sonu¢ olmak iizere dort boliimden ibarettir.



1.2. TEMEL BIiLGILER

1.2.1. Temel Kavram ve Tammlar

Bu alt boélimde c¢alisma boyu kullanilacak olan temel bilgilere yer verildi.

Tanim 1.2.1.1 : Asagidaki sekilde tanimlanan

U(zy,€)={z€C:|z—z,| < &}

kiimesine z, € C noktasinin & — agik komsulugu

U(zy,6)={z€C:|z-z,|< &}
Kiimesine de z,€C noktasmin &—kapali komsulugu denir. Bundan boyle

komsuluk dendiginde & —ac¢ik komsulugu anlasilacaktir.

Tanim 1.2.1.2 : Karmasik diizlemde verilen bir kiimenin bir noktast,
belli bir komsulugu ile birlikte bu kimeye ait ise, bu noktaya

kiimenin bir i¢ noktast denir. Bir  kiimenin i¢ noktalarindan olusan

kiimeye, bu kiimenin i¢i denir. Bir KcC kiimesinin igi K ile
gosterilir.
Tanim 1.2.1.3 :  Sadece i¢ noktalardan olusan; baska bir deyisle i¢ nokta disinda

nokta bulundurmayan kiimeye C’de ag¢ik kiime denir. Dolayisiyla, K = K kosulunu

saglayan bir K < C kiimesine C ’de agik kiime denir.

Tanim 1.2.1.4 : Karmasik diizlemde bir kiime ve bir nokta verilsin. Eger,
bu noktanin her komsulugunda hem bu kiimeden ve hem de bu kiimeden olmayan
noktalar varsa bu noktaya bu kiimenin bir sinir noktas: ve siir noktalarinin olusturdugu

kiimeye de bu kiimenin sinri denir. Bir K < C kiimesinin sinir1 6K olarak da belirtilir.



Tamim 1.2.1.5: Karmasik diizlemde verilen Dbir kiimeye ve bu kiimenin

sinirina ait olmayan noktalarin olusturdugu kiimeye bu kiimenin disi veya tiimleyeni

denir. Bir K < C kiimesinin dis1 (tiimleyeni) X' (Veya K') olarak da belirtilir.

Tanim 1.2.1.6: Tiimleyeni agik olan kiimeye kapali kiime denir.
Not: Tiimleyeni kapali olan bir kiime ag¢ik kiimedir.

Tanim 1.2.1.7: Herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasi kiimeye

ait ise bu kiimeye ( dogrusal ) baglantili kiime denir.

Tanim 1.2.1.8: Karmasik  diizlemin agitk  ve  baglantili  kiimesine  bir

bolge denir.

1.2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Bazi Alt Simiflan

Bu alt bslimde ¢alisma boyunca kullanilacak olan bilgiler verildi. Bu bilgiler [10 - 12]

numarali kaynaklardan alinmistir.

Tanim 1.2.2.1: z, €C noktasinin bir komsulugunda tanimh olan bir f:C—C

fonksiyonu igin sonlu

lim f(z)_f(zc‘)

2=z, z— ZU
limiti  varsa, bu  fonksiyon  z,  noktasinda  firevienebilir  veya
diferansiyallenebiliv  fonksiyondur  denir. Bir  noktanin  belli  bir

komsulugunda tiirevlenebilen fonksiyona bu noktada awalitik fonksiyon

denir.



Tanim 1.2.2.2: Karmasik  diizlemin  her  noktasinda  analitik  olan

fonksiyona tam fonksiyon denir.

Ordegin ¢°, sinz, cosz, az+bh,a, beC  fonksiyonlari  birer tam

fonksiyon Ornekleridirler.

Tanii 1.2.2.3: F(0)=7"(0)-1=0 kosulunu saZlayan U={ZEC:|Z|<1}

birim diskteki analitik f fonksiyonuna normalize edilmis fonksiyon denir.

U agik birim diskte analitik ve

f(z):z+ia”z", a,eC, n=273,... ( 1221 )

n=2

Sekilli agilima sahip olan f fonksiyonlarin smifim 4 ile gdsterecegiz.

Tanim 1.2.2.4: Karmasik diizlemin bir D  bolgesi lizerinde tanimlanmis
f analitik fonksiyonu, kendi f (D) resmi iizerine birebir oluyorsa
bu fonksiyona D  bolgesinde iinivalent fonksiyon  denir. Bir baska
deyisle z,z,€D olmak tizere f(z)=f(z,) oldugunda z =z, ya da
z;#z,  oldugunda  f(z)=f(z,) oluyorsa  f  fonksiyonuna D

bolgesinde nivalent fonksiyon denir.

U  bolgesinde analitik ve  tnivalent olan { L2221 ) sekilli
fonksiyonlarin smifint  § ile gosterecegiz.

Tanim 1.2.2.5: Karmasik diizlemde verilen bir bélgenin sabit bir noktasini

keyfi noktasiyla birlestiren dogru pargast bu bolgeye ait ise bu bdlgeye bu
sabit noktaya giore yildizil (  starlike )  bdlge denir.  Orijine gore
yildizil bélgeye de ( kisaca ) yildizil bélge denir.



Tanim 1.2.2.6: U birim agik diskin bir fed4 fonksiyonu altinda
goriintiisti ~ f (U ) yildizil  bélge ise f fonksiyonuna yildizil fonksiyon

denir. U agk birim diskte normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin

kiimesi S" ile gdsterilir.

Yildizil  fonksiyonlarin ~ bir  analitik  karakterizasyonu asagidaki teoremle

verilebilir.

Teorem 1.2.2.1:

Tanim 1.2.2.7: feS§ ve ae[O,l) olsun. Eger, U kiimesinde

“ { Zf((zz))} o

oluyorsa 7 fonksiyonuna « mertebeden yildizil fonksiyon denir ve o mertebeden

yildizil fonksiyonlarin sinifi S” (a) ile gosterilir.

Tanim_1.2.2.8: Karmasik  diizlemde verilen bir kiimenin keyfi iki noktasini

birlestiren dogru pargasi tamamen bu kiimeye ait ise bu kiimeye konveks kiime denir.

Tanim 1.2.2.9: U birim agik diskin bir f € 4 fonksiyonu altinda goriintiisii f(U)
konveks bolge ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. U agik
birim diskte normalize edilmis konveks fonksiyonlarin kiimesi
C (yadaK) ile gosterilir.

U acgik birim diskte konveks fonksiyonlarin bir analitik karakterizasyonu asagidaki

teoremle verilebilir.



Teorem 1.2.2.2: feS§

Tanm 12.2.10: feS ve a€[0,1) olsun. Eger, U kiimesinde

Re{l +—z]f7:'%} >a

Oluyorsa  f’e a  mertebeden  konveks  fonksiyon denir ve @«

mertebeden konveks fonksiyonlarin smifi C (a) ile gosterilir.

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasinda asagidaki baglantt gecerlidir.

Teorem 1.2.2.3 ( Alexanderteoremi ) [10]:

feCla)ezf €S (a).



2, MATERYAL VE YONTEM

2.1. Materyaller

Simdi tez  ¢alismamizin ana amact olan ve arastirma bulgulari boliimiinde
kullanacagimiz yeni tanimladigimiz siniflari ve buna paralel olarak bilinen bazi1 kavram

ve tanimlari verelim.

Bilindigi  zere, (1.2.2.1) sekilli analitik  fonksiyonlarin  baz1 ilk
katsayilarmm  modiillerinin =~ degerlendirilmesine ~ geometrik ~ fonksiyonlar
teorisinde  katsaytr  problemi  denir. Ayrica, analitik  fonksiyonlar

teorisinde ( 1.2.2.1 ) agilmindaki Kkatsayilar yardimiyla tanimlanan ve
Fekete-Szegs  fonksiyoneli  olarak  bilinen  E(a,,a;)=a;—a;  ifadesinin

modiiliinin ~ Gistten  degerlendirilmesi  problemine  Fekete-Szegd  problemi

denmektedir.  Genelde x4 bir karmastk ya da reel parametre olmak
iizere, arastirmacilar  genellestirilmis  Fekete-Szegd  fonksiyoneli  olarak
adlandirilan E(af2 ,ay)=a; - ua; fonksiyonelinin modiiliiniin

degerlendirilmesi iizerinde yogunlasmiglar [ 13-17 1.

Biz tez ¢alismamizda ilk defa bizim tarafimizdan tanimlanan iki analitik fonksiyon

sinifl igin katsay1 ve Fekete-Szego problemlerini ele aldik.

Simdi tez c¢alismamizda kullanacagimiz  analitik  fonksiyonlarin  simiflarini

tanimlayabilmek i¢in bazi temel bilgileri verelim.

Bilindigi tizere, analitik bir f fonksiyonu ve analitik bir g fonksiyonu igin
f(z)= g(m(z)) olacak  sekilde U  diskinde tamimhi ve  @(0)=0,
|a)(z)| <l  kosullarint  saglayan analitik bir  fonksiyon ( Schwartz

fonksiyonu ) varsa f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir denir

ve bu durum f=<g ile belirtilir ~ Ozel durumda, geS ise bu

£(0)=g(0), f(U)cg(U) olarak belirtilir,



Yillar 6ncesinde, Ma ve Minda [18] calismasinda, yildizil ve konveks fonksiyonlarin

birlesiminin U diskinde analitik pozitif reel kisimli ve g(0)=1, g’(O) >0 kosullarini
saglayan U birim diskini z, =1 noktasina gore yildizil ve reel eksene gore simetrik bir

bolge iizerine inikal ettiren bir g fonksiyonuna subordinesinden olusan simifi

incelemistir. Bu smif  Ma-Minda yildizil ve a-Minda konveks

ZJff'((j))<g(:), 1+Z_f7”£.iz_2_<g(z) kosullarmi

fonksiyonlar sinifi  olarak bilinir ve
7'(2)
saglayan f e 4 fonksiyonlar sinifindan olusur.

Bilindigi iizere, Chebishev polinomlar1 matematik fizik ve niimerik analizin bircok

probleminde genis uygulamaya sahiptir. Bu sebeptendir ki Chebishev ailesinin ve

ozellikle de birinci ve ikinci gesit 7, (x) ve U,(x) Chebishev polinomlari ve onlarm

cesitli uygulamalar: tizerine ¢ok sayida g¢alismalar bulunmaktadir (bknz 6rnegin, [19,
20)).

Ayrica, Chebishev polinomlarmm dort gesit oldugu da iyi bilinmektedir. Chebishev

polinomlarmin en iyi bilineni birinci ve ikinci g¢esitlerdir. Bilindigi {lizere, x
degiskeninin reel degerlerinde ikinci gesit Chebishev polinomu (—1,1) araligi iizerinde

asagidaki sekilde tanimlanir [21, 22]:

sin ((n +l)arccos x) ~ sin ((n + ])arccos x)

U = =
» (%) sin (arccos x) L=

Simdi biz ikinci gesit Chebishev polinomlari igin bir indirgeme baglantis1 bulalim. Her

feR veher neN igin
sin((n+2)9)+sin(n9)=2sin((n+1)6)cos¢9

esitligi dogrudur. Bu esitlikte x =cos@ alip esitligin her iki tarafini sin @ ile bolersek



sin((n+2)9) +sin(n9) _ 2sin ((n+1)9)c059 _

3

sind siné@ sin@

dolayisiyla, sinf= \/ll—cos2 0= «fl—x2 oldugunu da dikkate alirsak,

sin ((n +2)arccos x) . sin(narccosx) _ 2xsin ((n +1) 9)

J1-x2 J1-%2 1-x?

elde edilir. Ikinci ¢esit Chebishev polinomunun tanimini dikkate aldigimizda sonuncu

esitlikten asagidaki indirgeme formiilii ¢ikar:

U,.(x)=2xU,(x)-U,,(x), n=1,23,... . 2.1.1)

Ayrica, tanimdan U (x)=1 ve U,(x)=2x oldugundan (2.1.1) indirgeme bagintisindan

U, (x)=1,
U, (x)=2x,
U, (x) = 2xU, (x) U, (x) = 4x* ~1,
U, (x)=2xU, (x)-U, (x) =4x(2x* -1} =8x’ —4x,

U, (x)=2x-4x(2x* -1)—(4%* —1) =16x" - 124’ +1,

yazilir.
Goriildiigi iizere, ikinci ¢esit Chebishev polinomlarinda ¢ift dereceli polinomlar,
degiskenin tek dereceden kuvvetlerini ve tek dereceden polinomlar da ¢ift kuvvetlerini

bulundurmuyorlar.

Asagidaki gibi bir G:R — C fonksiyonunu tanimlayalim:

10



G(t,z) te(-11), zeU.

T1-2iz+2
Bu fonksiyonun U diskinde z € U degiskenine gore analitik oldugu agiktir.

Simdi bu fonksiyonun z degiskenine gore agilimini bulalim.

zeU igin

oldugu bilinmektedir. Bu agilimda z =re”, r= |z

, @=argz yazar ve

e =cos@+isinf

esitligini ve De-Moivre formiiltinii kullanirsak,

1 o0 o0

— = 20; (cos@+isin@)" =”Z:(;r" (cosn@+isinnd) (2.1.2)
yazariz.
Ote yandan
L 1 _ (1-rcos@)+isind :(I—rcosé’)ﬂ'rsinﬂ 2.13)
1—re? (I—rcos@)—irsin@ (I—r0059)2+r25in20 1-2rcos@+r’
esitligi dogrudur.

(2.1.2) ve (2.1.3) esitliklerinden asagidaki esitlik kolayca yazilir

|



_F?E]L = ir” Sin ne
1-2rcos@+r* =

Sonuncu esitlikten

oo

sinnd ,, < sin(n+1)0
r "3
1—2rcos€+: Z, sin & ; sin @

dolayisiyla, x =cos@ aldigimizda

r= 20, (x)r"

1—2rx+r e

buluruz.

(2.1.4) formiilinde x=¢ ve r=z alirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

G(t,z) =Y U, (1)z" =14U, (t)z+U, (1)2> +U, () =" +

(2.1.4)

2.1.5)

Boylece, G(t,z) fonksiyonunun seriye agiliminda katsayilar ikinci gesit Chebishev

polinomlaridir.

Tez galismamiz boyunca biz G :(0,1)xz — C diisiinecegiz. Bu durumda G(£,0)=1 ve

G.(#,0)=2r>0 oldugu agiktir. Dolayistyla, G(r,z) fonksiyonu kayit edilmis ¢ €(0,1)

degerleri i¢in

sekilli bir fonksiyondur.

12



Ikinci gesit Chebishev polinomunu kullanarak, biz analitik ve {inivalent
fonksiyonlarin ﬁ(ﬁ = O) parametresinin  degerlerine  gore (ﬂ =0 ig:in)
yidizil  ve (,6’ =1igin) konveks fonksiyonlar smifimi  asagidaki sekilde

tanimlayalim.

Tanim 2.1.1. Eger, ( 1221 ) formiili  ile tanimlanan feS

fonksiyonu

- a1 S ot ze0

kosulunu sagliyorsa bu fonksiyon N(G; ﬁ,t), B=0,te (0,1) sinifindandir diyecegiz.

Bu tanimdan, ¢zel durumlarda asagidaki tanimlari verebiliriz.

Tanmm 2.1.2. Eger, (1.2.2.1) formulii ile tamimlanan feS fonksiyonu

) G(t.z), zeU

Kosulunu saghyorsa bu fonksiyon S (G;t), te (0,1) sinifindandir diyecegiz.

Tanim 2.1.3. Eger, (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f e S fonksiyonu

1+%r((~;7)-<G(t,z), zel

kosulunu sagliyorsa bu fonksiyon C(G;t), 1 €(0,1) smifindandir diyecegiz.
Ayrica, asagidaki tanimi verelim.

13



Tanim 2.1.4. Eger, (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan feS fonksiyonu

o' (z)+ B2 f"(z)
B (z)+(1-8) S (2)

<G(t,z), zelU

kosulunu saghiyorsa bu fonksiyon S*C(G;ﬂ,!), B=0, te(O,l) sinifindandir

diyecegiz.

Tanim 2.1.4°ten, f=0 ve g=1 ozel durumlarinda S'C(G;0,t)=S"(G;t) ve

S*C(G;],t) = C(G;I) yazariz.

2.2. Yontemler

Bu alt bdliimde, tezde kullanilacak baz1  lemmalar verilecektir.

Lemma 2.2.1 ([23]) : P, U agk birim diskte analitik, p(0)=1,

Rep(z)>0 kosullarini saglayan,
p(z)=l+pz+pz’+-zeU. ( 221 )

sekilli seri acilimli p(z) foksiyonlarinin  ailesi olsun.  Bu durumda,
p(z) fonksiyonunun  katsayilart  igin |pn|S2,n=1,2,3,... esitsizlikleri

kesindir  ve |z|$1, {w|£l olmak iizere z ve w  Kkarmasik

parametrelerinin  bazi degerleri igin
2p,=pi +(4-p})z, (2.2.2)
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4p, :pl3 +2(4\—p12)plz—(4—pf)p]z2 +2(4—pf)(l—|zf)w (2.2:.3)
esitlikleri saglanir.

Lemma?222 ([3,4]) : P, U agk birim diskte analitk, p(0)=1,
Rep(z)>0 kosullarni saglayan ve (22.1) sckilli p(z) foksiyonlarmin
ailesi ise,

L 1 eger uel0,2],

P _Ep]z

S2-max{1,|,u—l|}:2{

Lu - 1| ,diger durumlarda

esitsizligi dogrudur.

Lemma223 ([3,4]) : P, U agk birim diskte analitk, p(0)=1,
Rep(z) >0 kosullarini  saglayan, ( 221 ) sekilli p(z)

foksiyonlarinin  ailesi ve 0<B<I, B(2B - 1) <D<B olsun. Budurumda,

<2

| ps—2Bp,p, + Dp;

esitsizligi saglanir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Katsay1 Problemine Chebishev Polinomunun Uygulamasi

311 N(G;B.t) Smfi I¢in Katsayi Problemi

Tez c¢alismamizin  bu  boéliimiinde , analitik fonksiyonlarin N(G;,B,r)

altsinifina  ait olan fonksiyonlarin  bazi ilk katsayilar1 i¢in  tahminler

veriyoruz.

Teorem 3.1.1.1: ( 1.22.1 ) formuli ile tanimlanan f(z) fonksiyonu

N(G;ﬂ,t), ﬂe[O,l], te(%,lj smifindan ise bu fonksiyonun ilk iig¢

katsayis1 igin asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

MS_%‘_,

1+ 8

4(ﬁ2+5ﬁ+2)t2—(1+ﬁ)2
aa|5 )
2(1+28)(1+ 8)

3(1+5B)[4(1+38) + (14 ) (42 -1) s

o] €t 2(1+ ) (1+25)
4 3(]+3ﬂ)1 _4(1+7ﬁ)t3

(1+/9)3

+2(2:2 —1)1-

3(1+58)r°

+—(1+ﬁ)(1+2ﬁ)+4r2 +t—]}.

Ispat: Kabul edelim ki f eN(G;4.,1), fe[0.1], te [%,I] olsun. Bu durumda, Tanim

2.1.1 geregince w(0)=0,

a)(z)|<1 kosullarini saglayacak bir @:U —U (Shwartz

fonksiyonu) vardir ki her ¢ e (%,1} icin
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esitligi saglanir.

(3.1.1.1) esitliginden

1+(1+ B)az+[2(1+28)a, - (1+38) & | 2°

+[3(1+38)a,-3(1+5B) aya, +(1+78) & |2* +--- = G(1,00(2)).

elde ederiz.

Simdi p eP fonksiyonu style tanimlansin;

p(z)=1i2£2 =1+plz+pzzz+p323+---:1+ip”z".

n=1

Buradan, w(z) fonksiyonunu ¢ekersek,

buluruz.

(2:1:5)°de; iz yering a)(z) alirsak, G(r,a)(z)) icin asagidaki esitlik yazilir:

G(r,a)(z))=l+U'T(t)p,z+{U' (t)[pl —p—lz}Uz—(t)pf}zz

2 2 4
U (t AN ULt 2% E
+[ ‘2( )(prp]pﬁ‘%‘}—zz( )p.(pz—%}%pf}”m-

G(I, m(z)) fonksiyonunun bu ifadesini (3.1.1.2) esitliginde yerine yazarsak:

17
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3.1,1.9

(3.1.1.3)

(3.1.1.4)



1+(1+ B)ayz+[ 2(1+28)a, - (1+38)a; |2*
+[3(1+38)a, -3(1+58) aya, +(1+7B)a; | 7" +--

=1+UIT(t)p]Z+|:UI—(I)(pZ —p—‘ZJ+U2—(f)pf}z2

2 2 -
a0 SN ANAG o
t 3 t t
+|:]T[p3_p1pz+%"}+"_;§“pl[pz _%J"'BTPE}ZB""“

elde edilir.
(3.1.1.5) esitliginde z degiskeninin sol ve sag taraftaki ayni kuvvetlerinin katsayilarini

esitlersek asagidaki esitlik yazilir

(1+ﬂ)az=U—'2(Qpp (3.1.1.6)
2(1+28)a, —(1+3p)a? = 24 t)[pz—p—lzj-!-Uz(t)p]z, (3.1.1.7)
2 2 4

3(1+3B8)a, -3(1+58)a,a, +(1+78) a;
RAGCI N AR AN A RAGE (3.1.1.8)
- ) (ps p1p2+4]+ ) P P ) * 8 P

Bu esitliklerden; a,, a,, a, katsayilarini p,, p, ve p, cinsinden ifade edilirse,

s 23{‘;) Tis (3.1.1.9)
_(1438)UF (1) +(1+ B) U, (1) , U (bl
“s 8(1+2ﬁ)(1+ﬁ)2 p' 4(1+2/3){p2 };_J (3.1.1.10)
3(1+5ﬁ)[(1+3ﬁ)Uf(z)+(1+ﬁ)2Uz(z-)}Ul(r)+U3(f)
L] 16(1+B) (1+28) B
Bl (3710 P
8(1+4)

NEEELEAD +U2(I)}pl(p2_fi)+(]‘—(t)[p; - PPy +P_3)}

8(1+8)(1+28) 2 2 ) 2 4

18



elde ederiz.

Lemma 2.2.1 geregince |p|<2 oldugundan (3.1.1.9)dan |a,| igin istenen esitsizlik
bulunur.

Lemma 2.2.1°den |x|S1 kosulunu  saglayan bazi x  degerleri igin

asagidaki esitlik yazilir:

2 (4-pl)x
A _(-p) 3.1.1.12
P =5 5 ( 3.1.1.12 )

(3.1.1.12) ifadesini (3.1.1.10)’da  yerine koyup iicken esitsizligini kullanir

ve 1x!=§,|p,|=r alirsak |a3| icin asagidaki esitsizlik yazilir

|las| < (1,7)E+¢, (1,7), £€[0,1], ( 31113 )
burada,

2

(4-2")U, (1) o r)=(1+3ﬁ)Uf(t)+(l+,6’)
g(1+2p) ~ 8(1+25)(1+B)

£el0,1], te{%,l], re[0,2].

0P

e (t,r) =

2

Her te[%,l} ve TE[O,Z] i¢in ¢, (r,r)20 oldugundan (3.1.1.13)den

|aB‘ g (I, r) +c, (r,r) ;
dolayisiyla,
|| < A(1, B)7* + B(1. B) (3.1.1.14)

yazilir. Burada,
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__ (38U () | U.(1)-U.(1) __u(@)
A(I:ﬂ)_8(1+2ﬁ)(1+}8)2 8(1+28) ’B(t’ﬁ)_z(uzﬁ)'

Simdi, bazi te(%,]} ve Be[0,1] igin ¢:[0,2] >R fonksiyonunu asagidaki gibi

tanimlayalim:
o(r)=A(1.B)7 +B(1,5), 7[0,2]. (.1.1.15)
Her 4 €[0,1] i¢in I+3ﬁ2(1+,8)2 ve her re[%,]) icin

2

Ul (1)+U, (1)U, (¢)=8-2-1>0

oldugundan

o (143U (1) +U2(I)—Ul(t)>Uf(t)+U2(t)—Ul(t)
A(t’ﬁ)_8(1+2ﬁ)(]+ﬁ)2 8(1+28) 8(1+24)

esitliginden A4(7,8)>0oldugu agiktir. Ayrica, her Se[0,1] ve her re[%,lj icin

B(t,ﬁ) >0 oldugu da goriilmektedir. Boylece, qa(r) fonksiyonu [0,2] araligi lizerinde

kesin artandir. Buna gore asagidaki esitlik yazilir

mak{go(r) I 6[0,2]} =(2)=4A(t, f)+B(t,B).

Dolayisiyla,
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(L43p)Ui () Ux(1)

mak {p(7):7€[0,2]} = 202815 p)  20+26)

(3.1.1.16)

Boylece, (3.1.1.13)-(3.1.1.16)’den her re(%,lj kayit edilmis degeri i¢in asagidaki

esitsizlik elde edilir

|a|<4(ﬁ2+5ﬁ+2)r2—(1+ﬂ)2
T 20+28)(1+8)

Simdi |a,| ile ilgili bir degerlendirmede bulunmak igin (3.1.1.11) esitligine 6nce iicgen

esitsizligini ve sonra Lemma 2.2.2 ve Lemma 2.2.3 ‘ii uygulanirsa

[ 3(1+58)[ 4(1+38)1 +(1+ B) (4 -1)

|a4|s#< 2(1+ ) (1+25)
3(1+38) || a(147p)F

(1+ 8

+2(2t2—])1

3(1455)7

+W+4f +f—1}

her te {%,1) kayit edilmis degeri icin elde edilir.
Bununla Teorem 3.1.1.1°in ispatt tamamdir.
Not: Belirtelim ki Teorem 3.1.1.1°in  sonucu |az| ve ‘a3| icin [8] calismasinda

verilmistir.

Ozel durumda Teorem 3.1.1.1'den asa@idaki sonuglar1 kolayca elde edilir.
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Sonug 3.1.1.1: ( 1.22.1 ) formiilu ile tanimlanan f(z) fonksiyonu
S*(G;r), te{%,lj altsinifindansa bu fonksiyonun ilk {i¢ katsayis1 igin

asagidaki esitsizlikler gegerlidir
8% -1

1a2|S2z‘, |a3|S

|a4|S%U2412 ~T|e+2(76 +0-1)].

Sonug¢ 3.1.1.2: ( 1221 ) formuli ile tanimlanan f(z) fonksiyonu
C(G;t), re[%,l) altsinifindansa bu fonksiyonun ilk ¢ Kkatsayist igin

asagidaki esitsizlikler gecerlidir

|

|a2|sr,

a3|5

|a4|sé[|24r2 =7|e+2(77 +:—1)].

Not: Sunu belirtelim ki Teorem 3.1.1.1'in ispat teknigi kullanilarak S"(G;7) ve

C(G;r) siniflart igin daha kuvvetli sonuglar olan asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.1.1.2°nin ispat1 3.1.2. altbolimde verilecektir. Teorem 3.1.1.3 benzer sekilde

ispatlanir.

Teorem 3.1.1.2: ( 1.22.1 ) formiili ile tanimlanan f(z) fonksiyonu

S*(G;r) altsinifindansa  bu  fonksiyonun ilk {i¢ katsayist ig¢in asagidaki

esitsizlikler gecerlidir

|az|52t, te(0,1),
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2 . 1
1-8¢7, egerte| 0,—|,
. egerie0g]

IA
|-

2, efert e [

8 -1, eperte [
ve

|a4|5%|:|24t2—7|f+2!7t2—1|+2t} 1e(0,1).

Teorem 3.1.1.3:  ( 1.22.1 ) formild ile tanmimlanan f(z) fonksiyonu

C(G;t) altsinifindansa  bu fonksiyonun ilk {t¢ katsayist i¢in asagidaki

esitsizlikler gecerlidir

|a,| <1, 1€(0,1),

1-8¢* . ( 1}
, egerte|0,—|,
2 4
| . 1 1
1a1|£—<t, egerte| —,— |,
3 4°2
817 1 egerte ll
5 g 5

Ye
1
\Msaﬂzmz 7|+ 2072 <1+ 2] 1 € (0,1).
312 S*C(G;ﬁ,t) Sinifi I¢in Katsay1 Problemi

Tez ¢alismamizin bu bélimiinde, analitik fonksiyonlarin S*C(G;ﬁ,r) altsinifina ait

olan fonksiyonlarin bazi ilk katsayilar icin tahminler verecegiz.

Oncelikle analitik fonksiyonlarin S”(G;¢) smifi igin katsay1 problemini inceleyecegiz.
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Teorem 3.1.2.1:  ( 122.1 ) formilli ile tamimlanan f(z) fonksiyonu

S"(G;r), te(O,l) sinifindan ise bu fonksiyonun ilk {i¢ katsayst igin

asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

|a2[s2r, te(O,l),

1
1-8, eperte|0,—|,
¢ ( 4}
1 . 11
|03|55< 2t, egerte Z,—z— ,
81 e‘erte[l 1J
3 g 2!

Ve
1
|a4|$§[|24t2—7|t+2|7t2—1|+2t], te(0,1).
Ispat:  Kabul edelim ki feS (Gyr). te(0,1) olsun. Bu durumda, Tanim
2.1.2 geregince @(0)=0, |co(z)1<1 kosullarini saglayacak bir @:U —U (Shwartz

fonksiyonu) vardir ki ter 7 € (0,1) igin

zf"(2)
f(2)

=G(t,®(z)), zeU (3.1.2.1)
kosulu saglanacaktir.

Simdi peP fonksiyonu Béliim 3.1.1°deki gibi tanimlansin. O halde, w(z) fonksiyonu

(3.1.1.3)’deki gibi tanimlanir ve G(t,co(z)) fonksiyonu i¢in de (3.1.1.4) formiilii

gecerlidir.

Basit hesaplamalar sonucu, (3.1.2.1) esitligini asagidaki gibi yazariz:
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2 2 3 3
]+azz~|~(2a3 —az)z +(3ar‘1 -3a,a, +a§)z +ee

U U 2 U s |
v ARAY o) GO s,
'*{ 5 [ps bp,+ 4}4' > P P > i 3 Dzt

( 3122 ) esitliginde  z  degiskeninin sol ve sag taraftaki ayni

kuvvetlerinin  katsayilarim esitlersek asagidaki esitsizlikler elde edilir

a, :UIT(I)p,, (3.1.2.3)
U (1 2Y U, (¢

2a3—a§=—-12(—)(p2—%—}+——2;‘(—)p]2, (3.1.2.4)

3a, —3a,a,+a;

U (1 N L =Y ML) . (3.1.2.5)

=—i§l[py—npz+%}J+—%§lm{pz—€}J+~%§lpp

Bu esitliklerden a,, a, katsayilarin1 p,, p, ve p, cinsinden ifade edersek

a; = Y (t);U'Z (t)pf + U'f)(pz —%‘ZJ (3.1.2.6)
. :{[Uz (O+ur(O]u @), v (0)-U; (1)} ,
° “ (3.12.7)
Ul () U,(t 2\ U (¢ ;
+{%+ 6( )}pl(pz_%J"'%(ps_plpz*'}; j

Lemma 2.2.1 geregince |P1| <2 oldugundan (3.1.2.3)’den |az| icin istenen esitsizlik elde
edilir.

Boliim 3.1.1°dekine benzer olarak |a3| icin yazariz
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Ias\s|U2 (t);Uf 0,7 (I)(Z_T )5, re[0.2], Sef0l],

burada z‘:|p,| ve §=|x‘.

Sonuncu esitsizlikten her ¢ e (0,1) kayit edilmis degeri igin asagidaki esitsizligi kolayca

yazariz

] B0
dolayisiyla,

< v, (r)+U128(t)|—U] (1) o U,z(r) re02].

Sonuncu esitsizlikten |a3| i¢in yazariz:

‘8# —1|—2t

|as| < r*+1, 7€[0,2]. (3:.1.2:8)

(3.1.2.8)den ‘a3| icin istenen esitsizlik elde edilir.
Simdi, |a4‘ icin degerlendirme bulalim. (3.1.2.7) esitligine dnce liggen esitsizligini ve

sonra Lemm 2.2.2 ve Lemma 2.2.3 *ii uygulayip |pl I <2 oldugunu da dikkate alirsak

[0+ (0]U0), U, ()-U1 1)
2 3

Ul (1) , 20, (1), Ui (1)
> 3 | 3

Ea4| =

-+

bulunur.

Buradan |a4[ icin asagidaki esitsizligi yazabiliriz
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1 2 2
|a4|£§U(24t 7|+ 2|7t —1|+2:]
Bununla Teorem 3.1.2.1°in ispati tamamdir.
Simdi S'C(G;f,t) smifi igin katsayi problemini inceleyelim.

Teorem 3.1.2.2: ( 1.22.1 ) formiili ile tanimlanan f(z) fonksiyonu

S'C(G;ﬁ,t), A=0 smifindan ise bu fonksiyonun ilk {i¢ katsaysi igin

asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

2f
[aJSW, tE(O,]),

2 1
1-8t", egerte| 0,—
ger 1< 0

11
21 egerfe|—,—|,
ger 6{4 2}

1
81, eperte| —,1
ser 6{2 )

1
1= 2027)

ve
1
|a4|5m[’24f2 *‘7‘f+2|7f2 —]|+2l:|, IE(O,]).

Ispat: Kabul edelim ki f' e S*C(G;ﬂ,t), B=z0,1e(0,1) olsun. Yani,

zf’(z)-i—ﬁzzf”(z
pof'(2)+(1-8) 1 (2)

<G(t,z), zelU. (3.1.2.9)

Simdi, F:U — C fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:

F(z)=pBz"(z)+(1-8)f(z). zeU.
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Asagidaki agilimin dogrulugu kolayca gosterilir

burada, 4, :(1+(n—l)ﬂ)a”, B=234.. .

Basit hesaplamayla
F'(z)=f"(2)+P"(2)

oldugu gosterilebilir.

Buna gore, (3.1.2.9) kosulunu

ZF'(Z)

F(z)

<G(t,z), zeU

seklinde yazariz.
Bu da demek olur ki F(z) fonksiyonu S (G;t), re(0,1) smifindandur.

halde, Teorem 3.1.2.1 geregince asagidaki esitsizlikler yazilir

|4,|<2t, 1e(0,1)
=8 e“erte(() l}
H g 94 ]

A,

3

21, ederte l,l ;
42

| =

2 1
8- =1, egerte|—,1
k - E{z J

Ve

|A4|5%U24t2—7\t+2’7t2—1|+2t}, 1e(0,1) .
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Sonuncu esitsizliklerde A”:(1+(n—1))6’)an, n=2,3,4 baglantis1 dikkate alinirsa

teoremde verilen esitsizlikler elde edilir.

Bununla teoremin ispati tamamdir.

Teorem 3.1.2.2%in direk sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.2.3: ( 1.22.1 ) formiili ile tamimlanan f(z) fonksiyonu

C(G;r) sinifindan  ise bu fonksiyonun ilk {i¢ katsaysi igin asagidaki
degerlendirmeler dogrudur:

la,| <1, 1€(0,1),
1-8¢7, egertE(O,

a3|£% 21, egerte[%

1
81 -1, egerte|—,l
: [2 j
ve

|a4[5%[|24t2~7’t+2‘7t2—1‘+2t:|, re(0,1).

3.2. Fekete-Szegdé Problemi

321 N(G:B.1) Smfi I¢in Fekete-Szegd Problemi

Bu béliimde, analitik fonksiyonlarin N(G;ﬁ,t), altsinifina ait olan fonksiyonlarin

Fekete-Szegd problemini inceleyecegiz.

Oncelikle, 2 eC durumunda |a3 — ua. | Fekete-Szegd fonksiyonelini inceleyelim.

29



Teorem 3.2.1.1: ( 1.22.1 ) formili ile tanimlanan f(z) fonksiyonu

N(G;ﬂ,l‘), Bz0, te(0,1) altsimifindan ve xeC  olsun. Bu

durumda  f(z) fonksiyonun Fekete-Szegd fonksiyoneli igin  asagidaki

degerlendirmeler dogrudur

, |
|a,—#a2{52(1+2ﬁ)(1+ﬁ)2

‘4[/6’2+5ﬁ+2—2(1+2ﬁ)y]t2—(1+ﬁ)z :
X eger ‘4[ﬁ2+5ﬁ+2—2(]+2ﬁ)y]t2—(1+ﬁ) >2(1+ )1,

ispat: Farz edelim ki feN(G;ﬁ,t), B0, te(O,l) ve pu<C olsun. O halde,

(3.1.1.9) ve (3.1.1.10) esitliklerinden asagidaki esitlik yazilir

2 (1 +3ﬁ)U12 (;)+(1 +ﬁ)2 Uity s U, (f) ( pf]
g = 2 pt p
8(1+28)(1+ ) 4(1+28) 2

Ui , _ UH) [ae3p U+ no ],
4(1+ gy 1#—4(1+ﬁ){ 2(1+28)UZ (1) “}’1 (2.1.1)

U, (1) o
+4(1+2ﬁ)(p2 2 J

( 3.1.1.12 ) ifadesini ( 3211 )de yerine  koyup  iiggen

a;—H

esitsizligini  kullanir ve \x|:§, |p]|=z' alirsak, |a3—ya§| icin asagidaki

esitsizligi  elde ederiz:

UL (1) [1+30)0 (0)+(1+ BV Uy _ | o Ui(4-7)
4(1+ Y 2(1+28)U; (1) & 8(1+25)

<

2
ay — Ha,

£elo,1].
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Sonuncu esitsizlikten asagidaki esitsizlik elde edilir

oy - ] < Uf(f)l(1+35)Uf(‘)+(1jﬁ)2U2(’)_ P M_ -
4(1+ ) 2(1+28)U% (1) 8(1+24)
Bu esitsizligin sag tarafindaki ifadeyi
Ul(t) [1+38)U2()+(1+ 8 U0 |, U(4-7)
4(1+8Y 2(1+28)U (1) 8(1+2p)
AU (T A U G) OACT IRATR SRS
4(1+ B) 2(1+28)UE (1) 8(1+2/)
u@®
+_2(1+2ﬁ) =¢(r), r€[0,2]

seklinde yazip, ¢(r) fonksiyonunun [0,2] aralig1 izerinde maksimumunu inceleyelim.

Bu fonksiyonun ifadesinden kolayca gériildiigii tizere

(1+38)U; (1) +(1+ B) U, (1) (1+ )’
2(1+28)U% (1) M= 20+28)0, (1) (214
iken fonksiyon artan ve
(1+38)U2 (1) +(1+ B) U, () (1+B) T
| 2(1+28)UL (1) T2(1+28)U, (1) o

iken de azalandir.

Boylece, (3.2.1.2) ve (3.2.1.3)ten asagidaki esitsizlik yazilir
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| 1438\ U (1 )+(l+ﬁ)2U2(t)_

(1+ﬁ2|
{1+3ﬁ

(1+2ﬁ)U2 (r)

+H1+ ) U, ()

Ha, | <

-
A0

(1+38)U

(1+2/B)U2()

H)+(1+8) U, () ~

2(i+28)

Bununla Teorem 3.1.2.1°in ispati

Teorem 3.2.1.1°den,  sirasiyla,

asagidaki sonuglari verebiliriz.

Sonug 3.2.1.1: (1.2.2.1)

$'(G;t), te(0,1) altsiifindan

fonksiyonun Fekete-Szegé fonksiyoneli

formiilic  ile

ve wpueC

2(1+28)U2 (1)

tamamdir.

=0 ve pg=1

tanimlanan

olsun.

icin asagidaki

ozel

f(2)
Bu durumda f(z)

(1+/!3)2
“201+28)U, (1)

(1+ﬂ)2

durumlar1  igin

fonksiyonu

esitsizlik dogrudur

1 8(1= )¢ =1, eger [8(1- )1 =1|= 2,
- <

22, eger [8(1-u)r* —1|<2r.
Sonug 3.2.1.2:  ( 1.22.1 ) formili ile tammlanan f(z) fonksiyonu
C(G;t), E(O,l) altsinifindan ve 4 eC olsun. Bu durumda f(z)
fonksiyonun Fekete-Szego fonksiyoneli icin  asagidaki degerlendirme
dogrudur

1 [[2(4-3u)8 —1|, eger |2(4-3u)F =122,

‘ #a1 o= 2
6 2, eger [2(4-3u)r —1|< 2z

Simdi de wxeR igin |a3—ya§.|-Fekete-Szeg6 fonksiyoneli  igin  bir

degerlendirme bulalim.
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Teorem 3.2.1.2: ( 1.22.1 ) formiili ile tamimlanan f(z) fonksiyonu

N(G; ﬁ,t), g =0, te (0,1) altsinifindan  ve HelR olsun. Bu

durumda f(z) fonksiyonun  Fekete-Szegé fonksiyoneli i¢in  asagidaki

degerlendirme dogrudur

’4[ﬁ2+5ﬁ+2—2(1+2ﬁ),u]:3—(1+ﬂ)2 ,
) <4(ﬁ2+5ﬁ+2)t2—(1+/3)2(2t+1)
AT 8(1+28)r*
lay — | < I ’ yadaluz4(ﬁ2+5ﬂ+2)t2+(l-|2-/5’)"(2t—1),
2(1+24)(1+ ) | 8(1+25)1
> 4([32+5ﬂ+2)r2—(1+ﬂ)2(2t+1)
2(1+ B) 1, eger TEL: &
A sp2) 157 oo
- 8(1+24)7 '

ispat: Kabul edelim ki /e N(G;B.1), 20, t€(0,1) ve peR olsun. O halde,

Teorem 3.2.1.17in ispatindakine benzer sekilde yazariz:

L U 30 0+ U0 |, U@
SRR T e By 2(1+28)U2 (1) P T a2\ 2 )

Reel 1R igin (3.2.1.4) ve (3.2.1.5) kosullari, sirasiyla,

L(1438) U} () +(1+ ) [U, (0 -U, ()]
B 2(1+28)UL (r)

ya da
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(14+38)UE () +(1+ 8) [U, () + U, ()]

= 2(1+25)U2 (1) S
ve
(1+38)U7 (1) +(1+ B) [U,()-U, )] _
2(1+28)UZ (1) H a1
L(1+38)U; (1)+(1+ B) [U, )+ U,(0)] o
2(1+28)U2 (1)

kosullarina denk olacaklar.
Buna gore, (3.2.1.3) formiilii ile tanimlanan ¢(r) fonksiyonu, sirasiyla, (3.2.1.6)
kosulunda artan ve (3.2.1.7) kosulunda azalandir.

Béylece, |a3 —,ua;| ifadesinin degerlendirmesi icin asagidaki esitlik yazilir

0 0) [(4+38)0 )+ (14 8V U0

By 20+28)000) ’

(1+38)U; (N+(1+6) [U,(0-U,()]
2(1+28)U¢ (1)

(1+38)U; (1) +(1+ B) [U,(0)+U,(1)]

eger u<

N-—

\as - yada > 2(1+28) U7 (1) ,
U ser (1+3B8)UE (1) +(1+ B) [U, (1) - U(t)]
2(1+2p) . 2(1+2B)U} (1)
LI+38)U7 (1) + (1+ ) [U, (t)+U(t)]
) 2(1+24)U3 (1)

Teorem 3.2.1.2°nin ispatt tamamdir.

Asagidaki iki teorem Teorem 3.2.1.2°nin direk sonucudur.

Teorem 3.2.1.3: (1221 ) formili ile tammlanan f(z) fonksiyonu

S (G:t), te(0,1) altsiifindan ve peR olsun. Bu durumda f(z)
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fonksiyonun  Fekete-Szegd  fonksiyoneli  i¢in  asagidaki  degerlendirme

dogrudur.

1[B(1=p)e* =1|, eger 8u—1<—(2+1)r7 yada8u—12(20-1)7,
2|2t eger —(2t+1)7 <8u-1<(2r-1)1

Teorem 3.2.1.4:  ( 122.1 ) formilli ile tammlanan f(z) fonksiyonu

C(G;r), te(0,1) altsimfindan ve wxeR olsun. Bu durumda f(z)

fonksiyonun Fekete-Szegd fonksiyoneli igin asagidaki degerlendirme dogrudur

2 |
|a3—ya2 <=

6

2(4=3u)8 ~1|, eger 6u—1<—(2t+1)t7 yada 6u—12(2t—1)¢7,
2t, eger —(2t+1) P <6u—-1<(2t-1)17

Teorem 3.2.1.2°’de wu=0 alirsak |a3\’i'm degerlendirmesi icin asagidaki

sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.1.3: (1221 ) formilli ile tanimlanan f(z) fonksiyonu
N(G:B,1), pe[01], re(0,1) altsiifindan ise bu fonksiyonun g

katsayisinin  modilii  i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur

r|4(,82 +54+2) -(1+ B)|,
eger 0<4(7+54+2) =2(1+ ) 1=(1+ B)
yada 4(f?+58+2)2 +2(1+ B) 1-(1+ )’ <0,
2(1+5)' 1, eger 4(f"+ 58 +2)c* =2(1+ B 1-(1+ ) <0

ve0<4(B2+58+2) +2(1+ ) t—(1+ ).

|
2(1+2ﬁ)(1+ﬁ)2<

|“’3{S
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Sonu¢ 3.2.1.3’ten Teorem 3.1.1.1°de |a3|’i'm degerlendirmesi  i¢in  elde

ettigimiz  esitsizligi kolayca buluruz.

Ayrica, Teorem 3.2.1.2°de g =1 alirsak ‘as—a§‘| Fekete-Szegd fonksiyoneli

icin asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.1.4: (1221 ) formili ile tammlanan f(z) fonksiyonu
N(G:B.t). p=0, te(0,1) altsimifindan  olsun. Bu  durumda  f(z)

fonksiyonun | s

Fekete-Szego fonksiyoneli icin asagidaki

degerlendirme  dogrudur

lape -1+ ).
eger 44" -2(1+ )t —(1+ )20
yada4pr’ +2(1+ B)t—(1+ ) <0,
21+ B)r,  eger 4B —2(1+ B)t—(1+ B) <0
ve 48:* +2(1+ B)1—(1+ ) 20.

1
2(1+28)(1+ 5) |

‘a3 —-a,|<

Sonug 3.2.1.4°de, sirastyla, =0 ve B =1 alirsak asagidaki sonuglara ulasiriz.

Sonug 3.2.1.5: ( 1221 ) formili ile tanimlanan f(z) fonksiyonu

S (G;t), te(0,1) smifindan olsun.  Bu durumda f(z)  fonksiyonun

|aS—a§| Fekete-Szegd fonksiyoneli i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur

1, eger z‘e(O,—;},
|a3—a§|5— :

2
2t, eger te 1:%,1).
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Sonug 3.2.1.6: ( 1.22.1 ) formilti ile tanimlanan f(z) fonksiyonu
C(G;r), tE(O,]) sinifindan  olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonun

‘a3—a§| Fekete-Szego fonksiyoneli igin asagidaki degerlendirme dogrudur

\2;2 -1

, eger te{O,

o, egerte N I

322 8C (G; ﬂ,t) Simifi i(;in Fekete-Szego Problemi

2
|a —a\s—
3 2
6

Bu bolimde, analitik fonksiyonlarmm S°C (G; ﬁ,t) altsinifina ait olan fonksiyonlarin

Fekete-Szego prolemi incelenir.

Oncelikle g e C durumunu ele alalim.

Teorem 3.2.2.1: ( 123] } formtlii ile tanimlanan f(z) fonksiyonu
S‘C(G;ﬁ,t), F=0, re(O,]) altsinifindan ve g eC  olsun. Bu durumda

7 (z) fonksiyonunun Fekete-Szegd fonksiyoneli igin asagidaki degerlendirme

dogrudur:
4 Ay (80-1) | (1+p) _|(1+B)(87-1)
| (1+8)| 8(1+28)¢ Ak 4(1+28)t | 8(1+2p8)¢ ’
a, — pua;| <4 .
! - (1+8) >(1+/3) (8:-—1)_
1+28° 4(1+28)t | 8(1+2p)¢
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Ispat: Farz edelim ki feS"C(G;ﬁ,r), 520, tE(O,l) ve peC olsun. Bu durumda

Bélim 3.1.2°de Teorem 3.1.2.2°de tanimlanan F(z)=gzf'(z)+(1- ) f(z)

fonksiyonu i¢in Teorem 3.1.2.1 geregince yazilir:

4, =U'—(t)p1, (3.2:2.1)
2
_L(+Ui(E) s U bl
4, = 2 B * m D 5 | (32:2.2)

Ayrica, 4,=(1+(n-1)p)a

n?

n=2,3 oldugunu dikkate alirsak f(z) fonksiyonunun

a, ve a, katsayilari igin bulunur:

__ul)

= 201+ ) s (3:2:2:3)
- 1 U, (t)+U12 (r) U (t) _Plz

g.= " 2ﬁ|: 2 D+ 1 7oy el (3.2.2.4)

(3.2.2.3) ve (3.2.2.4) esitliklerinden a, — ua’ i¢in asagidaki ifadeyi elde ederiz

U0 [0p [0+ (0] | L U ,2
"3‘*’“21(%)2{ 2(+20)07 () ‘f“}f’““m[f’f%]*”'w

( 3.1.1.12 ) ifadesini ( 3.2.2.5 )’de yerine koyup iicken esitsizligini
kullanir  ve !x|:§, {p]|:r alirsak, |a3—ya§| icin  asagidaki esitsizligi
elde edilir

|ay — ua3| < ¢, (t,7) & +c, (t,7), (3226 )

burada
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_Ul(:)(4—rl)

Y v |0+ [0+ 0] |
T 8(1+2)

e I O R i

£e[0,1], re[0,2], 1€(0,1).

Her 7€[0,2] ve re(0,1) igin ¢ (¢,7)20 oldugundan (3.2.2.6)’dan |a3 — ud’| ifadesi
icin asagidaki esitsizlik yazilir:
|a3 —,ua§| <¢(t7)+e (t.7);
yani,
|a — pa3| <a(1, B) " +b(t. ). (3.2.2.7)
burada

U (0)] v [0+8) Ui (0)+U,(0)]

1
R (YD T “_2(”2@}’
U, (1)
b0P)=3tr28)

Simdi, her >0 ve kayit edilmis her 7 €(0,1) degerleri igin y:[0,2] > R fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlansin:

w(r)za(l‘,ﬁ)r2+b(r,ﬁ), fE[O,Z]. (3.2.2.8)

a([,ﬁ) ifadesinden goriilduigii tizere, her #>0 ve kayit edilmis her ¢ € (0,1) degerleri

icin
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(1+[)’)2
2(1+28)U, (1)

<

(3.2.2.9)

(1+8) [UF ()+U, ()] ‘
2(1+28)UL (1) #

kosulu saglanirken a(7,8)20, dolayisiyla, w'(r)20; yani w(r) fonksiyonu

monoton artan ve

(1+8) [U? (1) + U, (1)] )
2(1+28)UE (1)

. (1 -1~16)2
A2+ 28)0, (1)

(3.2.2.10)

kosulu saglanirken a(z.8)<0, dolayisiyla, '(7)<0; yani w(z) fonksiyonu
monoton azalandir.

Boylece, (3.2.2.7) ve (3.2.2.8)den {a3 — ua3| ifadesi igin asagidaki esitsizlik yazilir:

Uz () |(1+ B) [Uf (0)+U, (:)]
L+ g7 200+28)U% (1)

U (1)
2(1+2p)°

—u|, eger(3.2.2.9) saglanirsa,

2
‘03—;£a21£<

eger (3.2.2.10) saglanirsa.

Bununla Teorem 3.2.2.1'in ispati tamamdir.

Simdi de weR igin |a3—ya§‘-Fekete-Szegt‘) fonksiyoneli  ig¢in  bir

esitsizlik  bulalim.

Teorem 3.2.2.4: ( 1221 ) formili ile tammlanan f(z) fonksiyonu

S'C(G:p.t), p=0, te(0,1) altsiifindan ve peR olsun. Bu durumda f(z)

fonksiyonunun  Fekete-Szeg  fonksiyoneli i¢in  asagidaki  degerlendirme

dogrudur;
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4t |(1+p) (80 -1)
(1+p)| 8(1+28)* ")
N N (R0 ) (L) (8+1-1)
’as_#azlswger A= 8(1+2p8)r° PaRa e s(1+28)" -
) ,eger(Hﬁ) (8 —r—l)sﬂs(wﬁ) (8¢ +z—1)_
Y 8(l+2ﬁ)fz 8(1+2p)1°

Ispat: Farz edelim ki feS'C(G:B.t), f=0, 1€(0,1) ve peR olsun. O halde,

Teorem 3.2.2.1%in ispatindakine benzer sekilde yazilir:

. U0 {(1+ﬁ)2[U|2(r)~+~Uz (t)]—,u}pf +U,—(t)[p2_p_]2}

SRR T pY | 20280 (1) s(1+25) 22

Reel 1 eR igin (3.2.2.9) ve (3.2.2.10) kosullari, sirasiyla,

3 (1+8) [0, +U! (1) -U,0) ]

2(1+28)U¢ (1)
ya da
2(1+/9) [Uz(l)+Ufj(’)+Ul(t)] (3.2.2.11)
2(1+28)U (1)
ve
(1+8) [, () +U, (t)—U](t):IS#S(]‘*‘ﬂ) [U,0+U7 (1)+U,0) ] (322.12)

2(1+28)U; (¢) 2(1+2B)UL (1)

kosullarina denk olacaklar.

Buna gore, (3.2.2.8) formiilt ile tanimlanan W(z‘) fonksiyonu, sirasiyla, (3.2.2.11)

kosulunda artan ve (3.2.2.12) kosulunda azalandir.
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Boylece, |a3 —,uai’ ifadesinin degerlendirmesi igin yazilir:

) |(1+8) [UF (1) + ]_
(1+ﬁ) 2(1+2B)U; () ’
o (1+ﬁ) [U,(0)+U; (1)-U,0) ]
- 2(1+2p8)U (1)
1+ B8) [U, )+ U (6)+ U, ()
oy |5 yaHi,W( +B) [U, @) 12() 0]
2(1+28)U; (1)
U0 (1+4) [L(0+U ()-U,0)]
2(1+2p) 2(1+2B8)UL (1) -
. (1+8) [U,0)+U} (1)+U,(0)]
B 2(1+28)UL (1) ‘
Teorem 3.2.2.4’lin ispatt tamamdir.
Teorem 3.2.2.4de p=0 alnirsa Teorem 3.1.2.2°de ‘a3| icin  bulunan
esitsizligi  dogrulayan asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.2.2.1: ( 1221 ) formili ile tanimlanan f(z) fonksiyonu
N(G:B.1),  pe[01], te(0,1) altsiufindan  ise  bu  fonksiyonun g,
katsayisinin - modiilii i¢in asagidaki degerlendirme  dogrudur
1-8¢%, eger te(O l
3 g ’4 2
1 11
A 2t, 5 =
\a‘,| 2(1+2ﬂ)< t egerf e [4 2}
1
8% -1 =1
i eder ”{2 )
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Calisilmis tezde 2. cesit Chebishev polinomu kullanilarak analitik ve tinivalent
fonksiyonlarin N(G;ﬁ’,t) ve S*C(G;,B,f),ﬁz(), te(0,1) gibi iki yeni alt simiflari

tanitildi. Bu siiflar i¢in katsayr problemi incelendi ve bu smiflara ait olan

fonksiyonlarin ilk ti¢ katsayisi i¢in bazi degerlendirmeler elde edildi.

Tezde tanimlanan her iki simif igin de Fekete-Szegd problemi ele alindi ve

|.a'3 - ,uaj‘ Fekete-Szegd fonksiyoneli igin g parametresinin hem karmasik ve hem de

reel durumunda {ist sinir degerlendirmesi verildi.

Tezde tanimlanan her iki smif i¢in ikinci Hankel determinantinin st

sinir  degerlendirmesi  verilebilir.

Tezde tanimlanan siniflara ait olan fonksiyonun tersinin katsayr problemi ve Fekete-

Szegd problemi ileride bir arastirma konusu olabilir.

Tezde tanimlanan smiflara ait olan fonksiyonun tersinin ikinci Hankel determinanti igin

uist sinir degerlendirmesi incelenebilir.

Ayrica, tezde ele alman smiflardan olan f(z) fonksiyonu icin

log {L(;)J =g (z) fonksiyonunun  katsayi ve Fekete-Szegd  benzeri

problem de incelenebilir.

Dahasi, tezde ele alinan siniflarin her ikisi i¢in de g(z) fonksiyonunun ikinci Hankel

determinanti igin tist sinir degerlendirmesi bulunabilir.
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