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1.GENEL BILGILER

1.1. Giris

Evritim ya da evirtim geometrik sekillerin ¢emberin veya kiirenin merkezine gore
yansimasidir. ilk olarak klasik donem Japonyasinda Japon tapinaklarinin duvarlarinda
goriilen i¢ ice ¢oklu ¢ember sorularinin ¢oziim yollar1 arastirilirken kullanilmistir.
Evritim aslinda Oklid teoreminin bir sonucu olup ama daha ¢ok Oklid dis1 uygulamalara
151k tutar. Evritim tam olarak Oklid geometrisi icerisinde yer almaz ciinkii, Oklid
geometrisi doniisiimlerinde dogru dogruya doniisiirken evritimde dogru egriye cember
ise dogruya doniismektedir. Bu konuda ilklerden olan J.L. Coolidge “A treatise on the
Circle and the Sphere” (Coolidge, 1916) adli ¢alismasinda evritim {izerine ¢alismistir.
E.J. Djksterhuis da “Archimedes”( Djksterhuis, 1956) adli ¢calismasinda evritim {izerine
caligmalarini yaymlamistir. Zvezdelina Stankova-Frenkel ise ” Inversiyon in plane”
(Stankova-Frenkel,1998) adli calismasinda evritim uygulamalariyla ilgili ¢alismalar
yapmustir. Son yillarda F.J. Garciya Capitan “Aplication De la Inversion A la Resolicion
Problema” (Garciya Capitan, 2005) adli ¢alismasinda evritimin bazi uygulamalarindan
s6z etmistir. Ulkemizde ise Cem Tezer, evritim {izerine baz1 calismalar yapmistir. Cem
Tezer’in 1992-1 ve 1992-11 Matematik diinyas: dergisindeki Evritim I-II yazisinda Oklid
geometrisinden kaynagini alip Oklid dis1 geometri olarak gelisen Evritim (evirtim,
inversiyon) kisaca sekillerin ¢cembere gore yansimasi olarak tanimlamigstir. Daha sonra
Mustafa Yager 2006 da Matematik Diinyast Dergisinde “Evirtim” adli yazisinda
evritimin uygulamalarin1 gdstermistir. Evritim karmasik bir ¢cok sekli daha basit hale
getirmede oldukga kullanislidir. Kullanim alani oldukca genis olan evritimin gegmiste

uygulanan alanlar disinda geometride bir ¢ok uygulama alan1 vardir.

Bu tez caligmasinda evritim yardimiyla dogru-cember ve diizlem-kiire arasindaki iliski
gosterilmistir. Geometrideki ¢izim sorularina ve uzay geometrisindeki uygulamalarina
ait bulgular elde edilip cesitli uygulamalari gosterilmistir. Uggende kenar ag1 kenar
benzerlik teoremini, Oklid bagmtisini, ¢emberin disindaki noktanin ¢embere gore
kuvveti 6zelligini kullanarak ayrintili ¢izimlerle ¢emberi ¢embere gore ve dogruyu

cembere gore yansitip ¢cember ve dogruya doniismeleri durumlart incelenmistir.



Meydana gelen bu durumlar teoremler halinde yazilmis ve daha once hi¢ yapilmamis
sekilde kolay ve anlasilir sekilde ispatlanarak sonuca ulagilmistir. Model sorular
olusturulup evritim kullanilarak n tane ¢ember i¢in n in her degeri i¢in gegerli olacak
genel bir yarigap formiilii bulunmustur. Son olarak, elde edilen sonuglardan yola ¢ikarak
uzaya bunlar tasiyip, kiireye gore simetri durumlari arastiritlmis ve bunlarla ile ilgili

teoremler verilmistir.
Sunulan bu tez genel olarak dort ana baslik altinda toplanmustir.

Tezin genel bilgiler kismimin giris kisminda tez konusu ile ilgili gegmisten gliniimiize
yapilan caligmalar tarihi bir seyir i¢inde sunulmustur. Kuramsal temeller basliginda

tezde kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Meteryal ve yontem olarak adlandirilan ikinci boliimde, evritim merkezi olan T
noktasindan gegen bir dogrunun evritiminden, evritim ¢emberinin merkezinden
geemeyen bir ¢cemberin evirtiminden, evritim ¢emberi merkezinden gecgen bir ¢emberin
dogruya doniisiimiinden bahsedilmis, Ptolemy Teoremi ve evritimle bir {iggenin
herhangi iki kenarinin toplaminin {igiincii kenardan biiyiik oldugunun ispati verilmistir.
Erdos-Mordel esitsizligini  kullanarak evritimle 1ilgili uygulamalar gosterilmistir.
Diizlemde farkli merkezli kesismeyen iki ¢ember veya kesismeyen bir dogru ve bir
cember merkezleri ayni olan iki ¢embere doniistimleri gosterilmistir. Evritim
merkezinden gecen diizlemin evritiminin kendisi oldugundan bahsedilmistir. Evritim
merkezinden gegen bir kiirenin evritimi evritim merkezinden gegmeyen bir diizlem

oldugu ve uygulamasi gosterilmistir.

Arastirma bulgular1 boliimiinde, evritim tanim ve Ozelliklerinden yola ¢ikilarak bazi
sonuglar ispatlariyla beraber verilmis uygulamalar1 gosterilmistir.

Tartisma ve sonu¢ boliimiinde tez genel olarak degerlendirilmis bu konudaki diger
calismalarla kiyaslanmistir ve bazi 6nerilerde bulunulmustur.

Kaynakca boliimiinde tezde kullanilan kaynaklar verilmistir.



1.2. Kuramsal Temeller

Bu béliimde daha sonra kullanilacak olan tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 1.2.1 (Nokta): Nokta, dort farkli rengin kesistigi yer olarak tanimlanir. Noktanin
eni, boyu ve yiiksekligi yoktur.

Tanim 1.2.2 (Dogru): ki yénde sonsuza uzanan ayni hizadaki noktalardan olusur. iki
farkli renkteki bolgenin arasindaki sinir olarak da tanimlanabilir. Dogrunun belli olma

sart1 iki noktadan gegmesidir.

Diizlemde bir AB dogrusu

A B
. '

Sekil 1: AB dogrusu

sekliyle gosterilir. Isimlendirmesi k dogrusu seklinde de olur. iki ydnde sonsuza uzar.

Tanim 1.2.3 (Dogru pargasi): Dogrudas olan herhangi iki nokta arasinda kalan dogrunun

parcasidir.

Diizlemde bir AB dogrusunun pargasi

A B

Sekil 2: [ AB] dogru pargast

seklinde olup bu parga [AB] ile gosterilir. |AB| de dogru pargasinin uzunlugunu

sembolize eder.



Tamm 1.2.4 (Uggen): A, B, C dogrusal olmayan iic nokta olmak iizere

A
[AB]U[BC]U[CA]| kiimesine ABC iiggeni denir. Diizlemde bir ABC iiggeni ABC

ile gosterilir (Yagc1, 2006).

A
Diizlemde bir ABC iiggeni

A
Sekil 3: ABC uggeni
sekliyle gosterilir.

Tanim 1.2.5 (Diizlem): Iki boyutlu olan, yani eni ve boyu olan derinligi olmayan,

sonsuza kadar uzanan paralel kenar ile sembolize edilen bolgeye diizlem denir.

Bir m diizlemi

Sekil 4: m diizlemi

seklinde gosterilir. Diizlemler m gibi kiigiik harflerle gosterilir.



Tanim 1.2.6 (Uzay): Ayni diizlemi paylasmayan hepsi ayni diizlemde olmayan noktalar

kiimesine uzay denir (Yagci, 2006).

Diizlemsel olmayan dort nokta varsa, burada uzaydan bahsedebiliriz. Daha 6nce

bahsettigimiz dogru ve diizlem uzayin birer alt kiimesidir.
Tanim 1.2.7 (Cember): Diizlemde, sabit bir noktadan esit uzaklikta bulunan tiim
noktalarin kiimesine ¢ember denir. Sabit noktaya ¢emberin merkezi, esit uzakliga ise

¢emberin yarigapi denir.

Tanim1.2.8 (Kiire): Uzayda yeri belli olan, bir O noktasina belli bir r uzakliginda
bulunan noktalarin geometrik yeri olan kiire yiizeyi tarafindan sinirlanan, kat1 cisme

kiire denir.

O merkezli ve r yarigapl bir kiire

A
y

Sekil 5: O merkezli ve r yarigapl kiire

seklindedir.

Teorem 1.2.1 (Oklid Teoremi): AI%C ticgeni dik tiggen sekil 6 daki gibi verilsin
|AB|=b,|AC|=a,|BD|=p,|DC|=k olmak iizere ise bu durumda[ AD] L [BC]

b®=p(p+k) ve @’ =k(p+k) bagntilar dogrudur.



A
Sekil 6: ABC Oklid iiggeni

Ayrica Sekil 6 da iicgenin yiiksekligi ile kenari arasinda h®> = pk b*= p(p+k) ve

a’ =k(p+k) bagmtilart vardir.

Ispat: Sekil 6 da iicgendeki Pisagor bagintilarindan
h* +k ?=a’
{hz 4 p? =b?
yazilir. Bu denklem sisteminden esitlikler taraf tarafa toplanirsa
2h? + p* +k*=a’ +b? (1.2.1)
elde edilir.
Diger taraftan Pisagor teoreminden a’+b” =(p+ k)2 esitligi elde edilir. Buradan
a’+b* = p*+2pk +k? (1.2.2)
yazilir. (1.2.2) deki esitlik (1.2.1) de yerine yazilirsa
2h? + p? +k* = p® +2pk +k?
esitligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
h? = pk (1.2.3)
esitligine ulasildign goriiliir. Pisagor teoreminden elde edilen b®=h*+p® ve
a’ =h® +k? esitliklerinde (1.2.3) denklemi yazilirsa sirasiyla b? = p( p+ k) ve

a’ = k( p+ k) bagintilar1 elde edilir. Ispat boylece tamamlanir.



Teorem 1.2.2 (Cemberde Kuvvet Teoremi): Cemberin disindaki bir noktadan ¢embere

cizilen ve gembere degme noktasi C olup P noktasindan gegen dogru, ¢emberi A ve B

noktalarinda kesmek tizere |F’C|2 :|PA||PB| esitligi dogrudur (bkz Sekil 7).

Ispat: Diizlem iizerinde bir cember ve ¢gember iizerinde bir C noktasi alindiginda
C

Sekil 7: Cemberde kuvvet teoremi

ACP ve CBP agilar1 ayn1 yayr gordiigi igin esit olduklari goriiliir. Buradan yola
[PC| |PA

cikarak P/&C= PI%C yazilir. Benzer tiggen Ozelliklerinden w—“:)q yazilir.

Buradan |PC|2 = |PA||PB| oldugu goriiliir. Bununla ispat tamamlanir.

Tanim 1.2.9 (Evritim): Bir noktanin, dogrunun veya ¢gemberin bir gembere gore aksina
(yansimasina) evritim denir. Olusan sekle seklin evritimi, seklin iizerine yansitildigi

¢embere ise evritim ¢emberi denir.

E ¢emberine
A da teget
olan dogru

Sekil 8: Evritim ¢emberi



E evritim ¢emberinin merkezi T ve yarigapt K dir. P'noktas1 P noktasinm evritimi

A A A
dir. TAP tiiggeni ile TAP' tii¢genin birer agisi ayni ve agilari esit oldugundan TAP ve

. . - A . TP
TAP’ lggenleri benzerdir. TAP ve TAP' iiggenleri benzer oldugundan %:ﬁ

esitliginden |TP| .|TP'| =k? evritim bagintisi olarak bulunur.



2. MATERYAL VE YONTEM

Coklu ¢cember, ¢gember zincirleri sorularina evritim (evirtim) yardimiyla daha basit yeni,
orijinal, etkili ve islem kalabaligina gerek kalmadan ¢oziim bulunabilir. Ornegin n tane
cember icin n in her degeri i¢in gegerli olacak genel bir yaricap formiiliiniin bulunmasi
gibi Evritim doniisiimlerindeki teoremleri ispatlart daha once hi¢ yapilmamis sekilde,
kolay ve anlagilir bicimde yapilip evritim doniisiimlerinin saglayacagi kolayliga dikkat

¢ekmek amaclanmistir.

Ucgende benzerlik, Oklid bagmtis1 ve ¢emberde disindaki noktanin ¢embere gore
kuvveti ozelligini kullanarak ayrintili ¢izimlerle cember ¢embere gére dogru ¢cembere
gore yansitilip bunlarin sirastyla ¢gember ve dogruya donlisme durumlar1 incelenmistir.
Meydana gelen bu durumlart teorem halinde yazip daha once hi¢ yapilmamig bir
bicimde kolay ve anlasilir sekilde ispatlanarak sonuca ulagilmistir. Uygulama olarak N

tane teget cember i¢in N ye bagl genel bir yaricap formdiilii elde edilmistir.

E cemberinin i¢indeki bir noktanin evritimi disindaki, E ¢emberinin iizerindeki bir
noktanin evritimi kendisi, disindaki bir noktanin evritimi de i¢indeki bir noktadir.

T merkezli, k yarigapli ve kuvveti k* olan evritim gemberi gosterelim. Diizlemdeki T
noktasindan farkli bir A noktasinin evritimi A’ olsun. Diizlemdeki bir A noktasi1 i¢in,
evritiminin evritimi kendisidir. Bu durumlara gére T  noktasinin evritimi nerede
olacak? Bir nokta T noktasina yaklastik¢a, evirtimi T den o kadar uzaklasacaktir. Bu
durumda T ile oo un birbirlerinin evritimleri oldugunu varsayabiliriz. Dolayisiyla
evritimle yapilan ispatlarda T noktasinin evritimini degil, T nin diizlemdeki konumunu

kullanacagiz.

Geometriden bilinen asagidaki teoremler evritim ve basit geometri bilgileri kullanilarak

yeniden ispatlanmistir.

Teorem 2.1: Evritim merkezi T noktasindan gegen bir dogrunun evritimi kendisidir.

Ispat: Evritimini almak istedigimiz nokta T evritim merkezine ne kadar yaklasirsa

evritimi olan nokta o kadar T den uzakta olur bu durum bir P noktasi ile evritimi olan



P’ noktas1 arasindaki |TP||TP'| =k? bagintisindan goriiliir. Nokta ile evritimi olan nokta

ayni dogru iizerindedir. Dogrular da aymi hizadaki noktalar kiimesi oldugundan her
noktanin evritimi ayr1 ayri alindiginda yine ayni hizada noktalar kiimesi yani dogru

ortaya ¢ikt1g1 goriiliir. Ispatimiz bdylece tamamlanmus olur.

Teorem 2.2: Evritim ¢gemberinin merkezinden gegmeyen bir ¢cemberin evritimi yine bir
¢emberdir.

Ispat:

l

Sekil 9: Bir C ¢emberinin E evritim gemberi

E, T merkezli evritim ¢emberi, Q" noktasi Q noktasimin evritimi, P’ noktas1 P

noktasmin evritimi ve R’ noktasi1 da R noktasinin evritimi olarak verilsin. d uzunlugu
evritim merkezinin C ¢emberinin merkezine uzakligidir. P nin evritimi P’ noktasi TP
dogrusu iizerinde ve R nin evritimi R’ noktasi TR dogrusu iizerindedir. Evritimin
=k* ve [TP|[TP’

tanimindan |TR|.|TR' =k® esitlikleri elde edilir. Buradan da

TR _[TP) . s . e
mzm yazilir. Burada TPR ve TPR iiggenlerinin T kosesindeki agilar1 ortak

A A
oldugu da Sekil 9 da gorilmektedir. Dolayisiyla TPR ve TR'P’ ii¢genlerinin benzer
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oldugu bulunur. Benzerlikten dolay1 TISR acis1 ile TPA'R' acisinin esit oldugu kolayca

A A

goriilir. Ayn1 sekilde TQR ve TQA'R’ ticgenleri benzerdir. Bununla birlikte TPR agis1
A A A

PQR {icgeninin dis agisidir. Bu yiizden TPR agis1 €+ £ dir. Dolayisiyla TRP agisida

O+ dir. TRA’P' agist B+ ¢ oldugundan ¢ =@ bulunur. @ ¢ap1 goren ag1 oldugundan
90° acgidir ve ¢ de 90° ag1 olur. Boylece R nin E evritim ¢emberine gore evritimi R’
noktasidir. R degistikge R’ de farkli noktalar1 gosterir bu noktalar ¢ de 90° ve ¢api

goren ag1 90° oldugundan ¢ember olustururlar. Buradan T den gegmeyen bir ¢gemberin
E evritim ¢emberine goére evritiminin bir ¢gember oldugu bulunur. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Ayrica Teorem 2.2 nin ispatindan k ya ait bir ¢ikarimda da bulunabiliriz. Oyle ki,

|TR|.|TR’ =k? oldugundan k bir ters orant: sabitidir ve sifirdan farkli hangi

= [TP|.[TP’

say1 oldugunun bir 6nemi yoktur. O halde isleri basitlestirmek i¢in K =1 alinabilir.

Bundan sonra evritim yarigap1 1 olarak alinacaktir.

Teorem 2.3: Evritim g¢emberi merkezinden gecen bir ¢emberi ¢emberin evritim

merkezinden gegen ¢apina dik bir dogruya dontistiiriir.

Ispat: Evritim cemberinin merkezinden gecen C g¢emberine evritim ¢emberinin capi
tegettir. [TP] dogru parcasini evritim ¢emberinin ¢apina T noktasinda dik olarak

verilsin.
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c
Pl Ql
° Q C'
Y./ 1/2r Iq
[ — T [

Sekil 10: C ¢emberinin C’ evritim dogrusu

T noktas: evritim ¢emberinin merkezi ve | evritim ¢gemberinin ¢ap dogrusudur. TP
dogrusu ile | birbirine diktir. Gosterelim ki P nin evritigi P’ noktas1 TP iizerinde ve

Q nun evritimi olan Q' noktast da TQ tizerindedir. C' dogrusu C g¢emberinin

evritimidir. [TP] dogru pargast C ¢emberinin ¢ap1 ve ¢apt goren g¢evre agi 90°

oldugundan TFA’Q agis1 dik ag1 olur (bkz. Sekil 10). Bundan dolay1 C ¢emberinin ¢ap1

olan [TP] dogru pargasi lizerinde P noktasinin evritimi olan P’ noktasi vardir. Bu

sekilde k=1 alinirsa, evritim tanimmdan |TP||TP'| =1 olur. Cap 2r alinirsa |TP'| =2i
r

bulunur. Eger |TQ| uzunlugu q birim ise Q' noktasi Q noktasinin evritimi olmak tizere

TQ' uzunlugu [TQ|TQ|=1 den (k=1) |TQ’|=% oldugu goriiliir. Q' noktasi T

noktasindan gegen dogru lizerindedir. Bu nedenle P1A'Q acist ile P"F’Q' acis1 esittir.

[Pl_a_[rQl

A
=— = esitligi elde edilir. Bu yizden TPQ tcgeni sagdaki
|TQ'| or |TP| sithg yu Q igcg g

Dolayisiyla

A A
TP'Q’ iiggeni ile benzerdir. Buradan TP'Q’ agis1 dik ag¢1 oldugu goriiliir. Yani ¢gemberin

doniistiigii C’ dogrusu evritim gemberinin ¢ap1 olan | dogrusuna paralel oldugu goriiliir.
Boylece C' dogrusu T evritim merkezine ZL birim uzaklikdan gegen ve [PT] ye dik
r

bir dogrudur. Bununla ispat tamamlanur.
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Simdi de yukaridaki teoremler ve Ptolemy Teoremi yardimiyla bir iiggende herhangi

iki kenarin toplaminin tiggenin ti¢lincli kenarindan biiyiik oldugunu ispatlayalim.

Ptolemy Teoremi: A ,B,C ve D diizlemde ABCD dortgeninin konveks bir dortgen

olmasini saglayan dért nokta olmak iizere |AB||CD|+|AD||BC|>|AC||BD| esitsizligi

saglanir.

A
Teorem 2.4: Bir ABC ili¢geninde herhangi iki kenarin toplami igiincii kenardan

biiyiiktiir.

Ispat: A merkezli ve k yarigapl evirtim alinirsa,

Sekil 11: ABCD dortgeni ve AB'C'D’ dortgeni.

B—B',C—C',D— D' olur. Buradan |B’C'|:k2ﬂ ve |B’D’|=k2ﬂ
|AB||AC]| |AB||AD|
2 2 2
ve |C'D’|:k2ﬁ ve |AC’|:k— ve |AB’|:k— ve |AD’|:k— esitlikleri
|AC||AD| |AC| |AB| |AD|

goriiliir. Bu esitlikler |AB||CD| + |AD| | BC| > |AC||BD| esitsizliginde yerine yazilirsa
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k2 |B,D,| k2 < k2 B’C’ k2 + k2 C,D'| k2
|AB||AD| )| |AC]| |AB||AC| )| |AD| |AC||AD| )| |AB|

B'C'|+|C'D’| bulunur.

+

esitsizligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa |B'D'| <

Bununla teoremin ispati tamamlanmustir.

Simdi de Erdos-Mordell Esitsizligini kullanarak evritimle ¢ézecegimiz iki uygulama

verelim.

A
Erdés-Mordell Esitsizligi: P, bir ABC ii¢geninin iginde veya sinirlarinda yer alan bir

nokta olmak lizere; sirastyla P, , P, , P, ile P noktasindan tiggenin [BC],[AC]ve [AB]

kenarlarma inen dikme uzunluklari gosterilsin. |PA| +|PB| +|PC| >2(p,+p,+P.)

esitsizligi saglanir.

Uygulama 2.1:

: 1 1 1 1 1 1

i) 2 + + <—+—+—
LIPAI |PB| IPCIJ p. P P

ii) [PA|PB|+|PB]|PC|+[PA[PC| = 2(p, |PA|+ p, [PB| + p[PC])

esitsizlikleri dogrudur.

Ispat: i) P merkezli ve 1 yarigapl evirtim yapalim. A ,B,, C, noktalart P'noktasindan

liggenin kenarlarina inilen dikme ayaklar1 olmak tizere, A1’1 Bl', CI' ve A', B', C'noktalar

A
A ,B,,C, ve A,B,Cnoktalarinin evritimleri olsun. Dolayisiyla A'B/C,’ iiggeninde

A, B', C’ noktalar1 P noktasindan tiggenin kenarlarina inilen dikme ayaklar1 olur.
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A
Sekil 12: ABC Erdds-Mordell Esitsizlik tiggeni

A

Simdi, Al' Bl'Cl' tiggeni i¢in P noktasina gore Erdos-Mordell Esitsizligi yazilirsa
P

esitsizligi bulunur.

+‘PBl'

+ ‘ PC,

> 2(|PA

+|PB’|+|PC'|) (2.1)

Diger taraftan evritim yarigapt 1 oldugundan |PX|= oldugunu biliyoruz. Bu

|PX'

i PP . 1 1 1 1 1 1
esitlige gore (2.1) esitsizligi yeniden yazilirsa 2 |PA| + |PB| + |PC| < F+F+F
a b c

esitsizligi elde edilir.
i1) Bir onceki siktakiyle ayni sekilde bir evritim yapilip ayn1 tamimlar kullanilacaktir.

A

Fakat bu sefer farkli bir iiggende Erdos-Mordel esitsizliginden faydalanilacak. A'B'C’
liggeninde tiggenin kenalarina inen dikme uzunluklari p,’, p,", p, olsun. Teorem 2.2
den

’ pl ' pb'l ' pc-l
_ a =_tb = —_ e = 2.2
P =ipglpc] P TiPalrc ' > T[PAPE &2

esitlikleri elde edilir. Evritimin tanimindan
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PA|= L |PB|=—1 |PC’
|PA| |PB|

_ L
|Pe]

(2.3)

oldugu kolayca goriliir. (2.2) ve (2.3) denklemleri

|PA

+|PB’

+|PC’

> 2(pa' +p,+p,)
Erdos-Mordel esitsizliginde yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilmis olur. Sonug

olarak |PA |PB|+|PB||PC|+|PA||PC|= 2(p, |PA|+ p, |PB|+ p, |PC|) esitsizligi yazilir.

Bu zamana kadar evritim r yarigapli ¢emberde tanimlanip teoremlerle bunlarin
uygulamalar1 gosterildi. Simdi de evritim kiirede verilecek. Bunun yani sira elde edilen

sonuclarin bazi uygulamalar1 sunulacaktir.

Uzayda bulunan bir A noktasinin T merkezli r yarigapli bir € kiiresine gore evritimi

[TA|[TA|=r? sartin1 saglayan A’ noktasidir.

Asagida diizlemde verilen teoremlerin (Teorem 2.1 ve 2.2) ve uygulamalarin uzaydaki

versiyonu verilmistir.

Teorem 2.5: Evritim merkezinden gegen diizlemin evritimi kendisidir.

Ispat: Teorem 2.1 de gostermis oldugumuz gibi diizlem lizerinde evritim merkezinden
gecen dogrular ¢izelim bu dogrularin tiimii diizlemi kaplar ve buda diizlemin evritiminin
kendisi oldugunu gosterir. Evritim biitiin dogrularda dogrulugu kanitlanmig teoremlere

sahip oldugundan dogrulardan olusan diizlemde de ayn1 teoremler gecerlidir.
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Teorem 2.6: Evritim merkezinden farklt A ve B gibi iki noktanin r yarigapl kiirenin

A A
T merkezine gore evritimi A" ve B’ olsun. Bu durumda TAB=TAB' ve
o T|AB|
~[TA.[TB|

bagintilar1 saglanir.

Ispat: T, A ve B noktalarimi ayni diizlemde alalm. T den gecen herhangi bir

diizlemin € kiiresi ile kesisimi r yarigapli ¢emberdir. Evritimin tanimindan yazilan

2 2 '
|TA'| - e |TB'| L esitlikleri  kullanarak M = |TB | bulunur. Buda
TA| TB| TB| [TA|
A A ' o |TA| |TB’| A'B’
TAB =TA'B’ demektir. Bu benzerligi kullanarak = =——— yazilir. Buradan
T8 [TA] 1
78|

2
we) = 128l eige ecilir,

[TA|.[TB]|

Teorem 2.7: Evritim merkezinden gecen bir kiirenin evritimi, evritim merkezinden
ge¢meyen bir diizlemdir. Evritim merkezinden gegmeyen bir diizlemin evritimi, evritim

merkezinden gegen bir kiiredir.

Ispat: T merkezli TT, yarigapl tiim gemberlerin birlesimi kiire belirtir. Cemberlerden
birine C ve bu ¢emberden gegen diizleme M diyelim. C ¢emberinin T ye gore
evritimi | dogrusu olsun. Bu durumda TR L1 olur (R, T, in evirtimidir). | dogrusunu
ve C cemberini TR etrafinda 180° dondiirelim. Sonugta p diizlemine dik bir diizlem

olusur. C ¢emberi kiireye, | dogrusu da M diizlemine dik bir diizleme doniisiir. €
kiiresinin {lizerindeki tiim noktalarin T noktasina gore evritimi P diizlemine dik bir
diizlem tizerindedir. p diizlemine dik bir diizlem iizerinde olan noktalarin evritimi €

kiiresinin iizerindedir. Boylece ispat tamamlanir.
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Uygulama 2.2: 3 boyutlu uzayda iki ¢ember goz Oniine alalim. Eger bu ¢emberlerin

ikisi de bir P noktasindan gegiyor ve bu ¢emberlerin P noktasindan gecen tegetleri
ortaksa, bu ¢emberlere “ikili” adi verilir. Ugii birden bir diizlemde bulunmayan iic
¢cember, ii¢ farkl noktada ikiserli “ikili” ¢emberlerdir. Bu ¢emberlerden gegen bir kiire

bulundugunu ispatlayalim.

Ispat: Cemberlerin kesisim noktalarindan olan bir K noktasina gore evirtim alalim.
Dolayistyla iki dogru ve bu dogrulara teget olan bir cemberin oldugu yeni bir sekil elde
edilir. Fakat her ¢cember, o ¢embere teget olan dogrular ile diizlemsel oldugundan, K
noktasi, bu iki dogru ve ¢ember diizlemseldir. Buda Teorem 2.7 den, evirtim alinmamis

sekildeki ¢cemberlerin ayni kiire lizerinde olmasi anlamina gelir.

18



3. ARASTIRMA BULGULARI

Oncelikle evritim merkezinden gegmeyen bir cember evritim g¢emberine yansitilip

k?.r

incelenmistir. T noktas1 ile C ¢emberi arasindaki uzunluk d yi veren r':m
—r
bagintis1 bulunmustur. Ikinci olarak ¢emberin igerisinde olusan c¢embere evritim
merkezinden c¢izilen teget dogrusunun uzunlugunu veren bir esitlik bulunmustur.

Evritimle ilgili elde edilen bu bulgularin bazi uygulamalarini gdsteren iki soru iiretilip

¢Ozlilmiistiir.

Teorem 3.1: Bir C ¢emberinin yaricapt r ve C c¢emberinin evritimi olan C'
¢emberinin yarigapt ' ve evritim merkezi olan T noktasi ile C ¢emberi arasindaki

k2r k%-r

uzunluk d olsun. Bu durumda r ile r’ arasinda r’'= veya r’jaz———ﬂ

[TP|[TQ —r

bagintis1 vardir (Bozan ve Deniz 2019).

Ispat: Diizlemde bir C ¢emberinin yarigapt r ve evritimi olan C’ ¢emberinin yarigap1

da r' olsun.

Sekil 13: Bir C ¢emberinin evritimi C’ ¢emberi
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C' c¢emberinin yarigapt I'=

TP'|-TQ’
—| |2| Q| (bkz. Sekil 13) olarak bulunur. Evritim

tanimindan |TQ|-|TQ'|:k2 ve |TP|-|TP'|=k2 oldugu goriiliir. Buradan |TP'|:k—2 ve

[TP|

|TQ|:% clde. edilir. Bu. ifadeler =012

2 2([TQ|-[TP
r’=k— L1 =k— M ifadesi elde edilir. C ¢emberinin yarigap1 olan r
2 |TP| |TQ| 2 |TP||TQ|

esitliginde yerine konulursa,

P  KE([TQITR)
nin r=———— oldugu Sekil 13’den goriiliir. '=—| ————| esitliginde
2 2 [TP|TQ|

2

|TQ|—|TP|:2I’ yazilirsa r,:|TP||TrQ| elde edildigi goriiliir. Sekil 13 incelendiginde

|TP| nin (d-r) ve |TQ| nun ise  (d+r) oldugu agik¢a gorilir. Bu ifadeler

KT sitliginde yer lirsa 1’ K-r
csS1ti1ginde yerine yazilirsa -
sgmde yerme y (d=r)(d+1)

d veya r degerlerinin arasindaki biyiikliik durumu degiseceginden ancak yarigap r’

!

r'=
[TP|[TQ

ifadesi elde edilir. Burada

k?-r

negatif olamayacagindan payda mutlak deger ig¢inde yazilir. Buradan r':m
—r

oldugu agikca goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yukaridaki teoremde, evritim ¢emberinin merkezinden gegcmeyen bir ¢emberin evritim
cemberine gore yansitilmast durumu incelenmistir. Sonug olarak evritim merkezinden

gecmeyen bir gember olustugu goriiliir.
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Sekil 14: T noktas1ile R" noktalar1 arasindaki uzaklik V

Sekil 14 de, E ile evritim ¢emberinin yarigapt K merkezi T dir. T noktasindan gegip
R’ noktasmnda r’ yaricapli C' ¢emberine teget olan teget dogrusunun uzunlugu V
olsun. ryarigapli C ¢gemberinin evritimi C' gemberidir. P noktasinin evritimi P’ veQ
noktasinin evritimi Q" noktasidir. Simdi Sekil 14 deki bilgileri kullanarak asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 3.2: Sekil 14 de verilen V, evritim merkezi T den gegip C nin evritimi olan

n,2

C' ¢emberine teget olan dogrunun uzunlugu ise V? = bagintis1 dogrudur (Bozan

ve Deniz 2019).

Ispat: Sekil 14 ii inceleyip basit bir cemberdeki ¢emberde kuvvet teoremi kullanilarak

ispat yapilir. Buna gore V’ = ir. C ¢emberinin yarigapi

_ Q=[P

5 bagmtisindan  bulunur.  Evritim tammindan  [TQ|[TQ|=k* ve

[TP|[TP’|=k* dur. Buradan |[TP|=——: ve [TQ|=

esitlikleri elde edilir. Bulunan bu

IPI IQI
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esitlikler r:w ifadesinde yerine yazildiginda 2r=%.k2 esitligi

bulunur. Bdylece C’' ¢emberinin yarigapi r'=M2|TQ| olarak elde edilir.

[TP'|-[TQ|=2r" esitligi ile [TP'||TQ|=V*ifadesi 2r=wk2 denkleminde
e TPTQ]

n,2
r
yerine yazildiginda V?=— esitligi bulunur. Bununla ispat tamamdir.
r

Evritimle ilgili yukarida elde edilen bulgularin bazi uygulamalar1 asagida verilmistir.

Sekil 15: 1, yarigaph ¢embere ve | dogrusuna teget olan N tane gember

Uygulama 3.1: Hem 1, yarigapli ¢embere hem de | dogrusuna teget olan N tane

I’l-r2
(n-2){I, +/1)?

cemberden olusan Sekil 15 deki ¢emberler igin r, = dir (Bozan ve

Deniz 2019).

22



Ispat:

Iy yan caph

VN L=

Sekil 16: Cemberin | dogrusuna teget noktalar: arasindaki uzunluk

T 2.Vn.rz

Sekil 17: T noktas1 ile r, yarigapli gemberin merkezi arasindaki uzaklik

T noktasi evritim ¢emberinin merkezidir. | dogrusu evritim merkezinden gegtigi
goriiliir. Pisagor teoreminden d? =r22+(2,}r1~r2 )? bagmtist bulunur. A cemberi T

noktasindan gectiginden dolayr A" dogrusuna doniisiir. | dogrusu T den gectiginden
evritim merkezinden gecen dogrunun evritiminin kendisi oldugu goriiliir. Hem A
¢emberine hem de | dogrusuna teget N tane ¢emberin evritimi T noktasindan
gecmediginden A’ ve | dogrular arasinda esit yarigapli gemberler oldugu goriliir. (Bkz

Sekil 17). Teorem 3.1 deki r'*(d*—r?)> =k*r? esitliginde k =1 almip Sekil 17 de
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uyguladiginda  r,?(d*-r?)* =1, esitligi  bulunur. Bu esitlikte d® yerine

1
r’ + (2~/'1 1,)? yazilirsa r' =r1, = m oldugu goriilir
I

1

‘-A'

d ! ' n.cemberin
| | L | | -
P e P\'l'igi

'_—__.'._FI
T_z-\-'rl‘rn_rr“ N
Vn

Sekil 18: T noktasi ile N noktas: aras1 uzaklik V,

Sekil 18 de evritim tanimi uygulanarak |BS||TTn| =1 den |BS| = bulunur. Sekil

1
2,Jtr,

18 de yarigaplart r' olan evritim ¢gemberlerinin A" dogrusuna teget olan ilk r' yarigaplh

cemberin A’ dogrusu iizerindeki teget noktasi ile son r’ yarigapli ¢cemberin A’

dogrusuna teget oldugu nokta arasindaki uzaklik 2(n—1)r’ olarak bulunur. ~Sekil 18

de evritim V,, gosterimi evritim merkezinden gegip N. ¢embere teget olan dogrunun T

noktasi ile N noktas1 arasindaki uzunluk olarak verilsin. Daha sonra Teorem 3.2 den

n,2 ’
r
esitliginde 6zel olarak k=1 alinirsa ve V> = — esitligi
rn

elde edilmis olan V?* =
Jr
Jn

+2(n=r"  esitligi  elde  edilir.  Buradan

elde edilir. Her iki tarafin kare kokii aliarak V, = esitligi bulunur. Sekil 18 den de

gorildigii  tlizere V, =

2\,

Jr' 1

= +2(n—=r’ bagintis1 diizenlenerek I, = hh esitligi
(RN

Jno2d

bulunur. Béylece n. ¢gemberin yarigap1 bulunur. Bununla teoremin ispati tamamlanmis

olur.
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Uygulama 3.2: Yari ¢api r olan bir A ¢emberi ve i¢ine yarigaplari :% olan P ve G

cemberleri alinir, I, yarigapli cember ile baslayan ve r, yaricapli ¢embere kadar giden
N tane cemberden olusan bir ¢ember zinciri ¢izilirse, (Bkz sekil 19) Bu diizende r,

degerini en biiyiik ¢emberin yarigap1 olan r ye baglh olarak bulunur (Bozan ve Deniz
2019).

Bu soru ulasilan bulgular kullanilarak sasirtict derecede kolay bir sekilde ¢oziilmiistiir.

Sekil 19: A ¢emberinin yarigap: r, P ve G ¢emberlerinin yaricap1 I :%

Sekil 19 da A ¢emberinin igindeki ¢ember zinciri yaricap: I, olan ¢emberle baglayip

yarigapt I, olan ¢gembere kadar giden N tane gemberden olusur.

Ispat: Oncelikle r, degerini r degerine bagl olarak Sekil 20 den yararlanarak elde

edilmistir.
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Sekil 20: Dik tiggenin dik kenarlarinin uzunlugu h=r-2r, ve r =2r,

Oncelikle r—2r, =h oldugunu Sekil 20 den goriiliir. Sekil 20 deki mavi dik iiggende
pisagor teoreminden (r,+1,)" =r2+(r,+h)’ esitligini yazilir. r-2r,=h ve
(h+1,)’ =62 +(r,+h)’  esitliklerinden T, =% bulunur. T, =% esitligini bulduktan

sonra evritimle elde edilen bulgular1 6rnek soruda olusturulan diizene uygulanmistir.

A
P’ A
1/r 1
B T T
O'r B
1/2r;

Sekil 21: A ve P g¢emberinin evritimleri sirastyla A" ve P’ dogrusu

T noktasi evritim gemberinin merkezi olmak tizere evritim gemberi merkezinden gegen
bir cemberi cemberin evritim merkezinden gegen ve ¢apina dik dogruya doniigtiirtir. A’

dogrusu ve P’ dogrularinin paralel dogrular oldugu agiktir.
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Evritim ¢emberi merkezinden gegen bir ¢gemberi ¢cemberin evritim merkezinden gecen
capina dik dogruya doniistiiriir. Buna gére A ¢emberi A’ dogrusuna ve P ¢emberi P’

dogrusuna donisir (Bkz.Sekil 21). Evritim uygulanirken kolaylik i¢in k =lalinmigtir
(Bkz. k ya ait ¢ikarim). Evritim tanimindan |TO||TO'|:1 dir. |TO|:r oldugundan

(Bkz.gekil 21) [TO/| _1 Glarak bulunur. Benzer sekilde yine evritim tanimindan
r
|TB||TB’| =1ve |TB| = 2r oldugundan |TB’| =2i olarak yazilir. Boylece P’ dogrusunun
r

T noktasindan 1 birim uzaklikta ve A dogrusunun T noktasindan ZL birim
r r

uzakliktan gectigi bulunur. Sonra G ¢emberinin evritimi incelendiginde, G ¢emberi T
noktasindan ge¢gmediginden evritimi yine bir ¢emberdir. Dolayisiyla G ¢emberi O

noktasinda P ¢emberine ve B noktasinda A ¢emberine teget oldugundan I, yarigapl
G ¢emberinin evritimi olan I yarigapli gember, A" dogrusuna ve P’ dogrusuna teget

oldugu goriiliir. Yani G g¢emberinin evritimi olan I yarigapli gember A’ dogrusu ve

P’ dogrusu arasinda oldugu goriiliir (bkz. Sekil 22).

'

o r"

Sekil 22: Cemberlerin evritimleri olan iki dogru arasina sikisan ¢emberler

I, yari ¢apli G ¢emberi B noktasinda A ¢emberine ve O noktasinda P g¢emberine

tegettir. G gemberinin evritimi olan r, yaricapli cember A’ ve P’ dogrusuna teget ve
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bu dogrular arasindadir. Ayrica I, yarigapli ¢gemberde I, yaricaph G, A ve P

¢emberine tegettir.

Buradan r, yarigapli gemberin evritimi olan I, yarigapli gember r," yarigapli gembere ve
A’ dogrusu ve P’ dogrusuna teget ve A’ ve P’ dogrular arasindadir. A ¢emberinin
icindeki yarigap: I, olan ¢emberle baslayip yarigap: r, olan ¢gembere kadar giden n tane
¢emberden olusan ¢ember zincirinin her bir ¢gemberi A ¢emberine ve P ¢emberine
tegettir. O halde zincirdeki her bir ¢gemberin evritimi A’ dogrusu ve P’ dogrusuna teget
ve A’ ve P’ dogrulari arasindadir. A’ dogrusu ve P’ dogrularn paralel oldugundan
aralarindaki tiim ¢emberlerin yarigaplari esittir. O halde A ¢emberinin i¢indeki yarigapi
I, olan ¢emberle baslayip yaricapr I, olan ¢embere kadar giden n tane cemberden

olusan g¢ember zincirinin her bir ¢emberinin evritimi olan ¢emberlerin yarigaplari

aynidir sonucuna ulasilir. Yani

olur.

Sonra r’ nii r cinsinden ifade edelim. Bunun i¢in 6nce T den gegmeyen ve I} yarigapl
G ¢emberi incelenir. Evritim ¢emberinin merkezi olan T noktasindan I, yarigapl
cemberin merkezine olan uzakliga Teorem 3.1 e gore d denilirse d =3r; elde edilir
(Bkz. sekil 22). Teorem 3.1 de r?-(d*—r?)>=k*-r? esitliginde 6zel olarak k=1

alinirsa ve bu formiil Sekil 22 de uygulandiginda r -(d 2’ )2 =r? esitligi bulunur. Bu

son esitlikte d yerine 3r, yazilirsa r' =1, _L elde edilir. Ayrica =% dir. Buradan
h

!

r =4i olarak bulunur. Sekil 23 den goriildiigii ilizere yarigaplari r’ olan evritim
r

¢emberlerinin A" dogrusuna teget olan ilk r’ yarigapli gemberin A’ dogrusu lizerindeki

teget noktasi ile son r’ yarigapli cemberin A" dogrusuna teget oldugu nokta arasindaki

uzaklik 2(n—1)r’ olarak bulunur.u, =2(n-1)r esitligi yazilir.
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12r

Sekil 23: T noktast ile r' merkezli ilk gember arasindaki uzaklik olan D,

2
. . . 1 e
Diger taraftan Pisagor teoremiyle V2 +r?=D? ve D} = (r'+2—j +u ? esitligi elde
r

r'-k° /
de k =lalinirsa Vn2 _r
r

n

edilir. Daha sonra Sekil 23 de Teorem 3.2 deki V=

!

e 1 . r g
esitligi yazilir. Sonra r'= ar ile u,=2(n-1)r' ve V,> =— esitlikleri D 2=V ?+r"
r r

n

2

1

— 2
bagmtisinda yerine yazilirsa, D *= ar +(4ij esitligi bulunur. Bu son esitlik
r r

n

5 formiili elde edilir.

2
D= (r'+ij +u.? esitliginde yerine yazilirsa r, = ————
2r 2+(n-1)

Boylece A g¢emberinin i¢indeki yarigapt I, olan ¢emberle baglayip yarigapr r, olan

¢embere kadar giden N tane ¢emberden olusan ¢ember zincirinin istedigimiz herhangi

bir ¢emberinin yarigapini kolayca veren bir formiil elde edilmis olur.
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4. TARTISMA VE SONUC
Bu caligsmada asagidaki bulgulara ulagilmistir:

v' C ¢emberinin yarigap1 r ve C ¢emberinin evritimi olan C' ¢emberinin yarigap1
r', evritim merkezi olan T noktasi ile C g¢emberi arasindaki uzunluk d olmak

2

tizere, r ile r' arasinda r’ = bagintist vardir.

@
v Evritim merkezinden gecip evrik ¢embere teget olan dogrun gectigi evritim

merkezinden evrik ¢embere teget olma noktasina kadar olan uzunluk V olmak

n,2

o 2 -

tizere V° = —— bagintisi vardir.
r

v' Sekil 18 de hem I, yarigapli cembere hem de | dogrusuna teget olan n tane

¢cemberden olusan sekilde I, = > bagmtisi elde edilir.

nr
(n=2)yr, +/r)

v" Evritim merkezinden gegen iki gembere teget olan veya evritim merkezinden
gecen bir dogru ve bir ¢cembere teget olan evritim merkezinden ge¢meyen
¢emberin evritimi evritim merkezinden gecen ¢cember ve dogrularin evrikleri
olan dogrulara teget ve bunlarin arasindadir.

Calismamiz i¢inde ¢ok sayida cember bulunduran problemlerin ¢oziimiine yeni ve kolay
bir yol kazandirmistir. Arastirma konumuzda ele aldigimiz teoremlere, taradigimiz
kaynaklarda bulunmayan ispatlar iiretilip sonuglar bulunmustur. Calismamizda bulunan
sonuglar 2019 yilinda Erzurumda yapilan 5. International Conference on Mathematics-
Engineering-Natural and Medical Sciences (M.A.S.) isimli sempozyumda sunulmus ve
sempozyum kitabinda tam metin olarak basilmistir. Caligmamiz genisletilmeye
derinlestirilmeye agiktir. Evritimle ilgili bulgular kullanilarak {icgenin i¢ teget
cemberine gore evritimi incelenebilinir ¢esitli teoremler daha basit kisa yoldan
ispatlanilabilinir. Bunlar bagka c¢alismalarin konusu olarak Onerilebilir. Evritim
dontigiimlerinin zor gibi goriinen ¢oklu ¢gember sorulart bu bakis agisiyla basitlestirerek

etkili bir yolla ¢oziilebilir geometrik teoremlere farkli bir agidan bakmayi saglar.
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