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1.GENEL BİLGİLER 

1.1. Giriş 

Evritim ya da evirtim geometrik Ģekillerin çemberin veya kürenin merkezine göre 

yansımasıdır. Ġlk olarak klasik dönem Japonyasında Japon tapınaklarının duvarlarında 

görülen iç içe çoklu çember sorularının çözüm yolları araĢtırılırken kullanılmıĢtır. 

Evritim aslında Öklid teoreminin bir sonucu olup ama daha çok Öklid dıĢı uygulamalara 

ıĢık tutar. Evritim tam olarak Öklid geometrisi içerisinde yer almaz çünkü, Öklid 

geometrisi dönüĢümlerinde doğru doğruya dönüĢürken evritimde doğru eğriye çember 

ise doğruya dönüĢmektedir.  Bu konuda ilklerden olan J.L. Coolidge  “A treatise on the 

Circle and the Sphere” (Coolidge, 1916) adlı çalıĢmasında evritim üzerine çalıĢmıĢtır. 

E.J. Djksterhuis da “Archimedes”( Djksterhuis, 1956) adlı çalıĢmasında evritim üzerine 

çalıĢmalarını yayınlamıĢtır.  Zvezdelına Stankova-Frenkel  ise ” Inversiyon in plane” 

(Stankova-Frenkel,1998) adlı çalıĢmasında evritim uygulamalarıyla ilgili çalıĢmalar 

yapmıĢtır. Son yıllarda F.J. Garciya Capitan “Aplication De la Inversion A la Resolicion 

Problema”  (Garciya Capitan, 2005) adlı çalıĢmasında evritimin bazı  uygulamalarından 

söz etmiĢtir.  Ülkemizde ise Cem Tezer, evritim üzerine bazı çalıĢmalar yapmıĢtır. Cem 

Tezer’in 1992-I ve 1992-II Matematik dünyası dergisindeki Evritim I-II yazısında Öklid 

geometrisinden kaynağını alıp Öklid dıĢı geometri olarak geliĢen Evritim (evirtim, 

inversiyon) kısaca Ģekillerin çembere göre yansıması olarak tanımlamıĢtır. Daha sonra 

Mustafa Yağcı 2006 da Matematik Dünyası Dergisinde “Evirtim” adlı yazısında 

evritimin uygulamalarını göstermiĢtir. Evritim karmaĢık bir çok Ģekli daha basit hale 

getirmede oldukça kullanıĢlıdır. Kullanım alanı oldukça geniĢ olan evritimin geçmiĢte 

uygulanan alanlar dıĢında geometride bir çok uygulama alanı vardır. 

Bu tez çalıĢmasında evritim yardımıyla doğru-çember ve düzlem-küre arasındaki iliĢki 

gösterilmiĢtir. Geometrideki çizim sorularına ve uzay geometrisindeki uygulamalarına 

ait bulgular elde edilip çeĢitli uygulamaları gösterilmiĢtir. Üçgende kenar açı kenar 

benzerlik teoremini, Öklid bağıntısını, çemberin dıĢındaki noktanın çembere göre 

kuvveti özelliğini kullanarak ayrıntılı çizimlerle çemberi çembere göre ve doğruyu 

çembere göre yansıtıp çember ve doğruya dönüĢmeleri durumları incelenmiĢtir. 
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Meydana gelen bu durumlar teoremler halinde yazılmıĢ ve daha önce hiç yapılmamıĢ 

Ģekilde kolay ve anlaĢılır Ģekilde ispatlanarak sonuca ulaĢılmıĢtır. Model sorular 

oluĢturulup evritim kullanılarak n tane çember için n in her değeri için geçerli olacak 

genel bir yarıçap formülü bulunmuĢtur. Son olarak, elde edilen sonuçlardan yola çıkarak 

uzaya bunları taĢıyıp, küreye göre simetri durumları araĢtırılmıĢ ve bunlarla ile ilgili 

teoremler verilmiĢtir. 

Sunulan bu tez genel olarak dört ana baĢlık altında toplanmıĢtır. 

Tezin genel bilgiler kısmının giriĢ kısmında tez konusu ile ilgili geçmiĢten günümüze 

yapılan çalıĢmalar tarihi bir seyir içinde sunulmuĢtur. Kuramsal temeller baĢlığında 

tezde kullanılan temel tanım ve teoremlere yer verilmiĢtir. 

Meteryal ve yöntem olarak adlandırılan ikinci bölümde, evritim merkezi olan T  

noktasından geçen bir doğrunun evritiminden, evritim çemberinin merkezinden 

geçmeyen bir çemberin evirtiminden, evritim çemberi merkezinden geçen bir çemberin 

doğruya dönüĢümünden bahsedilmiĢ, Ptolemy Teoremi ve evritimle bir üçgenin 

herhangi iki kenarının toplamının üçüncü kenardan büyük olduğunun ispatı verilmiĢtir. 

Erdös-Mordel eĢitsizliğini kullanarak evritimle ilgili uygulamalar gösterilmiĢtir. 

Düzlemde farklı merkezli kesiĢmeyen iki çember veya kesiĢmeyen bir doğru ve bir 

çember merkezleri aynı olan iki çembere dönüĢümleri gösterilmiĢtir. Evritim 

merkezinden geçen düzlemin evritiminin kendisi olduğundan bahsedilmiĢtir. Evritim 

merkezinden geçen bir kürenin evritimi evritim merkezinden geçmeyen bir düzlem 

olduğu ve uygulaması gösterilmiĢtir. 

AraĢtırma bulguları bölümünde, evritim tanım ve özelliklerinden yola çıkılarak bazı 

sonuçlar ispatlarıyla beraber verilmiĢ uygulamaları gösterilmiĢtir. 

TartıĢma ve sonuç bölümünde tez genel olarak değerlendirilmiĢ bu konudaki diğer 

çalıĢmalarla kıyaslanmıĢtır ve bazı önerilerde bulunulmuĢtur. 

Kaynakça bölümünde tezde kullanılan kaynaklar verilmiĢtir. 
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1.2. Kuramsal Temeller 

 

Bu bölümde daha sonra kullanılacak olan tanım ve teoremlere yer verilmiĢtir.  

 

Tanım 1.2.1 (Nokta): Nokta, dört farklı rengin kesiĢtiği yer olarak tanımlanır. Noktanın 

eni, boyu ve yüksekliği yoktur.  

 

Tanım 1.2.2 (Doğru): Ġki yönde sonsuza uzanan aynı hizadaki noktalardan oluĢur. Ġki 

farklı renkteki bölgenin  arasındaki sınır olarak da tanımlanabilir. Doğrunun belli olma 

Ģartı iki noktadan geçmesidir. 

 

Düzlemde bir AB  doğrusu  

 k 

ġekil 1: AB  doğrusu 

Ģekliyle gösterilir. Ġsimlendirmesi k doğrusu Ģeklinde de olur. Ġki yönde sonsuza uzar. 

 

Tanım 1.2.3 (Doğru parçası): DoğrudaĢ olan herhangi iki nokta arasında kalan doğrunun 

parçasıdır.  

 

Düzlemde bir AB  doğrusunun parçası 

   

ġekil 2:  AB  doğru parçası 

Ģeklinde olup bu parça  AB
 

ile gösterilir. AB
 

de doğru parçasının uzunluğunu 

sembolize eder. 
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Tanım 1.2.4 (Üçgen): ,A  ,B  C  doğrusal olmayan üç nokta olmak üzere 

     AB BC CA   kümesine ABC  üçgeni denir. Düzlemde bir ABC  üçgeni ABC


  

ile gösterilir (Yağcı, 2006). 

 

Düzlemde bir ABC


  üçgeni  

 

 

ġekil 3: ABC


üçgeni 

 

Ģekliyle gösterilir. 

 

Tanım 1.2.5 (Düzlem): Ġki boyutlu olan, yani eni ve boyu olan derinliği olmayan, 

sonsuza kadar uzanan paralel kenar ile sembolize edilen bölgeye düzlem denir. 

 

Bir m  düzlemi 

 

ġekil 4: m  düzlemi 

 

Ģeklinde gösterilir. Düzlemler m  gibi küçük harflerle gösterilir. 
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Tanım 1.2.6 (Uzay): Aynı düzlemi paylaĢmayan hepsi aynı düzlemde olmayan noktalar 

kümesine uzay denir (Yağcı, 2006). 

 

Düzlemsel olmayan dört nokta varsa, burada uzaydan bahsedebiliriz. Daha önce 

bahsettiğimiz doğru ve düzlem uzayın birer alt kümesidir. 

  

Tanım 1.2.7 (Çember): Düzlemde, sabit bir noktadan eĢit uzaklıkta bulunan tüm 

noktaların kümesine çember denir. Sabit noktaya çemberin merkezi, eĢit uzaklığa ise 

çemberin yarıçapı denir. 

 

Tanım1.2.8 (Küre): Uzayda yeri belli olan, bir O  noktasına belli bir r  uzaklığında 

bulunan noktaların geometrik yeri olan küre yüzeyi tarafından sınırlanan, katı cisme 

küre denir. 

 

O  merkezli ve r   yarıçaplı bir küre 

 

ġekil 5: O  merkezli ve r   yarıçaplı küre 

Ģeklindedir. 

Teorem 1.2.1 (Öklid Teoremi): ABC


 üçgeni dik üçgen Ģekil 6 daki gibi verilsin  

, , ,AB b AC a BD p DC k     olmak üzere ise bu durumda   AD BC  

 2b p p k   ve  2a k p k 
 
bağıntıları  doğrudur. 
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ġekil 6: ABC


Öklid üçgeni 

Ayrıca ġekil 6 da üçgenin yüksekliği ile kenarı arasında 
2h pk   2b p p k   ve 

 2a k p k   bağıntıları vardır. 

 

Ġspat: ġekil 6 da üçgendeki Pisagor bağıntılarından 

2 2 2

2 2 2

h k a

h p b

  


   

yazılır. Bu denklem sisteminden eĢitlikler taraf tarafa toplanırsa 

                                  
2 2 2 2 22h p k a b                                                              (1.2.1)                                                  

elde  edilir. 

Diğer taraftan Pisagor teoreminden   
22 2a b p k    eĢitliği elde edilir. Buradan  

                                               
2 2 2 22a b p pk k                                            (1.2.2) 

yazılır. (1.2.2) deki eĢitlik (1.2.1)  de yerine yazılırsa   

2 2 2 2 2  2 2h p k p pk k      

eĢitliği elde edilir. Gerekli sadeleĢtirmeler yapılırsa  

                                                             
2h pk                                                                       (1.2.3)                

eĢitliğine ulaĢıldığı görülür. Pisagor teoreminden elde edilen  
2 2 2b h p   ve 

2 2 2a h k  eĢitliklerinde (1.2.3) denklemi yazılırsa sırasıyla  2b p p k   ve 

 2a k p k   bağıntıları elde edilir. Ġspat böylece tamamlanır. 
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Teorem 1.2.2 (Çemberde Kuvvet Teoremi): Çemberin dıĢındaki bir noktadan çembere 

çizilen ve çembere değme noktası C olup P  noktasından geçen doğru, çemberi A ve B 
  

noktalarında kesmek üzere 
2

PC PA PB  eĢitliği doğrudur (bkz ġekil 7). 

 

Ġspat:  Düzlem üzerinde bir çember ve çember üzerinde bir C  noktası alındığında  

 

ġekil 7: Çemberde kuvvet teoremi
 

ACP


 ve CBP


 açıları aynı yayı gördüğü için eĢit oldukları görülür. Buradan yola 

çıkarak PAC PBC
 

  yazılır. Benzer üçgen özelliklerinden 
PC PA

PB PC
  yazılır.  

Buradan 
2

PC PA PB  olduğu görülür. Bununla ispat tamamlanır. 

 

Tanım 1.2.9 (Evritim):  Bir noktanın, doğrunun veya çemberin bir çembere göre aksına 

(yansımasına) evritim denir. OluĢan Ģekle Ģeklin evritimi, Ģeklin üzerine yansıtıldığı 

çembere ise evritim çemberi denir. 

 

ġekil 8: Evritim çemberi 
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E  evritim çemberinin merkezi T  ve yarıçapı k  dır. Pnoktası P  noktasının evritimi 

dir. TAP


 üçgeni ile TAP


  üçgenin birer açısı aynı ve açıları eĢit olduğundan TAP


 ve 

TAP


  üçgenleri benzerdir. TAP


 ve TAP


  üçgenleri benzer olduğundan 
TP k

k TP



 

eĢitliğinden 
2.TP TP k   evritim bağıntısı olarak bulunur. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

Çoklu çember, çember zincirleri sorularına evritim (evirtim) yardımıyla daha basit yeni, 

orijinal, etkili ve iĢlem kalabalığına gerek kalmadan çözüm bulunabilir. Örneğin n tane 

çember için n in her değeri için geçerli olacak genel bir yarıçap formülünün bulunması 

gibi Evritim dönüĢümlerindeki teoremleri ispatları daha önce hiç yapılmamıĢ Ģekilde, 

kolay ve anlaĢılır biçimde yapılıp evritim dönüĢümlerinin  sağlayacağı kolaylığa dikkat 

çekmek amaçlanmıĢtır. 

Üçgende benzerlik, Öklid bağıntısı ve çemberde dıĢındaki noktanın çembere göre 

kuvveti özelliğini kullanarak ayrıntılı çizimlerle çember çembere göre  doğru çembere 

göre yansıtılıp bunların sırasıyla çember ve doğruya dönüĢme durumları incelenmiĢtir. 

Meydana gelen bu durumları teorem halinde yazıp daha önce hiç yapılmamıĢ bir 

biçimde kolay ve anlaĢılır Ģekilde ispatlanarak sonuca ulaĢılmıĢtır. Uygulama olarak n  

tane teğet çember için n  ye bağlı genel bir yarıçap formülü elde edilmiĢtir. 

E  çemberinin içindeki bir noktanın evritimi dıĢındaki, E  çemberinin üzerindeki bir 

noktanın evritimi kendisi, dıĢındaki bir noktanın evritimi de içindeki bir noktadır. 

T  merkezli, k  yarıçaplı ve kuvveti 2k  olan evritim çemberi gösterelim. Düzlemdeki T

noktasından farklı bir A noktasının evritimi A  olsun. Düzlemdeki bir A noktası için, 

evritiminin evritimi kendisidir. Bu durumlara göre T   noktasının evritimi nerede 

olacak? Bir nokta  T noktasına yaklaĢtıkça, evirtimi T  den o kadar uzaklaĢacaktır. Bu 

durumda  T  ile    un birbirlerinin evritimleri olduğunu varsayabiliriz. Dolayısıyla 

evritimle yapılan ispatlarda T  noktasının evritimini değil, T nin düzlemdeki konumunu 

kullanacağız. 

 

Geometriden bilinen aĢağıdaki teoremler evritim ve basit geometri bilgileri kullanılarak 

yeniden ispatlanmıĢtır. 

 

Teorem 2.1: Evritim merkezi T  noktasından geçen bir doğrunun evritimi kendisidir. 

 

Ġspat: Evritimini almak istediğimiz nokta T  evritim merkezine ne kadar yaklaĢırsa 

evritimi olan nokta o kadar T den uzakta olur bu durum bir P  noktası ile evritimi olan 
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P  noktası arasındaki 
2TP TP k   bağıntısından görülür. Nokta ile evritimi olan nokta 

aynı doğru üzerindedir. Doğrular da aynı hizadaki noktalar kümesi olduğundan her 

noktanın evritimi ayrı ayrı alındığında yine aynı hizada noktalar kümesi yani doğru 

ortaya çıktığı görülür. Ġspatımız böylece tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 2.2: Evritim çemberinin merkezinden geçmeyen bir çemberin evritimi yine bir 

çemberdir. 

 

Ġspat: 

 

 

ġekil 9: Bir C  çemberinin E  evritim çemberi 

E , T  merkezli evritim çemberi, Q  noktası Q  noktasının evritimi, P  noktası P

noktasının evritimi ve R  noktası da R  noktasının evritimi olarak verilsin. d  uzunluğu 

evritim merkezinin C  çemberinin merkezine uzaklığıdır. P  nin evritimi P  noktası TP  

doğrusu üzerinde ve R  nin evritimi R  noktası TR  doğrusu üzerindedir. Evritimin 

tanımından 
2.TR TR k   ve 

2TP TP k   eĢitlikleri elde edilir. Buradan da 

TR TP

TP TR


 
 yazılır. Burada  TPR



 ve TPR


 üçgenlerinin T  köĢesindeki açıları ortak 

olduğu da ġekil 9 da görülmektedir. Dolayısıyla TPR


 ve TR P


   üçgenlerinin benzer 
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olduğu bulunur. Benzerlikten dolayı TPR


 açısı  ile   TP R


   açısının eĢit olduğu kolayca 

görülür. Aynı Ģekilde TQR


 ve TQ R


   üçgenleri benzerdir. Bununla birlikte TPR


 açısı 

PQR


  üçgeninin dıĢ açısıdır. Bu yüzden TPR


 açısı    dır. Dolayısıyla TRP


 açısıda 

   dır. TR P


   açısı    olduğundan    bulunur.   çapı gören açı olduğundan 

90  açıdır ve   de 90  açı olur. Böylece R  nin E  evritim çemberine göre evritimi R  

noktasıdır. R  değiĢtikçe R  de farklı noktaları gösterir bu noktalar   de 90  ve çapı 

gören açı 90 olduğundan çember oluĢtururlar. Buradan T  den geçmeyen bir çemberin 

E  evritim çemberine göre evritiminin bir çember olduğu bulunur. Böylece ispat 

tamamlanmıĢ olur. 

 

Ayrıca Teorem 2.2 nin ispatından k  ya ait bir çıkarımda da bulunabiliriz. Öyle ki, 

2. .TR TR TP TP k    olduğundan k  bir ters orantı sabitidir ve sıfırdan farklı hangi 

sayı olduğunun bir önemi yoktur. O halde iĢleri basitleĢtirmek için 1k   alınabilir.  

Bundan sonra evritim yarıçapı 1 olarak alınacaktır. 

 

Teorem 2.3: Evritim çemberi merkezinden geçen bir çemberi çemberin evritim 

merkezinden geçen çapına dik bir doğruya dönüĢtürür.  

 

Ġspat: Evritim çemberinin merkezinden geçen C  çemberine evritim çemberinin çapı 

teğettir.  TP  doğru parçasını evritim çemberinin çapına T noktasında dik olarak 

verilsin. 
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ġekil 10: C  çemberinin C  evritim doğrusu 

T  noktası evritim çemberinin merkezi ve l  evritim çemberinin çap doğrusudur. TP  

doğrusu ile l  birbirine diktir. Gösterelim ki P  nin evritiği P  noktası TP  üzerinde ve 

Q  nun  evritimi olan Q  noktası da TQ  üzerindedir. C  doğrusu C  çemberinin 

evritimidir.  TP  doğru parçası C  çemberinin çapı ve çapı gören çevre açı 90  

olduğundan TPQ


  açısı dik açı olur  (bkz. ġekil 10). Bundan dolayı C  çemberinin çapı 

olan  TP  doğru parçası üzerinde P  noktasının evritimi olan P  noktası vardır. Bu 

Ģekilde 1k   alınırsa, evritim tanımından 1TP TP   olur. Çap 2r alınırsa 
1

2
TP

r
   

bulunur. Eğer TQ  uzunluğu q  birim ise Q  noktası Q  noktasının evritimi olmak üzere 

TQ  uzunluğu 1TQ TQ   den ( 1k  )  
1

TQ
q

   olduğu görülür. Q  noktası T  

noktasından geçen doğru üzerindedir. Bu nedenle PTQ


 açısı ile P T Q


    açısı eĢittir. 

Dolayısıyla 
2

TP TQq

TQ r TP


 


 eĢitliği elde edilir. Bu yüzden TPQ



 üçgeni sağdaki 

TP Q


   üçgeni ile benzerdir. Buradan TP Q


   açısı dik açı olduğu görülür. Yani çemberin 

dönüĢtüğü C doğrusu evritim çemberinin çapı olan l  doğrusuna paralel olduğu görülür. 

Böylece C  doğrusu T  evritim merkezine 
1

2r
 birim uzaklıkdan geçen ve  PT  ye dik 

bir doğrudur. Bununla ispat tamamlanır. 
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ġimdi de yukarıdaki teoremler  ve  Ptolemy Teoremi yardımıyla bir üçgende herhangi 

iki kenarın toplamının üçgenin üçüncü kenarından büyük olduğunu  ispatlayalım. 

 

Ptolemy Teoremi: , ,A B C  ve D düzlemde ABCD  dörtgeninin konveks bir dörtgen 

olmasını sağlayan dört nokta olmak üzere AB CD AD BC AC BD   eĢitsizliği 

sağlanır.  

 

Teorem 2.4: Bir ABC


 üçgeninde herhangi iki kenarın toplamı üçüncü kenardan 

büyüktür.  

 

Ġspat: A  merkezli ve k  yarıçaplı evirtim alınırsa, 

 

 
 

ġekil 11: ABCD  dörtgeni ve AB C D    dörtgeni. 

, ,B B C C D D      olur. Buradan 
2

BC
B C k

AB AC
     ve 2

BD
B D k

AB AD
  

ve 2
CD

C D k
AC AD

     ve 
2k

AC
AC

   ve 
2k

AB
AB

   ve 
2k

AD
AD

   eĢitlikleri 

görülür. Bu eĢitlikler  AB CD AD BC AC BD   eĢitsizliğinde yerine yazılırsa 
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2 2 2
2 2 2

B D B C C Dk k k
k k k

AB AD AC AB AC AD AC AD AB

             
                 

        
 

eĢitsizliği elde edilir. Gerekli sadeleĢtirmeler yapılırsa ' 'B D B C C D      bulunur. 

Bununla teoremin ispatı tamamlanmıĢtır.  

 

ġimdi de Erdös-Mordell EĢitsizliğini kullanarak evritimle çözeceğimiz iki uygulama 

verelim. 

 

Erdös-Mordell EĢitsizliği: ,P  bir ABC


 üçgeninin içinde veya sınırlarında yer alan bir 

nokta olmak üzere; sırasıyla  , ,a b cp p p  ile P  noktasından üçgenin    ,BC AC ve  AB  

kenarlarına inen dikme uzunlukları gösterilsin. (2 )a b cPA PB PC p p p      

eĢitsizliği sağlanır. 

 

Uygulama 2.1: 

i) 
1 1 1 1 1 1

2
a b cPA PB PC p p p

 
      

 
 

ii) (2 )a b cPA PB PB PC PA PC p PA p PB p PC      

eĢitsizlikleri doğrudur. 

 

Ġspat: i) P  merkezli ve 1 yarıçaplı evirtim yapalım. 
1 1 1, ,A B C  noktaları Pnoktasından 

üçgenin kenarlarına inilen dikme ayakları olmak üzere, 
1 1 1, ,A B C    ve , ,A B C   noktaları 

1 1 1, ,A B C  ve , ,A B C noktalarının evritimleri olsun. Dolayısıyla 
1 1 1A B C



    üçgeninde 

, ,A B C    noktaları P  noktasından üçgenin kenarlarına inilen dikme ayakları olur.  
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ġekil 12: ABC


 Erdös-Mordell EĢitsizlik üçgeni 

                                            

ġimdi, 
1 1 1A B C



   üçgeni için P  noktasına göre Erdös-Mordell  EĢitsizliği   yazılırsa 

1 1 1 2( )PA PB PC PA PB PC                                           (2.1)                         

eĢitsizliği bulunur. 

Diğer taraftan evritim yarıçapı 1 olduğundan  
1

PX
PX




  olduğunu biliyoruz. Bu 

eĢitliğe göre (2.1) eĢitsizliği yeniden yazılırsa    
1 1 1 1 1 1

2
a b cPA PB PC p p p

 
      

 
 

eĢitsizliği elde edilir. 

ii) Bir önceki Ģıktakiyle aynı Ģekilde bir evritim yapılıp aynı tanımlar  kullanılacaktır. 

Fakat bu sefer farklı bir üçgende Erdös-Mordel eĢitsizliğinden faydalanılacak. A B C



    

üçgeninde üçgenin kenalarına inen dikme uzunlukları , ,a b cp p p    olsun. Teorem 2.2  

den  

    
1 1 1

,  ,a b c
a b c

p p p
p p p

PB PC PA PC PA PB

                                                   (2.2)   

eĢitlikleri elde edilir. Evritimin tanımından  
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1 1 1
, ,PA PB PC

PA PB PC
                                                (2.3)  

olduğu kolayca görülür. (2.2)  ve (2.3)  denklemleri  

    2 a b cPA PB PC p p p          

Erdös-Mordel eĢitsizliğinde yerine yazılırsa istenilen sonuç elde edilmiĢ olur. Sonuç 

olarak (2 )a b cPA PB PB PC PA PC p PA p PB p PC       eĢitsizliği yazılır.  

 

 

Bu zamana kadar evritim r yarıçaplı çemberde tanımlanıp teoremlerle bunların 

uygulamaları gösterildi. ġimdi de evritim kürede verilecek. Bunun yanı sıra elde edilen 

sonuçların bazı uygulamaları sunulacaktır. 

Uzayda bulunan bir A  noktasının T  merkezli r  yarıçaplı bir e  küresine göre evritimi 

2TA TA r   Ģartını sağlayan A  noktasıdır. 

AĢağıda düzlemde verilen teoremlerin (Teorem 2.1 ve 2.2) ve uygulamaların uzaydaki 

versiyonu verilmiĢtir.  

 

Teorem 2.5: Evritim merkezinden geçen düzlemin evritimi kendisidir. 

 

Ġspat: Teorem 2.1 de göstermiĢ olduğumuz gibi düzlem üzerinde evritim merkezinden 

geçen doğrular çizelim bu doğruların tümü düzlemi kaplar ve buda düzlemin evritiminin 

kendisi olduğunu gösterir. Evritim bütün doğrularda doğruluğu kanıtlanmıĢ teoremlere 

sahip olduğundan doğrulardan oluĢan düzlemde de aynı teoremler geçerlidir. 
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Teorem 2.6:  Evritim merkezinden farklı A  ve B  gibi iki noktanın r  yarıçaplı kürenin 

T merkezine göre evritimi A  ve B  olsun. Bu durumda TAB TA B
 

   ve  

2.

.

r AB
A B

TA TB
    bağıntıları sağlanır. 

 

Ġspat: T , A  ve B  noktalarını aynı düzlemde alalım. T  den geçen herhangi bir 

düzlemin e  küresi ile kesiĢimi r yarıçaplı çemberdir. Evritimin tanımından yazılan  

2r
TA

TA
   ve 

2r
TB

TB
   eĢitlikleri kullanarak 

TA TB

TB TA





 bulunur. Buda 

TAB TA B
 

   demektir. Bu benzerliği kullanarak 2

TA TB A B

rTB TA

TB

  
 


 yazılır. Buradan 

2.

.

r AB
A B

TA TB
    elde edilir. 

 

Teorem 2.7: Evritim merkezinden geçen bir kürenin evritimi, evritim merkezinden 

geçmeyen bir düzlemdir. Evritim merkezinden geçmeyen bir düzlemin evritimi, evritim 

merkezinden geçen bir küredir. 

 

Ġspat: T  merkezli 1TT  yarıçaplı tüm çemberlerin birleĢimi küre belirtir. Çemberlerden 

birine C  ve bu çemberden geçen düzleme m  diyelim. C  çemberinin T  ye göre 

evritimi l  doğrusu  olsun. Bu durumda TR l  olur ( R , 1T  in evirtimidir). l  doğrusunu 

ve C  çemberini TR  etrafında 180  döndürelim. Sonuçta p  düzlemine dik bir düzlem 

oluĢur. C  çemberi küreye, l  doğrusu da  m  düzlemine dik bir düzleme dönüĢür. e  

küresinin üzerindeki tüm noktaların T  noktasına göre evritimi  p  düzlemine dik bir 

düzlem üzerindedir. p  düzlemine dik bir düzlem üzerinde olan noktaların evritimi e  

küresinin üzerindedir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Uygulama 2.2: 3 boyutlu uzayda iki çember göz önüne alalım. Eğer bu çemberlerin 

ikisi de bir P noktasından geçiyor ve bu çemberlerin P  noktasından geçen teğetleri 

ortaksa, bu çemberlere “ikili” adı verilir. Üçü birden bir düzlemde bulunmayan üç 

çember, üç farklı noktada ikiĢerli “ikili” çemberlerdir. Bu çemberlerden geçen bir küre 

bulunduğunu ispatlayalım. 

 

Ġspat: Çemberlerin kesiĢim noktalarından olan bir K noktasına göre evirtim alalım. 

Dolayısıyla iki doğru ve bu doğrulara teğet olan bir çemberin olduğu yeni bir Ģekil elde 

edilir. Fakat her çember, o çembere teğet olan doğrular ile düzlemsel olduğundan, K 

noktası, bu iki doğru ve çember düzlemseldir. Buda Teorem 2.7 den, evirtim alınmamıĢ 

Ģekildeki çemberlerin aynı küre üzerinde olması anlamına gelir. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Öncelikle evritim merkezinden geçmeyen bir çember evritim çemberine yansıtılıp 

incelenmiĢtir. T  noktası ile C  çemberi arasındaki uzunluk d   yi veren 
2

2 2

k r
r

d r


 


 

bağıntısı bulunmuĢtur. Ġkinci olarak çemberin içerisinde oluĢan çembere evritim 

merkezinden çizilen teğet doğrusunun uzunluğunu veren bir eĢitlik bulunmuĢtur. 

Evritimle ilgili  elde edilen bu bulguların bazı uygulamalarını gösteren iki soru üretilip 

çözülmüĢtür. 

 

Teorem 3.1: Bir C  çemberinin yarıçapı r  ve C  çemberinin evritimi olan C  

çemberinin yarıçapı 'r  ve evritim merkezi olan T  noktası ile C  çemberi arasındaki 

uzunluk d  olsun. Bu durumda r  ile r  arasında 
2k r

r
TP TQ

    veya 
2

2 2

k r
r

d r


 


 

bağıntısı vardır (Bozan ve Deniz 2019). 

 

Ġspat: Düzlemde bir C  çemberinin yarıçapı r  ve  evritimi olan C  çemberinin yarıçapı 

da r  olsun. 

 

ġekil 13: Bir C  çemberinin evritimi C  çemberi 
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C  çemberinin yarıçapı 
2

TP TQ
r

 
   (bkz. ġekil 13) olarak bulunur. Evritim 

tanımından 
2TQ TQ k   ve 

2TP TP k   olduğu görülür. Buradan 
2k

TP
TP

   ve 

2k
TQ

TQ



 elde edilir. Bu ifadeler 

2

TP TQ
r

 
   eĢitliğinde yerine konulursa, 

2 21 1

2 2

TQ TPk k
r

TP TQ TP TQ

   
         

   
 ifadesi elde edilir. C  çemberinin yarıçapı olan r  

nin 
2

TP TQ
r


  olduğu ġekil 13’den görülür. 

2

2

TQ TPk
r

TP TQ

 
    

 
 eĢitliğinde 

2TQ TP r   yazılırsa

 

2k r
r

TP TQ


   elde edildiği görülür. ġekil 13 incelendiğinde 

TP  nin ( )d r  ve TQ  nun ise  ( )d r  olduğu açıkça görülür. Bu ifadeler  

2k r
r

TP TQ


    eĢitliğinde yerine yazılırsa 

  

2k r
r

d r d r


 

 
 ifadesi elde edilir. Burada  

d  veya r  değerlerinin arasındaki büyüklük  durumu değiĢeceğinden  ancak yarıçap r  

negatif olamayacağından payda mutlak değer içinde yazılır. Buradan  
2

2 2

k r
r

d r


 


 

olduğu açıkça görülür. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

Yukarıdaki teoremde, evritim çemberinin merkezinden geçmeyen bir çemberin evritim 

çemberine göre yansıtılması durumu incelenmiĢtir. Sonuç olarak evritim merkezinden 

geçmeyen bir çember oluĢtuğu görülür.  
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ġekil 14: T  noktası ile R  noktaları arasındaki uzaklık V  

ġekil 14  de, E  ile evritim çemberinin yarıçapı k   merkezi T  dir. T  noktasından geçip 

R  noktasında r  yarıçaplı C  çemberine teğet olan teğet doğrusunun uzunluğu V  

olsun.  r yarıçaplı C çemberinin evritimi C  çemberidir. P  noktasının evritimi P  veQ  

noktasının evritimi Q   noktasıdır. ġimdi ġekil 14 deki bilgileri kullanarak aĢağıdaki 

teoremi verelim. 

 

Teorem 3.2:  ġekil 14 de verilen ,V  evritim merkezi T  den geçip C  nin evritimi olan 

C  çemberine teğet olan doğrunun uzunluğu ise  

2
2 r k

V
r


   bağıntısı doğrudur (Bozan 

ve Deniz 2019). 

 

Ġspat: ġekil 14 ü inceleyip basit bir çemberdeki çemberde kuvvet teoremi kullanılarak 

ispat yapılır. Buna göre 
2V TP TQ   eĢitliği elde edilir. C  çemberinin yarıçapı 

2

TQ TP
r


  bağıntısından bulunur. Evritim tanımından 

2TQ TQ k   ve 

2TP TP k 
 
dır. Buradan 

2k
TP

TP



 ve 

2k
TQ

TQ



 eĢitlikleri elde edilir. Bulunan bu 
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eĢitlikler 
2

TQ TP
r


  ifadesinde yerine yazıldığında 

22 .
TP TQ

r k
TP TQ

 


 
 eĢitliği 

bulunur. Böylece C  çemberinin yarıçapı 
2

TP TQ
r

 
   olarak elde edilir. 

2TP TQ r   
 

eĢitliği ile  
2TP TQ V   ifadesi 

22
TP TQ

r k
TP TQ

 


 
 denkleminde 

yerine yazıldığında   

2
2 r k

V
r


   eĢitliği bulunur. Bununla ispat tamamdır. 

 

Evritimle ilgili yukarıda elde edilen bulguların bazı uygulamaları aĢağıda verilmiĢtir. 

 

ġekil 15:  1r  yarıçaplı çembere ve l  doğrusuna teğet olan n  tane çember 

Uygulama 3.1: Hem 1r  yarıçaplı çembere hem de l  doğrusuna teğet olan n  tane 

çemberden oluĢan ġekil 15 deki çemberler için 1 2

2

2 1(( 2) )
n

r r
r

n r r




 
 dir (Bozan ve 

Deniz 2019). 
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Ġspat: 

 

      

ġekil 16: Çemberin l  doğrusuna teğet noktaları arasındaki uzunluk 

 

ġekil 17:  T  noktası  ile 2r  yarıçaplı çemberin merkezi arasındaki uzaklık 

T  noktası evritim çemberinin merkezidir. l  doğrusu evritim merkezinden geçtiği 

görülür. Pisagor teoreminden 2 2 2

2 1 2(2 )d r r r    bağıntısı bulunur. A  çemberi T

noktasından geçtiğinden dolayı A  doğrusuna dönüĢür. l  doğrusu T  den geçtiğinden 

evritim merkezinden geçen doğrunun evritiminin kendisi olduğu görülür. Hem A  

çemberine hem de l  doğrusuna teğet n  tane çemberin evritimi T  noktasından 

geçmediğinden A  ve l  doğruları arasında eĢit yarıçaplı çemberler olduğu görülür. (Bkz 

ġekil 17). Teorem 3.1 deki 
2 2 2 2 4 2( )r d r k r    eĢitliğinde 1k   alınıp ġekil 17 de 
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uyguladığında 2 2 2 2 2

2 2 2( )r d r r    eĢitliği bulunur. Bu eĢitlikte 2d  yerine 

2 2

2 1 2(2 )r r r    yazılırsa 2

1

1

4
r r

r
     olduğu görülür  

 

ġekil 18: T  noktası ile N  noktası arası uzaklık nV  

ġekil 18 de evritim tanımı uygulanarak 1nBS TT   den 
1

1

2 n

BS
rr

  bulunur. ġekil 

18 de yarıçapları r  olan evritim çemberlerinin A  doğrusuna teğet olan ilk r  yarıçaplı 

çemberin A  doğrusu üzerindeki teğet noktası ile son r  yarıçaplı çemberin A  

doğrusuna teğet olduğu nokta arasındaki uzaklık  2 1n r  olarak bulunur.   ġekil 18 

de evritim nV
 
gösterimi  evritim merkezinden geçip n .  çembere teğet olan doğrunun T  

noktası ile N  noktası arasındaki uzunluk olarak verilsin. Daha sonra Teorem 3.2   den 

elde edilmiĢ olan 
2

2 r k
V

r


  eĢitliğinde özel olarak 1k   alınırsa ve 

2

n

n

r
V

r


  eĢitliği 

elde edilir. Her iki tarafın kare kökü alınarak 
n

n

r
V

r


  eĢitliği bulunur. ġekil 18 den de 

görüldüğü üzere 
1

1
2( 1)

2
n

n

V n r
r r

    eĢitliği elde edilir. Buradan 

1

1
2( 1)

2n n

r
n r

r r r


    bağıntısı düzenlenerek 1 2

2

2 1(( 2) )
n

r r
r

n r r


 
 eĢitliği  

bulunur. Böylece n . çemberin yarıçapı bulunur. Bununla teoremin ispatı tamamlanmıĢ 

olur. 
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Uygulama 3.2: Yarı çapı r olan bir A  çemberi ve içine yarıçapları 
1

2

r
r   olan P  ve G  

çemberleri alınır, 2r  yarıçaplı çember ile baĢlayan ve nr  yarıçaplı çembere kadar giden 

n  tane çemberden oluĢan bir çember zinciri çizilirse, (Bkz Ģekil 19) Bu düzende nr  

değerini en büyük çemberin yarıçapı olan r  ye bağlı olarak bulunur (Bozan ve Deniz 

2019). 

Bu soru ulaĢılan bulgular kullanılarak ĢaĢırtıcı derecede kolay bir Ģekilde çözülmüĢtür. 

  

ġekil 19: A  çemberinin yarıçapı ,r P  ve G  çemberlerinin yarıçapı 
1

2

r
r   

 ġekil 19 da A  çemberinin içindeki çember zinciri yarıçapı 2r  olan çemberle baĢlayıp 

yarıçapı nr  olan çembere kadar giden n  tane çemberden oluĢur. 

Ġspat:  Öncelikle 2r  değerini r  değerine bağlı olarak  ġekil 20 den yararlanarak elde 

edilmiĢtir. 
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ġekil 20: Dik üçgenin dik kenarlarının uzunluğu 22h r r   ve 12r r      

Öncelikle 22r r h 
 
olduğunu ġekil 20 den görülür. ġekil 20 deki mavi dik üçgende 

pisagor teoreminden    
2 22

1 2 1 2r r r r h     eĢitliğini yazılır. 22r r h   ve 

   
2 22

1 2 1 2r r r r h      eĢitliklerinden 
2

3

r
r   bulunur. 

2
3

r
r   eĢitliğini bulduktan 

sonra evritimle elde edilen bulguları örnek soruda oluĢturulan düzene uygulanmıĢtır. 

 

 

                                                              

ġekil 21: A  ve P  çemberinin evritimleri sırasıyla A  ve P  doğrusu  

T  noktası evritim çemberinin merkezi olmak üzere evritim çemberi merkezinden geçen 

bir çemberi çemberin evritim merkezinden geçen ve çapına dik doğruya dönüĢtürür. A  

doğrusu ve P  doğrularının paralel doğrular olduğu açıktır. 
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Evritim çemberi merkezinden geçen bir çemberi çemberin evritim merkezinden geçen 

çapına dik doğruya dönüĢtürür. Buna göre A  çemberi A  doğrusuna ve P  çemberi P  

doğrusuna dönüĢür (Bkz.ġekil 21). Evritim uygulanırken kolaylık için 1k  alınmıĢtır 

(Bkz. k  ya ait çıkarım). Evritim tanımından 1TO TO 
 
dir. TO r

 
olduğundan 

(Bkz.Ģekil 21) 
1

TO
r

   olarak bulunur. Benzer Ģekilde yine evritim tanımından 

1TB TB   ve 2TB r
 
olduğundan 

1

2
TB

r
   olarak yazılır. Böylece P  doğrusunun 

T  noktasından 
1

r
 birim uzaklıkta ve A  doğrusunun T  noktasından 

1

2r
 birim 

uzaklıktan geçtiği bulunur. Sonra G  çemberinin evritimi incelendiğinde, G  çemberi T  

noktasından geçmediğinden evritimi yine bir çemberdir. Dolayısıyla G  çemberi O  

noktasında P  çemberine ve B  noktasında A  çemberine teğet olduğundan 1r  yarıçaplı 

G  çemberinin evritimi olan 1r  yarıçaplı çember, A  doğrusuna ve P  doğrusuna teğet 

olduğu görülür. Yani G  çemberinin evritimi olan 1r  yarıçaplı çember A  doğrusu ve 

P  doğrusu arasında olduğu görülür (bkz. ġekil 22).  

 

 

ġekil 22: Çemberlerin evritimleri olan iki doğru arasına sıkıĢan çemberler 

1r  yarı çaplı G  çemberi B  noktasında A  çemberine ve O noktasında P  çemberine 

teğettir. G  çemberinin evritimi olan 1r  yarıçaplı çember A  ve P  doğrusuna teğet ve 
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bu doğrular arasındadır. Ayrıca 2r  yarıçaplı çemberde 1r  yarıçaplı ,G  A  ve P  

çemberine teğettir. 

Buradan 1r  yarıçaplı çemberin evritimi olan 1r  yarıçaplı çember 
2r
yarıçaplı çembere ve

A  doğrusu ve P  doğrusuna teğet ve A  ve P  doğruları arasındadır. A  çemberinin 

içindeki yarıçapı 1r olan çemberle baĢlayıp yarıçapı nr   olan çembere kadar giden n  tane 

çemberden oluĢan çember zincirinin her bir çemberi A  çemberine ve P  çemberine 

teğettir. O halde zincirdeki her bir çemberin evritimi A  doğrusu ve P  doğrusuna teğet 

ve A  ve P  doğruları arasındadır. A  doğrusu ve P  doğruları paralel olduğundan 

aralarındaki tüm çemberlerin yarıçapları eĢittir. O halde A  çemberinin içindeki yarıçapı 

1r  olan çemberle baĢlayıp yarıçapı nr  olan çembere kadar giden n  tane çemberden 

oluĢan çember zincirinin her bir çemberinin evritimi olan çemberlerin yarıçapları 

aynıdır sonucuna ulaĢılır. Yani  

1 2 3 ... nr r r r r        
 

olur.
 

Sonra r  nü r  cinsinden ifade edelim. Bunun için önce T  den geçmeyen ve 1r  
yarıçaplı 

G  çemberi incelenir. Evritim çemberinin merkezi olan T  noktasından 1r  
yarıçaplı 

çemberin merkezine olan uzaklığa Teorem 3.1 e göre d  denilirse 13d r  elde edilir 

(Bkz. Ģekil 22). Teorem 3.1 de  
2 2 2 2 4 2( )r d r k r      eĢitliğinde özel olarak 1k   

alınırsa ve bu formül ġekil 22 de uygulandığında  
2

2 2 2

1 1 1r d r r     eĢitliği bulunur. Bu 

son eĢitlikte d  yerine 13r  yazılırsa 1

1

1

8
r r

r
  

 

elde edilir. Ayrıca 1
2

r
r   dir. Buradan 

1

4
r

r
   olarak bulunur. ġekil 23 den görüldüğü üzere yarıçapları r  olan evritim 

çemberlerinin A  doğrusuna teğet olan ilk r  yarıçaplı çemberin A  doğrusu üzerindeki 

teğet noktası ile son r  yarıçaplı çemberin A  doğrusuna teğet olduğu nokta arasındaki 

uzaklık  2 1n r  olarak bulunur.  2 1nu n r 
 
eĢitliği yazılır. 
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ġekil 23: T  noktası ile rmerkezli ilk çember arasındaki uzaklık olan nD  

Diğer taraftan Pisagor teoremiyle 2 2 2

n nV r D   ve 

2

2 21

2
n nD r u

r

 
   

 
 eĢitliği elde 

edilir. Daha sonra ġekil 23 de Teorem 3.2 deki  

2
2 r k

V
r

 
  de 1k  alınırsa  

2

n

n

r
V

r


  

eĢitliği yazılır. Sonra 
1

4
r

r
   ile  2 1nu n r   ve 

2

n

n

r
V

r


   eĢitlikleri 2 2 2

n nD V r 

bağıntısında yerine yazılırsa, 

2

2

2

1
14

4
n

n

rD
r r

 
   

    
  

 

 eĢitliği bulunur. Bu son eĢitlik 

2

2 21

2
n nD r u

r

 
   

 
 eĢitliğinde  yerine yazılırsa  

 
2

2 1
n

r
r

n


 
  formülü elde edilir. 

Böylece A  çemberinin içindeki yarıçapı 2r  olan çemberle baĢlayıp yarıçapı nr  olan 

çembere kadar giden n  tane çemberden oluĢan çember zincirinin istediğimiz herhangi 

bir çemberinin yarıçapını kolayca veren bir formül elde edilmiĢ olur. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu çalıĢmada aĢağıdaki bulgulara ulaĢılmıĢtır:  

 C  çemberinin yarıçapı r  ve C çemberinin evritimi olan 'C  çemberinin yarıçapı  

,r  evritim merkezi olan T noktası ile C  çemberi arasındaki uzunluk d olmak 

üzere, r  ile r  arasında 
2

2 2

.k r
r

d r
 


 bağıntısı vardır. 

 Evritim merkezinden geçip evrik çembere teğet olan doğrun geçtiği evritim 

merkezinden evrik çembere teğet olma noktasına kadar olan uzunluk V olmak 

üzere 

2
2 r k

V
r


   bağıntısı vardır.  

 ġekil 18 de hem 1r  yarıçaplı çembere hem de l  doğrusuna teğet olan n tane 

çemberden oluĢan Ģekilde  1 2

2

2 1(( 2) )
n

r r
r

n r r


 
 bağıntısı elde edilir. 

 Evritim merkezinden geçen iki çembere teğet olan veya evritim merkezinden 

geçen bir doğru ve bir çembere teğet olan evritim merkezinden geçmeyen 

çemberin evritimi evritim merkezinden geçen çember ve doğruların evrikleri 

olan doğrulara teğet ve bunların arasındadır. 

ÇalıĢmamız içinde çok sayıda çember bulunduran problemlerin çözümüne yeni ve kolay 

bir yol kazandırmıĢtır. AraĢtırma konumuzda ele aldığımız teoremlere, taradığımız 

kaynaklarda bulunmayan ispatlar üretilip sonuçlar bulunmuĢtur. ÇalıĢmamızda bulunan 

sonuçlar  2019 yılında Erzurumda yapılan 5. International Conference on Mathematıcs-

Engineering-Natural and Medical Sciences (M.A.S.) isimli sempozyumda sunulmuĢ ve 

sempozyum kitabında tam metin olarak basılmıĢtır. ÇalıĢmamız geniĢletilmeye 

derinleĢtirilmeye açıktır. Evritimle ilgili bulgular kullanılarak üçgenin iç teğet 

çemberine göre evritimi incelenebilinir çeĢitli teoremler daha basit kısa yoldan 

ispatlanılabilinir. Bunlar baĢka çalıĢmaların konusu olarak önerilebilir. Evritim 

dönüĢümlerinin zor gibi görünen çoklu çember soruları bu bakıĢ açısıyla basitleĢtirerek 

etkili bir yolla çözülebilir geometrik teoremlere farklı bir açıdan bakmayı sağlar. 
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