
 

 

 T.C. 

KAFKAS ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

 

 

 

LEBESGUE İNTEGRALLENEBİLİR FONKSİYONLARIN BANACH UZAYININ 

ANALOGLARINDA SABİT NOKTA TEORİSİ 

 

 

 

 

 

Ebru TOPCU 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

 

 

 

DANIŞMAN 

Dr. Öğr. Üyesi Veysel NEZİR 

 

 

 

 

 

 

 

HAZİRAN-2019 

KARS 



 

 

T.C. 

KAFKAS ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI  

 

 

 

 

LEBESGUE İNTEGRALLENEBİLİR FONKSİYONLARIN BANACH UZAYININ 

ANALOGLARINDA SABİT NOKTA TEORİSİ 

 

 

 

 

 

Ebru TOPCU 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

 

 

 

DANIŞMAN 

Dr. Öğr. Üyesi Veysel NEZİR 

 

 

 

 

 

 

HAZİRAN-2019 

KARS 

 







iv 

ÖZET 

 

(Yüksek Lisans Tezi) 

 

LEBESGUE İNTEGRALLENEBİLİR FONKSİYONLARIN BANACH UZAYININ 

ANALOGLARINDA SABİT NOKTA TEORİSİ 

 

Ebru TOPCU 

 

Kafkas Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Veysel NEZİR 

 

 

Goebel ve Kuczumow göstermiştir ki mutlak toplanabilir skaler dizilerin Banach uzayı 

1 ‟de genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan kapalı, sınırlı ve 

konveks kümelerden oluşan çok geniş bir sınıf vardır. Bu gerçekten esinlenerek, Lin 1

‟in genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayacak şekilde yeniden 

normlanabileceğini ispatlamıştır. Lin bu çalışması yansımayan Banach uzaylarının 

bazılarının genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayacak şekilde 

yeniden normlanabileceğine dair ilk örneği olmuştur. Araştırmacıların daha fazla 

örneklerin olup olamayacağı konusunda ilgisi bulunmaktadır. Maria ve Hernandes 

Lineares ise [0,1] aralığı üzerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 1[0,1]L

‟in afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisinin sağlanacak şekilde 

yeniden normlanabileceğini göstermiştir. Fakat Goebel ve Kuczumow analojisinin bu 

uzay üzerine bir incelemesi yapılmamıştır. Ayrıca, Nezir ve Sivek‟in son çalışmalarında 

1[0,1]L ‟in bir analoğu olan Lorentz fonksiyon uzayları Lw,1[0,1]„i incelenmiştir. 

Çalışmalarında Alspach‟ın 1[0,1]L ‟in zayıf sabit nokta teorisini sağlamadığını 

gösterdiği gibi Lw,1[0,1] „in de zayıf sabit nokta teorisini sağlamadığını gösterilmişdir. 
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Bu tez çalışmasında öncelikle gösterilmektedir ki 1[0,1]L  içinde genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan çok geniş bir sınıf vardır. Tez 

çalışmasının sonraki bölümünde ise Lw,1[0,1] üzerinde incelemeler yapılmaktadır ve 

gösterilmektedir ki Lw,1[0,1] içinde afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

teorisini sağlayan çok geniş bir sınıf vardır. 

 

Anahtar Kelimeler: genişlemeyen fonksiyon, yansımayan Banach uzayı, sabit nokta 

teorisi, kapalı sınırlı konveks küme, yeniden normlama, Lebesgue fonksiyon uzayları, 

Lorentz fonksiyon uzayları 
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FIXED POINT PROPERTIES FOR BANACH SPACES ANALOGOUS TO 

BANACH SPACE OF LEBESGUE INTEGRABLE FUNCTIONS 

 

Ebru TOPCU 

 

Kafkas University 
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Department of Mathematics 

 

Supervisor: Asst. Prof Dr. Veysel NEZİR 

 

 

Goebel and Kuczumow showed that there exists a very large class of closed, bounded, 

convex subsets in Banach space of absolutely summable scalar sequences, 1  with fixed 

point property for nonexpansive mappings. Inspired by their facts, later, Lin proved that 

1 can be renormed to have the fixed point property for nonexpansive mappings. His 

example was the first example of a nonreflexive Banach space which can be renormed 

to have the fixed point property. Researchers wonder whether or not there exist more 

examples. Maria and Hernandes Lineares showed that Banach space of Lebesgue 

integrable functions on [0,1], 1[0,1]L   can be renormed to have fixed point property for 

affine nonexpansive mappings. However, there was no investigation for Goebel and 

Kuczumow‟s analogy of this space. Furthermore, recently, by Nezir and Sivek, Lorentz 

function spaces Lw,1[0,1] which is an analogue of 1[0,1]L  have been investigated. In 

their study, fixed point theory oriented results have been obtained. It is showed by them 

that these spaces also fail the weak fixed point property as Alspach proved 1[0,1]L  fails 

the weak fixed point property. In this thesis study, firstly, it is shown that there exists a 

very large class of closed, bounded, convex subsets in 1[0,1]L  with fixed point property 
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for nonexpansive mappings. Next, Lorentz function spaces Lw,1[0,1]  are studied and it 

is shown that there exists a large class of closed, bounded and convex subsets of  

Lw,1[0,1] with fixed point property for affine nonexpansive mappings.  

 

 

Key Words: nonexpansive mapping, non-reflexive Banach space, fixed point property, 

closed bounded convex subset, renorming, Lebesgue function spaces, Lorentz function 

spaces 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1 Giriş 

Eğer bir Banach uzayının herhangi kapalı, sınırlı, konveks altkümesi üzerinde tanımlı 

her genişlemeyen fonksiyonun bir sabit noktası oluyor ise o Banach uzayına 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar denir. Burada genişlemeyen 

fonksiyon demek noktalar arası uzaklıklar, görüntüler arası uzaklığı aşamaz demektir. 

Ayrıca bir Banach uzayının zayıf kompakt ve konveks alt kümesi üzerinde tanımlı her 

genişlemeyen fonksiyonunun bir sabit noktası oluyor ise o Banach uzayına 

genişlemeyen fonksiyonlar için zayıf sabit nokta teorisini sağlar denir.  

 

Çoğu yansımayan klasik Banach uzayının; mesela mutlak toplanabilir dizilerin Banach 

uzayı   ‟in, sıfıra yakınsak dizilerin Banach uzayı   ‟ın veya  0,1  aralığı üzerinde 

tanımlı Lebesgue integrallenebilir fonksiyonların Banach uzayı 1[0,1]L ‟in genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlamadığı bilinmektedir. Aslına bakılırsa bir 

uzay genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlıyorsa zayıf sabit nokta 

teorisini de sağlar fakat bunun tersinin doğru olmadığı ilk olarak Alspach [1] tarafından 

1[0,1]L ‟in içinde bir zayıf kompakt konveks küme ve bu küme üzerinde tanımlı bir sabit 

noktasız genişlemeyen fonksiyonun varlığı gösterilerek ispatlanmıştır.  

 

Yukarıda bahsedildiği gibi zayıf sabit nokta teorisine sahip olmayan Banach uzayları 

sabit nokta teorisine de sahip olamaz. Dolayısıyla Alspach‟ın sonucu gereği 1[0,1]L ‟in 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olmadığı görülmüştür. Fakat 

zayıf sabit nokta teorisine sahip olduğu Maurey [15] tarafından gösterilen   ‟ın aynı 

şekilde   ‟in sabit nokta teorisine sahip olmaması gerçeği Alspach‟ın sonucu gereği bu 

uzayların 1[0,1]L
 
ile sabit nokta teorisi odaklı ortak özellik göstermediği öğrenilmiştir. 

 

Ayrıca Dowling, Lennard ve Turet [5,6] çalışmaları ile sırasıyla   ‟ın sonsuz boyutlu 

herhangi kapalı alt uzayının veya zayıf kompakt olmayan herhangi alt kümesinin 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olmadıkları gösterilmiştir. 
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Bunun tersine Goebel ve Kuczumow [9] tarafından    içinde genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olan zayıf* kompakt olmayan ve kapalı, 

sınırlı, konveks kümelerden oluşan çok geniş bir sınıfın varlığı gösterilmiştir. Yakın 

zamanda ise tez yazarının danışmanı Nezir‟in doktora danışmanı olan Lennard‟ın 

danışmanlığı altında hazırlanmış olan Everest [7] doktora tezinde Goebel ve Kuczumow 

[9] çalışması genelleştirilerek genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip 

   içinde genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olan zayıf* 

kompakt olmayan ve kapalı, sınırlı, konveks kümelerden oluşan çok daha geniş bir 

sınıfın varlığı gösterilmiştir. 

 

Goebel ve Kuczumow [9] çalışmasının önderliği ve verdiği ilham ile Lin [11] tarafından 

   bir eşdeğer norm ile yeniden normlanarak genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

teorisine sahip olduğu gösterilmiştir. Ayrıca  Maria ve Hernandes Lineares [13] 

tarafından ise  0,1  aralığı üzerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

1[0,1]L ‟in afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisinin sağlanacak şekilde 

yeniden normlanabileceği gösterilmiştir. Fakat Goebel ve Kuczumow analojisi 1[0,1]L  

veya 1[0,1]L -analog uzaylarda literatürde tez yazarının ortak olduğu yayınlanan [17,18] 

çalışmaları haricinde görülmemektedir. O halde    uzayı için mevcut olan Goebel ve 

Kuczumow [9] ile Lin [11] çalışmaları gibi tüm uzay üzerinde sabit nokta teorisinin 

sorgulanmasından önce kümesel bazda tez çalışmasında yer aldığı gibi bu uzaylarda 

incelemelerin yapılması araştırma konusudur.  

 

Tez çalışmasının ikinci inceleme konusu olan Lorentz uzaylarının 1[0,1]L analoğu 1950 

yılımda Lorentz [14] çalışması ile tanıtılmıştır. 1[0,1]L
 
gerçekten de 1[0,1]L  ile birçok 

ortak özelliği paylaşmaktadır. Hazırlık aşamasında olan Nezir ve Sivek‟in son 

çalışmalarında [NS] bu Banach uzay incelenmiştir. Çalışmalarında Alspach‟ın 1[0,1]L

‟in zayıf sabit nokta teorisini sağlamadığını gösterdiği gibi ,1[0,1]wL „in de zayıf sabit 

nokta teorisini sağlamadığını gösterilmişdir. Bu uzayların 1[0,1]L  ile paylaştığı ortak 

özellikleri görmenin yanı sıra farklılıklarını görmek araştırmacıların ilgi odağı olacaktır. 
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Bu tez çalışmasında öncelikle gösterilmektedir ki 
1[0,1]L  içinde genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan çok geniş bir sınıf vardır. Tez 

çalışmasının sonraki bölümünde ise 
,1[0,1]wL  üzerinde incelemeler yapılmaktadır ve 

gösterilmektedir ki 
,1[0,1]wL  içinde afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

teorisini sağlayan çok geniş bir sınıf vardır. 

 

Takip eden bölümde tez çalışması için gerekli ön bilgiler sunulmaktadır. 
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1.2 Kuramsal temeller 

 

Az önce belirtildiği gibi öncelikle tez çalışmasında yararlanılan ön bilgiler tanım, 

teorem ve lemmalar bu bölümde verilecektir.  

 

Tanım 1.1   kümesi bir (     ) Banach uzayının kapalı, sınırlı ve konveks altkümesi 

olsun. Bir       fonksiyonu ele alınsın.   

1.  Her       ve her   ,   - için  ((   )      )  (   )  ( )     ( )  ise 

 ‟ya afin fonksiyon denir [8]. 

2.  Her       için               ise  ‟ya genişlemeyen fonksiyon denir. 

Ayrıca, eğer her       genişlemeyen fonksiyonunun bir sabit nokası var ise yani en 

az bir     var öyleki  ( )    ise bu durumda  ‟ye genişlemeyen fonksiyonlar için 

sabit nokta teorisine sahiptir denir [8]. 

 

Tez çalışması süresince bir (     ) Banach uzayının     altkümesi için   „nin 

konveks kabuğu   ( ) ve   „nin kapalı konveks kabuğunu   ( ) ile gösterilecektir. 

 

Giriş bölümünde anlatıldığı gibi 1979‟da, Goebel ve Kuczumow tarafından    içinde 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olan zayıf* kompakt olmayan 

ve kapalı, sınırlı, konveks kümelerden oluşan çok geniş bir sınıfın varlığı gösterilmiştir. 

Çalışmalarında ve Goebel ile Kuczumow‟un çalışmasının genelleştirilmişi olan Everest 

[7] doktora tezinde Goebel ve Kuczumow tarafından sunulan anahtar bir lemma 

kullanılmıştır. Bu lemma aşağıdaki şekildedir. 

 

Lemma 1.2 Eğer *  + dizisi    uzayında bir   noktasına zayıf topolojide yakınsıyor ise 

o zaman her      ve  ( )        
 

‖    ‖  ile tanımlı fonksiyon için  ( )  

 ( )  ‖   ‖  dir [9]. 

 

Bu lemmanın 1[0,1]L
 
Banach uzayı için analoğu Maria Japon Pineda‟nın danışmanlığı 

altında tamamlanmış olan Hernández-Linares [12] doktora tezinde not edilmiştir. 

Hernández-Linares [12] doktora tezinde Goebel ve Kuczumow‟un lemmasının Brezis 
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and Lieb [3] çalışması ile elde edilebileceği anlatılmıştır. Tez çalışmasının ilk 

bölümünde yer alan 1[0,1]L ‟in içinde genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

teorisini sağlayan kapalı, sınırlı ve konveks kümelerden oluşan geniş sınıfın varlığının 

gösterilmesinde az önce bilgisi verilen anahtar lemma aşağıda yer almaktadır.   

 

Lemma 1.3  *  +    dizisi 1[0,1]L ‟de reel değerli ölçülebilir ve düzgün sınırlı fonksiyon 

dizisi olsun. Kabul edilsin ki    dizisi bir     ,   - noktasına hemen hemen her yerde 

noktasal olarak yakınsasın. Bu durumda her     ,   - noktasında  ( )  

      
 

‖    ‖  ile tanımlı fonksiyon için  ( )   ( )  ‖   ‖  dir. 

 

Not edilmelidir ki yukarıda belirtilen lemma hazırlık aşamasında olan Nezir ve Sivek 

[19] çalışmasında yer almaktadır. 

 

Tez çalışmasının bir diğer bölümünde yer alan araştımalar Lorentz uzayları üzerinedir 

ve bu Banach uzaylarının tanımı şu şekildedir. 

 

  ,   - analog Lorentz uzayı aşağıdaki şekilde Lorentz [14] çalışmasında 

tanımlanmıştır:  

 

Tanım 1.4    (   ) skaleri verilsin.  

    ,   -  {  ,   -                  |        ∫  

 

 

 
   ( )

    
    }   

öyle ki   ( ) fonksiyonu   ( ) ‟nin azalan düzenlemesi olsun; yani,   ( ) azalan 

sıralanmış ve   ( )  ile eş ölçülüdür [14].  

 

Tez çalışmasının bu Banach uzayı üzerindeki sonuçları için anahtar görevini alacak 

Goebel ve Kuczumow lemmasından esinlenerek kolayca elde edilebilecek  lemma 

aşağıdaki şekildedir öyle ki bu lemma tez danışmanının danışmanlığı altında 

hazırlanmış olan Delibaş [4] yüksek lisans tezinde de verilmiştir.  
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Lemma 1.5  (     ) bir Banach uzay olsun.   

1.  Eğer  ‟in Banach-Saks özelliği var ise ve     noktası sınırlı bir dizi (  ) ‟in 

zayıf limiti ise, bu durumda en az bir (   ) 
 alt dizisi vardır öyle ki bu alt dizinin 

Cesaro norm limiti   olup eğer   fonksiyonu bu alt dizi vasıtasıyla şu şekilde tanımlanır 

ise      için  ( )         ‖
 

 
∑   
        ‖, bu durumda  ( )    ve      

için  ( )  ‖   ‖ dir. 

2.   Eğer  ‟in zayıf Banach-Saks özelliği var ise ve     noktası bir (  )  dizisinin 

zayıf limiti ise, bu durumda en az bir (   ) 
 alt dizisi vardır öyle ki bu alt dizinin 

Cesaro norm limiti   olup eğer   fonksiyonu bu alt dizi vasıtasıyla şu şekilde tanımlanır 

ise      için  ( )         ‖
 

 
∑   
        ‖, bu durumda  ( )    ve      

için  ( )  ‖   ‖ dir. 

 

Bu sebeple, Lorentz  uzaylarının Banach-Saks özellikleri dolayısıyla (bkz [20, 21, 2]), 

yukarıdaki koşullar geçerlidir.  
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Tez çalışmasında kullanılan küme sınıfları Lennard ve Nezir [10] çalışmasında yer alan 

kümelerden yararlanılarak tanımlanmıştır. Lennard ve Nezir [10] çalışmasında 

gösterilmiştir ki Banach uzaylarında her asimtotik izometrik   -toplam baz dizisinin 

kapalı konvek kabuğu genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip 

olamaz, dolayısıyla eğer bir Banach uzayında bir asimtotik izometrik   -toplam baz 

dizisi bulunabilirse o Banach uzayı  genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine 

sahip olamaz. 

 

Lennard ve Nezir [10] çalışmasında yer alan   ‟da bulunan bu dizilerden birisi ve ilgili 

teorem aşağıdaki şekilde verilmiştir.  

 

Teorem 2.1  (  )    dizisi (   ) aralığında sınırlı bir dizi olsun. Her     için 

          ile   ‟da (  )    dizisi tanımlansın ve bu dizi kullanılarak   ‟da 

∑   
      kısmi toplam dizisinin kapalı konveks kabuğu olan aşağıdaki   kümesi 

tanımlansın.  

   {∑  

 

   

                             }    

 

Bu durumda bu küme afin     -genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine 

sahip olamaz.  

 

Bu kümelerin daha genel halleri ise Lenard danışmanlığında yazılmış olan Nezir [16] 

doktora tezi çalışmasında aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 

 

(  )    dizisinin terimleri (   ) olmak üzere   skalerine yakınsak bir dizi olsun,  

(  )     ise  her     için      ve    ∑   
              yakınsak olacak şekilde 

bir dizi olsun. Bu durumda her     için       (               

              ) şeklinde (  )    dizisi tanımlansın öyleki bu dizi  ve 

 için  koşulunu sağlasın. Bu durumda      

)(0,K

00N)(= cnn   .sup
1==1

jj

j

j

njn

K  
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vardır öyle ki .
  

 
/
   

 dizisi bir ai    -toplam baz dizisidir ve dolayısıyla bu dizinin 

kapalı konveks kabuğu afin     -genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine 

sahip olamaz. 

 

Tez çalışmasına ilham olan Goebel ve Kuczumow [9] çalışmasında yer alan bir teorem 

ve ispatı aşağıdaki şekilde verilebilir. 

 

Teorem 2.2   (   ) keyfi seçilsin.    uzayında bir (  )    dizisi bu sabit sayı ve 

kanonik baz yardımı ile şu şekilde kurulsun.           ve her     tam sayısı için 

       olsun. Daha sonrasında ise bu dizi yardımı ile aşağıdaki şekilde bu b sayısına 

bağlı olarak   ‟in kapalı ve sınırlı bir alt kümesi       tanımlansın;  

  {∑  

 

   

                                ∑  

 

   

     }  

 

Yukarıdaki şekilde tanımlanan   kümesi   ‟de genişlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta teorisine sahiptir. 

 

İspat.       bir ‖ ‖ -genişlemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklaşık sabit 

nokta dizisi adını alan en az bir  ( ( ))
   

   dizisi vardır öyle ki 

‖  ( )   ( )‖
  
   olup ( ( ))

   
 sınırlıdır ve dolayısıyla bir zayıf* limiti vardır.  

 

Genelliği bozmayarak gerekirse bir alt diziye geçilerek denilebilir ki, en az bir      

öyle ki  ( ) dizisi   ye zayıf   topolojide yakınsar. Bu durumda Lemma 1.2 gereğince, 

aşağıdaki şekilde tanımlanan bir      ,   ) fonksiyonu vardır:       için 

 ( )         
 

‖ ( )   ‖
 
  

ve bu fonksiyon       için  ( )   ( )  ‖   ‖   eşitliğini sağlar. 

 

Daha sonra E kümesinin zayıf* kapanışı aşağıdaki şekilde tanımlanır ve iki farklı durum 

incelenir. 
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 {∑     

 

   

          ∑   

 

   

  } 

 

Durum 1:    . 

 

Bu durumda  (  )   ( )  ‖    ‖  olup   

 (  )        
 

‖    ( )‖
 
                                                                                      

       
 

‖     ( )‖
 
       

 
‖  ( )   ( )‖

 
                    

       
 

‖   ( )‖
 
                                                                          

            ( ) dir. 

Dolayısıyla, ‖    ‖    olup      dir ve bu z nin E kümesinde T fonksiyonun bir 

sabit noktası olduğunu ifade eder. 

 

Durum 2:      . 

 

Bu durumda ise W‟nun tanımı gereğince   noktasının  

∑   
                                    ∑   

                          koşullarını 

sağlayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasıtasıyla       ∑   
      ve  

   (    )   ∑  

 

   

     

olarak tanımlansın. 

 

Bu durumda aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

‖    ‖  ‖    ‖                                                                             

 ‖(          )‖                                      

                                                                    

dir.  

 

Diğer taraftan,     keyfi bir nokta olduğunda ∑   
        formunda yazılcak şekilde 

                ve  ∑   
          koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. 
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O halde,    

       ‖    ‖   ‖∑  

 

   

     ∑  

 

   

     ‖

 

 

                           ‖(     )    (     )   (     )   (     )     ‖ 

                                             

  ∑  

 

   

        (   )∑  

 

   

                              

  |∑  

 

   

(     )|                                                                

                                                                                             

elde edilir. 

 

O halde, her     ve her       için ‖   ‖  ‖   ‖  dir. 

 

Bu durumda       
   

 ‖    ‖  olarak tanımlandığında bu minimum değer      dir. 

 

Ayrıca     için 

 (  )        
 

‖    ( )‖
 
                                                                                      

       
 

‖     ( )‖
 
       

 
‖  ( )   ( )‖

 
                    

       
 

‖   ( )‖
 
                                                                          

            ( ) dir. 

 

O halde, ‖    ‖  ‖   ‖  olup ve   noktası ‖   ‖         değerlerini 

minimumlaştıran yegane nokta olması sebebiyle bahsi geçen sabit nokta bu nokta olup 

     dir.  

 

Tüm bu sebepler dolayısıyla, arzu edildiği gibi   kümesi genişlemeyen fonksiyonlar 

için sabit nokta teorisine sahiptir. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Tez çalışmasının bu bölümü iki başlık altında sunulacaktır. İlk başlıkta  0,1

aralığı üzerinde Lebesgue integrallenebilen 1[0,1]L  içinde genişlemeyen fonksiyonlar 

için sabit nokta teorisini sağlayan çok geniş bir sınıfın var olduğu gösterilmektedir. Tez 

çalışmasının sonraki bölümünde ise 1[0,1]L  analog Lorentz uzayı 
,1[0,1]wL  üzerinde 

incelemeler yapılmaktadır ve gösterilmektedir ki 
,1[0,1]wL

 
içinde afin genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan çok geniş sınıfın var olduğu 

gösterilmektedir. Not edilmelidir ki araştırma bulguları [17] ve [18] makaleleri ile 

yayınlanmıştır. 

 

3.1 L1[0,1] içinde genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip çok 

geniş sınıf           

 

Bu bölümde [17] çalışmasında yer alan 1[0,1]L ‟de genişlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta teorisini sağlayan kapalı, sınırlı ve konveks kümelerden oluşan çok geniş 

sınıfların varlığı anlatılmaktadır. Bu sonuç için aşağıda yer alan örnek küme sınıfları ele 

alınmış ve tek bir teorem ile verilen tüm küme sınıflarının genişlemeyen fonksiyonlar 

için sabit nokta teorisini sağladığı gösterilmiştir. 

 

Örnek 3.1 1[0,1]L ‟de normalize edilmiş      için     (   ) 
  tanımı ile verilen  

(  )    dizisi ve keyfi     (   ) alınsın. Bu durumda,   ,   - „de         ve 

     için            ile tanımlı (  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise

1[0,1]L ‟de aşağıdaki şekilde tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi 

verilebilir.  

   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    
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Örnek 3.2 
1[0,1]L ‟de normalize edilmiş      için     

    

    
 tanımı ile verilen  

(  )    dizisi ve keyfi     (   ) alınsın. Bu durumda, 1[0,1]L „de         ve 

     için            ile tanımlı (  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise

1[0,1]L ‟de aşağıdaki şekilde tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi 

verilebilir. 

   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Örnek 3.3 1[0,1]L ‟de normalize edilmiş      için     
    

   
 
,  
 

 
-
 tanımı ile verilen  

(  )    dizisi (öyle ki burada   karakteristik fonksiyondur) ve keyfi     (   ) 

alınsın. Bu durumda 1[0,1]L  „de         ve      için            ile tanımlı 

(  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise 1[0,1]L ‟de aşağıdaki şekilde 

tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi verilebilir. 

   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Örnek 3.4 1[0,1]L ‟de normalize edilmiş      için     
  

 (      )
 
,  
 

 
-
 tanımı ile 

verilen  (  )    dizisi (öyle ki burada   karakteristik fonksiyondur) ve keyfi     

(   ) alınsın. Bu durumda, 1[0,1]L „de         ve      için            ile tanımlı 

(  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise 1[0,1]L ‟de aşağıdaki şekilde 

tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi verilebilir. 

   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Örnek 3.5 1[0,1]L ‟de normalize edilmiş keyfi bir (  )    dizisi ve keyfi     (   ) 

alınsın. Bu durumda,   ,   - „de         ve      için            ile tanımlı 

(  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise 1[0,1]L ‟de aşağıdaki şekilde 

tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi verilebilir. 
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   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Teorem 3.6      (   ) keyfi olmak üzere yukarıda verilen örneklerde yer alan    

kümeleri  ‖ ‖ -genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.  

 

İspat.       bir ‖ ‖ -genişlemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklaşık sabit 

nokta dizisi adını alan en az bir  ( ( ))
   

   dizisi vardır öyle ki 

‖  ( )   ( )‖
  
   olup ( ( ))

   
 dir. Genelliği bozmadan gerekirse bir alt diziye 

geçilerek denilebilir ki en az bir     ,   - vardır öyle ki  ( ) dizisi  ‟e zayıf* 

topolojide yakınsar. Bu durumda, Lemma 1.3 gereğince, aşağıdaki şekilde tanımlı bir 

    ,   -  ,   ) fonksiyonu tanımlanabilir:  

      ,   -       ( )        
 

‖ ( )   ‖
 
 

ve bu durumda  

      ,   -       ( )   ( )  ‖   ‖          

 

Daha sonra E kümesinin zayıf* kapanışı aşağıdaki şekilde tanımlanır ve iki farklı durum 

incelenir. 

    
  

 {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     } 

 

Durum 1:    . 

 

Bu durumda  (  )   ( )  ‖    ‖  olup   

 (  )        
 

‖    ( )‖
 
                                                                                      

       
 

‖     ( )‖
 
       

 
‖  ( )   ( )‖

 
                    

       
 

‖   ( )‖
 
                                                                          

            ( ) dir. 
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Dolayısıyla, ‖    ‖    olup      dir ve bu x‟in E kümesinde T fonksiyonun bir 

sabit noktası olduğunu ifade eder. 

 

Durum 2:      . 

 

Bu durumda ise W‟nun tanımı gereğince   noktasının  

∑   
                                          ∑   

                               

koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasıtasıyla       ∑   
      ve  

   (    )   ∑  

 

   

     

olarak tanımlansın. 

 

Bu durumda aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

‖   ‖  ‖    ‖          

 

Diğer taraftan,     keyfi bir nokta olduğunda ∑   
        formunda yazılacak şekilde 

                ,        ve  ∑   
          koşullarını sağlayan skalerler 

mevcuttur. 

 

O halde,    

       ‖∑  

 

   

     ∑  

 

   

    ‖

 

 ∫  
 

 

|∑  

 

   

     ∑  

 

   

    |   

 |∑  

 

   

(     )∫  
 

 

    |    |∑  

 

   

     |     

elde edilir. 

 

O halde, her     ve her       için ‖   ‖  ‖   ‖      (1)  

dir. 

 

Bu durumda       
   

 ‖    ‖  olarak tanımlandığında bu minimum değer      

dir. 
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Şimdi küme içinde 

   {              }  

tanınlansın. Gerçekten de not edilebilir ki     boştan farklı, kompakt ve konveks bir 

küme olup her     için  

  (  )        
 

‖    ( )‖
 
   

        
 

‖    ( ( ))‖
 
       

 
‖ ( )   ( ( ))‖

 
   

        
 

‖   ( )‖
 
 

   ( ) 

dir. Ayrıca,  (  )   ( )         ve  ( )   ( )        dir.  

 

Dolayısıyla, (1) eşitsizliği kullanılarak,  

                               

        

 

Bu sebeple,  ( )    ve   sürekli olduğundan, Schauder‟in sabit nokta teoremi [22] 

gereğince   bir sabit noktaya sahiptir ve bu sabit nokta ‖   ‖         değerlerini 

minimumlaştıran      noktasıdır. 

 

Tüm bu sebepler dolayısıyla, arzu edildiği gibi   kümesi genişlemeyen fonksiyonlar 

için sabit nokta teorisine sahiptir. 
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3.2 Lorentz uzayı Lw,1[0,1]  içinde afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta teorisini teorisine sahip çok geniş sınıf 

 

Bu bölümde [18] çalışmasında yer alan 1[0,1]L  analog Lorentz uzayı Lw,1[0,1]‟de afin 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan kapalı, sınırlı ve konveks 

kümelerden oluşan çok geniş sınıfların varlığı anlatılmaktadır. Bu sonuç için aşağıda 

yer alan örnek küme sınıfları ele alınmış ve tek bir teorem ile verilen tüm küme 

sınıflarının genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağladığı gösterilmiştir.  

 

Örnek 3.7 Lw,1[0,1]‟de normalize edilmiş      için     
(   )      

 
 tanımı ile 

verilen  (  )    dizisi ve keyfi     (   ) alınsın. Bu durumda,     ,   - „de     

    ve      için            ile tanımlı (  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha 

sonra ise Lw,1[0,1]‟de aşağıdaki şekilde tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt 

kümesi verilebilir.  

   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Örnek 3.8 
,1[0,1]wL ‟de normalize edilmiş      için     

        

 (    )
 tanımı ile verilen  

(  )    dizisi ve keyfi     (   ) alınsın. Bu durumda,     ,   - „de         ve 

     için            ile tanımlı (  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise 

Lw,1[0,1]‟de aşağıdaki şekilde tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi 

verilebilir. 

   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Örnek 3.9 ,1[0,1]wL ‟de normalize edilmiş      için     
        

 (    )
 
,  
 

 
-
 tanımı ile 

verilen  (  )    dizisi (öyle ki burada   karakteristik fonksiyondur) ve keyfi     

(   ) alınsın. Bu durumda, ,1[0,1]wL ‟de         ve      için            ile 

tanımlı (  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise     ,   -‟de aşağıdaki şekilde 

tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi verilebilir. 
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   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Örnek 3.10 
,1[0,1]wL ‟de normalize edilmiş      için     

      

  (      )
 
,  
 

 
-
 tanımı ile 

verilen  (  )    dizisi (öyle ki burada   karakteristik fonksiyondur) ve keyfi     

(   ) alınsın. Bu durumda, 
,1[0,1]wL ‟de         ve      için            ile 

tanımlı (  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise     ,   -‟de aşağıdaki şekilde 

tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi verilebilir. 

   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Örnek 3.11 
,1[0,1]wL ‟de normalize edilmiş keyfi bir (  )    dizisi ve keyfi     (   ) 

alınsın. Bu durumda, 
,1[0,1]wL ‟de         ve      için            ile tanımlı 

(  )    dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise     ,   -‟de aşağıdaki şekilde 

tanımlanan kapalı, sınırlı ve konveks E alt kümesi verilebilir. 

   {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     }    

 

Teorem 3.12      (   ) keyfi olmak üzere yukarıda verilen örneklerde yer alan    

kümeleri  ‖ ‖ -genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.  

 

İspat.       bir ‖ ‖ -genişlemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklaşık sabit 

nokta dizisi adını alan en az bir  ( ( ))
   

   dizisi vardır öyle ki 

‖  ( )   ( )‖
    
   olup ( ( ))

   
 dir. Genelliği bozmadan gerekirse bir alt diziye 

geçilerek denilebilir ki en az bir       ,   - vardır öyle ki  ( ) dizisi  ‟e zayıf* 

topolojide yakınsar. Bu durumda, Lemma 1.5 gereğince, aşağıdaki şekilde tanımlı bir 

      ,   -   ,   ) fonksiyonu tanımlanabilir:  

        ,   -        ( )   ( )        
 

‖
 

 
∑   
    

( )   ‖
   

 

ve bu durumda  
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      ,   -       ( )   ( )                   

 

Daha sonra E kümesinin zayıf* kapanışı aşağıdaki şekilde tanımlanır ve iki farklı durum 

incelenir. 

    
  

 {∑  

 

   

                             ∑  

 

   

     } 

 

Durum 1:    . 

 

Bu durumda  (  )  ‖    ‖    olup   

 (  )        
 

‖   
 

 
∑  

 

   

 ( )‖

   

   

       
 

‖    .
 

 
∑   
    

( )/‖
   
       

 
‖
 

 
∑   
    

( )   .
 

 
∑   
    

( )/‖
   

 

dir. 

 

Buradan   afin ve genişlemeyen olduğundan, 

 (  )        
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

 ( ))‖

   

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

 ( )  
 

 
∑  

 

   

  ( )‖

   

 

        
 

‖  
 

 
∑  

 

   

 ( )‖

   

                                                                                 

    ( )                                                                                                                                

dir. 

 

Dolayısıyla, ‖    ‖      olup      dir ve bu x‟in E kümesinde T fonksiyonun 

bir sabit noktası olduğunu ifade eder. 
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Durum 2:      . 

 

Bu durumda ise W‟nun tanımı gereğince   noktasının  

∑   
                                          ∑   

                               

koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasıtasıyla       ∑   
      ve  

   (    )   ∑  

 

   

     

olarak tanımlansın. 

 

Bu durumda aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

 

‖   ‖    ‖    ‖            

 

Diğer taraftan,     keyfi bir nokta olduğunda ∑   
        formunda yazılcak şekilde 

                ,        ve  ∑   
          koşullarını sağlayan skalerler 

mevcuttur. 

 

O halde,    

         ‖∑  

 

   

     ∑  

 

   

    ‖

   

 ∫  
 

 

|∑  

 

   

     ∑  

 

   

    |   

 |∑  

 

   

(     )∫  
 

 

    |      |∑  

 

   

     |     

elde edilir. 

 

O halde, her     ve her       için ‖   ‖    ‖   ‖        (1)  

dir. 

 

Bu durumda       
   

  ‖   ‖    olarak tanımlandığında bu minimum değer      

dir. 

 

Şimdi küme içinde 
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   {               } 

tanınlansın. Gerçekten de not edilebilir ki     boştan farklı, kompakt ve konveks bir 

küme olup her     için  

 (  )        
 

‖   
 

 
∑  

 

   

 ( )‖

   

   

       
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

 ( ))‖

   

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

 ( )   (
 

 
∑  

 

   

 ( ))‖

   

 

dir.  

 

Buradan   afin ve genişlemeyen olduğundan, 

 (  )        
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

 ( ))‖

   

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

 ( )  
 

 
∑  

 

   

  ( )‖

   

  

       
 

‖  
 

 
∑  

 

   

 ( )‖

   

                                                                               

  ( )                                                                                                                          

dir. 

 

Ayrıca,  (  )            ve  ( )           dir.  

 

Dolayısıyla, (1) eşitsizliği kullanılarak,  

                                       

        

 

Bu sebeple,  ( )    ve   sürekli olduğundan, Schauder‟in sabit nokta teoremi [22] 

gereğince   bir sabit noktaya sahiptir ve bu sabit nokta ‖   ‖         değerlerini 

minimumlaştıran      noktasıdır. 

 

Tüm bu sebepler dolayısıyla, arzu edildiği gibi   kümesi afin genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahiptir. 
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4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

Bu tez çalışmasında 
1[0,1]L  içinde genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini 

sağlayan kapalı, sınırlı ve konveks kümelerden oluşan çok geniş bir sınıfın olduğu 

gösterilmiştir. Tez çalışmasının sonraki bölümünde ise 
1[0,1]L  analog Lorentz 

fonksiyon uzayı 
,1[0,1]wL

 
üzerinde incelemeler yapılmaktadır ve gösterilmektedir ki 

,1[0,1]wL  içinde afin genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan 

kapalı, sınırlı ve konveks kümelerden oluşan çok geniş bir sınıfın olduğu gösterilmiştir. 

Daha geniş sınıfların varlığını sorgulamak ve tez çalışmasında elde edilen sonuçları 

genelleştirmek araştırma konusudur. 
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