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OZET

(Yiksek Lisans Tezi)

LEBESGUE INTEGRALLENEBILIR FONKSIYONLARIN BANACH UZAYININ
ANALOGLARINDA SABIT NOKTA TEORISI

Ebru TOPCU
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Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

Damgman: Dr. Ogr. Uyesi Veysel NEZIR

Goebel ve Kuczumow gostermistir ki mutlak toplanabilir skaler dizilerin Banach uzay1
(*’de genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan kapali, smirli ve
konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir smif vardir. Bu gercekten esinlenerek, Lin ("
’in genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayacak sekilde yeniden
normlanabilecegini ispatlamistir. Lin bu g¢aligmasi yansimayan Banach uzaylarinin
bazilarmin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayacak sekilde
yeniden normlanabilecegine dair ilk Ornegi olmustur. Arastirmacilarin daha fazla
orneklerin olup olamayacagi konusunda ilgisi bulunmaktadir. Maria ve Hernandes
Lineares ise [0,1] aralig1 izerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzay: L [0,1]
in afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisinin saglanacak sekilde
yeniden normlanabilecegini gostermistir. Fakat Goebel ve Kuczumow analojisinin bu
uzay iizerine bir incelemesi yapilmamistir. Ayrica, Nezir ve Sivek’in son ¢alismalarinda

L,[0,1]’in bir analogu olan Lorentz fonksiyon uzaylari L,1[0,1]‘i incelenmistir.
Caligmalarinda  Alspach’in L [0,1]’in zayif sabit nokta teorisini saglamadigini

gosterdigi gibi Ly 1[0,1] ‘in de zayif sabit nokta teorisini saglamadigini gosterilmisdir.



Bu tez calismasinda oncelikle gosterilmektedir ki L [0,1] iginde genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan cok genis bir sif vardir. Tez
calismasinin sonraki boliimiinde ise Ly 1[0,1] tizerinde incelemeler yapilmaktadir ve
gosterilmektedir ki Ly 1[0,1] i¢inde afin genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta

teorisini saglayan ¢ok genis bir sinif vardir.
Anahtar Kelimeler: genislemeyen fonksiyon, yansimayan Banach uzayi, sabit nokta

teorisi, kapali sinirli konveks kiime, yeniden normlama, Lebesgue fonksiyon uzaylari,

Lorentz fonksiyon uzaylar1
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Goebel and Kuczumow showed that there exists a very large class of closed, bounded,
convex subsets in Banach space of absolutely summable scalar sequences, (* with fixed
point property for nonexpansive mappings. Inspired by their facts, later, Lin proved that
(*can be renormed to have the fixed point property for nonexpansive mappings. His
example was the first example of a nonreflexive Banach space which can be renormed
to have the fixed point property. Researchers wonder whether or not there exist more
examples. Maria and Hernandes Lineares showed that Banach space of Lebesgue
integrable functions on [0,1], L,[0,1] can be renormed to have fixed point property for
affine nonexpansive mappings. However, there was no investigation for Goebel and
Kuczumow’s analogy of this space. Furthermore, recently, by Nezir and Sivek, Lorentz
function spaces Ly,1[0,1] which is an analogue of L [0,1] have been investigated. In
their study, fixed point theory oriented results have been obtained. It is showed by them
that these spaces also fail the weak fixed point property as Alspach proved L [0,1] fails
the weak fixed point property. In this thesis study, firstly, it is shown that there exists a

very large class of closed, bounded, convex subsets in L [0,1] with fixed point property
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for nonexpansive mappings. Next, Lorentz function spaces Ly 1[0,1] are studied and it
is shown that there exists a large class of closed, bounded and convex subsets of

Lw1[0,1] with fixed point property for affine nonexpansive mappings.

Key Words: nonexpansive mapping, non-reflexive Banach space, fixed point property,
closed bounded convex subset, renorming, Lebesgue function spaces, Lorentz function

spaces
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZINi

fl

Co
co(E)
co(E)
L,[0,1]

Lw1[0,1]

— W

: Mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzay1
. Sifira yakinsak dizilerin Banach uzay1
. E ‘nin konveks kabugu

. E ‘nin kapal1 konveks kabugu

[0,1] aralig1 iizerinde Lebesgue integrallenebilen

fonksiyonlarin Banach uzay1

. L41[0,1] analog Lorentz fonksiyon uzayi

. E kiimesinin zay1f* kapanisi

. . terimi 1, digerleri 0 olan £ ve ¢, m kanonik bazi



1. GENEL BiLGILER

11 Giris

Eger bir Banach uzayimin herhangi kapali, sinirli, konveks altkiimesi iizerinde tanimli
her genislemeyen fonksiyonun bir sabit noktasi oluyor ise o Banach uzaymna
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar denir. Burada genislemeyen
fonksiyon demek noktalar arasi1 uzakliklar, goriintiiler aras1 uzakligi asamaz demektir.
Ayrica bir Banach uzayimin zayif kompakt ve konveks alt kiimesi iizerinde tanimli her
genislemeyen fonksiyonunun bir sabit noktast oluyor ise o Banach uzayna

genislemeyen fonksiyonlar i¢in zayif sabit nokta teorisini saglar denir.

Cogu yansimayan klasik Banach uzayinin; mesela mutlak toplanabilir dizilerin Banach

uzay1 £1’in, sifira yakimnsak dizilerin Banach uzay1 c,’m veya [0,1] aralig1 tizerinde

taniml1 Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin Banach uzayr L [0,1] in genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglamadigi bilinmektedir. Aslina bakilirsa bir
uzay genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini sagliyorsa zayif sabit nokta

teorisini de saglar fakat bunun tersinin dogru olmadig ilk olarak Alspach [1] tarafindan

L,[0,1] ’in i¢inde bir zayif kompakt konveks kiime ve bu kiime ilizerinde tanimli bir sabit

noktasiz genislemeyen fonksiyonun varligi gosterilerek ispatlanmistir.

Yukarida bahsedildigi gibi zayif sabit nokta teorisine sahip olmayan Banach uzaylar
sabit nokta teorisine de sahip olamaz. Dolayisiyla Alspach’m sonucu geregi L,[0,1]’in
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmadig goriilmiistiir. Fakat
zayif sabit nokta teorisine sahip oldugu Maurey [15] tarafindan gosterilen c,’in ayni

sekilde #1’in sabit nokta teorisine sahip olmamasi gergegi Alspach’m sonucu geregi bu

.....

Ayrica Dowling, Lennard ve Turet [5,6] caligmalari ile sirasiyla cy’in sonsuz boyutlu
herhangi kapali alt uzayinin veya zayif kompakt olmayan herhangi alt kiimesinin

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmadiklar1 gésterilmistir.



Bunun tersine Goebel ve Kuczumow [9] tarafindan ¢! iginde genislemeyen
fonksiyonlar igin sabit nokta teorisine sahip olan zayif* kompakt olmayan ve kapali,
sinirli, konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir smifin varligir gosterilmistir. Yakin
zamanda ise tez yazarinin danigmani Nezir’in doktora danismani olan Lennard’in
danismanligi altinda hazirlanmis olan Everest [7] doktora tezinde Goebel ve Kuczumow
[9] calismasi genellestirilerek genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisine sahip
£1 iginde genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teoOrisine sahip olan zayif*
kompakt olmayan ve kapali, siirli, konveks kiimelerden olusan ¢ok daha genis bir

siifin varlig1 gosterilmistir.

Goebel ve Kuczumow [9] ¢alismasinin dnderligi ve verdigi ilham ile Lin [11] tarafindan
£1 bir esdeger norm ile yeniden normlanarak genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisine sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica Maria ve Hernandes Lineares [13]
tarafindan ise [0,1] araligr lizerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayi
L,[0,1] ’in afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisinin saglanacak sekilde
yeniden normlanabilecegi gosterilmistir. Fakat Goebel ve Kuczumow analojisi L,[0,1]
veya L [0,1] -analog uzaylarda literatiirde tez yazarinin ortak oldugu yaymlanan [17,18]

calismalar1 haricinde goriilmemektedir. O halde ¢! uzay: i¢in mevcut olan Goebel ve
Kuczumow [9] ile Lin [11] calismalar1 gibi tiim uzay iizerinde sabit nokta teorisinin
sorgulanmasindan once kiimesel bazda tez ¢aligmasinda yer aldigi gibi bu uzaylarda

incelemelerin yapilmasi arastirma konusudur.

Tez calismasinin ikinci inceleme konusu olan Lorentz uzaylarinin L [0,1] analogu 1950
yilimda Lorentz [14] ¢aligmast ile tanitilmistir. L [0,1] gergekten de L [0,1] ile birgok

ortak Ozelligi paylagmaktadir. Hazirlik asamasinda olan Nezir ve Sivek’in son

calismalarinda [NS] bu Banach uzay incelenmistir. Caligmalarinda Alspach’mn L [0,1]
’in zayif sabit nokta teorisini saglamadigim gosterdigi gibi L,,[0,1] ‘in de zayif sabit
nokta teorisini saglamadigin1 gosterilmisdir. Bu uzaylarin L [0,1] ile paylastig1 ortak

ozellikleri gdrmenin yani sira farkliliklarint gérmek arastirmacilarin ilgi odag: olacaktir.



Bu tez calismasinda oOncelikle gosterilmektedir ki L [0,1] icinde genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan c¢ok genis bir smif vardir. Tez

calismasinin sonraki bolimiinde ise L,,,[0,1] tzerinde incelemeler yapilmaktadir ve
gosterilmektedir ki L,;[0,1] icinde afin genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta

teorisini saglayan ¢ok genis bir sinif vardir.

Takip eden boliimde tez caligmasi i¢in gerekli 6n bilgiler sunulmaktadir.



1.2 Kuramsal temeller

Az once belirtildigi gibi Oncelikle tez ¢aligmasinda yararlanilan on bilgiler tanim,

teorem ve lemmalar bu boliimde verilecektir.

Tanim 1.1 E kiimesi bir (X, [I-l]) Banach uzaymnin kapali, sinirli ve konveks altkiimesi
olsun. Bir U: E — E fonksiyonu ele alinsin.

1. Herx,y e Eveher A€ [01]icinU((1—=A)x+1y)=1-AD)UX)+AU(y) ise
U’ya afin fonksiyon denir [8].

2. Herx,y € Eigin || Ux — Uy |I<Il x — y |l ise U’ya genislemeyen fonksiyon denir.
Ayrica, eger her U: E — E genislemeyen fonksiyonunun bir sabit nokas1 var ise yani en
az bir w € E var 6yleki U(w) = w ise bu durumda E’ye genislemeyen fonksiyonlar i¢in

sabit nokta teorisine sahiptir denir [8].

Tez g¢alismasi siiresince bir (X, |I-ll) Banach uzayinin E € X altkiimesi i¢in E ‘nin

konveks kabugu co(E) ve E ‘nin kapali konveks kabugunu co(E) ile gosterilecektir.

Giris boliimiinde anlatildig: gibi 1979°da, Goebel ve Kuczumow tarafindan #1 iginde
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olan zay1f* kompakt olmayan
ve kapali, sinirli, konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinifin varlii gosterilmistir.
Calismalarinda ve Goebel ile Kuczumow’un c¢aligmasinin genellestirilmisi olan Everest
[7] doktora tezinde Goebel ve Kuczumow tarafindan sunulan anahtar bir lemma

kullanilmistir. Bu lemma asagidaki sekildedir.

Lemma 1.2 Eger {x,} dizisi #* uzayinda bir x noktasina zayif topolojide yakinsiyor ise

o zaman her y € £ ver(y) = limsup||x,, — y|l, ile tanimli fonksiyon i¢in r(y) =
n

r() + lly — x|, dir [9].

Bu lemmanin L [0,1] Banach uzayi i¢in analogu Maria Japon Pineda’nin danismanligi

altinda tamamlanmig olan Hernandez-Linares [12] doktora tezinde not edilmistir.

Hernandez-Linares [12] doktora tezinde Goebel ve Kuczumow’un lemmasinin Brezis



and Lieb [3] calismasi ile elde edilebilecegi anlatilmistir. Tez c¢alismasinin ilk

boliimiinde yer alan L[0,1]’in iginde genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini saglayan kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan genis sinifin varliginin

gosterilmesinde az once bilgisi verilen anahtar lemma asagida yer almaktadir.

Lemma 1.3 {fy,}nen dizisi L[0,1] de reel degerli 6lgiilebilir ve diizgiin sinirli fonksiyon

dizisi olsun. Kabul edilsin ki f,, dizisi bir f € L;[0,1] noktasina hemen hemen her yerde
noktasal olarak yakinsasin. Bu durumda her g € L;[0,1] noktasinda S(g) =

limsup||f, — gll; ile tamimli fonksiyon i¢in S(g) = S(f) + ||f — gl|, dir.
n

Not edilmelidir ki yukarida belirtilen lemma hazirlik asamasinda olan Nezir ve Sivek

[19] calismasinda yer almaktadir.

Tez ¢alismasinin bir diger boliimiinde yer alan arastimalar Lorentz uzaylari iizerinedir

ve bu Banach uzaylarmin tanimi su sekildedir.

L;[0,1] analog Lorentz uzayr asagidaki sekilde Lorentz [14] c¢alismasinda

tanimlanmaistir:

Tanim 1.4 w € (0,1) skaleri verilsin.

wf(t)
tl—W

1
Ly 1[0,1]:=1/:[0,1] » R olgilebilir ||| x Il,,1:= f dt <
0

oyle ki f*(t) fonksiyonu |f(t)|’nin azalan diizenlemesi olsun; yani, f*(t) azalan

siralanmug ve | f(t)] ile es olgtliidiir [14].

Tez c¢alismasinin bu Banach uzay1 ilizerindeki sonuglar1 i¢in anahtar gérevini alacak
Goebel ve Kuczumow lemmasindan esinlenerek kolayca elde edilebilecek lemma
asagidaki sekildedir Oyle ki bu lemma tez danismaninin danigmanhigi altinda

hazirlanmis olan Delibag [4] yiiksek lisans tezinde de verilmistir.



Lemma 1.5 (X, Il. ) bir Banach uzay olsun.

1. Eger X’in Banach-Saks 6zelligi var ise ve x € X noktas1 sinirli bir dizi (x,),’in

zayif limiti ise, bu durumda en az bir (xnk)k alt dizisi vardir dyle ki bu alt dizinin
Cesaro norm limiti x olup eger s fonksiyonu bu alt dizi vasitasiyla su sekilde tanimlanir
ise Vy € X i¢in s(y) = limsup,, ”% k=1 Xn, — y”, bu durumda s(x) =0veVy € X

icin s(y) = |ly — x|| dir.
2. Eger X’in zayif Banach-Saks ozelligi var ise ve x € X noktas1 bir (x,), dizisinin

zayif limiti ise, bu durumda en az bir (xnk)k alt dizisi vardir dyle ki bu alt dizinin
Cesaro norm limiti x olup eger s fonksiyonu bu alt dizi vasitasiyla su sekilde tanimlanir
ise Vy € X i¢in s(y) = limsup,, ”%ka:l g — y” bu durumda s(x) =0 ve Vy € X

icin s(y) = ||y — x| dir.

Bu sebeple, Lorentz uzaylarinin Banach-Saks 6zellikleri dolayisiyla (bkz [20, 21, 2]),
yukaridaki kosullar gegerlidir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Tez ¢alismasinda kullanilan kiime siniflar1 Lennard ve Nezir [10] ¢alismasinda yer alan
kiimelerden yararlanilarak tanimlanmistir. Lennard ve Nezir [10] ¢alismasinda
gosterilmistir ki Banach uzaylarinda her asimtotik izometrik cy-toplam baz dizisinin
kapali konvek kabugu genislemeyen fonksiyonlar ig¢in sabit nokta teorisine sahip
olamaz, dolayisiyla eger bir Banach uzaymnda bir asimtotik izometrik c,-toplam baz
dizisi bulunabilirse o Banach uzay1 genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine

sahip olamaz.

Lennard ve Nezir [10] ¢alismasinda yer alan c,’da bulunan bu dizilerden birisi ve ilgili

teorem asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 2.1 (by)ney dizisi (0,00) araliginda siirh bir dizi olsun. Her n € N i¢in
fai=bye, ile cy’da (fy)ney dizisi tanimlansin ve bu dizi kullanilarak c,’da
Yr=1 fx kismi toplam dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki E kiimesi

tanimlansin.

E:{Z tnfn:1=t12t22t32"'Ztn‘Lno '
n=1

Bu durumda bu kiime afin [I-|l,-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine

sahip olamaz.

Bu kiimelerin daha genel halleri ise Lenard danismanliginda yazilmig olan Nezir [16]

doktora tezi ¢calismasinda asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

(b)) nen dizisinin terimleri (0,0) olmak iizere A skalerine yakinsak bir dizi olsun,
(Yrdnen i€ her NE Nicin ' < yy Ve o:= Y-y |¥n — Yn-1| yakinsak olacak sekilde
bir dizi olsun. Bu durumda her n€N igin n,:=y,(bie; + bye, + bze; +
bses+....+bye,) seklinde () ey dizisi tanimlansin 6yleki bu dizi 3K €(0,0) ve

-
Z“ j

i=n

o0
Xill;
j=1

Va=(a,),.n €Cy icin Ksup <

nx1

kosulunu saglasin. Bu durumda 3L > 0




vardir 6yle ki (nT") dizisi bir ai cy-toplam baz dizisidir ve dolayisiyla bu dizinin
N

ne

kapali konveks kabugu afin ||-|l,-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine

sahip olamaz.

Tez ¢alismasina ilham olan Goebel ve Kuczumow [9] ¢alismasinda yer alan bir teorem

ve ispat1 agagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 2.2 b € (0,1) keyfi secilsin. ¢y uzayinda bir (f,)nen dizisi bu sabit say1 ve
kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. fi: = b e; ve her n > 2 tam sayisi i¢in
fn: = e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimi ile asagidaki sekilde bu b sayisina

bagli olarak #1’in kapali ve simnirli bir alt kiimesi E = E}, tanimlansin;

E:={z tn fn: hern € Nicint, > 0 ve Z t, = }

n=1 n=1

Yukaridaki sekilde tanimlanan E kiimesi #1’de genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

nokta teorisine sahiptir.

Ispat. T:E — E bir ||.||;-genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklasik sabit

nokta dizisi adin1 alan en az bir (x(”))neN C E dizisi vardir 6yle ki

||Tx(”) —x™ ||1 > 0 olup (x("))neN siurlidir ve dolayisiyla bir zayif* limiti vardir.

Genelligi bozmayarak gerekirse bir alt diziye gegilerek denilebilir ki, en az bir z € £1
oyle ki x™ dizisi z ye zayif * topolojide yakinsar. Bu durumda Lemma 1.2 geregince,
asagidaki sekilde tanimlanan bir s: £1 — [0, o) fonksiyonu vardir: Vy € ¢! igin

s(y) = limsup”x(”) — y||1
n

ve bu fonksiyon Yy € #1 i¢in s(y) = s(z) + |ly — z||; esitligini saglar.

Daha sonra E kiimesinin zayif* kapanisi asagidaki sekilde tanimlanir ve iki farkli durum

incelenir.



Durum1: z € E.

Bu durumda s(Tz) = s(z) + ||Tz — z||; olup

s(Tz) = limsup||Tz — x|,
n
< limsup||Tz - Tx(n)”1 + limsup||Tx™ — x(")”1
n n
< limsup||z - x(")”1
n

= s(z) dir.
Dolayisiyla, ||Tz — z||; < 0 olup Tz = z dir ve bu z nin E kiimesinde T fonksiyonun bir

sabit noktas1 oldugunu ifade eder.

Durum 2: z € W\E.

Bu durumda ise W’nun tanimi geregince z noktasinin

Yome1 Ynfn formunda yazilcak sekilde Y.—; v, <1 ve ¥, =0, Vn € N kosullarin

saglayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasitasiyla §:=1— Y y,, Ve

hi= ( +0)fi + ) ks

olarak tanimlansin.

Bu durumda asagidaki esitlikler elde edilir.
lh—2zll, =l6f1 Ilx
= 11(6b,0,0,0,-)ll1
=bd
dir.

Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda };;_, t,f, formunda yazilcak sekilde

vn € Nicin t, > 0ve Y-, t, = 1kosullarini saglayan skalerler mevcuttur.



O halde,

Z tifk — Z YiSk
k=1 k=1

ly—zIl, =
1

= ||(t1 —y1)bes + (t; —y2)e; + (t3 —v3)es + (ta —va)es + - |1
= bty —yil + |tz —val + |tz —val + |[ta — val + |ts —y5| + -
=b) te-rl + A =b) ) I — vl

k=1 k=2
= b Z (tk — 71)

k=1
= bd

elde edilir.

O halde, her y € E ve her z € W\E igin ||y — z||; = ||h — z||, dir.

Bu durumda I': = melg_l lly — z || olarak tanimlandiginda bu minimum deger I' = b4 dir.
y

Ayrica h € E igin
s(Th) = limsup”Th —x™ ||1
n

< limsup||Th — Tx(")”1 + limsup || Tx™ — x(”)”1
n n

< limsupl||h — x(”)”1
n

= s(h) dir.

O halde, ||z—Thl||l; < |lz— hll; olup ve h noktast ||y —z|; : y € E degerlerini

minimumlastiran yegane nokta olmasi sebebiyle bahsi gegen sabit nokta bu nokta olup
Th = hdir.

Tiim bu sebepler dolayisiyla, arzu edildigi gibi E kiimesi genislemeyen fonksiyonlar

igin sabit nokta teorisine sahiptir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Tez calismasinin bu béliimii iki baslik altinda sunulacaktir. Ik baslikta [0,1]

aralig1 tizerinde Lebesgue integrallenebilen L [0,1] iginde genislemeyen fonksiyonlar
icin sabit nokta teorisini saglayan ¢ok genis bir sinifin var oldugu gosterilmektedir. Tez
calismasinin sonraki boliimiinde ise L,[0,1] analog Lorentz uzayr L,,[0,1] iizerinde
incelemeler yapilmaktadir ve gosterilmektedir ki L,,[0,1] i¢inde afin genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan ¢ok genis simifin var oldugu
gosterilmektedir. Not edilmelidir ki arastirma bulgulart [17] ve [18] makaleleri ile

yayinlanmustir.

3.1 L4[0,1] icinde genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip ¢ok

genis sinif

Bu boliimde [17] calismasinda yer alan L,[0,1] *de genislemeyen fonksiyonlar igin sabit

nokta teorisini saglayan kapali, smirli ve konveks kiimelerden olusan cok genis
simiflarin varlig1 anlatilmaktadir. Bu sonug i¢in asagida yer alan 6rnek kiime siniflari ele
alinmig ve tek bir teorem ile verilen tiim kiime siniflarinin genislemeyen fonksiyonlar

i¢in sabit nokta teorisini sagladigi gosterilmistir.

Ornek 3.1 L [0,1] de normalize edilmis ¥n € N igin e,,: = (n + 1)t™ tamm ile verilen

(én)nen dizisi ve keyfi b,c € (0,1) alinsin. Bu durumda, L,[0,1] ‘de f;:= be; ve
Vn € N igin f,11: = ep4q ile tanimli (fy,)pen dizisi goz Onitine alinsin. Daha sonra ise

L,[0,1]'de asagidaki sekilde tanimlanan kapali, smirli ve konveks E alt kiimesi

verilebilir.

E:={Z tn fn: her t, =0, tlzcvez:tnzl}.

n=1 n=1

11



nt

Ornek 3.2 L [0,1]’de normalize edilmis Vn € N igin e,:= "’ _ tanim ile verilen

e—1
(en)nen dizisi ve keyfi b,c € (0,1) alnsin. Bu durumda, L[0,1]‘de fi:= be; ve
Vn € N i¢in f,11: = epy4q ile taniml (fy,)pen dizisi géz Oniline alinsin. Daha sonra ise
L,[0,1] de asagidaki sekilde tanimlanan kapali, sinirli ve konveks E alt kiimesi

verilebilir.

E:={Z tn fu: her t, =0, t1=cveZtn=1}.

n=1 n=1

. nt
Ornek 3.3 L [0,1] *de normalize edilmis Vn € N igin e,: = T;e_l X[p 2 tanmu ile verilen

(ep)neny dizisi (Oyle ki burada y karakteristik fonksiyondur) ve keyfi b,c € (0,1)

alinsin. Bu durumda L[0,1] ‘de f;:= be; ve Vn €N igin f,,1:= e,4q ile tanimh
(fi)nen dizisi gdz Oniine alinsin. Daha sonra ise L[0,1]’de asagidaki sekilde
tanimlanan kapali, sinirl ve konveks E alt kiimesi verilebilir.

E:={z tn fn: her t, =0, t1=cve2tn=1}.

n=1 n=1

4n

m)([o'%] tanimi ile

Ornek 3.4 L [0,1] de normalize edilmis Vn € N igin e,: =
verilen (e,)nen dizisi (0yle ki burada y karakteristik fonksiyondur) ve keyfi b, c €
(0,1) almnsin. Bu durumda, L [0,1] ‘de f;: = be; ve Vn € N igin f,,11: = e, ile tanimh
(fi)neny dizisi gdz Oniine alinsin. Daha sonra ise L[0,1]’de asagidaki sekilde
tanimlanan kapali, sinirli ve konveks E alt kiimesi verilebilir.

E:={Z tn fn: her t, =0, t1=cveZtn=1}.

n=1 n=1

Ornek 3.5 L,[0,1] de normalize edilmis keyfi bir (e,)ney dizisi ve keyfi b, c € (0,1)
alinsin. Bu durumda, L;[0,1] ‘de f;:= be; ve Vn €N i¢in f,,1: = e,4q ile tanimh

(fa)nen dizisi gdz Oniine alinsin. Daha sonra ise L[0,1]’de asagidaki sekilde

tanimlanan kapali, sinirli ve konveks E alt kiimesi verilebilir.

12



E:={Z tn fu: her t, =0, t1=cveZtn=1}.
n=1

n=1

Teorem 3.6 b,c € (0,1) keyfi olmak iizere yukarida verilen 6rneklerde yer alan E

kiimeleri ||. ||;-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglar.

Ispat. T:E - E bir ||.||;-genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklasik sabit

nokta dizisi adin1 alan en az bir (x(n))nEN c E dizisi vardir dyle ki
|Tx™ — x(")”1 > 0 olup (x("))neN dir. Genelligi bozmadan gerekirse bir alt diziye

gecilerek denilebilir ki en az bir x € L;[0,1] vardir 6yle ki x™ dizisi x’e zayif*
topolojide yakinsar. Bu durumda, Lemma 1.3 geregince, asagidaki sekilde tanimli bir

s:L1[0,1] — [0, o) fonksiyonu tanimlanabilir:

Vy € L,[0,1] icin s(y) = limsup”x(") - y”1
n

ve bu durumda

Vy € L1[0,1] i¢cin s(y) = s(y) + |y — x|, dir.

Daha sonra E kiimesinin zayif* kapanisi asagidaki sekilde tanimlanir ve iki farkli durum

incelenir.

W:=§W={Z t, fu: her t, >0, t1=cveZtn31}

n=1 n=1

Duruml1: x € E.

Bu durumda s(Tx) = s(x) + |[|Tx — x||; olup

s(Tx) = limsup||Tx — x(")”1
n
< limsup||Tx — Tx(")”1 + limsup || Tx™ — x(”)”1
n n
< limsup||x — x|,
n

= s(x) dir.

13



Dolayisiyla, ||[Tx — x|[; < 0 olup Tx = x dir ve bu x’in E kiimesinde T fonksiyonun bir

sabit noktasi oldugunu ifade eder.
Durum 2: x € W\E.

Bu durumda ise W’nun tanimi geregince X noktasinin
Yn—1 Ynfn formunda yazilcak sekildey; =c¢, Yo ¥n <1 ve Vn € Niginy, =0

kosullarini saglayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasitasiyla §:=1— Y g, ¥, V€

hi= (1 + )i+ ) Tafa
n=2

olarak tanimlansin.

Bu durumda asagidaki esitlikler elde edilir.
Ilh — x||; = ||bdeq]|l; = b dir.

Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda ),,_; t,f, formunda yazilacak sekilde

vneNicint, =20 , t; =c ve Yn-it, =1 kosullarim1 saglayan skalerler

mevcuttur.
O halde,
- o L] ®
ly—xll1= Z tefi — Z Yefe|| = f Z tefr — Z Yifx|dm
k=1 k=1 1 0 lk=1 k=1
® 1
= Z(tk_yk)f frdm| = tk — Y| =9
k=1 0 k=2
elde edilir.

O halde, her y € E veher x € W\E igin ||y — x||; = ||lh—x||; (1)
dir.

Bu durumda I': = meli_l |ly — x [|; olarak tanimlandiginda bu minimum deger I' = bd
y

dir.

14



Simdi kiime i¢inde
A={y : ly—x1,<T}
taninlansin. Gergekten de not edilebilir ki A € E bostan farkli, kompakt ve konveks bir
kiime olup her h € A i¢in
s(Th) = limnsup”Th — x(”)”1

< limsup”Th — T(x("))”1 + limsup”x(") — T(x("))”1
n n

< limsup||h — x™ ||1
n

= s(h)
dir. Ayrica, s(Th) = s(x)+Il x —Th ll; ve s(h) = s(x)+Il x — h |I, dir.

Dolayistyla, (1) esitsizligi kullanilarak,
Il x—=Thli<lx—hl;=Ilx—=Thl;=lx—hl,
= Th € A.

Bu sebeple, T(A) € A ve T siirekli oldugundan, Schauder’in sabit nokta teoremi [22]
geregince T bir sabit noktaya sahiptir ve bu sabit nokta ||y — z||; : y € E degerlerini

minimumlastiran Th = h noktasidir.

Tiim bu sebepler dolayisiyla, arzu edildigi gibi E kiimesi genislemeyen fonksiyonlar

icin sabit nokta teorisine sahiptir.
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3.2  Lorentz uzay1 L, [0,1] icinde afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisini teorisine sahip ¢ok genis sinif

Bu béliimde [18] ¢alismasinda yer alan L [0,1] analog Lorentz uzay: L 1[0,1] de afin

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan kapali, sinirli ve konveks
kiimelerden olusan ¢ok genis smiflarin varli§i anlatilmaktadir. Bu sonug i¢in asagida
yer alan Ornek kiime siniflart ele alinmig ve tek bir teorem ile verilen tiim kiime

smiflarinin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini sagladig1 gosterilmistir.

- , . . . . (n+1)t"ti-w .
Ornek 3.7 Ly1[0,1]’de normalize edilmis Vn € N igin e,: = ———— tanimi ile

verilen (e,)nen dizisi ve keyfi b,c € (0,1) alinsin. Bu durumda, L,,,[0,1] ‘de fi:=
be; ve Vn € N igin f,11:= e,4q ile tanmml (f;)neny dizisi g6z Oniine alinsin. Daha
sonra ise Ly 1[0,1]’de asagidaki sekilde tanimlanan kapali, sinirli ve konveks E alt

kiimesi verilebilir.

E:={z tn fn: her t, =0, t1=cve2tn=1}.

n=1 n=1

ntl—went

Ornek 3.8 L,,[0,1] ’de normalize edilmis Vn € N i¢in e,,: = W=D tanimi ile verilen

(en)nen dizisi ve keyfi b,c € (0,1) alnsin. Bu durumda, L,,,[0,1] ‘de fi:= be; ve
Vn € N i¢in f,11: = ep4q ile taniml (fy,)pen dizisi goz Oniline alinsin. Daha sonra ise

Lw1[0,1]’de asagidaki sekilde tanimlanan kapali, smirli ve konveks E alt kiimesi

Ezz{z tn fn: her t, =0, t1=cve2tn=1}.

n=1 n=1

verilebilir.

ntl—went

Ornek 3.9 L,;[0,1] "de normalize edilmis Vn € N i¢in e,: = W=D X[o

1. tanimu ile
3

verilen (e,)nen dizisi (Oyle ki burada y karakteristik fonksiyondur) ve keyfi b,c €

(0,1) almsin. Bu durumda, L,,[0,1]’de fi;:=be; ve Vn €N igin f,,1:=eqq ile

tanimli (f;,)nen dizisi goz Oniine alinsin. Daha sonra ise L,, 1[0,1]’de asagidaki sekilde

tanimlanan kapali, sinirli ve konveks E alt kiimesi verilebilir.
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E:={Z tn fu: her t, =0, t1=cveZtn=1}.
n=1

n=1

4nt1i-w

m)( [0%] tanimu ile

Ornek 3.10 L,,[0,1] "de normalize edilmis ¥Vn € N igin e,: =

verilen (e,)nen dizisi (Oyle ki burada y karakteristik fonksiyondur) ve keyfi b,c €

(0,1) alinsin. Bu durumda, L,,[0,1]’de fi:=be; ve Vn €N igin f,1:=eny, ile

taniml1 (f;,)ney dizisi goz oniine alinsin. Daha sonra ise L, ;[0,1]’de asagidaki sekilde

tanimlanan kapali, sinirli ve konveks E alt kiimesi verilebilir.

E:={Z tn fn: her t, =0, t1=cve2tn=1}.

n=1 n=1

Ornek 3.11 L,,[0,1] *de normalize edilmis keyfi bir (e,),en dizisi ve keyfi b, c € (0,1)
alnsin. Bu durumda, L,,[0,1]°de fi:= be; ve Vn €N igin f;,1:= enqq ile tammh

(fn)nen dizisi gbz oOniine alinsin. Daha sonra ise L, ;[0,1]’de asagidaki sekilde

tanimlanan kapali, siirli ve konveks E alt kiimesi verilebilir.

E:={Z tn fn: her t, =0, t1=cveZtn=1}.

n=1 n=1

Teorem 3.12 b,c € (0,1) keyfi olmak iizere yukarida verilen orneklerde yer alan E

kiimeleri ||. ||;-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglar.

Ispat. T:E - E bir ||.||;-genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklasik sabit

nokta dizisi adin1 alan en az bir (x("))nEN c E dizisi vardir dyle ki
|Tx™ — x(")”m1 > 0 olup (x(”))neN dir. Genelligi bozmadan gerekirse bir alt diziye

gecilerek denilebilir ki en az bir x € L,,1[0,1] vardir 8yle ki x™ dizisi x’e zayif*
topolojide yakinsar. Bu durumda, Lemma 1.5 geregince, asagidaki sekilde tanimli bir

s:Ly 1[0,1] — [0, o) fonksiyonu tanimlanabilir:
. : 1
¥y € Ly,1[01] igin s(y) = s(y) = limsup || =z, x® -y |
m w,1

ve bu durumda
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Vy € L,[0,1] icins(y) =s(y) =lly —x ll,,; dir.

Daha sonra E kiimesinin zayif* kapanisi asagidaki sekilde tanimlanir ve iki farkli durum

incelenir.

W:=E ={Z tn furher t, 20, t;=c ve tnﬁl}
=1

n=1 n

Durum1: x € E.

Bu durumda s(Tx) = ||Tx — x|l,, 1 olup

| 1%
s(Tx) = limsup ||Tx — _Z x )
& =]

< e =7 (x| < -7 (G2 <),

w,1

dir.

Buradan T afin ve genislemeyen oldugundan,

1 1 1
s(Tx) < limsup |[|Tx — T <—Z x(")> + limsup —Z x) — —Z Tx®)
m m m m m
k=1 w1 k=1 k=1 wii

1 m
< limsup ||x — —Z x (K
m m
k=1 w,1
= s(x)

dir.

Dolayisiyla, ||x — Tx||,, 1 < 0 olup Tx = x dir ve bu x’in E kiimesinde T fonksiyonun

bir sabit noktasi oldugunu ifade eder.

18



Durum 2: x € W\E.

Bu durumda ise W’nun tanimi1 geregince x noktasinin
Ym—1 Ynfn formunda yazilcak sekildey; =c¢, Yoy ¥n <1 ve Vn € Niginy, =0

kosullarini saglayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasitasiyla §:=1— Y7, ¥, Ve

hi= (1 + i+ ) Yafa
n=2

olarak tanimlansin.
Bu durumda asagidaki esitlikler elde edilir.
Ilh = x|lw,s = lIbSesllw,1 = b dir.

Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda Y, t,f,, formunda yazilcak sekilde

vneNicint, =20 , t; =c ve Ynp-1t, =1 kosullarin1 saglayan skalerler

mevcuttur.
O halde,
o0 [oe] 1 [oe] [ee]
Iy —xllw:= z tifr — z YiSx :f z tifr — Z Yifr|d
k=1 wi 0 li=1 k=1
oo 1 oo
> =) [ fedm| =|> o ni| =
k=1 0 k=2
elde edilir.

O halde, hery € E veherx € W\E i¢in |ly — x|lw1 = lh — x[lw: (1)
dir.

Bu durumda I': = rnelgl lly — x|l olarak tanimlandiginda bu minimum deger I' = b§
y

dir.
Simdi kiime i¢inde
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A={y : Iy =xlly <T}
taninlansin. Gergekten de not edilebilir ki A € E bostan farkli, kompakt ve konveks bir

kiime olup her h € A i¢in

s(Th) = limsup
m

1 m
Th ——Z X
m
k=1

w,1

< limsup |[Th—T (—Z x(k)> + limsup —2 x® —T <—Z x(")>
m m m m m
k=1 w,1 k=1 k=1 w,1
dir.
Buradan T afin ve genislemeyen oldugundan,
s(Th) < limsup ||[Th — T (—Z x(")> + limsup —Z x®) — —z Tx®)
m m m  |[m m
k=1 w,1 k=1 k=1 w,1
m
1
<limsup |[[h == ) x®
m m
k=1 w,1

= s(h)
dir.

Ayrica, s(Th) =l x — Th Il,,, ve s(h) =l x — h Il ; dir.
Dolayisiyla, (1) esitsizligi kullanilarak,
Il x—=Thily:<llx—=hlly=01x—=Thll, ;= x—hlly
= Th € A.
Bu sebeple, T(A) € A ve T siirekli oldugundan, Schauder’in sabit nokta teoremi [22]
geregince T bir sabit noktaya sahiptir ve bu sabit nokta ||y — z||; : vy € E degerlerini

minimumlastiran Th = h noktasidir.

Tim bu sebepler dolayisiyla, arzu edildigi gibi E kiimesi afin genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahiptir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda L [0,1] icinde genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini

saglayan kapali, smirli ve konveks kiimelerden olusan c¢ok genis bir sinifin oldugu

gosterilmistir. Tez c¢aligmasinin sonraki bolimiinde ise L[0,1] analog Lorentz
fonksiyon uzayr L,,[0,1] lizerinde incelemeler yapilmaktadir ve gosterilmektedir ki
L,.[0,1] icinde afin genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglayan

kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinifin oldugu gosterilmistir.
Daha genis smiflarin varligim1 sorgulamak ve tez calismasinda elde edilen sonuglari

genellestirmek arastirma konusudur.
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