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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

C Kompleks diizlem

R Reel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

U U ={zeC:|z|<1} merkezil acik birim disk

fU) U acgik birim diskinin f fonksiyonu altinda goriintiisii
A U *da analitik ve f(0)=f'(0)—1=0 kosulunu saglayan

f(z)=z+ Zanzn,an e C,n=2,3,... fonksiyonlarmn sinifi
n=2

S A’nin tinivalent fonksiyonlarindan olusan alt sinifi
C U ’da konveks fonksiyonlarin sinifi

s” U ’da yildiz1l (Starlike) fonksiyonlarin sinifi
U(z,,¢) z, noktasinin & komsulugu

S (a) S*(a)z{feS:Re{%(zz))}>a,OSa<1,ZGU}

C(a) C(O{):{fESIRe{1+%(ZZ))}>a,0£a<1,Z€U}

Mﬁ(a) Mﬂ(a)= f eS:Re (1—ﬂ)Z:'(Z)+ﬂ(Z:,(Z)) >a,0<a<l zeU

(2)

—~
N
~

M, M,=]feS:Re (1—ﬁ)Z;'(Z)+ﬂ(Zf’(Z)) >0,zeU

(2)
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1. GENEL BiLGILER
1.1. GIRIS

Analitik fonksiyonlar teorisinin ¢ok calisilan konulari analitik fonksiyonlarin belli bir
siifinin katsayr problemi (fonksiyonun katsayilarinin modiillerinin bir {ist sinirmin
bulunmasi problemi), Fekete-Szegd problemi (fonksiyonun katsayilar1 yardimiyla
tanimlanan ve Fekete-Szegd fonksiyoneli adlandirilan fonksiyonelin modiiliiniin st
siirinin  bulunmasi problemi), katsayilar yardimiyla tanimlanan ve ikinci Hankel
determinanti olarak bilinen bir fonksiyonelin modiiliiniin {ist sinirinin bulunmasidir. Bu
konularda farkli alt siniflar igin ¢ok sayida ¢aligmalar mevcuttur (6nek igin bakiniz [1 -
16]).

Ayrica, analitik ve {linivalent fonksiyonlarin belli alt siniflar1 da arastirma konusudur.
Hatta bi-tinivalent fonksiyon sinifi olarak bilinen tersi de tinivalent olan analitik

fonksiyonlar sinifi i¢in de ¢ok sayida ¢alisma bulunmaktadir (bakimiz [11, 15, 17]).

Analitik ve tinivalent fonksiyonlarin belli alt siniflarina ait olan fonksiyonlarin katsay1
problemi de ilgi ¢ekici konulardandir. Bu konuyla ilgili Thomas’in [1] ¢alismalarini

ornek gosterebiliriz.

Analitik fonksiyonlar teorisinin bir ilging konusu da logaritmik katsay1 problemi denilen
problemdir. Bu belli bir siniftan olan fonksiyonun degiskene oraninin logaritmasinin

katsayilarinin modiiliiniin {ist sinirinin bulunmasidir (bakiniz [1]).

Geometrik fonksiyonlar teorisindeki caligmalarin hemen tamamina yakin1 merkezil
birim agik diskte yapilmaktadir. Bunun ana sebeplerinden biri analitik fonksiyonlarin
merkezil birim agik diskte yakinsak seriye agilabilmesidir. Ayrica, ileride de goriilecegi
lizere tanimlanan analitik fonksiyon siiflarinin acik birim diskte verilmesidir. Biitiin
bunlarin esas sebebi karmagsik fonksiyonlar teorisinden bilinen Riemann doéniisiim
teoremidir. Riemann doniisiim teoremi bize belli bir bolgede ¢alismaktansa birim diskte
calisma kolaylig1 sagliyor. Oyle ki bu teoreme gore karmasik diizlemin basit baglantili

bir bolgesini birim diske konform doniistiiren bir fonksiyon vardir. Ayrica, konform



doniisiim altinda bolgelerin geometrik o6zellikleri saglandigi da bilinmektedir. Bu
sebepten karmasik diizlemin belli bir bolgesinde g¢alismak yerine birim agik diskte

calismak tercih edilmektedir.

Biitiin bu sebeplerden dolay1 analitik fonksiyonlar teorisinde c¢alismalar karmasik
diizlemin U ={zeC: |z|]<1} agcik birim diskinde Ginivalent ve f(0)=f'(0)-1=0
normellestirme kosulunu saglayan f (Z) analitik fonksiyonlarinin olusturdugu bir S

sinifinin alt siiflar1 tizerinde yogunlasmistir.
Biz bu tez ¢alismasinda asagidaki konular1 ele aldik:

1. Analitik ve tinivalent fonksiyonlarin belli bir alt siifi igin katsayr problemi
calisildi. Tez ¢alismamizda, analitik ve iinivalent fonksiyonlarin belli bir alt

smifinin ilk ti¢ katsayilari i¢cin degerlendirmeler elde edildi.

2. Analitik ve tinivalent fonksiyonlarin belli bir alt sinifinin ters fonksiyonlarinin
katsay1 problemi ¢alisildi. Tez ¢alismasinda ters fonksiyonlarin ilk ii¢ katsayilari

icin degerlendirmeler elde edildi.

3. f (Z) tezde tamimlanan  smiftan  olmak  tizere log (@j =g (Z)

fonksiyonunun katsay1 problemi incelendi.

4. Tezde tanimlanan sinif i¢in Fekete-Szegd problemi incelendi ve Fekete-Szegd

fonksiyonelinin bir {ist sinir1 verildi.

Bu yiiksek lisans tezi birinci boliimii kuramsal temeller, ikinci bolimii materyal ve

yontemleri ve tigiincii boliim arastirma bulgular1 olmak {izere {i¢ boliimden olusur.



1.2. KURAMSAL TEMELLER

1.2.1. Genel Kavramlar

Yiiksek lisans tezimizin bu kisminda temel bilgiler verildi.

Tanim 1.2.1.1 (& —komsulugu): z, € C noktasi verilsin. £ >0 igin
U(zy,6)={zeC:|z-z,| <&}
kiimesine Z, noktasinin & — komsulugu denir.

Tanim 1.2.1.2 (i¢ Nokta): Karmasik diizlemde verilen bir kiimenin bir noktasi belli bir

komsulugu ile bu kiimeye ait ise bu noktaya kiimenin bir i¢ noktas: denir.

Tanim 1.2.1.3 (Ac¢ik Kiime): Karmasik diizlemin sadece i¢ noktalarindan olusan

kiimesine a¢ik kiime denir.

Tanim 1.2.1.4 (Timleyen): Kiimeye ait olmayan noktalardan olusan kiimeye kiimenin

tiimleyeni denir.
Tanim 1.2.1.5 (Kapali kiime): Tiimleyeni agik olan kiimeye kapali kiime denir.

Tanim 1.2.1.6 (Baglantili Kiime): Herhangi iki nokasini birlestiren dogru parcasi

kiimeye ait ise bu kiimeye (dogrusal) baglantili kiime denir.

Tanim 1.2.1.7 (Bolge): Karmasik diizlemin agik ve baglantili kiimesine bir bolge denir.



1.2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Baz1 Alt Siniflari

Tamim 1.2.2.1 (Analitik Fonksiyon): f(z) karmasik degiskenli ve karmasik degerli

fonksiyonu z, € C noktasinin bir komsulugunda taniml olsun. Eger, sonlu

limiti varsa bu fonksiyona z, noktasinda tiirevlenebilir (veya diferensiyellenebilir)

denir. Eger, bir fonksiyon tanimli oldugu bir noktanin belli bir komsulugunda

tiirevlenebilirse bu fonksiyona bu noktada analitik fonksiyon denir [18].

Tanim 1.2.2.2 (Tam Fonksiyon): C karmasik diizlemin her noktasinda analitik olan

fonksiyona tam fonksiyon denir.

Tam fonksiyona 6rnek olarak e, sinz, cosz, az+b,a,beC gibi bir ¢ok fonksiyon

gosterilir.

Tanim 1.2.2.3 (Normalize edilmis analitik fonksiyonlarmn sinifi): f (0)= f'(0)-1=0

kosulunu saglayan U ={z e C:|z| <1} birim diskinde analitik olan f (z) fonksiyonuna

normalize edilmig analitik fonksiyon denir [19].

U birim diskinde normalize edilmis analitik fonksiyon

f(z)=z+) az", a,eCn=23,.. (1.2.2.1)

sekilli agilima sahip olup bu f (Z) fonksiyonlarinin sinifi A ile gosterilir ve asagidaki

sekilde yazilir



A:{f :VzeU iginf(z):z+zw:anz” a, e(C}.

n=2

Tanim 1.2.2.4 (Univalent fonksiyon): Kompleks diizlemin bir D altkiimesi {izerinde

tammlanmus bir f (z) analitik fonksiyonu, kendi f (D) resmi iizerine birebir oluyorsa

bu fonksiyona D bélgesinde iinivalent fonksiyon denir.

Bir baska deyisle z,,Z, € D olmak iizere f(z)=f(z,) oldugunda z, =2, yada 7, #z,
oldugunda f(z)# f(z,) oluyorsa f(z) fonksiyonuna D bolgesinde iinivalent

fonksiyon denir [19].

U bolgesinde analitik ve tinivalent olan (1.2.2.1) sekilli fonksiyonlarin sinifi S olsun.

Yani, S={f e A: f —Univalenttir} yazilir [20].

Tanim 1.2.2.5 (Yildizil (Starlike) Bolge): Karmasik diizlemde bir bolgenin belli bir
noktasini keyfi noktasiyla birlestiren dogru pargasi bu bdlgeye ait ise bu bdlgeye bu
noktaya gore yildizil (starlike) bolge denir. Karmasik diizlemi orijine gore yildizil

bolgesine (kisaca) yildizil bolge denir [20].

Tanim 1.2.2.6 (Goriintii Kiimesi): Bir fonksiyonun tanim kiimesinden alinan noktanin
bu fonksiyonun deger kiimesindeki karsiligina bu noktanin bu fonksiyon altindaki
gorlintiisiic ve bu fonksiyonun tanim kiimesinden alinan noktalariin bu fonksiyon

altinda goriintiilerinin olusturdugu kiimeye bu fonksiyonun gériintii kiimesi denir.

Tanim 1.2.2.7 (Y1ldiz1l fonksiyon): Karmagik diizlemde tanimli goriintii kiimesi yildizil

olan bir analitik iinivalent fonksiyona yildizil fonksiyon denir [20].
Not: Bu tez ¢calismasinda agik birim diskte yildizil fonksiyonlar sinifin1 arastiracagiz.

Teorem 1.2.2.1 (Yildizil fonksiyonlarin analitiklik karakterizasyonu): f €S

fonksiyonunun U ’da yildizil olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her zeU igin



saglanmasidir. Normalize edilmis y1ldizil fonksiyonlarin sinifi S™ ile gosterilir.

Yani,

olarak tanimlanir [20].

Tanim 1.2.2.8 (« mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi): f €S  olsun. Eger U

kiimesinde « >0 olmak tizere

oluyorsa f(z) fonksiyonuna a mertebeden yildizil fonksiyon denir ve a mertebeden

yildizil fonksiyonlarm simifi S” (0{) ile gosterilir.

Yani,

S*(a)z{f es: Re{z]]: ,((ZZ))}>6Z, OSa<1}

olarak tanimlanir [21].

Tanim 1.2.2.9 (Konveks bolge): B karmasik diizlemde bir bolge olmak {izere B ’deki
her nokta ¢iftini birlestiren dogru pargast yine B bolgesinde kaliyorsa B ’ye konveks
bélge denir [20].



Tanim 1.2.2.10 (Konveks fonksiyon): f e A olmak iizere f(U) bélgesi bir konveks

bolge ise, f(z) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [20].

Teorem 1.2.2.2 (Konveks fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu): f €S

fonksiyonunun U ’da konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart her zeU i¢in

saglanmasidir. Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir.

@ ={f es: Re{1+ Z;”((ZZ))}>0}

Yani,

seklinde tanimlanir [20].

Tanim 1.2.2.11 (a mertebeden konveks fonksiyonlarmn sinifi): f €S olsun. Eger U

diskinde « >0 olmak lizere

oluyorsa  f(z) fonksiyonuna o mertebeden konvekstir denir ve « mertebeden

konveks fonksiyonlarin sinifi C (a) ile gosterilir.

C(a) :{f es: Re{1+ Z'; ((ZZ))} > a}

Yani,




[22].

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki iliski asagida teoremde verilmistir.

Teorem 1.2.2.3 (Alexander teoremi): f eC < zf'eS” [19].




2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Materyaller
Bu boliimde, tez ¢galismamizda kullanacagimiz bazi 6n bilgileri verdik.

Burada Her feS fonksiyonu igin Koebe Ceyrek Teoremi'ne gore

D={w:|w<r,(f)}, r,(f)=1/4 diskinde tanimlanan ve

fH(w)=w+AW + AW + AW +---, weD, (2.1.1)

A =-a,, A, =2a -a,, A =-5a +5a,a,—a,, sekilli agilima sahip analitik f‘l(W)

ters fonksiyonu vardir (6rnegin bakiniz [17]).

Bilindigi {izere, (1.2.2.1) sekilli analitik fonksiyonlarin bazi ilk Kkatsayilarinin
degerlendirilmesine geometrik fonksiyonlar teorisinde katsayi problemi denir. Katsayi
probleminin yam sira ters fonksiyonun katsayilarinin degerlendirilmesi de literatiirde

onemli bir yer almaktadir (6rnegin bakiniz [1]).

Bununla beraber, f €S olmak Gzere |Og(f(Z)/Z) fonksiyonunun katsayilari igin

kesin degerlendirmelerin bulunmasi 6nemli problemlerdendir (6rnegin bakiniz [1]).

Bu tez ¢alismamizda analitik ve tinivalent fonksiyonlarin asagida tanimlanan bazi alt

siniflarini inceledik.

Tanim 2.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f € S fonksiyonlarinin




kosulunu saglayan alt sinifina M, (a) , a, >0 smifi denir.

Hatirlatma 2.1.1: Ozel durumda Tanim 2.1.1de B =0 almirsa iyi bilinen

M, (a) =5 (a), smifi ve f =1 yazilirsa Ml(a) =C (a),a >0 smufi elde edilir.

Tanim 2.1.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f € S fonksiyonlarinin

kosulunu saglayan alt sinifina M ,, >0 smifi denir.

Hatirlatma 2.1.2: Ozel durumda Tamm 2.1.2°de =0 yazilirsa iyi bilinen M, =S"

smifini ve S =1 yazilirsa M, =C smufini elde ederiz.

2.2. Yontemler

Bu alt bolumde tezde kullanilacak olan bazi lemmalar verilecektir.

P fonksiyonlarin U acgik birim diskte analitik, p(0)=1, Re p(z)>0 kosullarin

saglayan,

p(z2)=1+pz+p,2°+-- z€U. (2.2.1)

seri agilimli p ( Z) foksiyonlarinin sinifi olsun.

10



Lemma 2.2.1 ([22]): peP fonksiyonunun Kkatsayilart igin |pn|S2, n=123,..

esitsizligi kesindir ayrica |Z|Sl ve |W|S1 olmak tizere z ve W karmasik

parametrelerinin bazi1 degerleri igin
2p, = pf +(4-p7)z, (2.2.2)
4p,=p2 +2(4- pf ) pz—(4-p?) p2 +2(4- pf)(1—|z|2)w (2.2.3)

esitlikleri dogrudur.

Lemma 2.2.2 ([2, 23]): Eger peP ise

1 eger ve [0,2],

smedLW—mzz{

p, = b
22 [v—1],diger durumlarda.

dir.
Lemma 2.2.3 ([2, 23]): Eger peP ve 0<B<1, B(2B-1)<D<Bise

‘p3_28p1p2+Dp13‘£2'
dir.

Lemma 2.2.4 ([2, 23]): p €P olsun. Bu durumda,

1 ael0],

—(1+ 2 +A 3 < 2-max
‘ps ( )pl P, pl‘ {|2ﬂ,—1|, diger durumlarda.

dir.

11



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Baz1 Analitik Fonksiyon Simflar: I¢in Katsay1 Problemi

3.1.1 M, (a) Altsimfi I¢in Katsayr Problemi

Tez calismamizin bu boliimiinde, M ﬂ(a) altsinifina ait olan fonksiyonlarin bazi ilk

katsayilarinin modiilleri i¢in kesin esitsizlikler verildi.

Teorem 3.1.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu M, (a), a<[0,1),

S >0 altsinifindan ise bu fonksiyonun ilk ii¢ katsays1 i¢in asagidaki kesin esitsizlikler

gecerlidir

2(1-a)

<N 7
|a2|_ 1+

o< 1@ {1+2(1+3ﬂ)(1—a)}

1+2p (1+ﬂ)2

ve

ja,|<21=%) L, 30+58)(1-a) 201747 +6p+1)(1- e
YT3(1+38)| (1+8)(1+2p) (1+ ) (1+25) .

Ispat: feM, (), a€[0,1), =0 oldugunu farz edelim. Bu demek olur ki,

(1-5) ZI '((ZZ)) +ﬂ(2: 8) —a+(1-a)p(z), zeU (3.1.1.1)

p € P olacak sekilde p P fonksiyonu vardir.
Eger,

f'(z):1+z_;‘nanz”’l =1+2a,z+3a,2> +4a,2° +---,

z7f'(z)=z+) na,z" =z+2a,2° +3a,2° +4a,z* +---,
n=2
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(z'(2)) = (z+2a,2° +3a,2° + 43,2 +---)’ =1+4a,z +9a,2° +16a,2° +---

esitlikleri dikkate alinirsa basit hesaplamalarla (3.1.1.1) esitligi

1+(1+ B)a,z+| 2(1+28)a, —(1+38)a; | 7*
+[3(1+3B)a, -3(1+58) aa, +(1+78)a; |2°+---
=1+(1-a)pz+(1-a) p,2* +(1-a) p,2° +--- .

seklinde yazilir.

(3.1.1.2) esitliginde z degiskeninin ayni kuvvetlerinin katsayilari esitlenirse

(1+:B)a2 =(1—0t) P,
2(1+2B)a,—(1+3B)a; =(1-a) p,,
3(1+3p)a, —3(1+58)a,a, +(1+78)a; = (1-a) ps.

elde edillir.
Boylece, (3.1.1.3) — (3.1.1.4) esitliklerinden

a -«

Lt

1l 1+38
a3_2(1+2,6’) IO2+2(1+2ﬂ) ?

l-a 1+5p 1+78

M T 3r3p) 1 T 3 (1e3p)

(3.1.1.2)

(3.1.1.3)
(3.1.1.4)

(3.1.1.5)

(3.1.1.6)

yazilir, @, nin ifadesi ikinci esitlikte, a, ve a,’lin ifadeleri de {glincii esitlikte yerine

yazilirsa a, ve a, katsayilar

13



1—a N (1+38)(1-a)"

3025 2y (020 e
a4 - l-« 0 (1+5ﬂ)(1—0{)2 p,p
fU3(1438) 7 2(1+B)(1+2B)(1+38) T

(1+35) (1+5)(1+25)(1+35) (3.1.1.8)

X (175 +68+1)(1-a)’ )
6(1+B) (1+28)(1+38)

seklinde bulunur.

Gorildigt tzere, her ae[O,l) ve her >0 igin (3.1.1.6), (3.1.1.7) ve (3.1.1.8)
esitliklerinde p,, p,, Ps» P,P,, Pf Ve p; parametrelerinin katsayilar1 pozitiftir. Buna
gore, (3.1.1.6), (3.1.1.7) ve (3.1.1.8) esitliklerine tiggen esitsizligi uygulanirsa |a2|, |a3|

ve |a4| icin

Izl— Ipll

1-a (1+38)(1-a)
2(1+ 2[>’)|IDZ|Jr 2(1+ B (1+ 2ﬂ)|ID /[

(1747 +6p+1)(1-a)’
6(1+8) (1+28)(1+38)

|| <

1-a (1+58)(1-a)’

|a4|£3(1+3ﬂ)|p3|+2(1+,B)(1+2ﬂ)(1+3ﬂ Ipif

)|pl||p2|+

elde edilir.

Diger taraftan, Lemma 2.2.1 geregince |pn|£2, n=12,3,... oldugundan, sonuncu

esitsizliklerden

2(1-a)
2] < 1+8

o)< +2(1+3,B)(1—a)},

1+2ﬂ{ (1+ﬂ)2

14



a,|< 2(1-a) 1+3(1+5ﬂ)(1—a)+2(17ﬂ2+6ﬂ+1)(1_a)2
TT3(L+3p)| (1+p)(1+25) (1+8) (1+28)

bulunur.
Bununla teoremde verilen esitsizliklerin dogrulugu ispatlandi.

Simdi esitsizliklerin kesin oldugunu gorelim.
Gergekten de p,=p, = p, =2 alinwrsa (3.1.1.6) — (3.1.1.8) esitliklerinden goriildiigi

tizere esitsizliklerin ti¢ii de esitlik olarak gergeklesir.

Ote yandan

p(z):iJr—Z:l+2iz” :

A n=1

dolayisiyla bu fonksiyon i¢in p, =2, n=1,2,3,... oldugu agiktir.
O halde, (3.1.1.1) kosulunda p ( Z) = ]1_+—Z alir ve bu kosul yeniden diizenlenirse
A

B(A-2)zyy"+(1- B)(1-2)z(y') -[(1+S—2a)z+1-B]yy' =0

diferansiyel denklemi elde edilir. Boylece, bu diferansiyel denklemin bir 6zel ¢oziimii

i¢in teoremde elde edilen esitsizlikler kesindir.
Bununla Teorem 3.1.1.1’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.1.1°den asagidaki sonuglar 6zel durum olarak elde edilir.
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Teorem 3.1.1.2: (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan f fonksiyonu M,, £>0

altsinifindan ise bu fonksiyonun ilk {i¢ katsaysi icin asagidaki kesin esitsizlikler

gecerlidir

1

2
< £ < 1
[2:]< +8’ & 1+2ﬂ{ "

2(1+ 3,8)}
1+ )

ve

o< 2 [, 3(1+58) +2(17ﬂ2+6ﬂ+1)
4_3(1+3,3) (1+8)(1+2p) (1+ﬂ)3(1+2ﬁ) .

Teorem 3.1.1.3: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu S*(a), ae[O,l)

altsinifindan ise bu fonksiyonun ilk {i¢ katsaysi icin asagidaki kesin esitsizlikler

gecerlidir

a|<2(1-a). [a|<(1-a)(3-2a)

ve

2(1-a)[1+(1-a)(5-2a) ] |
3

ja,| <

Teorem 3.1.1.4: (1.2.2.1) formiilii ile tammlanan f fonksiyonu C(«), a€[0,1)

altsinifindan ise bu fonksiyonun ilk ii¢ katsaysi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler

gecerlidir

1-a)(3-2a)

a|<i-a, [a<!

ve
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(1-a)[1+(1-a)(5-2a)] |

6

ja,| <

Sonug 3.1.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu S” altsmifindan ise bu

fonksiyonun ilk ti¢ katsaysi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir
la,[<n, n=2,34.

Sonug 3.1.1.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu C, altsinifindan ise bu

fonksiyonun ilk ii¢ katsaysi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

la,[<1, n=234.

312 M, (a) Altsinifina Ait olan Fonksiyonun Tersi Icin Katsay1 Problemi

Bu boliimde, biz (1.2.2.1) formiilii ile tamimlanan f e M (a) fonksiyonun f tersinin

ilk birkag katsayis1 i¢in degerlendirmeler verecegiz.

Teorem 3.1.2.1: (1.2.2.1) formili ile tanimlanan f fonksiyonu

M, (a), ae [0,1), £ >0 altsinifindan ise bu fonksiyonun f tersinin ilk ii¢ katsays1

icin agagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

2(1-a)
1+

|A| < , B=0

A< l—o {2(3+5ﬁ)(1a)(1+ﬂ)2 eger a €[0,43,),

(1+8) (1+28) |1+ ) eger a c[B,.1),
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|A3|S1+2ﬁ'

Ayrica,

A < 2(1-a) +6(2+5ﬂ)(1_a) 4(31ﬂ2+33ﬁ+8)(1_a)2
T3(1+38) (1+B)(1+2p) (L 5) (1+25) .

Ispat: feM,(a), @€[0,1), 420 olsun. Bu durumda, M,(a)cS oldugundan f

fonksiyonunun D ={w:w|<r,(f)}, r,(f)== agik birim diskinde tanimli ve

Nl

FH (W) =W AW + AW + AW -

sekilli bir f " tersi vardir, burada

A =-a,, A =2a—-a,, A,=-5a+5a,a,-4,. (3.1.2.1)

Boylece, (3.1.2.1)’in birinci esitliginden ve Teorem 3.1.1.1°den A, i¢in yazariz:

A =——p. (3.1.2.2)

Sonuncu esitlikten
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elde ederiz.

Simdi,

A3| icin bir degerlendirme bulalim. (3.1.2.1)’in ikinci esitliginden ve (3.1.1.6),
(3.1.1.7)’den yazanz:

(3.1.2.3)

__lea | (3+58)(1-a) ,
A= 2(1+2ﬂ){'o2 (1+BY pl}

Buradan

1« _(3+5,8)(1—a) ,
|A3|_ 2(1+2,3) 2 (l+,5)2 Py
yada v = 2(3+5ﬂ)(]2.—a) omak {iizere,
(1+5)
l-«a vV o,
|A3|=m P =5 P

yazariz.

Simdi sonuncu esitlige Lemma 2.2.2’yi uygulayalim.

v >0 oldugu agiktir. Ayrica, eger [ > 3+;/]7 ise her o € [0,1) icin v <2 olur.

O halde, 5> 3*;/1_7

icin Lemma 2.2.2 geregince yazariz:
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-«

< .
|A3| 1+2p8
Simdi g e {0, 3+;/1_7J olsun. Bu durumda,
v<2 o aelf)l)
ve
v>2 < ael0,5),
burada
B - 2+38-p°
3458
Buna gore, Lemma 2.2.2 geregince [ e {0, 3+;/1_7] durumunda asagidaki esitsizlikleri
elde ederiz
1- -1
% eger a €[0,,),
+
Al l-a
1125 eger a €[ f3,,1),
burada
B - 2+38-p°
3458

Bununla |A3| i¢in teoremde verilen esitsizlik ispatlandi.

Simdi,

A4| lin degerlendirmesini bulalim. (3.1.2.1)’in ii¢ligncii esitliginden ve (3.1.1.6)

—(3.1.1.8) esitliklerinden A, i¢in yazariz:
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1-a | 3(2+58)(1-a) +(31/5'2+33,B+8)(1—a)2
1+3p3) Ps (1+B)(1+2p) AP (1+8)’ (1+2p)

A4=—3( pd|. (3.1.2.4)

(3.1.2.4) esitliginde iicgen esitsizligine gecer ve |pn|S2, n=12,3 oldugu dikkate
alinirsa |A4| icin istenen esitsizlik elde edilir.

Bununla teoremde istenen esitsizlikler ispatlandi.

Simdi bulunan sonuglarin kesin oldugunu gosterelim.

Dogrudan da p, =2 alinirsa her >0 igin |A2| icin buldugumuz esitsizligin kesin

oldugu (3.1.2.2) esitliginden goriiliir.

3+x/1_7

2

,Be{O, ] i¢gin @€[0,4,)) durumunda p,=p,=2 ve ae[f,1) durumunda

p,=p,—2=0 almirsa (3.1.2.3) esitliginden |A3| icin buldugumuz esitsizligin kesin

oldugu goriiliir.

Ayrica, p,—2=p,+2=p,—2=0 segilirse |A4| icin elde edilen esitsizligin kesin

oldugu (3.1.2.4) esitliginden goriiliir.
Bununla Teorem 3.1.2.1’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.2.1°den asagidaki sonuglar1 6zel durum olarak elde ederiz.

Teorem 3.1.2.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu M ;, #>0 altsinifindan

ise bu fonksiyonun f™ tersinin ilk ii¢ katsaysi icin asagidaki kesin esitsizlikler

gecerlidir
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2
|A2|sm,ﬂ20.

5+883—
(1+ ) (1+28)

A<

ve g>3¥7 Gy

|A3|S1+2,3'

Ayrica,

2|, 6(2+58)  4(318° +333+8)

|A4|33(1+3ﬁ) +(1+ﬂ)(1+2ﬂ)+ (1+ﬂ)3(1+2ﬁ) .

Teorem 3.1.2.3: (1.2.2.1) formiilii ile tamimlanan f fonksiyonu S™(a), «€[0,1)

altsinifindan ise bu fonksiyonun f™ tersinin ilk ii¢ katsaysi icin asagidaki kesin
esitsizlikler gegerlidir
Al <2(1-a),
. 2
5—6a eger a € 0,5 ,

Al<(1-a) ,
1 egerae[g,lj.

Ayrica,

NE 2(1—a)[1+4(]3;—a)(11—8a)] |
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Teorem 3.1.2.4: (1.2.2.1) formiili ile tamimlanan f fonksiyonu C(a), ae[O,l)

altsinifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk ii¢ katsays1 i¢in asagidaki kesin
esitsizlikler gegerlidir
|A|<1l-a,
5 1
3—4a eger a e O’E ,

1—
|A3|£Ta 1
1 egerae{i,l)

Ayrica,

NE (1-a)[1+(1-a)(19-12a) |
6

Sonug 3.1.2.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu S~ altsmifindan ise bu

fonksiyonun f " tersinin ilk ii¢ katsays1 i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

|A<2, |A|<5 ve |A]<30.

Sonug 3.1.2.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu C altsinifindan ise bu

fonksiyonun f " tersinin ilk ii¢ katsays1 i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

[Al<L A =3 ve A<
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313 M, (a) Altsinifi Icin Logaritmik Katsay1 Problemi

Bu bolimde, (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f eM 2 (a) fonksiyonu i¢in
f(2) , . -
g (Z) =log - fonksiyonunun katsay1 problemi incelenmistir.

Bilindigi {iizere, f fonksiyonu yardimiyla asagidaki esitlikten tanimlanan o, ,

n=12,3,4,... parametrelerine f ’nin logaritmik katsayilar1 denir [1]

9(z)= log[ J 2252 (3.1.3.1)

Asagidaki teoremde feM ',3(0!) fonksiyonunun ilk birka¢ logaritmik katsayisi igin

degerlendirmeler verilir.

Teorem 3.1.3.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu M, (a), a<[0,1),

F>0 altsinifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iig

katsayilar i¢cin asagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

e e, 20-a)
2(1+2p) (1+ 5)2

1=,

ve

|5|< 1-a 1+ 613(1_05) +4(11ﬂ2+11ﬂ+2)(1_a)2
TT3(1+38) | (1+8)(1+2p) (5 (1+25) ,

Ispat: feM(a), a€[0,1), B=0 olsun. (3.1.3.1) esitliginden &,, n=1,2,34,...

katsayilarini bulalim. Bunun i¢in (3.1.3.1) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

% 22n5z”1 2(5,+265,2+35,2° +45,2° +--)

24



yazilir.

Ayrica,

f(z)=z+a,2° +3,2° +a,2" +---

ve

zf'(z)=z+) naz" =z+2a,z° +3a,2° +4a,2" +---
n=2

oldugu dikkate alinirsa sonuncu esitlik sdyle yazilir:
a,2° +238,2° +38,2" +--- = 26,2* +(45,+ 25,3,) 2° + (66, + 45,8, + 26,3, ) 2* +---.
Sonuncu esitlikten

20, =a,,
46, +26,a, = 2a,,

60, +496,a, +20,a, =3a,,

dolayisiyla,
a
o, =%,
.
5, == (2a,-a}),
5, =~(3a, -3a,a,+a;)
elde edilir.
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Eger, (3.1.1.6) — (3.1.1.8) esitliklerinden a,, a, ve a,’lin ifadeleri sonuncu esitliklerde

dikkate alinirsa

__lma
% 200+ 5) (3.1.3.2)
:1——0{ ﬂ(l—a) 2 2133
0, 4(1+2ﬂ){p2+(1+ﬂ)2 pl}’ (3.1.3.3)
e [ e  eseaee) )
Oy = 6(1+3ﬂ)[p3+(1+ﬁ)(1+2ﬂ) PP, (1+ﬂ)3 (1+2ﬂ) p, | (3.1.3.4)

bulunur.

(3.1.3.2) — (3.1.3.4) esitliklerinde tiggen esitsizlikleri ve |pn|, n=12,3 oldugu goz

6niinde bulundurulursa |5n| , N=1,2,3 i¢in bulunur:

5 <12 {1+25(1—a)}
2 2(1+ 2,8) (1+ﬁ)2 '
TT3(L+3p)| 0 (1+B)(1+2p) (0 5) (1+25) ,

Bununla teoremde verilen esitsizliklerin dogrulugu ispatlandi.

Simdi buldugumuz esitsizliklerin kesin oldugunu gosterelim.
Gergekten de (3.1.3.2) ve (3.1.3.3) esitliklerinde p, = p, =2 segilirse |5, ve |5,| i¢in

bulunan esitsizliklerin kesin oldugu goriiliir.

Ayrica, (3.1.3.4)de p,+2=p,+2=p,—2=0 seqilirse |5,| icin elde edilen esitsizlik

kesin olur.
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Bununla Teorem 3.1.3.1’in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.3.1°den asagidaki sonuglar 6zel durum olarak elde edilir.

Teorem 3.1.3.2: (1.2.2.1) formiilii ile tammlanan f fonksiyonu M,, £>0

altsiifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk ii¢ katsayisi igin

asagidaki kesin esitsizlikler dogrudur

|51|£i, |52|£ ﬂ2+fﬂ+l
1+ 2(1+ B) (1+2p)
ve
1 65 4(115° +118+2)

|53|S3(1+3ﬂ) ) (1+8)(1+2p) |

Teorem 3.1.3.3: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu S*(a), ae[O,l)

altsiifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk {i¢ katsayilar igin

asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

6| <1-a, |52|31_T“

ve

(1-a)(8a” ~16a+9)

0, <
5 -

Teorem 3.1.3.4: (1.2.2.1) formiilii ile tamimlanan f fonksiyonu C(a), ae[O,l)

altsinifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tamimlanan g fonksiyonunun ilk ii¢ katsayilar igin

asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir
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5<%, jg) < Gze)Ba)
2 12

ve

5 (1—a)[1+(11—2a)(5—4a)] |

Sonug¢ 3.1.3.1: (1.2.2.1) formiilii ile tamimlanan f fonksiyonu S* altsinifindan ise

(3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk ii¢ katsayilar i¢in asagidaki kesin

esitsizlikler gegerlidir
|6,/ <1, |§2|5% ve |5 <3.

Sonu¢ 3.1.3.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu C altsinifindan ise

(3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk ii¢ katsayilar igin asagidaki kesin

esitsizlikler gegerlidir

1 1 1
|5l|s§, |52|sZ ve |53|s§.

3.2. Fekete - Szego Problemi

3.2.1. M, (a) Altsimfi I¢cin Fekete - Szegé Problemi

Bilindigi iizere, (1.2.2.1) seri a¢ilimli analitik bir f fonksiyonunun katsayilari
yardimiyla tanimlanan E(a,,a;) :‘ag —azz‘ fonksiyoneline Fekete - Szegd fonksiyoneli

denir. Genel olarak Fekete - Szego fonksiyoneli, 4 bir reel ya da karmasik say1 olmak
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lizere, E(a,,a,u)= ‘ag - yaj‘ olarak da bilinmektedir. Bu fonksiyonelin bir tst
siniriin bulunmasi problemi analitik fonksiyonlar teorisinde Fekete — Szegd problemi

olarak bilinir.

Tez calismamizin bu bdliimiinde, M ﬂ(a) altstnmifinin  Fekete - Szegd problemini

inceliyoruz.

Ik 6nce 1 e C durumunda ‘aﬁ — ,uaf‘ Fekete-Szegd problemini ele alalim.

Teorem 3.2.1.1: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan Mﬁ(a), £ =0, ae[O,l)

sinifindan bir fonksiyon ve g eC olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szego

fonksiyoneli igin asagidaki degerlendirme dogrudur

4(1-a)’ |(1+B) +2(1-a)(1+38)
(1+B) 4(1-a)(1+2p) ’
» @By +2(l-a)(1438) | (1+B)
2, — ua| < T e ir2p) M d-a) (e 28)’
e o (@A) +20-0)(1+38) | (1+B)
142’ 4(1-e)(1+2p) 4(1-a)(1+28)

Ispat: feM,(a), =20, a<[01) ve ueC oldugunu varsayalim. Bu durumda,

(3.1.1.6) ve (3.1.1.7) esitliklerinden a, — pa’ ifadesi igin

2. l-«a (1—05)2 (1+3p) B ,

elde edilir.

Lemma 2.2.1 formiile (2.2.2)’den |X| <1 kosulunu saglayan baz1 X degerleri igin
p, = 1[ oy +(4- pf)x} (3.2.1.2)
2
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yazilir. Bu ifadeyi (3.2.1.1)’de yerine koyup tiggen esitsizligini kullanir ve |X|:§,

| pl| =te [0, 2] alinirsa ‘a3 — ,uazz‘ i¢cin asagidaki esitsizlik elde edilir:

2

t2+(1—a)(4—t2)

(1+B) +2(1-a)(1+3p)
% 4(1+2p) s cefod)

4(1-a)(1+2p)

o (1-a)
‘83 ﬂaz‘g(l+ﬂ)z

Buradan agikc¢a

2 <(1—g l-a
‘as_:uaz‘—(l ){[(14_,8)2

(1+8) +2(1-a)(1+38)
4(1-a)(1+25)

__ 1 Pt
Hav2p) | T1e2p
(32.1.3)

yazilir.

Simdi

h(t){ (11;;‘)2

sekilde h:[O, 2]—>]R fonksiyonunu tanimlayalim. h(t) fonksiyonunun [0,2] araliginda

1+ 8 +2(1-a)(1+38)
4(1-a)(1+2p)

1 5 1
Y7 _4(1+2,3)]t +1+2ﬂ} (3.2.1.4)

maksimumunu inceleyecegiz.

h(t) fonksiyonunun ifadesinden goriildiigii iizere eger,

(1+B) +2(1-a)(1+38) 1+ )
4(1-a)(1+28) H= 4(1-a)(1+28) (3.2.15)
kosulu saglanirsa h'(t)>0 ve eger,
(1+8) +2(1-a)(1+38) (1+8)
4(1-a)(1+28) H= 4(1-a)(1+28) (3.2.1.6)
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kosulu saglanirsa h'(t) <0 olacaktr.

Dolayisiyla, (3.2.1.5) kosulu saglanirsa h(t) fonksiyonu monoton artan ve (3.2.1.6)

kosulu saglanirsa monoton azalandir. Buna gore, (3.2.1.3) ve (3.2.1.4)’den asagidaki

esitsizlikler yazilir:

4(1-a)’ |1+ B) +2(1-a)(1+38)
(1+ )’ 4(1-a)(1+2p)

—

. eper [(LHA) +2(1-0)(1+38) | (1+p)

‘ag —:“az‘ = £ 4(1-a)(1+2p) H= 4(1-a)(1+2B)’
e o |AB) +2(-a)(1+36) | (1+B)

1428 ¢ 4(1-a)(1+28) A ana)ar2p)

Teoremin ispati tamamdir.

Teorem 3.2.1.1°den 6zel durumda asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.2.1.2: f (1.2.2.1) formili ile tamimlanan M ,, A>0 smifindan bir

/B 1

fonksiyon ve e C olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szego fonksiyoneli i¢in

asagidaki degerlendirme dogrudur

,82+8ﬁ+3_ﬂ __|pA+8p+3 ‘> (1+8)°
oy - ] < 4 4(1+2p8) [ 4(1+2B8) | 4(1+2p)’
(1+8) | (1+p) oger |F 28043 | (1)
4(1+2pB)’ 4(1+2B8) 7| 4(1+2B)

Teorem 3.2.1.3: f (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan S*(a), ae[O,l) siifindan bir

fonksiyon ve e C olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szeg6 fonksiyoneli i¢in

asagidaki degerlendirme dogrudur

31



3-2 ] eger 3-2a | 1

4(1-« ’ 4(1-« T A(l-a)’

N (1-a) "|"40-a)
1 eger _ —u| < 1

4(1-a)’ & 4(1-a) T 4(l-a)

Teorem 3.2.1.4: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan C(a), ae[O,l) sinifindan bir

fonksiyon ve e C olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szego fonksiyoneli i¢in

asagidaki degerlendirme dogrudur

3-20 | ooy 322 1
3(1-a) | 3(1-a) 3(1-a)’
‘ag—yazz‘s(l—a)z
1 ooer | 3720 1
31-a)  ° PB-a) ‘| 301-a)

Sonu¢ 3.2.1.1: f (1.2.2.1) formiilii ile tammlanan S siifindan bir fonksiyon ve

ueC olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szegd fonksiyoneli igin agagidaki

degerlendirme dogrudur

o |[B=44], eger [3-4u|>1,
‘as _:uaz‘ < <
1, eger |3—4,u|£1.
Sonug 3.2.1.2: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan C sinifindan bir fonksiyon ve ueC
olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szegd fonksiyoneli i¢in asagidaki

degerlendirme dogrudur

1
‘ 2‘ |1—,u|, eger |1—,u|2§,
83— pa; | <
3 eger |1—,u|£%.
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Asagidaki teoremde [a, —paj| Fekete-Szegd fonksiyoneli 4 parametresinin reel

degerleri i¢in inceleniyor.

Teorem 3.2.1.5: f (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan Mﬂ(a), £=0, ae[O,l)

smifindan bir fonksiyon ve xR olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szego

fonksiyoneli igin asagidaki degerlendirme dogrudur

4(1-a)’ |1+ B) +2(1-a)(1+38)
(1+8) 4(1-a)(1+2p)

(1-a)(1+38) s (1+B) +(1-a)(1+3p)
20-a)128) " T 21—y 1+ 2p)

1o (CO3) () +(1-a)1+39)
1+28° 2(1-a)(1+28) 2(—a)1+28)

_ﬂ,

‘aa —,uazz‘ <qeger u<

2

J78

Ispat: Teorem 3.2.1.5’in ispati Teorem 3.2.1.1°in ispatina ¢ok benzedigi i¢in fazla

detaylara girmeden farkliliklar1 vererek ispati tamamlayacagiz.
Teorem 3.2.1.1°de tanimlanan h(t) fonksiyonunun ifadesinden gdriildiigii lizere xR

durumunda (3.2.1.5) kosulu

_ (1-a)(1+3p)
H220-a)(1r2p)

ya da
(1+8) +(1-a)(1+35)
A o)1+ 25) (3.2.1.7)
kosuluna ve (3.2.1.6) kosulu da
(1-a)(1+35) < s (1+8) +(1-a)(1+3p) (32.1.8)

2(1-a)(1+28) " 2(1-a)(1+28)
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kosuluna denk olacaktir.
Boylece, u parametresinin reel degerlerinde (3.2.1.7) kosulu saglanirsa h(t)

fonksiyonu monoton artan ve (3.2.1.8) kosulu saglanirsa monoton azalandir. Buna gore,

(3.2.1.3) ve (3.2.1.4)’den asagidaki esitsizlikler yazilir:

4(1-a)’ |(1+ ) +2(1-a)(1+35)
(1+B) 4(1-a)(1+2p)

o) 1438 (1+8)° +(1-a)(1+35)
s - < B A= 2(1-a)(1+25)

_lLl,

b

1+2ﬂ) yada u 2>
l-a 1438 _ _(1+p) +(1-a)(1+35)

) I ————

1+25' © 2+28) 1T 2(1-a)(1+2p)

Bununla teoremin ispati tamamdir.

Asagidaki ti¢ teorem Teorem 3.2.1.5’den 6zel durum olarak kolayca elde edilir.

Teorem 3.2.1.6: f (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan M,, A>0 smifindan bir

fonksiyon ve g e R olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szego fonksiyoneli igin

asagidaki degerlendirme dogrudur

p?+88+3 5 1+38 L+55+2

oy e < aeap) M) ) M B e ap)
Tes) | @epy eer 1435 B 5pr2
4(1+2p) 2(1+2p) 2(1+2p)

Teorem 3.2.1.7: f (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan S*(a), ae[O,l) siifindan bir

fonksiyon ve xR olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szego fonksiyoneli i¢in

asagidaki degerlendirme dogrudur
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3-2a _ eger <l adapu2 2-a
2 N R e R T
‘ag—ya2‘£4(l—a)
1 eger o< 2a
s1-a) ¢ 2 1720 a)

Teorem 3.2.1.8: f (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan C(a), ae[O,l) smifindan bir

fonksiyon ve e R olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szego fonksiyoneli i¢in

asagidaki degerlendirme dogrudur

So2a — 4|, eger ,usg yada,uzz(z_a),
, 2 |13(1-«) 3 3(1-a)
‘ag—,uaz‘ﬁ(l—a)
1 . 2_ <2(2—a)
3(1-a)  © 3 17 30a)

Sonu¢ 3.2.1.3: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan S~ smifindan bir fonksiyon ve

R olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szegd fonksiyoneli i¢in asagidaki

degerlendirme dogrudur

|3—4,u|, eger,u£% yada u>1,
|8 — 83| <
1, eger %S,uﬁl.

Sonug 3.2.1.4: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan C simifindan bir fonksiyon ve x e R

olsun. Bu durumda f fonksiyonun Fekete-Szegd fonksiyoneli igin asagidaki

degerlendirme dogrudur

5 2 4
|1—,u|, eger ,usg yada,uzg,

o, — wal|<
3 ° 3~ 453
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Teorem 3.2.1.5’de x =0 alinirsa |a3| icin agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.1.5: (1.2.2.1) formiilii ile tammlanan f (z) fonksiyonu M, (a), a<[0,1),

£ = 0smifindan ise bu fonksiyonun a, katsayisinin modiilii i¢in asagidaki esitsizlik

dogrudur

Not 3.2.1.1: Sonug¢ 3.2.1.5°de |a3| i¢cin bulunan sonug¢ Teorem 3.1.1.1°de elde edilen

sonucun aynisidir.

Ote yandan, Teorem 3.2.1.5°den 6zel durumda ‘ag —azz‘ Fekete-Szegd fonksiyoneli igin

asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.2.1.9: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan Mﬂ(a), £ =0, ae[O,l)

smifindan bir fonksiyon olsun. O halde ‘ag—aj‘ Fekete-Szegd fonksiyoneli igin

asagidaki degerlendirme gegerlidir

l-a

1+28

2, —a7| <

Teorem 3.2.1.10: f (1.2.2.1) formili ile tanimlanan M,, F>0 sinifindan bir

fonksiyon olsun. O halde ‘ag—azz‘ Fekete-Szeg6 fonksiyoneli igin asagidaki

degerlendirme gecerlidir

1
1+28°

2, ~af| <
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Teorem 3.2.1.11: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan S*(a), ae[O,l) siifindan bir

fonksiyon olsun. O halde |[a,—a;| Fekete-Szegd fonksiyoneli icin asagidaki

degerlendirme gecerlidir
‘as -a ‘ <l-a.

Teorem 3.2.1.12: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan C (&), @ €[0,1) smfindan bir

fonksiyon olsun. O halde ‘ag—azz‘ Fekete-Szego fonksiyoneli igin asagidaki

degerlendirme gegerlidir
l-«a
—a|<—=.
‘as 2‘ 3

Sonug 3.2.1.6: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan S~ smifindan bir fonksiyon olsun. O

halde ‘ag — azz‘ Fekete-Szego fonksiyoneli i¢in asagidaki degerlendirme gegerlidir
‘ag -a ‘ <1.

Sonug 3.2.1.7: f (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan C smifindan bir fonksiyon olsun. O

halde ‘ag - a;‘ Fekete-Szego fonksiyoneli i¢in asagidaki degerlendirme gegerlidir

1
‘ag—azz‘sg.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Calisilan bu yiiksek lisans tezinde analitik ve iinivalent fonksiyonlarm M ﬁ((x),
a,f>0 alt smfi tamtildi. Bu smiftan olan feM (a) fonksiyonu, f~ ters
fonksiyonu ve g(Z):Iog(f (Z)/Z) fonksiyonu icin katsayr problemleri incelendi.

Parametrelerin 6zel degerleri i¢in sonuglar elde edildi. Ayrica, tezde M, (a) , a, >0
simifinin Fekete-Szegd problemi incelendi ve x bir reel ya da karmagik sayr olmak

uzere,

a, — ,uag‘ FeketeSzego fonksiyoneli i¢in bir tist sinir degerlendirmesi verildi.

Tezdeki yontem uygulanarak asagidaki konular incelenebilir.

1. Tezde ele alian sinif igin a,a, —a; ikinci Hankel determinantinin modiiliiniin bir iist

sinir degerlendirmesi verilebilir.

2. f fonksiyonu igin A,A, — A’ ikinci Hankel determinantinin modiiliiniin bir iist sinir

degerlendirmesi verilebilir.

3. Ayrica, f e Mﬂ(a) fonksiyonunun, f~ fonksiyonu icin ‘Ag—,quz‘ Fekete-Szego

fonksiyoneli incelenebilir.

4. f eM,(a) olmak iizere, g(z)= Iog( f(z)/ Z) fonksiyonu igin ‘5153 —,uézz‘ Fekete-

Szegd benzeri fonksiyoneller incelenebilir.
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