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1. GENEL BİLGİLER 

1.1. GİRİŞ 

 

Analitik fonksiyonlar teorisinin çok çalıĢılan konuları analitik fonksiyonların belli bir 

sınıfının katsayı problemi (fonksiyonun katsayılarının modüllerinin bir üst sınırının 

bulunması problemi), Fekete-Szegö problemi (fonksiyonun katsayıları yardımıyla 

tanımlanan ve Fekete-Szegö fonksiyoneli adlandırılan fonksiyonelin modülünün üst 

sınırının bulunması problemi), katsayılar yardımıyla tanımlanan ve ikinci Hankel 

determinantı olarak bilinen bir fonksiyonelin modülünün üst sınırının bulunmasıdır. Bu 

konularda farklı alt sınıflar için çok sayıda çalıĢmalar mevcuttur (önek için bakınız [1 - 

16]).    

 

Ayrıca, analitik ve ünivalent fonksiyonların belli alt sınıfları da araĢtırma konusudur. 

Hatta bi-ünivalent fonksiyon sınıfı olarak bilinen tersi de ünivalent olan analitik 

fonksiyonlar sınıfı için de çok sayıda çalıĢma bulunmaktadır (bakınız [11, 15, 17]). 

 

Analitik ve ünivalent fonksiyonların belli alt sınıflarına ait olan fonksiyonların katsayı 

problemi de ilgi çekici konulardandır. Bu konuyla ilgili Thomas’ın [1] çalıĢmalarını 

örnek gösterebiliriz.  

 

Analitik fonksiyonlar teorisinin bir ilginç konusu da logaritmik katsayı problemi denilen 

problemdir. Bu belli bir sınıftan olan fonksiyonun değiĢkene oranının logaritmasının 

katsayılarının modülünün üst sınırının bulunmasıdır (bakınız [1]).  

 

Geometrik fonksiyonlar teorisindeki çalıĢmaların hemen tamamına yakını merkezil 

birim açık diskte yapılmaktadır. Bunun ana sebeplerinden biri analitik fonksiyonların 

merkezil birim açık diskte yakınsak seriye açılabilmesidir. Ayrıca, ileride de görüleceği 

üzere tanımlanan analitik fonksiyon sınıflarının açık birim diskte verilmesidir. Bütün 

bunların esas sebebi karmaĢıkxfonksiyonlar teorisindenxbilinen Riemann dönüĢüm 

teoremidir. Riemann dönüĢüm teoremi bize belli bir bölgede çalıĢmaktansa birim diskte 

çalıĢma kolaylığı sağlıyor. Öyle ki bu teoreme göre karmaĢıkxdüzlemin basitxbağlantılı 

bir bölgesini birimxdiske konform dönüĢtürenxbir fonksiyon vardır. Ayrıca, konform 
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dönüĢüm altında bölgelerin geometrik özellikleri sağlandığı da bilinmektedir. Bu 

sebepten karmaĢık düzlemin belli bir bölgesinde çalıĢmak yerine birim açık diskte 

çalıĢmak tercih edilmektedir.   

 

Bütün bu sebeplerden dolayı analitik fonksiyonlar teorisinde çalıĢmalar karmaĢık 

düzlemin  :  1U z z     açık birim diskinde ünivalent ve    0 0 1 0f f     

normelleştirmexkoĢulunu sağlayan  f z  analitik fonksiyonlarının oluĢturduğu bir S  

sınıfının alt sınıfları üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. 

 

Biz bu tez çalıĢmasında aĢağıdaki konuları ele aldık: 

 

1. Analitik ve ünivalent fonksiyonların belli bir alt sınıfı için katsayı problemi 

çalıĢıldı. Tez çalıĢmamızda, analitik ve ünivalent fonksiyonların belli bir alt 

sınıfının ilk üç katsayıları için değerlendirmeler elde edildi.   

 

2. Analitik ve ünivalent fonksiyonların belli bir alt sınıfının ters fonksiyonlarının 

katsayı problemi çalıĢıldı. Tez çalıĢmasında ters fonksiyonların ilk üç katsayıları 

için değerlendirmeler elde edildi.   

 

3.  f z  tezde tanımlanan sınıftan olmak üzerex
 

 log
f z

g z
z

 
 

 
 

fonksiyonunun katsayı problemi incelendi. 

 

4. Tezde tanımlanan sınıf için Fekete-Szegö problemi incelendi ve Fekete-Szegö 

fonksiyonelinin bir üst sınırı verildi. 

 

Bu yüksek lisans tezi birinci bölümü kuramsal temeller, ikinci bölümü materyal ve 

yöntemleri ve üçüncü bölüm araĢtırma bulguları olmak üzere üç bölümden oluĢur. 
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1.2. KURAMSALXTEMELLER 

 

1.2.1. GenelxKavramlar 

 

Yüksek lisans tezimizin bu kısmında temel bilgiler verildi. 

 

Tanım 1.2.1.1 (  komĢuluğu): 0z   noktası verilsin. 0   için 

 

   0 0, :U z z z z      

 

 kümesine 0z  noktasının   komşuluğu denir. 

 

Tanım 1.2.1.2 (Ġç Nokta): KarmaĢık düzlemde verilen bir kümenin bir noktası belli bir 

komĢuluğu ile bu kümeye ait ise bu noktaya kümenin bir iç noktası denir. 

 

Tanım 1.2.1.3 (Açık Küme): KarmaĢık düzlemin sadece iç noktalarından oluĢan 

kümesine açık küme denir. 

 

Tanım 1.2.1.4 (Tümleyen): Kümeye ait olmayan noktalardan oluĢan kümeye kümenin 

tümleyeni denir. 

 

Tanım 1.2.1.5 (Kapalı küme): Tümleyeni açık olan kümeye kapalı küme denir.   

 

Tanım 1.2.1.6 (Bağlantılı Küme): Herhangi iki nokasını birleĢtiren doğru parçası 

kümeye ait ise bu kümeye (doğrusal) bağlantılı küme denir. 

 

Tanım 1.2.1.7 (Bölge): KarmaĢık düzlemin açık ve bağlantılı kümesine bir bölge denir. 
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1.2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Bazı Alt Sınıfları 

 

Tanım 1.2.2.1 (Analitik Fonksiyon):  f z  karmaĢık değiĢkenli ve karmaĢık değerli 

fonksiyonux 0z   noktasının bir komĢuluğunda tanımlı olsun. Eğer, sonlu 

 

   
0

0

0

lim
z z

f z f z

z z




 

 

limitixvarsa bu fonksiyonax 0z  noktasında türevlenebilir (veya diferensiyellenebilir) 

denir. Eğer, bir fonksiyon tanımlı olduğu bir noktanın belli bir komĢuluğunda 

türevlenebilirse bu fonksiyona bu noktada analitikxfonksiyon denir [18]. 

 

Tanım 1.2.2.2 (Tam Fonksiyon):   karmaĢık düzlemin her noktasında analitik olan 

fonksiyona tam fonksiyon denir.  

 

Tam fonksiyona örnek olarak 
ze , sin z , cos z , , ,az b a b   gibi bir çok fonksiyon 

gösterilir. 

 

Tanım 1.2.2.3 (Normalize edilmiĢ analitik fonksiyonların sınıfı):    0 0 1 0f f     

 koĢulunu sağlayan  : 1U z z    birim diskinde analitik olan  f z  fonksiyonuna 

normalize edilmiş analitik fonksiyon denir [19]. 

 

U  birim diskinde normalize edilmiĢ analitik fonksiyon 

 

 
2

,  , 2,3,...n

n n

n

f z z a z a n




                                    (1.2.2.1) 

 

Ģekilli açılıma sahip olup bu  f z  fonksiyonlarının sınıfı A  ile gösterilir ve aĢağıdaki 

Ģekilde yazılır 
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2

:  için  an

n n

n

A f z U f z z a z




 
      
 

  . 

 

Tanım 1.2.2.4 (Ünivalent fonksiyon): Kompleks düzlemin bir D  altkümesi üzerinde  

tanımlanmıĢ bir  f z  analitik fonksiyonu, kendi  f D  resmi üzerine birebir oluyorsa 

bu fonksiyona D  bölgesinde ünivalent fonksiyon denir.  

 

Bir baĢka deyiĢle 1 2,z z D  olmak üzere    1 2f z f z  olduğunda 1 2z z  ya da 1 2z z  

olduğunda    1 2f z f z  oluyorsa  f z  fonksiyonuna D  bölgesinde ünivalent 

fonksiyon denir [19]. 

 

U  bölgesinde analitik ve ünivalent olan (1.2.2.1) Ģekilli fonksiyonların sınıfı S  olsun. 

Yani,  :  ünivalenttirS f A f   yazılır [20]. 

 

Tanım 1.2.2.5 (Yıldızıl (Starlike) Bölge): KarmaĢık düzlemde bir bölgenin belli bir 

noktasını keyfi noktasıyla birleĢtiren doğru parçası bu bölgeye ait ise bu bölgeye bu 

noktaya göre yıldızıl (starlike) bölge denir. KarmaĢık düzlemi orijine göre yıldızıl 

bölgesine (kısaca) yıldızıl bölge denir [20]. 

 

Tanım 1.2.2.6 (Görüntü Kümesi): Bir fonksiyonun tanım kümesinden alınan noktanın 

bu fonksiyonun değer kümesindeki karĢılığına bu noktanın bu fonksiyon altındaki 

görüntüsü ve bu fonksiyonun tanım kümesinden alınan noktalarının bu fonksiyon 

altında görüntülerinin oluĢturduğu kümeye bu fonksiyonun görüntü kümesi denir. 

 

Tanım 1.2.2.7 (Yıldızıl fonksiyon): KarmaĢık düzlemde tanımlı görüntü kümesi yıldızıl 

olan bir analitik ünivalent fonksiyona yıldızıl fonksiyon denir [20]. 

 

Not: Bu tez çalıĢmasında açık birim diskte yıldızıl fonksiyonlar sınıfını araĢtıracağız. 

 

Teorem 1.2.2.1 (Yıldızıl fonksiyonların analitiklik karakterizasyonu): f S  

fonksiyonunun U ’da  yıldızıl olabilmesi için gerek ve yeter Ģart her z U  için  
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Re 0

zf z

f z

  
 

  

 

 

sağlanmasıdır. Normalize edilmiĢ yıldızıl fonksiyonların sınıfı *S  ile gösterilir.  

Yani,  

 

 

 
* : Re 0

zf z
S f S

f z

     
     

    

 

 

olarak tanımlanır [20]. 

 

Tanım 1.2.2.8 ( mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı): f S   olsun. Eğer U  

kümesinde 0   olmak üzere  

 

 

 
Re

zf z

f z


  
 

  

 

 

oluyorsa   f z  fonksiyonuna   mertebeden yıldızıl  fonksiyon denir ve   mertebeden 

yıldızıl fonksiyonların sınıfı  *S   ile gösterilir.  

Yani,   

 

 
 

 
* : Re ,  0 <1

zf z
S f S

f z
  

     
      

    

 

 

olarak tanımlanır [21]. 

Tanım 1.2.2.9 (Konveks bölge): B  karmaĢık düzlemde bir bölge olmak üzere B ’deki  

her nokta çiftini birleĢtiren doğru parçası yine B  bölgesinde kalıyorsa B ’ye konveks 

bölge denir [20]. 
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Tanım 1.2.2.10 (Konveks fonksiyon): f A  olmak üzere  f U  bölgesi bir konveks 

bölge ise,  f z  fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [20]. 

 

Teorem 1.2.2.2 (Konveks fonksiyonların analitik karakterizasyonu): f S  

fonksiyonunun U ’da konveks olması için gerekli ve yeterli Ģart her z U  için  

 

 

 
Re 1 0

zf z

f z

  
  

  

 

 

sağlanmasıdır. Normalize edilmiĢ konveks fonksiyonların sınıfı C  ile gösterilir. 

Yani, 

 

 

 
: Re 1 0

zf z
C f S

f z

     
      

    

 

 

Ģeklinde tanımlanır [20]. 

 

Tanım 1.2.2.11 (  mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı): f S   olsun. Eğer U  

diskinde 0   olmak üzere  

 

 

 
Re 1

zf z

f z


  
  

  

 

 

oluyorsa   f z  fonksiyonuna   mertebeden konvekstir denir ve    mertebeden  

konveks fonksiyonların sınıfı  C   ile gösterilir. 

Yani,  

 
 

 
: Re 1

zf z
C f S

f z
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[22]. 

 

Konveks ve yıldızıl fonksiyonlar arasındaki iliĢki aĢağıda teoremde verilmiĢtir. 

 

Teorem 1.2.2.3 (Alexander teoremi): 
*f C zf S    [19]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

9 

 

2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1. Materyaller 

Bu bölümde, tez çalıĢmamızda kullanacağımız bazı ön bilgileri verdik. 

Burada Her f S  fonksiyonu için Koebe Çeyrek Teoremi'ne göre 

    0 0: ,  1/ 4D w w r f r f    diskinde tanımlanan ve  

 

 1 2 3 4

2 3 4 ,  f w w A w A w A w w D       ,                                (2.1.1) 

 

2 3

2 2 3 2 3 4 2 2 3 4,  2 ,  5 5A a A a a A a a a a        , Ģekilli açılıma sahip analitik  1f w
 

ters fonksiyonu vardır (örneğin bakınız [17]).  

 

Bilindiği üzere, (1.2.2.1) Ģekilli analitik fonksiyonların bazı ilk katsayılarının 

değerlendirilmesine geometrik fonksiyonlar teorisinde katsayı problemi denir. Katsayı 

probleminin yanı sıra ters fonksiyonun katsayılarının değerlendirilmesi de literatürde 

önemli bir yer almaktadır (örneğin bakınız [1]).       

 

Bununla beraber,  f S olmak üzere    log /f z z  fonksiyonunun katsayıları için 

kesin değerlendirmelerin bulunması önemli problemlerdendir (örneğin bakınız [1]).  

 

Bu tez çalıĢmamızda analitik ve ünivalent fonksiyonların aĢağıda tanımlanan bazı alt 

sınıflarını inceledik.   

 

Tanım 2.1.1: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f S  fonksiyonlarının  

 

 
 

 

  
 

Re 1
zf zzf z

f z f z
  

  
   

 
 

, z U  
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koĢulunu sağlayan alt sınıfına  M  , , 0    sınıfı denir.  

 

Hatırlatma 2.1.1: Özel durumda Tanım 2.1.1’de 0   alınırsa iyi bilinen 

   *

0 ,M S   sınıfı ve 1   yazılırsa    1 , 0M C     sınıfı elde edilir.  

 

Tanım 2.1.2: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f S  fonksiyonlarının  

 

 
 

 

  
 

Re 1 0
zf zzf z

f z f z
 

  
   

 
 

 

 

koĢulunu sağlayan alt sınıfına M  , 0   sınıfı denir.  

 

Hatırlatma 2.1.2: Özel durumda Tanım 2.1.2’de 0   yazılırsa iyi bilinen 
*

0M S  

sınıfını ve 1   yazılırsa 1M C  sınıfını elde ederiz. 

 

 

2.2. Yöntemler 

 

Bu alt bölümde tezde kullanılacak olan bazı lemmalar verilecektir.  

 

  fonksiyonların U  açık birim diskte analitik,  0 1p  ,  Re 0p z   koĢullarını 

sağlayan,  

 

  2

1 21 ,  p z p z p z z U     .                                         (2.2.1)  

 

seri açılımlı  p z  foksiyonlarının sınıfı olsun. 
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Lemma 2.2.1 ([22]): p  fonksiyonunun katsayıları için 2,  1,2,3,...np n   

eĢitsizliği kesindir ayrıca 1 z  ve 1w   olmak üzere z  ve w  karmaĢık 

parametrelerinin bazı değerleri için  

 

 2 2

2 1 12 4p p p z   ,                                                    (2.2.2)  

 

      23 2 2 2 2

3 1 1 1 1 1 14 2 4 4 2 4 1p p p p z p p z p z w                            (2.2.3) 

 

eĢitlikleri doğrudur. 

 

Lemma 2.2.2 ([2, 23]): Eğer p  ise 

 

 
 

2

2 1

1         eğer  0,2 ,
2 max 1, 1 2

2 1 ,diğer durumlarda.
p p






 
     



 

dir. 

 

Lemma 2.2.3 ([2, 23]): Eğer p  ve 0 1B  ,  2 1B B D B   ise  

 

3

3 1 2 12 2p Bp p Dp   . 

dir. 

 

Lemma 2.2.4 ([2, 23]): p  olsun. Bu durumda,  

 

 
 

3

3 1 2 1

1              0,1 ,
1 2 max

2 1 ,    diğer durumlarda.
p p p p


 



 
     



 

 

dir.
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

3.1. Bazı Analitik Fonksiyon Sınıfları İçin Katsayı Problemi 

 

3.1.1  M 
 
Altsınıfı İçin Katsayı Problemi 

 

Tez çalıĢmamızın bu bölümünde,  M   altsınıfına ait olan fonksiyonların bazı ilk 

katsayılarının modülleri için kesin eĢitsizlikler verildi. 

 

Teorem 3.1.1.1: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu  M  ,  0,1  , 

0    altsınıfından ise bu fonksiyonun ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler 

geçerlidir 

 

 
2

2 1

1
a









,  

  

 
3 2

2 1 3 11
1

1 2 1
a

 

 

  
  

   

 

ve  

 

 

 

  

  

  

   

22

4 3

2 17 6 1 12 1 3 1 5 1
1

3 1 3 1 1 2 1 1 2
a

    

    

     
   

    
 

. 

 

Ġspat:  f M  ,  0,1  , 0    olduğunu farz edelim. Bu demek olur ki,  

 
 

 

  
 

   1 1
zf zzf z

p z
f z f z

   


    


, z U                      (3.1.1.1) 

p  olacak Ģekilde p  fonksiyonu vardır.  

Eğer,  

  1 2 3

2 3 4

2

1 1 2 3 4n

n

n

f z na z a z a z a z






         , 

  2 3 4

2 3 4

2

2 3 4n

n

n

zf z z na z z a z a z a z




         , 
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    2 3 4 2 3

2 3 4 2 3 42 3 4 1 4 9 16zf z z a z a z a z a z a z a z
            

 

 

eĢitlikleri dikkate alınırsa basit hesaplamalarla (3.1.1.1) eĢitliği 

 

     

     

     

2 2

2 3 2

3 3

4 2 3 2

2 3

1 2 3

1 1 2 1 2 1 3

3 1 3 3 1 5 1 7

1 1 1 1  .

a z a a z

a a a a z

p z p z p z

  

  

  

       

         

        

                (3.1.1.2) 

Ģeklinde yazılır. 

 

(3.1.1.2) eĢitliğinde z  değiĢkeninin aynı kuvvetlerinin katsayıları eĢitlenirse 

 

   2 11 1a p    ,                                                                  (3.1.1.3) 

     2

3 2 22 1 2 1 3 1a a p       ,                                          (3.1.1.4) 

       3

4 2 3 2 33 1 3 3 1 5 1 7 1a a a a p          .               (3.1.1.5) 

elde edillir. 

 

Böylece, (3.1.1.3) – (3.1.1.4) eĢitliklerinden  

 

2 1

1

1
a p









,                                                                         (3.1.1.6) 

                                 
   

2

3 2 2

1 1 3

2 1 2 2 1 2
a p a

 

 

 
 

 
, 

   
3

4 3 2 3 2

1 1 5 1 7

3 1 3 1 3 3 1 3
a p a a a

  

  

  
  

  
 

 

yazılır, 2a ’nin ifadesi ikinci eĢitlikte, 2a  ve 3a ’ün ifadeleri de üçüncü eĢitlikte yerine 

yazılırsa 3a  ve 4a  katsayıları  
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2

2

3 2 12

1 3 11

2 1 2 2 1 1 2
a p p

 

  

 
 

  
,                           (3.1.1.7) 

 

  

   

  

    

2

4 3 1 2

32

3

13

1 5 11

3 1 3 2 1 1 2 1 3

17 6 1 1
       .

6 1 1 2 1 3

a p p p

p

 

   

  

  

 
 

   

  


  

              (3.1.1.8) 

Ģeklinde bulunur. 

 

Görüldüğü üzere, her  0,1   ve her 0   için (3.1.1.6), (3.1.1.7) ve (3.1.1.8) 

eĢitliklerinde 1p , 2p , 3p , 1 2p p , 2

1p  ve 3

1p  parametrelerinin katsayıları pozitiftir. Buna 

göre, (3.1.1.6), (3.1.1.7) ve (3.1.1.8) eĢitliklerine üçgen eĢitsizliği uygulanırsa 2a , 3a  

ve 4a  için 

 

2 1

1

1
a p









, 

 

  

   

2

2

3 2 12

1 3 11

2 1 2 2 1 1 2
a p p

 

  

 
 

  
, 

 

  

   

  

    

32 2

3

4 3 1 2 13

17 6 1 11 5 11
.

3 1 3 2 1 1 2 1 3 6 1 1 2 1 3
a p p p p

   

      

   
  

      
 

 

elde edilir. 

 

Diğer taraftan, Lemma 2.2.1 gereğince 2np  , 1,2,3,...n   olduğundan, sonuncu 

eĢitsizliklerden  

 
2

2 1

1
a









, 

  

 
3 2

2 1 3 11
1

1 2 1
a

 

 

  
  

   

, 
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22

4 3

2 17 6 1 12 1 3 1 5 1
1

3 1 3 1 1 2 1 1 2
a

    

    

     
   

    
 

 

bulunur. 

 

Bununla teoremde verilen eĢitsizliklerin doğruluğu ispatlandı. 

 

ġimdi eĢitsizliklerin kesin olduğunu görelim.  

Gerçekten de 1 2 3 2p p p    alınırsa (3.1.1.6) – (3.1.1.8) eĢitliklerinden görüldüğü 

üzere eĢitsizliklerin üçü de eĢitlik olarak gerçekleĢir.  

 

Öte yandan  

 

 
1

1
1 2

1

n

n

z
p z z

z






  


  , 

 

dolayısıyla bu fonksiyon için 2np  , 1,2,3,...n   olduğu açıktır. 

 

O halde, (3.1.1.1) koĢulunda  
1

1

z
p z

z





 alır ve bu koĢul yeniden düzenlenirse 

 

        
2

1 1 1 1 2 1 0z zyy z z y z yy                   

 

diferansiyel denklemi elde edilir. Böylece, bu diferansiyel denklemin bir özel çözümü 

için teoremde elde edilen eĢitsizlikler kesindir. 

 

Bununla Teorem 3.1.1.1’in ispatı tamamdır.  

 

Teorem 3.1.1.1’den aĢağıdaki sonuçlar özel durum olarak elde edilir. 
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Teorem 3.1.1.2: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu M  , 0    

altsınıfından ise bu fonksiyonun ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler 

geçerlidir 

 

2

2

1
a





,  

 

 
3 2

2 1 31
1

1 2 1
a



 

 
  

   

 

ve  

 

 

 

  

 
   

2

4 3

2 17 6 13 1 52
1

3 1 3 1 1 2 1 1 2
a

 

    

  
   

      

. 

 

Teorem 3.1.1.3: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu  *S  ,  0,1    

altsınıfından ise bu fonksiyonun ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler 

geçerlidir 

 

 2 2 1a   ,    3 1 3 2a      

ve  

 

    
4

2 1 1 1 5 2

3
a

       
 . 

 

Teorem 3.1.1.4: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu  C  ,  0,1    

altsınıfından ise bu fonksiyonun ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler 

geçerlidir 

 

2 1a   ,  
  

3

1 3 2

3
a

  
  

ve  
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4

1 1 1 5 2

6
a

       
 . 

 

Sonuç 3.1.1.1: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu 
*S   altsınıfından ise bu 

fonksiyonun ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler geçerlidir 

 

na n ,  2,3,4n  . 

 

Sonuç 3.1.1.2: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu C ,  altsınıfından ise bu 

fonksiyonun ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler geçerlidir 

 

1na  ,  2,3,4n  . 

 

 

3.1.2  M   Altsınıfına Ait olan Fonksiyonun Tersi İçin Katsayı Problemi 

 

Bu bölümde, biz (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  f M   fonksiyonun 1f   tersinin 

ilk birkaç katsayısı için değerlendirmeler vereceğiz. 

 

Teorem 3.1.2.1: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu 

   ,  0,1 ,  0M      altsınıfından ise bu fonksiyonun 1f   tersinin ilk üç katsaysı 

için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler geçerlidir 

 

 
2

2 1

1
A









, 0  .    

3 17
0,

2


 
  
 

 için 

   

      

   

2

0

3 2 2

0

2 3 5 1 1  eğer 0, ,1

1 1 2 1                                eğer ,1 ,
A
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burada 
2

0

2 3

3 5

 




 



.  

 
3 17

2



  için 

3

1

1 2
A









.  

Ayrıca, 

 

 

 

  

  

  

   

22

4 3

4 31 33 8 12 1 6 2 5 1
1

3 1 3 1 1 2 1 1 2
A

    

    

     
   

    
 

. 

 

Ġspat:     ,  0,1 , 0f M       olsun. Bu durumda,  M S    olduğundan f  

fonksiyonunun   0:D w w r f  ,   0

1

4
r f   açık birim diskinde tanımlı ve  

 

 1 2 3 4

2 3 4f w w A w A w A w        

 

Ģekilli bir 1f   tersi vardır, burada 

 

2 2A a  , 2

3 2 32A a a  , 3

4 2 2 3 45 5A a a a a    .                  (3.1.2.1) 

 

Böylece, (3.1.2.1)’in birinci eĢitliğinden ve Teorem 3.1.1.1’den 2A  için yazarız: 

 

2 1

1

1
A p






 


.                                                 (3.1.2.2) 

 

 

Sonuncu eĢitlikten  
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2

2 1

1
A









 

 

elde ederiz. 

 

ġimdi, 3A  için bir değerlendirme bulalım. (3.1.2.1)’in ikinci eĢitliğinden ve (3.1.1.6), 

(3.1.1.7)’den yazarız: 

 

 

  

 
2

3 2 12

3 5 11

2 1 2 1
A p p

 

 

  
   

   

.                  (3.1.2.3) 

 

Buradan  

 

 

  

 
2

3 2 12

3 5 11

2 1 2 1
A p p

 

 

 
 

 
 

 

ya da 
  

 
2

2 3 5 1

1

 




 



 omak üzere,  

 

 
2

3 2 1

1

2 1 2 2
A p p

 




 


 

 

yazarız.  

 

ġimdi sonuncu eĢitliğe Lemma 2.2.2’yi uygulayalım.  

0   olduğu açıktır. Ayrıca, eğer 
3 17

2



  ise her  0,1   için 2   olur.  

O halde, 
3 17

2



  için Lemma 2.2.2 gereğince yazarız:  
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3

1

1 2
A









. 

 

ġimdi 
3 17

0,
2


 

  
 

 olsun. Bu durumda,  

 

 02  ,1       

ve  

 

 02  0,     , 

burada  

2

0

2 3

3 5

 




 



. 

 

Buna gore, Lemma 2.2.2 gereğince 
3 17

0,
2


 

  
 

 durumunda aĢağıdaki eĢitsizlikleri 

elde ederiz 

 

  
 

 

0

3

0

1 1
 eğer 0, ,

1 2

1
            eğer ,1 ,

1 2

A

 
 




 



 



 

 
 

 

 

burada  

2

0

2 3

3 5

 




 



. 

 

Bununla 3A  için teoremde verilen eĢitsizlik ispatlandı.  

 

ġimdi, 4A ’ün değerlendirmesini bulalım. (3.1.2.1)’in üçüğncü eĢitliğinden ve (3.1.1.6) 

– (3.1.1.8) eĢitliklerinden 4A  için yazarız: 
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22

3

4 3 1 2 13

31 33 8 13 2 5 11

3 1 3 1 1 2 1 1 2
A p p p p

   

    

    
    

    
 

.  (3.1.2.4) 

 

(3.1.2.4) eĢitliğinde üçgen eĢitsizliğine geçer ve 2np  , 1,2,3n   olduğu dikkate 

alınırsa 4A  için istenen eĢitsizlik elde edilir.  

Bununla teoremde istenen eĢitsizlikler ispatlandı. 

 

ġimdi bulunan sonuçların kesin olduğunu gösterelim.  

 

Doğrudan da 1 2p   alınırsa her 0   için 2A  için bulduğumuz eĢitsizliğin kesin 

olduğu (3.1.2.2) eĢitliğinden görülür. 

 

3 17
0,

2


 
  
 

 için  00,   durumunda  1 2 2p p   ve  0 ,1   durumunda 

1 2 2 0p p    alınırsa (3.1.2.3) eĢitliğinden 3A  için bulduğumuz eĢitsizliğin kesin 

olduğu görülür. 

 

Ayrıca, 1 2 32 2 2 0p p p       seçilirse 4A  için elde edilen eĢitsizliğin kesin 

olduğu (3.1.2.4) eĢitliğinden görülür. 

 

Bununla Teorem 3.1.2.1’in ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.1.2.1’den aĢağıdaki sonuçları özel durum olarak elde ederiz. 

 

Teorem 3.1.2.2: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu , 0M    altsınıfından 

ise bu fonksiyonun 1f   tersinin ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler 

geçerlidir 
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2

2

1
A





, 0  .    

3 17
0,

2


 
  
 

 için 

   

2

3 2

5 8

1 1 2
A

 

 

 


 
 

 

ve  
3 17

2



  için 

3

1

1 2
A





.  

Ayrıca, 

 

 

 

  

 
   

2

4 3

4 31 33 86 2 52
1

3 1 3 1 1 2 1 1 2
A

 

    

  
   

      

. 

 

Teorem 3.1.2.3: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu    * ,  0,1S    

altsınıfından ise bu fonksiyonun 1f   tersinin ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin 

eĢitsizlikler geçerlidir 

 

 2 2 1A   ,   

 3

2
5 6  eğer 0, ,

3
1

2
1          eğer ,1 .

3

A

 





  
   

  
  

     

 

 

Ayrıca, 

 

    
4

2 1 1 4 1 11 8

3
A

       
 . 

 



 

 

23 

 

Teorem 3.1.2.4: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu    ,  0,1C    

altsınıfından ise bu fonksiyonun 1f   tersinin ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin 

eĢitsizlikler geçerlidir 

 

2 1A   ,   

3

1
3 4  eğer 0, ,

21

3 1
1          eğer ,1 .

2

A

 




  
      

 
     

 

 

Ayrıca, 

 

    
4

1 1 1 19 12

6
A

       
 . 

 

Sonuç 3.1.2.1: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu 
*S  altsınıfından ise bu 

fonksiyonun 1f   tersinin ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler geçerlidir 

 

2 2A  , 3 5A   ve 
4 30A  . 

 

Sonuç 3.1.2.2: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu C  altsınıfından ise bu 

fonksiyonun 1f   tersinin ilk üç katsaysı için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler geçerlidir 

 

2 1A  , 3 3A   ve 
4

10

3
A  . 
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3.1.3  M   Altsınıfı İçin Logaritmik Katsayı Problemi 

 

Bu bölümde, (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  f M   fonksiyonu için 

 
 

log
f z

g z
z

 
  

 
 fonksiyonunun katsayı problemi incelenmiĢtir.  

Bilindiği üzere, f  fonksiyonu yardımıyla aĢağıdaki eĢitlikten tanımlanan 
n , 

1,2,3,4,...n   parametrelerine f ’nin logaritmik katsayıları denir [1]    

 

 
 

1

log 2 n

n

n

f z
g z z

z






 
  

 
 .                                        (3.1.3.1) 

 

AĢağıdaki teoremde  f M   fonksiyonunun ilk birkaç logaritmik katsayısı için 

değerlendirmeler verilir. 

 

Teorem 3.1.3.1: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu  M  ,  0,1  , 

0    altsınıfından ise (3.1.3.1) eĢitliği ile tanımlanan g  fonksiyonunun ilk üç 

katsayılar için aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler geçerlidir 

 

1

1

1










,  

 

 

 
2 2

2 11
1

2 1 2 1

 


 

   
  

   

 

ve  

 

 

 

  

  

   

22

3 3

4 11 11 2 16 11
1

3 1 3 1 1 2 1 1 2

   


    

   
   
     
 

. 

 

Ġspat:  f M  ,  0,1  , 0    olsun. (3.1.3.1) eĢitliğinden n , 1,2,3,4,...n   

katsayılarını bulalım. Bunun için (3.1.3.1) eĢitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa  

 

   

 
 1 2 3

1 2 3 4

1

2 2 2 3 4n

n

n

zf z f z
n z z z z

zf z
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yazılır.  

Ayrıca, 

 

  2 3 4

2 3 4f z z a z a z a z       

ve  

 

  2 3 4

2 3 4

2

2 3 4n

n

n

zf z z na z z a z a z a z




           

 

olduğu dikkate alınırsa sonuncu eĢitlik Ģöyle yazılır: 

 

   2 3 4 2 3 4

2 3 4 1 2 1 2 3 2 2 1 32 3 2 4 2 6 4 2a z a z a z z a z a a z               . 

 

Sonuncu eĢitlikten 

 

1 22 a  , 

2 1 2 34 2 2a a   , 

3 2 2 1 3 46 4 2 3a a a     , 

 

dolayısıyla,  

 

2
1

2

a
  , 

 2

2 3 2

1
2

4
a a   , 

 3

3 4 2 3 2

1
3 3

6
a a a a     

 

elde edilir. 
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Eğer, (3.1.1.6) – (3.1.1.8) eĢitliklerinden 2a , 3a  ve 4a ’ün ifadeleri sonuncu eĢitliklerde 

dikkate alınırsa 

 

 
1 1

1

2 1
p










,                                                                                           (3.1.3.2) 

 

 

 
2

2 2 12

11

4 1 2 1
p p

 


 

   
  

   

,                                                             (3.1.3.3) 

 

 

  

  

   

22

3

3 3 1 2 13

11 11 2 13 11

6 1 3 1 1 2 1 1 2
p p p p

   


    

   
   
     
 

  (3.1.3.4) 

bulunur.  

 

(3.1.3.2) – (3.1.3.4) eĢitliklerinde üçgen eĢitsizlikleri ve np , 1,2,3n   olduğu göz 

önünde bulundurulursa n , 1,2,3n   için bulunur: 

 

1

1

1










, 

 

 

 
2 2

2 11
1

2 1 2 1

 


 

   
  

   

, 

 

 

  

  

   

22

3 3

4 11 11 2 16 11
1

3 1 3 1 1 2 1 1 2

   


    

   
   
     
 

. 

 

Bununla teoremde verilen eĢitsizliklerin doğruluğu ispatlandı. 

 

ġimdi bulduğumuz eĢitsizliklerin kesin olduğunu gösterelim.  

Gerçekten de (3.1.3.2) ve (3.1.3.3) eĢitliklerinde 1 2 2p p   seçilirse 1  ve 2  için 

bulunan eĢitsizliklerin kesin olduğu görülür. 

 

Ayrıca, (3.1.3.4)’de 1 2 32 2 2 0p p p       seçilirse 3  için elde edilen eĢitsizlik 

kesin olur. 
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Bununla Teorem 3.1.3.1’in ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.1.3.1’den aĢağıdaki sonuçlar özel durum olarak elde edilir. 

 

Teorem 3.1.3.2: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu M  , 0    

altsınıfından ise (3.1.3.1) eĢitliği ile tanımlanan g  fonksiyonunun ilk üç katsayısı için 

aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler doğrudur 

 

1

1

1






,  

   

2

2 2

4 1

2 1 1 2

 


 

 


 
 

ve  

 

    

 
   

2

3 3

4 11 11 21 6
1

3 1 3 1 1 2 1 1 2

 


    

  
   
      

. 

 

Teorem 3.1.3.3: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu  *S  ,  0,1    

altsınıfından ise (3.1.3.1) eĢitliği ile tanımlanan g  fonksiyonunun ilk üç katsayılar için 

aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler geçerlidir 

 

1 1   ,  
2

1

2





  

ve  

 

  2

3

1 8 16 9

3

  


  
 . 

 

Teorem 3.1.3.4: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu  C  ,  0,1    

altsınıfından ise (3.1.3.1) eĢitliği ile tanımlanan g  fonksiyonunun ilk üç katsayılar için 

aĢağıdaki kesin eĢitsizlikler geçerlidir 
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1

1

2





 ,  

  
2

1 3

12

 


 
  

ve  

 

    
3

1 1 1 5 4

12

  


     
 . 

 

Sonuç 3.1.3.1: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu *S  altsınıfından ise 

(3.1.3.1) eĢitliği ile tanımlanan g  fonksiyonunun ilk üç katsayılar için aĢağıdaki kesin 

eĢitsizlikler geçerlidir 

 

1 1  ,  
2

1

2
   ve 3 3  . 

 

Sonuç 3.1.3.2: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan f  fonksiyonu C  altsınıfından ise 

(3.1.3.1) eĢitliği ile tanımlanan g  fonksiyonunun ilk üç katsayılar için aĢağıdaki kesin 

eĢitsizlikler geçerlidir 

 

1

1

2
  ,  

2

1

4
   ve 

3

1

2
  . 

 

 

 

3.2. Fekete - Szegö Problemi 

 

3.2.1.  M   Altsınıfı İçin Fekete - Szegö Problemi 

 

Bilindiği üzere, (1.2.2.1) seri açılımlı analitik bir f  fonksiyonunun katsayıları 

yardımıyla tanımlanan   2

2 3 3 2,E a a a a   fonksiyoneline Fekete - Szegö fonksiyoneli 

denir. Genel olarak Fekete - Szegö fonksiyoneli,   bir reel ya da karmaĢık sayı olmak 
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üzere,   2

2 3 3 2, ;E a a a a    olarak da bilinmektedir. Bu fonksiyonelin bir üst 

sınırının bulunması problemi analitik fonksiyonlar teorisinde Fekete – Szegö problemi 

olarak bilinir.     

 

Tez çalıĢmamızın bu bölümünde,  M   altsınıfının Fekete - Szegö problemini 

inceliyoruz. 

 

Ġlk önce   durumunda 2

3 2a a  Fekete-Szegö problemini ele alalım. 

 

Teorem 3.2.1.1: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  M  , 0  ,  0,1   

sınıfından bir fonksiyon ve   olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö 

fonksiyoneli için aĢağıdaki değerlendirme doğrudur 

 

 

 

    

  

    

  

 

  

    

  

 

  

2 2

2

2 2

2

3 2

2 2

4 1 1 2 1 1 3
,

4 1 1 21

1 2 1 1 3 1
              eğer  ,  

4 1 1 2 4 1 1 2

1 2 1 1 3 11
,    eğer . 

1 2 4 1 1 2 4 1 1 2

a a

   


 

   
 

   

   


    

     
 

 

     

   
   


    

      

 

 

Ġspat:  f M  , 0  ,   0,1   ve   olduğunu varsayalım. Bu durumda, 

(3.1.1.6) ve (3.1.1.7) eĢitliklerinden 2

3 2a a  ifadesi için  

 

 

 

 

 

2

2 2

3 2 2 12

1 1 31

2 1 2 2 1 21
a a p p

 
 

 

  
    

   
            (3.2.1.1) 

elde edilir. 

Lemma 2.2.1 formüle (2.2.2)’den 1x   koĢulunu sağlayan bazı x  değerleri için  

 

 2 2

2 1 1

1
4

2
p p p x   

 
                                       (3.2.1.2) 
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yazılır. Bu ifadeyi (3.2.1.1)’de yerine koyup üçgen eĢitsizliğini kullanır ve x  , 

 1 0,2p t   alınırsa 2

3 2a a  için aĢağıdaki eĢitsizlik elde edilir: 

 

 

 

    

  

  
 

2 2 2

2 2

3 2 2

1 41 1 2 1 1 3

4 1 1 2 4 1 21

t
a a t

   
  

  

     
   

  
,  0,1  . 

 

Buradan açıkça  

 
 

    

    

2

2 2

3 2 2

1 2 1 1 31 1 1
1

4 1 1 2 4 1 2 1 21
a a t

  
  

   

      
       

       

 

(3.2.1.3) 

yazılır. 

ġimdi  

 

 
 

    

    

2

2

2

1 2 1 1 31 1 1

4 1 1 2 4 1 2 1 21
h t t

  


   

      
     

       

   (3.2.1.4) 

 

Ģekilde  : 0,2h   fonksiyonunu tanımlayalım.  h t  fonksiyonunun  0,2  aralığında 

maksimumunu inceleyeceğiz.  

 h t  fonksiyonunun ifadesinden görüldüğü üzere eğer,  

 

    

  

 

  

2 2
1 2 1 1 3 1

4 1 1 2 4 1 1 2

   


   

    
 

   
              (3.2.1.5) 

 

koĢulu sağlanırsa   0h t   ve eğer, 

 

    

  

 

  

2 2
1 2 1 1 3 1

4 1 1 2 4 1 1 2

   


   

    
 

   
              (3.2.1.6) 

 



 

 

31 

 

koĢulu sağlanırsa   0h t   olacaktır.  

Dolayısıyla, (3.2.1.5) koĢulu sağlanırsa  h t  fonksiyonu monoton artan ve (3.2.1.6) 

koĢulu sağlanırsa monoton azalandır. Buna göre, (3.2.1.3) ve (3.2.1.4)’den aĢağıdaki 

eĢitsizlikler yazılır: 

 

 

 

    

  

    

  

 

  

    

  

 

  

2 2

2

2 2

2

3 2

2 2

4 1 1 2 1 1 3
,

4 1 1 21

1 2 1 1 3 1
              eğer  ,  

4 1 1 2 4 1 1 2

1 2 1 1 3 11
,    eğer . 

1 2 4 1 1 2 4 1 1 2

a a

   


 

   
 

   

   


    

     
 

 

     

   
   


    

      

 

 

Teoremin ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.2.1.1’den özel durumda aĢağıdaki sonuçlar elde edilir. 

 

Teorem 3.2.1.2: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan M  , 0   sınıfından bir 

fonksiyon ve   olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için 

aĢağıdaki değerlendirme doğrudur 

 

 

   

 

 

 

   

 

 

22 2

2

3 2 2 2 22

18 3 8 3
,  eğer  , 

4 1 2 4 1 2 4 1 24

1 1 18 3
,              eğer .

4 1 2 4 1 2 4 1 2

a a

   
 

  


   


  

    
  

  
  

   
    

 

 

Teorem 3.2.1.3: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  *S  ,  0,1   sınıfından bir 

fonksiyon ve   olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için 

aĢağıdaki değerlendirme doğrudur 
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22

3 2

3 2 3 2 1
,eğer  ,

4 1 4 1 4 1
4 1

1 3 2 1
,          eğer .

4 1 4 1 4 1

a a

 
 

  
 




  

  
  

  
   


    

 

 

Teorem 3.2.1.4: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  C  ,  0,1   sınıfından bir 

fonksiyon ve   olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için 

aĢağıdaki değerlendirme doğrudur 

 

 
     

     

22

3 2

3 2 3 2 1
,  eğer  ,

3 1 3 1 3 1
1

1 3 2 1
,          eğer .

3 1 3 1 3 1

a a

 
 

  
 




  

  
  

  
   


    

 

 

Sonuç 3.2.1.1: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan *S  sınıfından bir fonksiyon ve 

  olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki 

değerlendirme doğrudur 

 

2

3 2

3 4 ,  eğer  3 4 1,  

1,             eğer 3 4 1. 
a a

 




   
  

 

 

 

Sonuç 3.2.1.2: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan C  sınıfından bir fonksiyon ve   

olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki 

değerlendirme doğrudur 

 

2

3 2

1
1 ,  eğer  1 ,  

3

1 1
,         eğer 1 . 

3 3

a a

 






  

  
  


 

 



 

 

33 

 

AĢağıdaki teoremde 2

3 2a a  Fekete-Szegö fonksiyoneli   parametresinin reel 

değerleri için inceleniyor. 

 

Teorem 3.2.1.5: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  M  , 0  ,  0,1   

sınıfından bir fonksiyon ve   olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö 

fonksiyoneli için aĢağıdaki değerlendirme doğrudur 

 

 

 

    

  

  

  

    

  

  

  

    

  

2 2

2

2

2

3 2

2

4 1 1 2 1 1 3
,

4 1 1 21

1 1 3 1 1 1 3
eğer   ya da ,

2 1 1 2 2 1 1 2

1 1 3 1 1 1 31
,   eğer .

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

a a

   


 

    
  

   

    


    

     
 

 

      

   
   


       

     


 

 

Ġspat: Teorem 3.2.1.5’in ispatı Teorem 3.2.1.1’in ispatına çok benzediği için fazla 

detaylara girmeden farklılıkları vererek ispatı tamamlayacağız.   

Teorem 3.2.1.1’de tanımlanan  h t  fonksiyonunun ifadesinden görüldüğü üzere   

durumunda (3.2.1.5) koĢulu  

 

  

  

1 1 3

2 1 1 2

 


 

 


 
 

ya da 

    

  

2
1 1 1 3

2 1 1 2

  


 

   


 
                               (3.2.1.7) 

 

koĢuluna ve (3.2.1.6) koĢulu da   

 

  

  

    

  

2
1 1 3 1 1 1 3

2 1 1 2 2 1 1 2

    


   

     
 

   
         (3.2.1.8) 
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koĢuluna denk olacaktır.  

Böylece,   parametresinin reel değerlerinde (3.2.1.7) koĢulu sağlanırsa  h t  

fonksiyonu monoton artan ve (3.2.1.8) koĢulu sağlanırsa monoton azalandır. Buna göre, 

(3.2.1.3) ve (3.2.1.4)’den aĢağıdaki eĢitsizlikler yazılır: 

 

 

 

    

  

 

    

  

 

    

  

2 2

2

2

2

3 2

2

4 1 1 2 1 1 3
,

4 1 1 21

1 1 1 31 3
eğer   ya da ,

2 1 2 2 1 1 2

1 1 1 31 1 3
,   eğer .

1 2 2 1 2 2 1 1 2

a a

   


 

  
  

  

   


   

     
 

 

    

   
  


      

    


 

 

Bununla teoremin ispatı tamamdır. 

 

AĢağıdaki üç teorem Teorem 3.2.1.5’den özel durum olarak kolayca elde edilir. 

 

Teorem 3.2.1.6: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan M  , 0   sınıfından bir 

fonksiyon ve   olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için 

aĢağıdaki değerlendirme doğrudur 

 

 

     

 

     

2 2

2

3 2 2 2 2

8 3 1 3 5 2
,  eğer  ya da ,

4 1 2 2 1 2 2 1 24

1 1 1 3 5 2
,              eğer             .

4 1 2 2 1 2 2 1 2

a a

    
  

  


    


  

     
  

  
  

    
 

  

 

 

Teorem 3.2.1.7: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  *S  ,  0,1   sınıfından bir 

fonksiyon ve   olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için 

aĢağıdaki değerlendirme doğrudur 
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22

3 2

3 2 1 2
,   eğer  ya da ,

4 1 2 2 1
4 1

1 1 2
,           eğer             .

4 1 2 2 1

a a

 
  

 
 




 

  
  

 
   


 

  

 

 

Teorem 3.2.1.8: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  C  ,  0,1   sınıfından bir 

fonksiyon ve   olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için 

aĢağıdaki değerlendirme doğrudur 

 

 
 

 

 

 

 

 

22

3 2

2 23 2 2
,  eğer   ya da ,

3 1 3 3 1
1

2 21 2
,          eğer               .

3 1 3 3 1

a a


  

 
 




 

 
  

 
   


   

 

 

Sonuç 3.2.1.3: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan 
*S  sınıfından bir fonksiyon ve 

  olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki 

değerlendirme doğrudur 

 

2

3 2

1
3 4 ,   eğer  ya da 1,

2

1
1,               eğer             1.

2

a a

  






  

  
  


 

 

Sonuç 3.2.1.4: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan C  sınıfından bir fonksiyon ve   

olsun. Bu durumda f  fonksiyonun Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki 

değerlendirme doğrudur 

 

2

3 2

2 4
1 ,  eğer   ya da ,

3 3

1 2 4
,         eğer               .

3 3 3

a a
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Teorem 3.2.1.5’de 0   alınırsa 3a  için aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.2.1.5: (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  f z  fonksiyonu  M  ,  0,1  , 

0  sınıfından ise bu fonksiyonun 3a  katsayısının modülü için aĢağıdaki eĢitsizlik 

doğrudur 

 

  

 
3 2

2 1 3 11
1

1 2 1
a

 

 

  
  

   

. 

 

Not 3.2.1.1: Sonuç 3.2.1.5’de 3a  için bulunan sonuç Teorem 3.1.1.1’de elde edilen 

sonucun aynısıdır. 

 

Öte yandan, Teorem 3.2.1.5’den özel durumda 2

3 2a a  Fekete-Szegö fonksiyoneli için 

aĢağıdaki sonuçlar elde edilir. 

 

Teorem 3.2.1.9: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  M  , 0  ,  0,1   

sınıfından bir fonksiyon olsun. O halde 2

3 2a a  Fekete-Szegö fonksiyoneli için 

aĢağıdaki değerlendirme geçerlidir 

 

2

3 2

1

1 2
a a






 


 

 

Teorem 3.2.1.10: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan M  , 0   sınıfından bir 

fonksiyon olsun. O halde 2

3 2a a  Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki 

değerlendirme geçerlidir 

 

2

3 2

1

1 2
a a


 


. 
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Teorem 3.2.1.11: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  *S  ,  0,1   sınıfından bir 

fonksiyon olsun. O halde 2

3 2a a  Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki 

değerlendirme geçerlidir 

 

2

3 2 1a a    . 

 

Teorem 3.2.1.12: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan  C  ,  0,1   sınıfından bir 

fonksiyon olsun. O halde 2

3 2a a  Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki 

değerlendirme geçerlidir 

 

2

3 2

1

3
a a


  . 

 

Sonuç 3.2.1.6: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan 
*S  sınıfından bir fonksiyon olsun. O 

halde 2

3 2a a  Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki değerlendirme geçerlidir 

 

2

3 2 1a a  . 

 

Sonuç 3.2.1.7: f  (1.2.2.1) formülü ile tanımlanan C  sınıfından bir fonksiyon olsun. O 

halde 2

3 2a a  Fekete-Szegö fonksiyoneli için aĢağıdaki değerlendirme geçerlidir 

 

2

3 2

1

3
a a  . 
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4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

ÇalıĢılan bu yüksek lisans tezinde analitik ve ünivalent fonksiyonların  M  , 

, 0    alt sınıfı tanıtıldı. Bu sınıftan olan  f M   fonksiyonu, 1f   ters 

fonksiyonu ve     log /g z f z z  fonksiyonu için katsayı problemleri incelendi. 

Parametrelerin özel değerleri için sonuçlar elde edildi. Ayrıca, tezde   M  , , 0    

sınıfının Fekete-Szegö problemi incelendi ve   bir reel ya da karmaĢık sayı olmak 

üzere, 2

3 2a a  FeketeSzegö fonksiyoneli için bir üst sınır değerlendirmesi verildi.   

 

Tezdeki yöntem uygulanarak aĢağıdaki konular incelenebilir. 

 

1. Tezde ele alınan sınıf için 2

2 4 3a a a  ikinci Hankel determinantının modülünün bir üst    

sınır değerlendirmesi verilebilir.  

 

2. 1f   fonksiyonu için 2

2 4 3A A A  ikinci Hankel determinantının modülünün bir üst sınır 

değerlendirmesi verilebilir.  

 

3. Ayrıca,  f M   fonksiyonunun, 1f   fonksiyonu için 2

3 2A A  Fekete-Szegö 

fonksiyoneli incelenebilir. 

 

4.  f M   olmak üzere,     log /g z f z z  fonksiyonu için 2

1 3 2    Fekete-

Szegö benzeri fonksiyoneller incelenebilir. 
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