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LORENTZ VE LORENTZ-MARCINKIEWICZ UZAYLARINDA RIESZ ACI
HESAPLAMALARI VE UZAYLARIN ASIMTOTIK GENISLEMEYEN
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Engin BOZYEL

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Veysel NEZIR

Bu tez c¢alismasi sabit nokta teorisi odakli {i¢ farkli konudan olusmaktadir. Birinci
arastirma konusu olarak Lorentz fonksiyon uzaylarinda Riesz a¢1 hesab1 yapilmaktadir.
Dolayisiyla sayma o6lciistine gecildiginde tez danismani Nezir’in doktora tezinde yer
alan Lorentz-Marcinkiewicz Banach uzaylari igin Riesz ac1 hesab1 dogrulanmustir. Iyi
bilinmektedir ki Banach uzaym zayif sabit nokta teorisine sahip olup olmadigimni
dogrulamak i¢in Riesz ac1 hesabi kullanilan metodlardan birisidir. Tez ¢alismasinin ilk

arastirma boliimiinde bu amagla Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayr L [0,1]

’in bir analogu olan Lorentz fonksiyon uzayr L,,[0,1] m 6nduali LW’lO[O,l] Banach
uzayinin i¢inde ¢ok genis sonsuz boyutlu bir altuzayinin hangi skaler w i¢in zayif sabit
nokta teorisine sahip olacagini gérmek icin Riesz ac1 hesab1 yapilmaktadir. Caligmanin
ikinci aragtirma konusunda ise [0,1] aralig1 lizerinde taniml1 Lebesgue integrallenebilir
fonksiyonlar uzayr L,[0,1] i¢inde afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

nokta teorisini saglayan ¢ok genis bir sinifin varligi sorgulanmaktadir. Unutulmamalidir

ki Goebel ve Kuczumow tarafindan gosterilmistir ki mutlak toplanabilir skaler dizilerin



Banach uzayr ('’de genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglayan
kapali, smirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif vardir. 2004°de ise
Kaczor ve Prus tarafindan goriilmiisdiir ki ('’de afin asimtotik genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan kapali, sinirli ve konveks kiimelerden
olusan ¢ok genis bir smif vardir. Dolayisiyla tez calismainda Kaczor ve Prus

calismasimnin L [0,1] -analogu arastirilmaktadir. Tez caligmasinin liclincli arastirma

konusu olarak ise Lorentz dizi uzaylar £, ; i¢inde kapali, sinirli, konveks kiimelerden
olusan ¢ok genis bir sinif lizerinde tanimli saga kaydirma fonksiyonu i¢in sabit noktasi
olmayan bir diizgiin Lipschitz fonksiyonu olmasi i¢in iist sinir degerlendirmesi
yapilmaktadir. Iyi bilinmektedir ki Dowling, Lennard ve Turett gdstermistir ki eger bir
Banach uzay1 (" ’in bir izomorfik kopyasini iceriyorsa diizgiin Lipscitz fonksiyonlar icin
sabit nokta teorisine sahip olamaz. Dolayisiyla tez ¢alismasinda Lorentz-Marcinkiewicz
dizi uzaylan 4., ; i¢inde kapali, sinirli, konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinifin
sabit nokta teorisini saga kaydirma fonksiyonu ile bozmasi i¢in bu fonksiyonun hangi

kosulda diizgiin Lipschitz olacag: aragtirilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: genislemeyen fonksiyon, yansimayan Banach uzayi, sabit nokta

teorisi, kapali sinirlt konveks kiime, yeniden normlama, Lorentz uzaylart

2019, 34 Sayfa
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RIESZ ANGLE COMPUTATIONS ON LORENTZ AND LORENTZ-
MARCINKIEWICZ SPACES AND FIXED POINT THEORY ORIENTED
INVESTIGATION FOR ASYMPTOTICALLY NONEXPANSIVE MAPPINGS
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This thesis study involves three research subjects oriented fixed point theory. As the
first research subject, Riesz angle computations in Lorentz functions space are done.
Thus, by passing to counting measure, Riesz angle computations for Lorentz-
Marcinkiewicz spaces which were investigated in the Ph.D. thesis of Nezir who is the
supervisor of this thesis study are verified. It is well-known that computing Riesz angle
is one of the tools to confirm if a Banach space has weak fixed point property.
Therefore, for this goal, in the first research part of the thesis study, Riesz angle for a

large infinite dimensional subspace of LW11°[0,1], predual of Lebesgue integrable
functions space L [0,1] analogue space L,,[0,1], is computed to check for which w,

the subspace can have the weak fixed point property. In the second research subject of
the thesis study, it is questioned that whether or not there exists a very large class of
closed, bounded, convex subsets in Lebesgue integrable functions defined on [0,1],

L,[0,1], with fixed point property for affine asymptotically non-expansive mappings. It
should not be forgotten that it is showb by Goebel and Kuczumow that there exists a
very large class of closed, bounded, convex subsets in Banach space of absolutely

summable scalar sequences, (* with fixed point property for nonexpansive mappings.
In 2004, it is investigated by Kaczor and Prus if similar result could be done for

Vi



asymptotically nonexpansive mappings and it is seen that there exists a large class of
closed, bounded, convex subsets in (' with fixed point property for affine
asymptotically nonexpansive mappings. Hence, in this thesis study L [0,1] -analogue of
Kaczor and Prus’ work is studied. As the third research subject of the thesis study, an
upper bound estimate for the right shift mapping to be uniformly Lipschitz failing the
fixed point property on a class of closed, bounded and convex subsets in Lorentz
sequence space £y, is found. It is well-known by a work of Dowling, Lennard and
Turett that if a Banach space contains an isomorphic copy of (', then it fails the fixed
point property for uniform Lipschitz mappings. Thus, in this thesis work, for what
conditions the right shift mapping is uniformly Lipschitz so that when it is defined on a
class of closed, bounded and convex subsets in Lorentz-Marcinkiewicz space £,
which fails the fixed point property.

Key Words: nonexpansive mapping, non-reflexive Banach space, fixed point property,

closed bounded convex subset, renorming, Lorentz spaces

2019, 34 pages

vii



ONSOZ

Yiiksek lisans egitimim siiresince her tiirlii maddi ve manevi destekleri ile gdstermis
olduklar1 i¢in annem Cemile Bozyel, babam Abdulbaki Bozyel, Hatice Tabanli’ya ve

degerli danismanim Dr. Ogretim Uyesi Veysel Nezir hocama tesekkiir ederim.

Engin BOZYEL

viii



ICINDEKILER

Sayfa
L0 /2 D A SRR PP v
ABSTRACT ..ottt bttt ettt b et st e bt et nenns Vi
ONSOZ......ooooeeeeee ettt ettt sttt viii
ICINDEKILER ........cocoviiiiieieececeeeeete ettt ix
SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIZINI ......coooooiiiiiicccee X
1. GENEL BILGILER .........coooiiiiiiiiiie st 1
00 R € 5 TSP PR 1
1.2 Kuramsal TEMEIIET........cviiieiee et 4
2. MATERYAL VE YONTEM.........cccooviiieeiiiiteeeee et eeesis s en st 8
3. ARASTIRMA BULGULARI .........ocooiiiiiiiii e 12
3.1 Lorentz fonksiyon uzayi L, 1[0,1]’in biiyiik bir alt uzayinda Riesz ag1
hesaplamasi ve zayif sabit NOKta tEOTIST .......eiveriieeiiiiiicie i 13

3.2 Lebesgue integral uzay1 L;[0,1] i¢inde afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar

icin sabit nokta teorisini saglayan ¢ok genis bir stnifi.........ccccoviiiiiniiiiiii, 20
3.3 ¢,,, Lorentz dizi uzayi, saga kaydirma fonksiyonu ve diizgiin Lipschitzlik ....... 27
4. SONUCLAR VE TARTISMA ......oooiiiiiiiiiiiee et 31
KAYNAKLAR .. bbbttt bbb 32
OZGECMIS.......oiviiiie et 35



SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNi

: 1ki terim arasi maksimum
. Asimtotik izometrik
. Mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzay1

Sifira yakinsak dizilerin Banach uzay1

[0,1] tizerinde tanimli Lebesgue integrallenebilir
fonksiyonlarin Banach uzay1

L,[0,1] ’in bir analogu olan Lorentz fonksiyon uzay1
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E ‘nin konveks kabugu
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. E kiimesinin zay1f* kapanisi

: n. terimi 1, digerleri 0 olan £ ve c,’1n kanonik bazi



1. GENEL BiLGILER

11 Giris

Bir Banach uzayimnin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmasi
demek uzaydan alinan her kapali, sinirli ve konveks altkiime iizerinde tanimli her
genislemeyen fonksiyonun bir sabit noktasi olmas1 demektir. Bu kosul diizgiin Lipschitz
fonksiyonlar i¢in saglaniyorsa o zaman o Banach uzayma diizgiin Lipschitz
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahiptir denir. Fakat uzayda en az bir kapali,
siirli ve konveks bir kiime bulunabiliyor; ve bu kiime {izerinde sabit noktasi olmayan
en az bir diizgiin Lipschitz fonksiyon bulunabiliyor ise o uzaya diizgiin Lipschitz
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olamaz denir. Bir Banach uzaymin
genislemeyen fonksiyonlar i¢in zayif sabit nokta teorisine sahip olmasi demek ise
uzaydan alman her zayif kompakt ve konveks altkiime iizerinde tanimli her
genislemeyen fonksiyonun bir sabit noktast olmasi demektir. Not edilmelidir ki tez
calismasinda bu bahsi gecgen tiim fonksiyonlarin kendi i¢ine goriintiilere sahip olduklari

kabul edilmektedir ve yukaridaki tanimlar bu durum dahilinde verilmektedir.

Uzun bir silire boyunca tiim Banach uzaylarinin zayif sabit nokta teorisine sahip
olduklart sanilmaktaydi ve dolayistyla Banach uzaylarinin zayif sabit nokta teorisine
sahip olup olmadigint incelemek i¢in arastirmalar yapilmistir. Alspach [1] tarafindan
zayif sabit nokta teorisine sahip olmayan ilk Banach uzaymi gostermistir fakat yinede
goriilmistiir ki cogu klasik Banach uzay1 zayif sabit nokta teorisine sahiptir. Alspach
caligmasini [0,1] lizerinde tanimli Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin Banach
uzayinda zayif kompakt ve konveks olan bir kiime ve bu kiime {izerinde sabit noktasi

olmayan bir genislemeyen fonksiyon bularak yapmistir.

Zaman i¢inde ise hangi Banach uzaylarinin zayif sabit nokta teorisine sahip oldugunun
goriilmesi igin arastirmacilar tarafindan bazi araclar kullanilmustir. Ornegin, Maurey
[16] tarafindan ultra kuvvet yontemleri kullanilarak sifira yakinsak dizilerin Banach
uzay1 c,’mn zayif sabit nokta teorisine sahip oldugunu gosterilmistir. Daha sonra Lin
[11] calismasinda kosulsuz baz katsayist kullanilarak, kosulsuz baza sahip Banach

uzaylarinin zayif sabit nokta teorisine sahip olmasi karaktrerize edilmistir. Zayif



ortogonal bir Banach latis olan Banach uzayin zayif sabit nokta teorisine sahip olup
olmadigini dogrulamak i¢in Riesz a¢1 hesabi kullanilan metodlardan birisidir. Borwein
ve Sims [2] c¢alismasi ile bu teknik sayesinde zayif ortogonal ve Banach latis olan
Banach uzaylarinin Riesz agilarinin 2’den kii¢iik olmasi durumunda zayif sabit nokta

teorisine sahip olduklar1 gosterilmistir. p =1 i¢in L, Lebesgue uzaylarmin Riesz

1
acisinmn 2P , mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzay1 ¢"’in ve ¢ ile bir ¢cok ortak

ozelligi paylasan cy’in Riesz agilarin ise 1 oldugu bu teknikle gosterilmistir. Ayrica
Lennard’in danismanliginda yazilmis olan tez damismaninin doktora tezinde [17]
Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinin Riesz agilarilar1 hesaplanarak zayif sabit nokta

teorisine sahip olduklar1 gosterilmistir.

/' ve ¢, genislemeyen fonksiyonlar igin zayif sabit nokta teorisini saglarken sabit nokta
teorisini bozmaktadir. Hatta Dowling, Lennard ve Turett’in ¢aligmalar1 [4,5] ile sirasiyla
gosterilmistir ki co‘mn icinden alinan sonsuz boyutlu her kapali alt uzay veya zayif
kompakt olmayan alt kiimeler genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine
sahip olamaz. Yani c,’da sabit nokta teorisine sahip olmayan ¢ok genis siiflar
mevcuttur. Lennard ve Nezir [10] calismasinda da farkli smiflarin bu uzayda
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmadigi gosterilmistir.
Bunun aksine, Goebel ve Kuczumow [8] c¢alismasiyla gosterilmistir ki mutlak
toplanabilir skaler dizilerin Banach uzayr (*’de genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit
nokta teorisini saglayan kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif
vardir. 2004°de ise Kaczor ve Prus [9] c¢alismasi ile benzer sonucun asimtotik
genislemeyen fonksiyonlar icin elde edilip edilemeyecegini incelemistir, ve
goriilmiisdiir ki ¢*’de afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini
saglayan kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif vardir. Goebel
ve Kuczumow’un sonucundan esinlenerek, Lin (' ’in genislemeyen fonksiyonlar icin
sabit nokta teorisini saglayacak sekilde yeniden normlanabilecegini ispatlamistir. Lin bu
caligmas1 yansimayan Banach uzaylarinin bazilarinin genislemeyen fonksiyonlar igin
sabit nokta teorisini saglayacak sekilde yeniden normlanabilecegine dair ilk Ornegi
olmustur. Arastirmacilarin daha fazla orneklerin olup olamayacagi konusunda ilgisi

bulunmaktadir. Maria ve Hernandes Lineares [13] ¢alismasi ile ise [0,1] araligi lizerinde



Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 L [0,1] ’in afin genislemeyen fonksiyonlar
icin sabit nokta teorisinin saglanacak sekilde yeniden normlanabilecegini gostermistir.

Fakat Goebel ve Kuczumow ile Kaczor ve Prus analojilerinin bu uzay iizerine bir

incelemesi yapilmamaistir.

Bu tez calismasinda oncelikle Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayr L [0,1] ’in

bir analogu olan Lorentz fonksiyon uzayr L,,[0,1]’m Onduali I_Wylo[O,l] Banach

uzaymin i¢inde ¢ok genis sonsuz boyutlu bir altuzaymin hangi skaler w i¢in zayif sabit
nokta teorisine sahip olacaginin goriilmesi i¢in Riesz ag¢i hesabi yapilmaktadir. Bu
sonug ile tez danismaninin doktora tezinde [17] yer alan Lorentz-Marcinkiewicz dizi
uzaylar i¢in elde edilen Riesz ag¢1 hesaplamalart sayma Olgiisiine gegilerek kolayca

dogrulanabilir.

Calismanin ikinci arastirma konusu olarak ise Kaczor ve Prus [8] ¢alismasinin L [0,1] -
analogu ele alinmaktadir ve gosterilmektedir ki L [0,1] iginde afin asimtotik

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan ¢ok genis bir sinif vardir.

Tez ¢alismasinin son arastirma konusu olarak ele alinan £, ;’in alt kiimelerinin genis
bir sinifl lizerinde taniml diizgilin Lipschitz fonksiyonlar1 hakkinda incelememizdir dyle

ki £\, Lorentz dizi uzay1 adim alan ve Lorentz fonksiyon uzayr L, [0,1] uzaymnda

sayma Ol¢iisti kullanilmasi ile tanimlanir. Biliyoruz ki Dowling, Lennard ve Turett
gdstermistir ki eger bir Banach uzayr (*’in bir izomorfik kopyasini iceriyorsa diizgiin
Lipscitz fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olamaz. Calismamizda ¢, ; i¢inde
kapali, sinirli, konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir smif {izerinde tanimli saga
kaydirma fonksiyonu ic¢in sabit noktasi olmayan bir diizgiin Lipschitz fonksiyonu

olmasi i¢in {ist sinir degerlendirmesi yapmaktay1z.



1.2 Kuramsal Temeller

Tez calismasinda yararlanilan on bilgiler tanim, teorem ve lemmalar halinde bu

bolimde verilecektir.

Tanim 1.2 E kiimesi bir (X,||||) Banach uzayinda bostan farkli kapali, sinirli, konveks

alt kiime olsun. T : E — E bir fonksiyon olsun.

1. Egerher A €[0,1] ve her X,y € E igin T((1-A)X+Ay) =(Q1—-A)T(X)+AT(y) ise T
’ye afin fonksiyon denir [7].

2. Egerher X,yeE i¢in[| T(x) —=T(y) ISl x —y |lise T * ye genislemeyen fonksiyon
denir [7].

Ayrica, eger her genislemeyen T : E — E igin en az bir ze E var dyle ki T(z) = zise

E kiimesine genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisine sahiptir denir.

3. Eger en az bir k € [1, 00) bulunabiliyor 6yle ki her n € N ve her x,y € E i¢in || T"(x) —

T*" () ISkl x —y llise T’ ye diizgiin Lipschitz ve k’ya ise diizgiin Lipschitz’lik
katsayis1 denir [7].

Ayrica, eger her diizglin Lipschitz T :E — E i¢inen az bir ze E var 6yle ki T(z) =z

ise E kiimesine diizgiin Lipschitz fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahiptir denir

[7].

4. Eger 1’e azalarak yaklasan en az bir (k,)nen dizisi bulunabiliyor ise dyle ki her n € N ve
her X,yeE i¢cin | T"(x) = T"(¥) IS k, l x —y llise T ’ ye asimtotik genislemeyen
fonksiyon denir [7].

Ayrica, eger her asimtotik genislemeyen T:E — E icin enaz bir ze E var dyle ki

T(z)=z ise E kiimesine asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta



teorisine sahiptir denir [7].

(X, ||||) bir Banach uzay1 olsun ve E < X olsun. E * nin kapali konveks kabugu co(E)

ile sembolize edilir. Bilindigi tizere (C,, ||||w) uzay1 asagidaki sekilde tanimlanir:

Co = {x = (Xp)nen: her x,, € Rve lim x,, = 0}.

n—-oo

Ayrica, her x = (Xp)nen € Co i¢in x|t = SUppen Ve (gl,” |l,) asagidaki

sekilde tanimlanir:

21 ={x = (x)nen: her x, € R ve ||x||1:Z|xn| < 00}.

n=1

[10] calismasinda yer alan bir (X,||||) Banach uzaymin iginde bulunabilecek bir

asimtotik izometrik c, - toplam baz dizisi tanimi asagidaki sekildedir.

Tanim 1.3 (X,||||) bir Banach uzayi olsun, (x,)nen dizisi asagidaki kosulu saglayan X
in bir dizisi olsun; bu durumda (x,)nendizisine (X,|[) uzayinda bir asimtotik

izometrik (a.i) c, - toplam baz dizisi denir: 0’ a azalarak yakinsayan bir dizi (&,)pen <

[0,00) vardir 6yle ki her (t,)nen € Coo iin
1
Su
nzP(l'F &, J Z

j=n
Eger bir L>0 i¢in (z,/L)nen bir asimtotik izometrik c,-toplam baz dizisi oluyorsa

o0

_sup 1+ ){ZtJ .

j=n

i J

(z)nen dizisine (X,||||) uzaymda bir L - Olgekli asimtotik izometrik c,-toplam baz

dizisi denilir.

Giris boliimiinde anlatildig1 gibi 1979°da, Goebel ve Kuczumow tarafindan ¢ iginde
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta terisine sahip olan zayif* kompakt olmayan
ve kapali, sinirl, konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinifin varlii gosterilmistir.

Calismalarinda ve Goebel ile Kuczumow’un ¢aligsmasinin genellestirilmisi olan Everest



[6] doktora tezinde Goebel ve Kuczumow tarafindan sunulan anahtar bir lemma

kullanilmistir. Bu lemma asagidaki sekildedir.

Lemma 1.4 Eger {x,} dizisi £! uzaymnda bir x noktasina zayif topolojide yakinsiyor ise

o zaman her y € £ ver(y) = limsup||x, — yl|; ile tanimli fonksiyon i¢in r(y) =
n

r(x) + |ly — x|l dir.

Bu lemmanin L,[0,1] Banach uzay1 i¢in analogu Maria Japon Pineda’nin danismanligi
altinda tamamlanmis olan Hernandez-Linares [12] doktora tezinde not edilmistir.
Hernandez-Linares [12] doktora tezinde Goebel ve Kuczumow’un lemmasinin Brezis
and Lieb [3] calismasi ile elde edilebilecegi anlatilmistir. Tez c¢alismasinin ilk
boliimiinde yer alan L,[0,1]’in i¢inde genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
teorisini saglayan kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan genis sinifin varliginin

gosterilmesinde az once bilgisi verilen anahtar lemma asagida yer almaktadir.

Lemma 1.5 {f,}nen dizisi L1[0,1] de reel degerli dl¢iilebilir ve diizgiin sinirli fonksiyon
dizisi olsun. Kabul edilsin ki f,, dizisi bir f € L;[0,1] noktasina hemen hemen her yerde

noktasal olarak yakinsasin. Bu durumda her g € L;[0,1] noktasinda S(g) =

limsup||f;, — gl|; ile tanimli fonksiyon i¢in S(g) = S( f )+||f —g||1 dir.
n

Not edilmelidir ki yukarida belirtilen lemma hazirlik agsamasinda olan Nezir ve Sivek

[21] calismasinda yer almaktadir.

Tanim 1.6 [14] E bir vektor uzay1 olsun. < E iizerinde tanimli bir sirali bagint1 olsun.

Yani asagidaki kosullar1 saglasin.

] Herx € Eicinx < x
. x<yvey<xisex=y
" x<yvey<zisex <z



Bu durumda eger E asagidaki 4 kosulu daha saglarsa bir Vektor Latis adin1 alir.
e Herx,y€Ficindz€E 3 x<zvey<zburadaz=xVvy
e Herx,yeEigindz€E 3 z<xvez<y,buradaz:=xAy
e Herx,yz€Eigcinx <yisex+z<y+z

e HerxeEvete R icin0<xise0 < tx

Tanim 1.7 [14] (X,||.||) Banach uzay1 ayni zamanda asagidaki kosulu saglayan bir

vektor latis ise o Banach uzayina Banach Latis diyoruz; x* :=xVv 0, x~ :== —xV 0 ve

|x] = x* v x~ olmak iizere

x| < Iyl = lixll < llyll

dir.

Tanim 1.8 [14] E bir Vektor Latis olsun. J bir alt uzay olsun Oyleki asagidaki kosulu

saglasin. Bu durumda J ye ideal denir. x € E , y € J ve |x| < |y| = x € ] dir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Tez caligmasiin arastirma bulgularinin ilk bdlimiinde Lﬂ,’l[O,l] Banach uzay igin
Riesz ag¢1 hesabi yapilacaktir. Ayrica ikinci boliimiinde bu uzaylarin sayma olciisii ile
taniml1 hali olan Lorentz dizi uzaylarindan #*-analog olani ele alinacakdir. Dolayisiyla
oncelikle bu konularla ilgili bu béliimde arastirma bulgulari i¢in kullanilacak tanim ve

teoremler sunulacaktir.

L;[0,1] analog Lorentz uzay1 asagidaki sekilde Lorentz [15] c¢alismasinda

tanimlanmustir:

Tanim 2.1 w € (0,1) skaleri verilsin.

1
*(t
Ly [01]:= 4 £:[0,1] > R 8lgiilebilir ||| £ ll,,1: = f Wt{_sv)

0

dt < oo

oyle ki f*(t) fonksiyonu |f(t)|'nin azalan diizenlemesi olsun; yani, f*(t) azalan

siralanmusg ve | f(t)] ile es Olgtliidiir [15].
Bu uzayin 6nduali ise asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.2 w € (0,1) olsun.

LY, 1[0,1]:={f:[0,1] » R &lgiilebilir

X
lim sup WXWf fr@)dt=0
Y-0%*xe(0,y) J

oyle ki f*(t) fonksiyonu |f(t)|’nin azalan diizenlemesi ve burada norm
X
| f]l . = sup wa_[ f(t)dt
M xe(00) 5

seklinde tanimlidir. O halde sayma Olciisiine gecildiginde Lorentz dizi uzaylar

asagidaki gibi tanimlanir.

Fakat oncelikle bu tamimlarmn her biri igin bilinmelidir ki X" ::(Xn*)nNdiZiSi

X= (Xn )neN ‘in azalan siralamasidir;yani, x* = yle bir dizidir ki bu dizi |x|= (|, |,



dizisinin sifirdan farkli terimlerini i¢eren ve bu terimlerin azalacak sekilde ayn1 terimler

varsa tekrar edilmesi ile siralandigi ve son terimleri (x| dizisi sonlu sayida sifirdan

farkli terim igeriyorsa) sonsuz sayida O olarak takip eden dizidir.

Tanim 2.3 £\, o, uzayu:

n *

L =1 X

" X "W,oo_ Sug ﬁ <
ne Zj:l jl—w

fw,oo: = {X = (Xn)nen € Co

Bu uzay ¢, wuzaymin (sinirh diziler uzaymin) bir analogudur. Gergekten de

(w000 ll- ll,00) ayrilabilir olmayan bir Banach uzayidir.

Tanim 2.4 3, ., uzayt:

TRyt
ew,oo: = 4% = (Xp)nen € Co N—00 n 1
j=1 jl—w

Bu uzay C, uzayinin bir analogudur ve (€3 e, |l lw,c0) Uzay1 £y, 1n ayrilabilir Banach

uzayidir.

Tanim 2.5 ¢, ; uzayr:

© *
WXj
3 lly gt = Z T < .

j=1

‘gw,l: = {x = (Xn)nen € Co

Bu uzay ¢! uzaymin bir analogudur. (£ 1,||. |lw,1) ayrilabilir bir Banach uzayidir.

Lorentz uzayi tanim ve ozellikleri igin Lorentz [15] ve Lindenstrauss ve Tzafriri [14]

calismalar1 incelenebilir.

Tanim 2.6 (X, |I-I) bir Banach latis olsun. Bu durumda X’in Riesz agis1 @ su sekilde

tanimlanir: a(X) = sup{ll |u|V|v|l:lu IS LI vI< 1}



Not edilmedilir ki eger 1 <p < o ise Lebesgue integral uzay1 L, i¢in Riesz agi

1
a(L,) = 27 Ve ¢, uzayi i¢in Riesz ag1 a(co) = 1 dir. [2]

Tanim 2.7 (X, |I-Il) bir Banach latis ve (u,)ney dizisi bir uy € X noktasina zayif
yakinsasin. Bu durumda, (u,),en dizisine asagidaki kosulu saglamasi durumunda zayif
ortogonal denir:

liminf liminf | |u; — ug| A |ug — ug| I=0

k—oo >0

E kiimesi X’in bir altkiimesi olsun. Eger E’nin her zayif yakinsak dizisi zayif ortogonal
ise bu durumda E’ye zayif ortogonal kiime denir. Eger X’in her zayif kompakt konveks

altkiimesi zay1f ortogonal ise X’e zayif ortogonal denir. [2]

Tanim 2.8 Eger bir X Banach latisi {izerinde tanimlanabilen bir P lineer projeksiyon
ailesi bulunabiliyor dyle ki VP € P i¢in P|u| = |P(w)|, P(X) bir sonlu boyutlu ideal ve

Vu € X icin inf llu—P(u)ll=0 esitligi var ise X’e Riesz yaklagim 0Ozelligine
PEP

sahiptir denir [2].
Onerme 2.9 Riesz yaklasim &zelligine sahip her X Banach latisi zayif ortogonaldir [2].

Teorem 2.10 Eger bir X Banach latisi zayif ortogonal ve Riesz acis1 a(X) < 2 kosulunu

sagliyorsa bu durumda X genislemeyen fonksiyonlar i¢in zayif sabit nokta teorisine

sahiptir [2].

Not edilmelidir ki c¢alismanin ikinci ve {i¢ilincii boliimlerinde kullanilan kiimeler
Lennard ve Nezir [10] ¢alismasinda bulunan kiimelerden alinmistir ve bu kiimelerin

genellestilmesi ile daha genis siniflar elde edilmistir.

Lennard ve Nezir [10] ¢alismasinda gosterilmistir ki Banach uzaylarinda her asimtotik
izometrik (ai) cy-toplam baz dizisinin kapali konvek kabugu SNT (g.f.)’yi bozar,
dolayisiyla eger bir Banach uzayinda bir ai cy-toplam baz dizisi bulunabilirse SNT

(g.f.)’yi bozar.

10



Lennard ve Nezir [10] ¢alismasinda yer alan c,’da bulunan bu dizilerden birisi ve ilgili

teorem asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 2.11 (by)pey dizisi (0,00) araliginda sinirlt bir dizi olsun. Her n € N igin
fo:= by e, ile cy’da (fy)nen dizisi tanimlansin ve bu dizi kullanilarak cy’da Yp—; fi

kismi toplam dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki E kiimesi tanimlansin.

E:{Z tnfn:1:t12t22t32”‘Ztnlno .

n=1

Bu durumda bu kiime afin ||-|l,-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini

bozar.

Bu kiimelerin daha genel halleri ise Lenard danigsmanliginda yazilmis olan Nezir [21]

doktora tezi ¢alismasinda asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

(bp)nen dizisinin terimleri (0, ) olmak {izere A skalerine yakinsak bir dizi olsun,
(Yr)dnen i5€ her NE Nigin T < yy Ve 0:= X0, |Yn — Yn-1l| yakinsak olacak sekilde

bir dizi olsun.

Bu durumda her ne N igin n,: = y,(b,e; + bye, + bses + byes+.... +byey) seklinde

(Mn)ney dizisi tanimlansin Oyleki bu dizi 3K €(0,20) ve V a = (@p)nen € Coo i¢in

Z“i Zam,-

i=n i1

K'sup <

nx1

kosulunu saglasin. Bu durumda, 3L > 0 vardir &yle ki (T]Tn)nEN

dizisi bir ai cy-toplam baz dizisidir. Ayrica, bu (,)nen dizisinin kapali konveks
kabugu iizerinde; yani, E: = cy({n,:n € N}) ilizerinde taniml1 bir sabit noktasiz afin

Il -daralan fonksiyon U: E — E bulunabilir.

11



3. ARASTIRMA BULGULARI

Tez ¢alismasmin bu boliimii {ic bashk altinda sunulacaktir. ilk bashkta Lebesgue
integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 L [0,1] ’in bir analogu olan Lorentz fonksiyon uzay1
Lwyl[O,l] ’in Onduali Lwllo[O,l] Banach uzaymin iginde ¢ok genis sonsuz boyutlu bir
altuzayinin hangi skaler w i¢in zayif sabit nokta teorisine sahip olacaginin goériilmesi
icin Riesz ac1 hesab1 yapilmaktadir. Ikinci baslikta ise Kaczor ve Prus [9] calismasinin
L,[0,1] -analogu ele alinmaktadir ve gosterilmektedir ki L ,[0,1] iginde afin asimtotik
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan cok genis bir sinif vardir.
Son alt boliimde ise €, ; Lorentz dizi uzay1 i¢inde kapali, sinirli, konveks kiimelerden
olusan ¢ok genis bir siif lizerinde tanimli saga kaydirma fonksiyonu i¢in sabit noktasi
olmayan bir diizgiin Lipschitz fonksiyonu olmast ig¢in {ist sinir degerlendirmesi

yapilmaktadir. Not edilmelidir ki tez ¢alismasinin bulgularinin sunuldugu tez yazarimnin

ortak oldugu [18] ve [19] yayinlanmis makaleleri mevcuttur.
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3.1  Lorentz fonksiyon uzayi Lﬂ,,l[O, 1]’in biiyiik bir alt uzayinda Riesz ac1

hesaplamasi ve zayif sabit nokta teorisi

Bu boliimde [19] ¢alismasinda yer alan Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayi
L[0,1]’in bir analogu olan Lorentz fonksiyon uzayr L,,[0,1] in &nduali Lwylo[O,l]

Banach uzaymin iginde ¢ok genis sonsuz boyutlu bir altuzayinin hangi skaler w igin
zayif sabit nokta teorisine sahip olacaginin goriilmesi i¢in Riesz ag¢1 hesabi
yapilmaktadir. Bu sonucun ortaya ¢ikarilmasi igin Materyal ve Yontemler boliimiinde

sunulan Borwein ve Sims [2] ¢alismasindaki teorem ve tanimlardan yararlanilmaktadir.

Incelenen alt uzay ise L, 1[0,1] nin pozitif degerli sinirl fonksiyonlarini igeren alt uzay
olup, bu alt uzaym Riesz agisinin 2’den kiiciik oldugu gosterilmekte ve dolayisiyla bu
genis alt uzayin zayif sabit nokta teorisine sahip oldugu ispatlanmaktadir. Simdi bu

sonug i¢in ilgili lemma ve teorem verilecektir.

Ornek 3.1 Lorentz uzay1 L, 1[0,1] ve 6n duali L9, 1[0,1] Tanim 2.1 ve Tamm 2.2°de
oldugu gibi gbz Oniine alinsin. Bu durumda asagidaki alt uzayi ele alinsin.

U={fe€elLd,[01]: f=0 vesmrh}.

Lebesgue uzaylarda basit fonksiyonlarin yogunlugu ve basit fonksiyonlarla yaklagim
gercedi geregince eger f € U ise asagidaki sekilde tanimlanan en az bir (s,), basit

fonksiyon dizisi vardir.
n2"
i—1
i=1

1

ki burada EJ* = f~1 ([lz;nan)) ve EX = f~1([n, »)) olup

lim sup |s,(x) = f(x)| =0
n ]

x€[0,1

dir. Bu durumda, monoton yakinsaklik teoremi geregince

13



1 1

f f)dt = lim f S, dm
n

0 0

—umnzzn“l 1(F () ) + (i o))

dir. Ayrica, eger s bir basit fonksiyon ise bu durumda azalan bir skalerler dizisi

a; > ay > az > > ay > 0 vardir 6yle ki
K

S=zaiXAi

i=1

olup burada 4; = f~*({a;}) dir. Buradan bu fonksiyonun azalan yeniden diizenlemesi

k
S* = ZﬁiXBi
i=1

formunda olup burada B; = [a;.1, a;) Ve B; = X5, u(4;) dir ve dolayisiyla

1

f sdm = zk: a; u(f D)
i=1

0

e
[ stam = Zﬁl @) = 3 k(5 () (o~ o)
dir. O halc(l)e, o
J f(t)dt = sup fsdm=0$s(simple)£f ,
;
J FH(O)dt = sup f s*dm: 0 < s (simple) < f
dir. 0

Onerme 3.2 w € (0,1) olsun ve yukaridaki 6rnekte tanimlanan U alt uzay: ele alinsin.
Bu durumda, U Riesz yaklasim &zelligine sahip olup Onerme 2.9 geregince U zayif

ortogonaldir.

Ispat. Oncelikle, not edilebilir ki bilinen dogal siralama bagmtis1 altinda (U, . lyw o)
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L?,V,l[O,l] alt uzay1 bir Banach latistir; yani basit fonksiyon formuna ge¢is yapilarak

usve [y <v,u = au (u‘l({aj})),vj = Bju (v‘l({ﬁj})),‘v’j € N] dir.

Buradan, VK € N, K sonlu elemanl: indis kiimesi ve Vu € La,,l[O,l] igin,
; -1 , i
(Pr(W))p: = {“J“ (ah) irmex
0 ,ifngkK
dir. Buradan ise normun tanimi kullanilarak || u — Ppq 5;(w) llw,0.— O elde edilecektir.
n

Teorem 3.3 w € (0,1) olsun ve yukaridaki Ornek 3.1°de tanimlanan U alt uzay1 ele
alinsin. Bu durumda, a(U) < 2 olup ||. [|,«-genislemeyen fonksiyonlar i¢in zayif sabit

nokta teorisine sahiptir.

Ispat. w € (0,1) olsun ve yukaridaki Ornek 3.1°de tanimlanan U alt uzay1 ele alinsin.
Bir 6nceki Onerme geregince U zayif ortogonal oldugundan Teorem 2.10 dolayisiyla
zayif sabit nokta teorisine sahip oldugunu gostermek i¢in a(X) < 2 oldugunu

gostermek yeterli olacaktir.

U alt uzayinin kapali birim yuvari

By:i={feU : I fll,n<1}
ile sembolize edilecektir. Ornek 3.1 de belirtilen gergekler géz Oniine alinsin ve
f, g € By keyfi noktalar olsun. Bu durumda f ve g’ye diizgiin yakinsayan sirasiyla

(fidken Ve (9r)key  Dbasit  fonksiyon  dizileri  bulunabilir  oyle ki

n2n
i—1
= 2T Kk ) T ey
1=
ve
n2m
i—1
In = L 7om Xgm(ft ) T e e
=1 2
dir. Bu durumda,
1 n2m 1 1 i n2m
lL— L — l
[ fram=3"— u(f*([ — 2—))) tup(fH () = Y w,
0 i=1 j=1
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0 i=1
1 n2" i 1 i 1
* J—1 ] ]~

f fn dm:zl : 1.u<f 1<[ on ’Z_Tl))) 2n+1;
0 i=1 j=

1 n2" i ] 1 , 1
f gn* dm = uy g <[] n r%)) ! n+1
. e 2 2 2

elde edilir.

Buradan |l |[f] V |g] Il 5, ele alimir ve her k € N igin z; = |uy| V |vi| olarak tanimlanip

Zz = (zy)ken dizisinin azalan diizenlemesi goz Oniine alinir dyle ki burada Vv iki terim

arast maksimumu sembolize eder. Azalan yeniden diizenleme tanimi geregince, 3 1-1

m: N — N fonksiyonu ve 3(¢;) jey dizisi vardir 6yle ki her e,(;y € {—1,1} olup Vn € N

igin (z")n = |Zr)| = €xn) Zrny dir. Iy kimesi tim 1-1 olan m:N - N

fonksiyonlarmin kiimesi olsun. Buradan keyfi k € N i¢in N, = {1,2, ...,

tanimlansin. Bu durumda, en az bir © € Il i¢in

K2k k2 K2k k2k
Z Z 22Dl = Z|uno)|+2|vno‘)l
= = = =1

jEAk JEBg

olup burada Ay: = {n € N : |u,(n)| = |v,(n)|} ve Bx: = N, — A, dir.

Simdi, N:=#(4y) €{0,1,2,..,k2¥} ve M:=#(By)€{0,12, ...,

tanimlansin. Agik¢a, N + M = k dir.

k2%}

Bu durumda,
k2k N M
zj < Z u>-"+z v} (3.1)
j=1 j=1 j=1
N
w
<UL f llp o Z 3.2)

k2*} olarak

olarak



N K
w w
= Z jiw * Z jiw (3-3)

j=1 j=1

elde edilir. Oyleyse,

w w
Zfz’i z j=1 j1TW+ZM=1 T
< (3.4)
Zkzk ; Zka ;
Not edilebilir ki n € N yeterince biiylik alindiginda f— asimtotik olarak 1’e
1 (1w
)/ %
denktir; yani, f—d ~1 dir. Bir diger deyisle, .7_ jlvzw ve 1nt1 — dt asimtotik
1 (1-w

olarak denktir. Simdi (3.4) esitsizligi goz oiine alimrsa, Eger 3 r € N oyle ki k2k = 2r

ise
-1 w 1 w -1 w w w
2§=1 jl—w g 2721 jl—w Z§=1 jl—w s Z;=1 jl—w + (T‘ + 1)1—w
2r W r 2r W
Jj=1 jl—W j=1 jl—w
dir. Dolayisiyla
4w 1w 4w w w
Z§=1 jl—w + 21;1 jl—w Z§=1 W + Z;=1 jl—w + ri-w
ar W = ar W
j=1 jl—w j=1 jl—W
w
7=1 jl w +Z§= jl—w
- 2r w
j=1 jl—w
dir. Ayni sekilde,
r—2 r+2 _W r—2 w w w
Z]=1 ]1 W+Z ]1—W<Z]=1 ]1 W+Z 1 W+(7"—1)1_W+T‘1_W
2'1- i w - 2'7- i w
j=1 ]l—W Jj=1 ]1—W
w w
;:1 jl—w + Z§=1 jl—w
- 2r w
j=1 jl—w
dir. Bu sekilde devam edilerek r > 2 ve 0 < s < r igin
— w w — w w w
Z;=i jl—w + ?zi jl—w 27=i jl—w + 25=1 jl—w + (r—s+ 1)1—w + e+ ri-w
<
2r w 2r .W
j=1 ]1—w j=1 ]1—w
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w w
r v
j=1 jl—w+zj=1 jl—w

2r w
j=1 jl—w
elde edilir. Bu sebeple,
N w M w r w r w r w
=17 —w T Xj=1 W L= i + =1 w2 =1 W
< =
k w 2r w 2r w
j=1 jl—w j=1 jl—w j=1 jl—w

dir. Diger taraftan eger k = 2r + 1 ise ayni sekilde gosterilebilir ki

N w M w r w r+1 W
j=1 ;1-w + Zj=1 i1—-w j=1 ;1-w + j=1 G1-w
J J < J ]
ke w - 2r+1 W
j=1 jl—w j=1 jl—w

dir. Simdir € Nvew € (0,1) igin

w
ooy T 2y e de
wlel): = w ~ T or il =
?21 jl—w fo A

21—W

elde edilir. Ayrica,

1 1
r r+1 T [
+ j=1 jl—w N fo tv—1 dt fo tW=1 d¢t

j=1 W
2r+1):=
QW( ) ar+1 . 1 f2r+1 tw_1 dt
Jj=1 ]1—w 0
DV +rY
 @r+1)r
1+ +1
- 1
Z+2)v
dir. O halde her iki durumda da
Z’-‘Ek zZ:
< Quw(k) <2,vkEN
Z]'=1 jI-w

elde edilmektedir ve
Igim Qun(k)=21"" <2
dir. Bu sebeple,

alU) = sup IIfIVIgllyen<2
f.9€By

dir.
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Not 3.4 Lorentz fonksiyon uzayr L,,[0,1] in 6nduali LW’lO[O,l] Lorentz uzayinda

sayma Olciistine gecildiginde Lorentz dizi uzay1 ve bu uzayin daha genel versiyonu
olan tez damismani Nezir’in doktora tezinde [17] yer alan Lorentz-Marcinkiewicz

Banach uzaylar1 i¢in Riesz ac1 hesabi1 yukaridaki teorem ile dogrulanmaktadir.
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3.2  Lebesgue integral uzayr L.[0,1] icinde afin asimtotik genislemeyen

fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini saglayan cok genis bir simif

Bu boliimde [18] calismasinda yer alan Kaczor ve Prus [9] ¢alismasinin L [0,1] -analogu
ele alinmaktadir ve gosterilmektedir ki L [0,1] icinde afin asimtotik genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan ¢ok genis bir sinif vardir. Bu sonucun
gosterilmesi i¢in Kaczor ve Prus [9] calismasi ve Everest [6] doktora tez ¢alismasinda
yer alan tekniklerden yararlanilmaktadir. Oyle ki bu bahsi gegen calismalarda #?
tizerinde calisilmistir. Dolayisiyla tez calismasinin bu boliimii Kaczor ve Prus ile
Everest’in calismalarinin L;[0,1]-analogudur. Bu bolimde sonuglart elde etmek igin
Goebel ve Kuczumow lemmast Lemma 1.4in Lebesgue uzayr i¢in olan analogu

Lemma 1.5 anahtar gérevini gormektedir.

Daha ayrintili olarak bahsedilecek olursa, bu bolimde tez danigsmanmi Nezir’in
danismanhiginda hazirlanmakta olan Topcu yiiksek lisans tezi [22] ve [20]
caligmalarinda yer alan kiime simiflar1 ele alinmis olup tez yazarinin da ortak oldugu

[18] calismasinda yer alan L [0,1]’de afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin

sabit nokta teorisini saglayan kapali, sinirl1 ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis
simiflarin varlig1 anlatilmaktadir. Bu sonug i¢in asagida yer alan 6rnek kiime siniflari ele
alinmis ve tek bir teorem ile verilen tiim kiime siniflarinin afin asimtotik genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini sagladigi gosterilmistir.

Ornek 3.5 Ll[O,l] ’de normalize edilmis Vn € N i¢in €, :=(n +l)tn tanimi ile verilen
(ennen dizisi ve keyfi b,c € (0,1) almnsin. Bu durumda, L,[0,1]‘de f;:= be; ve
Vn € N i¢in f,,11: = en4q ile tamimlt (fy,) ey dizisi g6z Oniine alinsin. Daha sonra ise
Ll[O,l] ’de asagidaki sekilde tanimlanan kapali, smirli ve konveks E alt kiimesi
verilebilir.

E:={Z tn fn: her t, =0, t1=cveztn=1}.

n=1 n=1
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nt

Omek 3.6 L,[0,1]’de normalize edilmis Vn € N igin e,:= "°_ tammu ile verilen

el—1

(ep)nen dizisi ve keyfi b,c € (0,1) alinsin. Bu durumda, Li[O,l] ‘de fi:= be; ve

Vn € N igin f;,1: = e,41 ile tammmli (f;,) ey dizisi g6z Oniine alinsin. Daha sonra ise
L [0,1] ’de asagidaki sekilde tanimlanan kapali, smirli ve konveks E alt kiimesi
verilebilir.

E:={z tn fn: her t, =0, t1=cve2tn=1}.

n=1 n=1

ent . .
tanimu ile verilen

Ornek 3.7 L,[0,1] de normalize edilmis Vn € N i¢in e,: = :_1 Xio2
(en)nen dizisi (6yle ki burada y Karakteristik fonksiyondur) ve keyfi b,c € (0,1)

alinsm. Bu durumda, L [0,1]‘de fi:=be; ve Vn €N igin fo4q:= e,yq ile tamml
(fn)nen dizisi goz oniine alinsin. Daha sonra ise L [O,l] ’de asagidaki sekilde tanimlanan
kapali, sinirh ve konveks E alt kiimesi verilebilir.

E:={Z tn fn: her t, =0, t1=cveZtn=1}.

n=1 n=1

4n

7T(1+I'l2t2) X[O,%] tanimi lle

Ornek 3.8 Ll[O,l] ’de normalize edilmis Vn € N igin e,: =
verilen (e,)nen dizisi (Oyle ki burada y karakteristik fonksiyondur) ve keyfi b,c €
(0,1) alnsin. Bu durumda, L [0,1] ‘de fi:=bhe; ve Vn €N igin f11:=eny, ile
tanimlt (f,,)nen dizisi g6z Oniine alinsin. Daha sonra ise Ll[O,l] ’de asagidaki sekilde
tanimlanan kapali, sinirli ve konveks E alt kiimesi verilebilir.

E:={Z tn fn: her t, =0, t1=cveZtn=1}.

n=1 n=1

Ornek 3.9 L;[0,1]’de normalize edilmis keyfi bir (e,)ney dizisi ve keyfi b, c € (0,1)
alinsin. Bu durumda, L;[0,1] ‘de fi:= be; ve Vn €N igin f,,1:= e,4, ile tanimh
(fi)nen dizisi goz Oniine alinsin. Daha sonra ise L,[0,1]’de asagidaki sekilde

tanimlanan kapali, sinirli ve konveks E alt kiimesi verilebilir.
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E:={Z ty fu: her t, =0, tlzcveZtnzl}.

n=1 n=1

Teorem 3.10 b,c € (0,1) keyfi olmak iizere yukarida verilen 6rneklerde yer alan E

kiimeleri afin asimtotik ||. ||;-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglar.

Ispat: T:E - E bir afin asimtotik genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda, T afin
oldugundan Everest [6] doktora tezinde yer alan Lemma 1.1.2 geregince en az bir
(x™) oy © E dizisi vardir dyle ki [[Tx™ —x™]| -0 dir. Genelligi bozmadan
gerekirse bir alt diziye gecilerek bir x € L;[0,1] bulunabilir 6yle ki x™ dizisi zayif*
toplolojide x noktasina yakinsar. Bu durumda, Lemma 1.4 geregince, asagidaki sekilde
taniml1 bir s:L;[0,1] = [0, o) fonksiyonu tanimlanabilir.

s(y) = limsup”x(”) — y||1 , Vy € L1[0,1]
n

ve Oyleyse

s@) =s) +lly —xll. , vy €L1[0,1]
dir. T asimtotik genislemeyen oldugundan 1 e azalarak yakinsayan [1, c0) araliginda en
az bir (k;)nen dizisi vardir 6yle ki VX, y € E ve Vn € N i¢in

IT"x —T"yll; <k, Ix—y

dir. Buradan ele alinan kiimenin zayif* kapanigini

w:=E" ={z t, fuher t, >0 ve Z tnS1}

n=1 n=1

olarak tanimlanir ve iki ayr1 durum ele alinir.
Durum 1: x € E olsun.

m € N sabit tutulsun. Bu durumda, Vn € N i¢in s(T™x) = s(x) + [|[T™x — x||, ve

(1) s(T™x) = limsup||T™x — x™||.
n
< limsup||T™x — T™(x™)||, + limsup|[x™ — T™(x™)]|.
n n

< kylimsup||x — x(n)”1 + limsup||x™ — Tm(x("))”1
n n
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m
< kpplimsup|x — x®|| + limsupE”Tf‘l(x(")) =T/ (x™)|,
n n j=1

m
< kplimsupl||x — x(")”1 + limsupz kj_q [|x™ — T(x(n))”1
n n =1

=k, s(x)
dir.

Dolayisiyla, ||T™x — x||; < (ky, — 1)s(x) olup m — oo iken limit alinirsa lim||T™x —
m
x|l; =0 elde edilecektir fakat lim|TT™x — Tx||; < limk,||[T™x —x||;, =0 ve
m m
lim||[T™*x — Tx||; =0 oldugundan T™x dizisi x ve Tx’e yakimsayacaktir.
m

Dolayistyla, limitlerin tekligi geregince Tx = x dir.
Durum 2: x € W\E olsun.

Bu durumda ise W’nun tanimi geregince X noktasinin
Y1 Ynfn formunda yazilcak sekildey; =c, Yoi ¥n <1 ve Vn € Niginy, =0

kosullarini saglayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasitasiyla §: =1 — Y7, ¥, ve

hi= (i + )i+ ) Tafa
n=2
olarak tanimlansin. Bu durumda asagidaki esitlikler elde edilir.
Ilh — x||; = ||bdeql|l; = b dir.
Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda };_, t,f, formunda yazilcak sekilde
vneNicint, >0 , t; =c ve Yn-it, =1 kosullarin1 saglayan skalerler

mevcuttur.

O halde,
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[oe) [o0] 1 [o0] (0]
ly—xIli= z tifr — z Yefk|| = f z tifr — Z Yifr|dm
k=1 k=1 1 0 = k=1
® 1
= Z (tk —)/k)f frdm| = tk —Yk| =96
k=1 0 k=2

elde edilir.

O halde, her y € E veherx € W\E igin ||y — x|l = ||lh—x||; (2)
dir.

Daha sonra ise asagidaki esitsizlikler géz 6niine alinir.
s(h) = s(x) + |lh = x|[; = s(x) + IT"h = x|l; = s(T™h)
= limsup||T™h — x|| " bu durumda (1) esitsizliginde oldugu gibi
n

< limsup||T™h — Tm(x(n))”1 + limsup|[x™ — Tm(x(”))Hl
n n

< kplimsup|[h — x™]| + limsup||x™ — 7™ (x™)]|
- n

m
< kmlimsup”h - x(")”1 + limSUpZ”Tj_l(x(n)) - Tj(x(”))||1
n n j=1

m
< kplimsup|[h — x®|| + nmsupz Ky [[x® = T(x™)]|.
n n j=1

= kps(h)
dir.

Bu durumda, s(h) < s(T™h) < k,s(h) olup m — oo iken limit alinirsa ve

lim k,, =1 oldugu goz Oniine alinarak lim s(T™h) = s(h) oldugu goriilir. Yani,
m m

lims(x) + ||T™h — x||; = s(x) + ||h — x||; olacaktir ki bu lim ||[T™h—x||; =
m m

|lh — x||; oldugu anlamina gelir. Ayrica, her y € E igin
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(0] [ee]

Z tefe — (1 +6)f1 — z Yk

k=1 k=2

ly—hl=

1

tifr — Zykfk 8be,|d

Il
S
NgE

&
1l
ey

2 yiber —b(8 +y, — t;)e;|dm

I
e [N
TTM 8

|ty — vilexdm + b|6 +y, — t4]

IA
o
s
S

k=2
=bZI — vkl +b|1 —ZVk+y1—1+ztk

k=2 k=1 k=2
<26 It =il

=
1l
N

Ayrica,
1 (o] (o]
1y =xh=lh=xl = [ [ tefi= D vii|dm=bo
0 lie=1 k=1
(o] 1 [o.e]
> Z (tk—yk)J fedm| — b6 = Zt — vl -bs =1 -b)s
k=1 0 k=2
dir. Bu durumda, lly—hl,< 2(‘1(_2;)‘? (ly —xll;— lh=x|l,) olup &>0 keyfi
oldugunda u = % secilirse eger |ly —x = |[h—x| | <pise ly—hl;<e

olacaktir bu ise yukarida elde edilen ligln IT™h — x||; = [|lh — x||; sonucu geregince
li1£1n IT™h — h||; = 0 oldugunu gosterir. O halde,
| h—Thl,< ligln IT™h — hl|, + ligln IT™h — Th||,
< klligln IT™*h —hl|; =0

elde edilecektir.
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Oyleyse yukaridaki iki durumda da Th = h olacak sekilde bir nokta mevuttur ve
dolayisiyla E afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisine

sahiptir.
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3.3 #,,1 Lorentz dizi uzayl, saga kaydirma fonksiyonu ve diizgiin Lipschitzlik

Bu boliimde [19] ¢alismasinda yer alan £, ; Lorentz dizi uzay: i¢inde kapali, smurl,
konveks kiimelerden olusan c¢ok genis bir sinif iizerinde tanimli saga kaydirma
fonksiyonu i¢in sabit noktasi olmayan bir diizgiin Lipschitz fonksiyonu olmasi i¢in iist
sinir degerlendirmesi yapilmaktadir. Bu sonucun gosterilmesi i¢in Everest [6] doktora
tez calismasinda yer alan tekniklerden yararlanilmaktadir. Oyle ki bu bahsi gegen
calismalarda ¢! iizerinde calisilmistir. Dolayisiyla tez calismasmm bu  boliimii

Everest’in ¢alismasimimn £\, ; -analogudur.

Ornek 3.11 w € (0,1) olsun. Ayrica b € (0,1) keyfi segilsin. £, ; uzayinda bir (f;)nen

dizisi bu sabit say1 ve kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun: fi;: = b %el ve her

1-w

. . n . . . .
n = 2 tam sayist i¢in f,:= ——eén olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardim ile

asagidaki sekilde bu b sayisina bagl olarak £, ;’in kapali ve smirh bir E alt kiimesi

tanimlansin;

E:={Z tofn: her t, =0 ve Z t, = 1}.

n=1 n=1

Daha sonra ise asagidaki sekilde tanimlanan saga kaydirma fonksiyonu T: E — E g6z

T(x) = T(i tn fn) = i th fut1-

n=1 n=1

oOnune alinsin.

Bu durumda, E“den alinan her x = Y7, tifi Vey = Xr=q1 Vifr igin

tifi — Z Yifi
K

1

Ny —xllyi1=

k=1 w,1

[ee]
1-w 1-

_ b 1 31-w
= H( W(tl - Vl), (tz - )/2),7(??3 - }/3), )

w
w,1

dir. Simdi mutlak toplanabilen diziler i¢in asagidaki ger¢ek goz oniine alinabilir.
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Ayrica,

olup buradan

blt; —yil + Z It — Vil = [b(ty —y)I" + (tz —¥2)" + (t3 —y3)" + -
k=2

1-wl*

= [w]*[%]*[bm—y1)1*+[2fiw]*[21v;wl (tz—y2>*+[31l_w]*[ . ] (ts = 72"

L . ow [2tv) . w3t .
_W[W] [b(t: —v1)] +21_WI " ] (tz —v2) +31_W[ W l (tz —y3)" + -

b Toow 2t Toow [3tv "
=W [W (t, — V1)] + 21w [T (t; — )’2)] + 31w lT (t3 — V3)l +

=y —xlly1

elde edilir. Dolayisiyla,

Iy —x llw1=blt; —y.| + z It — Vil

dir. Ayrica, Vn € N i¢in

N Ty = T"x 1= z tifien — z Yifean
k=1 k=1 w,1
1 1-w 2 1-w

H( (n+ ) —(t 1‘)’1)%@2‘)@):---)

1)1-w * 2)1-w *

=w [% (t: — )/1)] o1-w I(‘n +2) - Vz)l

3)1-w * 1w *
31Wl(n+ ) (3—y3)] 4 klw[(“ " -0
+ coe

dir. Simdi mutlak toplanabilen skalerler i¢cin asagidaki gercekler goz oniine alinmalidir.
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o0 o0 [oe]
Z ST = Z Iskricl = Z (SkTi)™;
k=2 k=2

k=1
olup buradan,

[ee]

(o)
Z U Sk T = z U (S1i)”

elde edilir; dolayisiyla,

I T™y — T7% lly < w

(n+ DV . w [(n+2)v] .
T] (ti—yD)" + 21w I ” l (tz —v2)

w [(n+3)"] .
+31_W[ " l (ts—y3)" + -
< |t1—)’1|+z Ity — vkl = 1—2 tk_1+z 14" +Z |ty — Vil
k=2 k=2 k=2 k=2

<2 lt—vid
k=2
<2 <b|t1 — 1l +Z [ty —Yk|>
k=2

=21y—xlly,
dir ve
1 [ee]
R e AR DI
k=2
1 oo
<2 blty=val + ) It = vl
k=2
1
=Blly—XIIW,1

elde edilir. Bu sebeple her n € N ve her x,y € E i¢in

1
I TPy — T I, ;< min {B' z} Iy =% lhs

dir.

Dolayisiyla, goriilecektir ki tiim bu hesaplamalar Everest [6] doktora tezininin 3.2’inci

boliimiinde yer alan ve mutlak toplanabilir diziler uzayinda elde ettigi hesaplamalara
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aynen karsilik gelmektedir. O halde tez calismasinda ele alinan uzayda bu yukarida
verilen gergekler goz Oniine alinarak hesaplamalar en sonunda mutlak toplanabilir
diziler uzayindaki hesaplamalara ayni sekilde denk geleceginden Everest’in tezininin
3.2’inci boliimiinde verilmis olan genellestirilmis sonucun ispati geregince asagida
verilen tezin ¢alisildigi Lorentz dizi uzaylari i¢in verilen genellestirilmis sonug ispatsiz

olarak verilebilir.

Teorem 3.12 w € (0,1) olsun. Ayrica b € (0,1) keyfi segilsin. £,,; uzaymnda bir

(fa)nen dizisi bu sabit say1 ve kanonik baz yardimu ile su sekilde kurulsun: f;:= b %el

1-w

ve her n > 2 tam sayist igin f,,: = z e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimui ile

w

asagidaki sekilde bu b sayisina bagh olarak £, ’in kapali ve smurh bir E alt kiimesi

tanimlansin;

E:={Z tafn: her t, =0 ve Z th = 1}.

n=1 n=1

Daha sonra ise agagidaki sekilde tanimlanan saga kaydirma fonksiyonu T: E — E g6z

T(x) = T(i tn fn> : i to fusr

n=1 n=1

Oniine alinsin.

Bu durumda, E“den alinan her x = Y\, tifi Vey = Xr—1 Vifr igin

2
I T — T w1 < 175 Iy =X llw1

olup bu esitsizlikte goriilen 1-2+_b diizgiin Lipschitzlik katsayisi kosulu saglayan en kiigiik

katsayidir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda sabit nokta teorisi odakli ii¢ ayr1 konu ¢alisilmustir. Ik konu olarak

Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayr L[0,1]’in bir analogu olan Lorentz
fonksiyon uzay1 L,,,[0,1] i 6nduali Lwylo[O,l] Banach uzaymin i¢inde ¢ok genis sonsuz

boyutlu bir altuzaymin hangi skaler w i¢in zayif sabit nokta teorisine sahip olacaginin
goriilmesi icin Riesz ac1 hesabi yapilmistir. Ikinci konu olarak ise Kaczor ve Prus [9]

calismasimin L [0,1] -analogu ele alinmaktadir ve gosterilmistir ki L,[0,1] iginde afin

asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan ¢ok genis bir
sinifin varligi gosterilmistir. Son konu olarak ise ¢, ; Lorentz dizi uzay: iginde kapali,
stirli, konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif iizerinde tanimli saga kaydirma
fonksiyonu i¢in sabit noktasi olmayan bir diizgiin Lipschitz fonksiyonu olmasi i¢in iist
smir degerlendirmesi yapilmistir. Calismada uygulanan tekniklerden yararlanilarak
arastirmacilar farkli yansimayan Banach uzaylarini ele alabilir, daha dar veya daha
genis fonksiyon smiflar1 g6z 6niine alinabilir. Ayrica tez ¢calismasinda kullanilan kiime
siiflarinda daha genis kiime siniflarinin ¢alisma sonuglar1 saglayacak sekilde bulunup

bulunmayacagi arastirilabilir.
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