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OZET

(Yiksek Lisans Tezi)

SIFIRA YAKINSAK DiZILERIN BANACH UZAYINDA ESDEGER NORMLAR
VASITASIYLA SABIT NOKTA TEORISINI SAGLAYAN GENIS SINIFLAR

SIDDIK SADE

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi

Matematik Anabilim Dali

Damgsman: Dr. Ogr. Uyesi Veysel NEZIR

1979°da Goebel ve Kuczumow gdstermistir ki (*’de zayif* kopakt olmayan, kapals,
sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif genislemeyen fonksiyonlar i¢in

sabit nokta teorisine sahiptir. Peki Goebel ve Kuczumow teoreminin bir esdeger norm
ile C,-analogu disiiniilebilir mi? Yani, (Cy, lI-ll,) lizerinde bir esdeger norm ||-||. ve

C, ’da zayif kompakt olmayan, kapali, sinirlt ve konveks C kiimelerinden olusan genis
bir sinif var midir ki bu € kiimeleri genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine
sahip olsun. Bu calismamizda gostermekteyiz ki C, {zerinde tanimli bazi esdeger

normlar ||-]l. bulunabilir 6yleki burada zayif kompakt olmayan, kapali, smirli ve

konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif afin ||-||..-genislemeyen fonksiyonlar i¢in

sabit nokta teorisine sahiptir. Caligmamizda yer alan kiimeler ise C, ‘in alisilmis normu

olan |I:ll,, normuna goére bazi asimtotik izometrik C, -toplam baz dizilerinin kapali
konveks kabuklari olup 2011°de Lennard ve Nezir’in g¢alismasina gore herhangi
asimtotik izometrik C,-toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu afin |-|lo-

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozar. Tez calismasinda ayrica



Lorentz-Marcinkiewicz dizi uzaylart da ele alinmistir. Bu uzaylarin elemanlar1 yine C,

uzayindan segilir. Lorentz-Marcinkiewicz uzay1 €54 bir #*-analog Banach uzayi olup
bazi ortak 6zellikleri paylasmaktadir. Goebel ve Kuczumow teoreminin £ ;-analogunu
incelemek istiyoruz. Yani, €5 ;’de zayif* kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks C
kiimelerinden olusan genis bir smif var mudir ki bu C kiimeleri genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olsun. Bu soruya pozitif cevabi afinlik
kosulu altinda verebilecegimizi calismamizda gormekteyiz. Yani, bu c¢alismamizda
gostermekteyiz ki f5q’de zayif* kompakt olmayan, kapali, smnirli ve konveks
kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisine sahiptir.

Anahtar Kelimeler: genislemeyen fonksiyon, yansimayan Banach uzayi, sabit nokta
teorisi, kapali sinirli konveks kiime, yeniden normlama, sifira yakinsak dizi uzay1r C,,

Lorentz-Marcinkiewicz uzaylari

2019, 43 Sayfa



ABSTRACT

(M. Sc. Thesis)

LARGE CLASSES WITH FIXED POINT PROPERTY IN BANACH SPACE OF
SEQUENCES CONVERGING TO ZERO BY RENORMING EQUIVALENTLY

Siddik SADE
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Supervisor: Asst. Prof Dr. Veysel NEZIR

In 1979, Goebel and Kuczumow showed that a large class of closed, bounded, convex

(c.b.c.), non-weak*-compact subsets of I' has the fixed point property (FPP) for
nonexpansive mappings. What about C, -analogue of Goebel and Kuczumow’s theorem
with an equivalent norm? That is, do there exist an equivalent norm [|-|l.. on (cy, lI'll»)
and a non-weakly compact, c.b.c. subset ¢ of C,, for which C has FPP for
nonexpansive mappings? In this study, we show that we can find some equivalent
norms |I-ll. on C, for which there exist non-weakly compact c.b.c. subsets that have
FPP for affine ||-]l.-nonexpansive mappings. In fact, we see that our examples are
closed, convex hulls of some asymptotically isometric (ai) C,-summing basic

sequences respect to [I-ll,, norm whereas in 2011 Lennard and Nezir showed that the
closed, convex hull of any ai c,-summing basic sequence fails FPP for affine [I-ll-

nonexpansive mappings. In this thesis, Lorentz-Marcinkiewicz spaces are also
investigated. The elements of these spaces are also selected from C,. Lorentz-

Marcinkiewicz space #5, is an #!-analog Banach space sharing some common

Vi



properties. We wonder £ 1-analogue of Goebel and Kuczumow’s theorem? That is, we
study to answer the question if there exists a non-weakly compact*, c.b.c. subset C of
€51, for which C has FPP for nonexpansive mappings? We see that we can give positive
answer for this question under affinity condition. So in this study, we show that we can
find a large class of non-weakly compact c.b.c. subsets of £, that have FPP for affine

nonexpansive mappings.

Key Words: nonexpansive mapping, non-reflexive Banach space, fixed point property,
closed bounded convex subset, renorming, space of the sequences converging to zero,

Lorentz-Marcinkiewicz spaces

2019, 43 pages
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

gf-snt
ai
{1

. Genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisi
. Asimtotik izometrik

. Mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzay1

Sifira yakinsak dizilerin Banach uzay1

. ¢1-analog Lorentz-Marcinkiewicz uzay:

. E ‘nin konveks kabugu

. E ‘nin kapali konveks kabugu

. x dizisinin bir azalan yeniden diizenlemesi

. E kiimesinin zay1f* kapanisi

. E kiimesinin zayif kapanisi

- . terimi 1, digerleri 0 olan ¢! ve C; ’in kanonik baz



1. GENEL BiLGILER

11 Giris

£1 ‘de zayif* kompakt olmayan ve kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan gok
genig bir smifin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine [gf-snt] sahip
oldugu Goebel and Kuczumow [8] tarafindan gosterilmistir. Sonrasinda ise Chris
Lennard’in damismanligi altinda yonetilen Everest’in doktora tezinde [6] Goebel ve

Kuczumow’un fikirleri kullanilarak gf-snt’ye sahip daha genis siiflar elde edilmistir.

gf-snt’ye sahip yansimayan Banach uzaylar1 (X, |I-l])’na ilk 6rnek Lin [12] tarafindan
verilmistir ve bu drnek (£%,-ll;) Banach uzaymnin asagidaki sekilde tanimlanan ||-||*
esdeger normu ile yeniden normlanmasi sayesinde verilmistir.

gk
1+ 8*

(o]
2l = sup T D Il VX = Codnen € €
kEN =

P. K. Lin’in ¢alismasinin (Cy, lI-ll) analogu arastirmacilarin sorguladigi bir konudur.

Yani C;‘in gf-sgt’ye sahip olacak sekilde yeniden normlanip normlanamayacagi

arastirma konusudur. Yakin zamanda afinlik kosulu altinda Nezir ve Mustafa [17]
tarafindan bu soruya pozitif cevap verilmistir. Ayrica, Nezir, Mustafa ve Dutta [18]

calismasinda ayni cevabi bagka bir esdeger normlama ile daha vermistir. Fakat ekstra
afinlik kosulu olmadan P. K. Lin’in ¢alismasinin C;, analogu halen acik kalan bir
konudur. Bu soru arastirmacilarin ¢ok ilgi duydugu bir konu olsa da, Goebel ve

Kuczumow’un teorisinin C, analogunun da (tabiki bir es deger norm ile) biiyiik bir

onemi bulunmaktadir ¢iinkii yapilacak c¢alismalar P. K. Lin’in c¢aligmasinin  C,

analoguna ¢oziim yollar1 bulmak i¢in aday normlar1 belirlemede ve katki verecek

ozellikler elde etmede 6nem arz etmektedir.

Goebel ve Kuczumow’un #! icin sonucunun aksine, Dowling, Lennard ve Turett [4]

tarafindan gosterilmistir ki (Cy, lI-ll) ‘1n sonsuz boyutlu herhangi kapali alt uzay1 sabit

nokta teorisine sahip olamaz. Ayrica, Dowling, Lennard ve Turett [5] tarafindan



gosterilmistir ki (Cy, lIllo)‘in herhangi zayif kompakt olmayan kapali siirli ve
konveks alt kiimesi K sabit nokta teorisine (snt) |-ll-genislemeyen fonksiyonlar i¢in

sahip olamaz. Dolayisiyla Goebel ve Kuczumow teorisinin C, analogunun
diistiniilebilmesi icin C, " bir esdeger norm ile yeniden normlanmasi gereklidir. Bu

sebeple “C, " bir yeniden normlamasi ve bostan farkli kapali, sinirli ve konveks C alt

kiimesi var midir oyle ki kullanilan es deger norma gore bulunabilecek alt kiime

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olsun?” sorusu arastirilabilir.

Bu tez calismasinda bu soruya farkli normlar kullanilarak pozitif cevap verilmektedir.
fakat fonksiyonlara ek oOzellik olarak afinlik kosulu konulmasi dahilinde bu pozitif
cevap verilebilmistir. Bu amag ile farkli esdeger normlar gelistirilmis olup es deger
normlardan birisi P. K. Lin’in es deger normuna benzerlik gostermektedir ve bu benzer
norm ile ¢cok daha genel sonuclar verilmistir. Calismanin kullanildig1 kiimeler tez
danigmani Nezir’in Lennard ile olan [11] ¢alismasinin sonuglarinda yer alan kiimelerden
secilmistir ve daha genel kiimeler kullanilmistir. [11] ¢alismasinin sundugu sonuglar

asagidaki sekildedir:

Lennard ve Nezir [11] tarafindan gosterilmistir ki bir Banach uzay1 eger bir asimtotik
izometrik (ai) C,-toplam baz dizisi (x;,)nen’ni igeriyor ise bu dizinin kapali konvek

kabugu E:= co({x,:n € N}) kiimesi gf-snt’ye sahip olamaz; dolayisiyla, Banach

uzayini kendisi de gf-snt’ye sahip olamaz.

Bu bahsedilen genel sonuglarimin verilebilmesi i¢in ilk olarak C, i¢indeki bazi

asimtotik izometrik C,-toplam baz dizileri ele alinmistir ve asagidaki teorem

ispatlanmugtir.

Teorem 1.1: b = (by)neny (0,00) araliginda bir dizi olsun. C;’da (f,)nen dizisi

fni= by, ey, ile her n € N igin tanimlansin. Daha sonra ise bu dizi kullanilarak C,’da

asagidaki E = Ej, kiimesi tanimlansin.



E:{Z tnfn:1:t12t22t32"'Ztnlno .

n=1

Bu durumda bu kiime iizerinde tanimlanabilen bir sabit noktasiz ||-ll,-genislemeyen

U: E — E fonksiyonu vardir.

Bu tez ¢alismasinda C, iizerinde bazi es deger normlar gelistirilmis ve bu normlardan

birisi en genel sonuglari sunmustur. Calismanin amaci yukaridaki teoremde yer alan
kiimelerin veya daha genis bir smifin tanimlanmis es deger normlara gore afin

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine (agf-snt) sahip oldugunu
gostermektedir. Yani gelistirilen es deger normlar C,’da afin genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip ¢ok genis kapali smirli ve konveks
kiimelerin sinifin1 bulmaya imkan tanimaktadir. Hatta ¢calismamizda yer alan es deger
normlardan birisi ¢ok daha fazlasinin miimkiin oldugunu gostermektedir. Gergektende

tez danisman1 Nezir ve ortak yazari Mustafa tarafindan yapilan [17] ¢aligsmasi ile bu tez
calismasinda yer alan bir esdeger normumuz ile C, ’in agf-snt’ye sahip olacak sekilde

yeniden normlanabilecegi ispatlanmistir. Tez damigman1 Nezir’in tanimladig1 es deger
normumuz ve onun vasitasiyla elde edilen diger normlarimiz vasitasiyla tez danismani
Nezir’in doktora tezi [15] (Lennard danigmanligi altinda hazirlanmistir) ¢alismasinda
yer alan baz1 cy-toplam baz dizilerinin kapali konveks kabugu ele alinmis ve bu kiimeler
tizerinde de sabit nokta teorisi test edilmistir. Bu kiimeler [15] doktora tez ¢alismasinda

asagidaki sekilde ve asagidaki sonuclarla verilmistir:

(Yn)nen dizisi (0, o) araligindan segilmek iizere I' > 0 sayis1 su kosullari saglasin: [her
NeNigin'<yny] Ve o:=Y7"s |VYn— Yn_1] < o ; ayrica kabul edilsin ki (b,)nen
dizisi terimleri (0, ) olan ve bir A € (0, ) noktasina yakinsak bir dizi olsun. Her
n €N icin n,:=y,(biey + byey + bzes + byey+....+bye,) formulii ile (7,)nen
dizisi tanimlansin ve ayrica bu dizinin bir alt C;-toplam sinirina sahip oldugu kabul

edilsin. Yani, kabul edilsin ki 3K e(0,0)var oyle ki Va = (ad;)nen € Coo



o
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. Bu durumda, Bu durumda, 3L > 0 vardir yle ki (*‘T“)nEN

B
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j=1

dizisi bir ai cy-toplam baz dizisidir. Ayrica, bu (1,)nen dizisinin kapali konveks

kabugu tizerinde; yani, E: = cy({n,:n € N}) iizerinde tanimli bir sabit noktasiz afin

|-l »-daralan fonksiyon U: E — E bulunabilir.

Yukarida belirtilen tiim kiime ornekleri ve tez danigsmaninin tezinde yer alan bu E
kiimeleri goz Oniine alinarak, asagida belirtilen || . || es deger normu ile C, ’in yeniden

normlanmast durumunda, (u,(bie; + bye, + byez + byes+....+bpe,))neny dizisinin
kapali konveks kabugu afin || .|| .-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine
sahiptir 6yle ki burada (t,)nen V€ (by)nen dizileri (0, ) araliginda yer alan herhangi
bir dizidir.

Her x = (§;)x € C, i¢in ||x||. asagidaki sekilde tanimlanir:

1

o p\PD

|x|[~: = lim supy; z % oyle ki burada yy Ty 1 ve yy artan dizi.
P=®keN

=k

Yukarida tanimlanan es deger norm sabit nokta teorisine sahip en genis sinifi sunan es
deger normdur. Not edilmelidir ki, yayinlanmis tez yazarinin ortak galigmasinda [20],
bu norm ile afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan ¢ok genis

siniflar verilmistir.

Tez galigmasinda Nezir ve tez yazar1 Sade’nin yaymlanmis [20] ¢alismasinda yer alan

bir diger norm da tanitilmaktadir. Bu norm asagidaki sekilde tanimlidir.

Her x = (§)x € C, ve her a € R i¢in



[y

[ee]

1
||lx|| = — lim supyy E
Y1 Po®keN -

p\P o
141
—5— | Tvisup ) Q
J JENIT

Sk — agj

|2

+ 71 Supz kalfk —ag;
JEN =1

Oyle ki buradayy Ty 1,¥ks1 > v, Yk € N,x™:= (&) jey dizisi x" in bir azalan

siralamast, ), Qi =1, Qx 4k 0 ve Qi > Qx+1, Yk € N olup azalan siralama ise su
k=1

sekilde tanimlanabilir: 3 a 1-1 fonksiyon m: N — N ve 3(&;) jey bulunabilir dyle ki her

erij) E{—L1}ve (§idk = I$rao| = En@ey Enkyy Vi € N.

Tez cgalismasinda C;’m bu es deger norma goére kendisinin aligilmis normunun bir

asimtotik izometrik kopyasini igermedigi ve dolayisiyla normun sabit nokta teorisini

saglayabilecek aileler i¢in iyi bir aday norm oldugu gosterilmistir.

Tez calismasinda ayrica Lorenz-Marcinkiewicz dizi uzaylari ele alinmistir. Lorentz-

Marcinkiewicz uzay1 €5, bir ¢*-analog Banach uzayi olup bazi ortak ozellikleri

paylagsmaktadir. Tez ¢aligmasinda C; {izerinde yapilan arastirma gibi ayri bir boliim

olarak Goebel ve Kuczumow teoreminin £s,-analogu incelenmistir. Yani, €5, de
zayif* kompakt olmayan, kapali, simirli ve konveks C kiimelerinden olusan genis bir
smif var midir ki bu C kiimeleri genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine
sahip olsun sorusu incelenmistir. Bu soruya pozitif cevabi afinlik kosulu altinda
verilebilecegi  gosterilmektedir. Yani, bu tez calismasinin bir bdliimiinde
gosterilmektedir ki ¥f5,’de zayif* kompakt olmayan, kapali, smirli ve konveks
kiimelerden olusan c¢ok genis bir sinif afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
teorisine sahiptir. Bu boliim tizerine ise tez yazarinin da ortak oldugu [18] ¢alismasi

bulunmaktadir.



1.2 Kuramsal Temeller

Bu boliimde tez galismasinda kullanilan araglar olarak ihtiyag duyulacak tanim, teorem

ve lemmalar verilecektir.

Tanim 1.1: C kiimesi bir (X, |I-ll) Banach uzayinin kapali, sinirli ve konveks altkiimesi

olsun. Bir T: C — C fonksiyonu ele alinsin.

1. Her x,y € C ve her A€ [0,1] i¢in T(1 =) x+Ay)=A—-2)T(x)+AT(y) ise
T’ye afin fonksiyon denir [7].

2. Herx,y € Cicin || Tx — Ty lI<|l x — y |l ise T’ye genislemeyen fonksiyon denir [7].

Ayrica, eger her T: C — C genislemeyen fonksiyonunun bir sabit nokasi var ise yani en
az bir w € C var oyleki T(w) = w ise bu durumda C’ye genislemeyen fonksiyonlar igin

sabit nokta teorisine sahiptir (gf-snt) denir [7].

Tez g¢alismasi siiresince bir (X, |I-ll) Banach uzayinin E € X altkiimesi i¢in E ‘nin

konveks kabugu cy(E) ve E ‘nin kapali konveks kabugunu ¢, (E) ile gosterilecektir.

Tanim 1.2: Eger bir (X, I-ll) Banach uzayinin her bostan farkli zayif kompakt altkiimesi
C tizerinde tanimli herhangi genislemeyen T: C — C fonksiyonunun C’de en az bir sabit
noktas1 var ise bu durumda (X, [I-|l) Banach uzaymna genislemeyen fonksiyonlar igin

zay1f sabit nokta teorisine sahip ya da zayif sabit noktasini korur denir [7].

Bilindigi iizere (C,, ||||m) uzay asagidaki sekilde tanimlanir

Co = {x = (X )nen: her x, € Rve 7111_{210 Xp = 0}

Ayrica, her x = (Xp)nen € € i¢in |2 = SUppeny VE (61’” ) ”1)

asagidaki sekilde tanimlanir.



21 ={x = (x)nen: her x,, € R ve ||x||1:Z|xn| < 00}.

n=1

[11] calismasinda yer alan bir (X,||||) Banach uzaymnin iginde bulunabilecek bir

asimtotik izometrik c, - toplam baz dizisi tanimi1 asagidaki sekildedir.

Tanim 1.3: (X,||.||) bir Banach uzayi olsun, (x,),en dizisi X ’ de yer alan ve asagidaki
kosulu saglayan bir dizi olsun; o zaman, bu (x;)ney dizisine (X,||.||) uzayinda bir
asimtotik izometrik (a.i) ¢, - toplam baz dizisi deriz : En az bir 0’ a yakinsak azalan bir

dizi (&)neny< [0,00) vardir 6yle ki her (t,)nen € Coo i¢in

1
SnliP(l-i-E jz Zt] ]

Eger bir L>0 icin (z,/L),en bir asimtotik izometrik c, -toplam baz dizisi oluyorsa

o0

_sup (1+e )‘th.

J=n

(zy)nen dizisine (X,||||) uzaymda birL - olgekli asimtotik izometrik c,-toplam baz

dizisi denilir.

Bu tanimdan yola ¢ikilarak asagidaki teorem Lennard ve Nezir’in genel sonuglar1 olarak
verilmistir. Not edilmelidir ki tezde calisilan kiimeler bu teoremlerde bahsedilen

kiimelerden tiiremistir.

Teorem 1.4: L €(0,00) olsun. Eger bir Banach uzayi bir L - 6l¢ekli asimtotik izometrik
C, -toplam baz dizisi(x,)nen’ 1 igerirse, E: = Co({x,: n € N}) kiimesi afin genislemeyen
fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini bozar. Hatta bundan daha fazlasim1 da

sOyleyebiliriz. En az bir sabit noktasi olmayan afin daralan U :E — E fonksiyonu

vardir.

Goebel ve Kuczumow [8] calismasinda ise anahtar gorevini alan asagidaki lemma
kullanilmistir. Tez ¢alismasinda ele alinan uzaylarda bu lemmaya analog olacak baska

lemma ve sonuglar takip eden notlar arasinda yer almaktadir.



Lemma 1.5: Eger {x,} dizisi ! uzayinda bir x noktasina zayif topolojide yakinsiyor ise

o zaman her y € £ ver(y) = limsup||x,, — y|l; ile tammli fonksiyon i¢in r(y) =
n

r(x) + lly — x|l dir.

Buna goére asagidaki lemmalar kolaylikla elde edilebilmektedir ve [18] ¢alismasinda

asagidaki ispat1 ¢ok agik olan ilk lemma sunulmustur.

Lemma 1.6: (X, || ||) bir Banach uzay1 olsun, (x ) dizisi X * de smirh bir dizi olsun.
Herhangi bir(xnk )k alt dizisi icin asagidaki sekilde tanimlanan s:X —[0,)

fonksiyonunu g6z oniine alalim:

m

z H vyeX.

s(y) = limsup

m mi=

O zaman, ¢, ’1n zay1f Banach-Saks 6zelligi dolayisiyla [22], eger (ym )m dizisi c,’ da X
’e zayi1f topolojide yakinsayan bir dizi ise, 0 zaman || || normu c, tizerinde || ||w normuna
esdeger herhangi bir norm olmak iizere Cesaro avaraji normsal olarak X’e yakinsayan

en az bir (xn )n alt dizisi vardir 6yle ki s fonksiyonunu bu alt dizi vasitasiyla yazilirsa

hery € C, icins(y) = ||y — x|| dir.

Tez ¢aligmasinin bir diger boliimiinde yer alan arastimalar Lorentz-Marcinkiewicz

uzaylari iizerinedir ve bu Banach uzaylariin tanimi su sekildedir.

8 € (Co\I))* herhangi agirhik dizisi olsun dyleki 8; =1, (8,)ney azalan; yani:

0 = (6;)nen, On > 0,Vn € N Oyleki asagidaki kosullar1 saglasin:

Q) 1=8,286,>8;2->8,>8,,,>-,YneEN, (2 6,20 ve (3)

Yo 1 8, = oo Omegin, §, = %,Vn € N.



Tanim 1.7: £ o, uzayr:
( x* = (X, )nen dizisi x in azalan siralamasi éyle Ki )

n
— X ox*
€8,W'_4 X = (xn)neN E Co ”x”8 L sup j=1x] < 0 }
,00" 7 neN

n
\ > )

Bu uzay ¢, uzaymin (smirli diziler uzaymin) bir analogudur. Gergekten de

(€5,00:ll- Il 5,00) ayrilabilir olmayan bir Banach uzayidir.

Burada not edilmelidir ki x* := &yle bir dizidir ki bu dizi |x| = (|xj|)jEN dizisinin

stfirdan farkli terimlerini igeren ve bu terimlerin azalacak sekilde ayni terimler varsa
tekrar edilmesi ile siralandigi ve son terimleri (|x| dizisi sonlu sayida sifirdan farkli

terim igeriyorsa) sonsuz sayida O olarak takip eden dizidir.

Tanim 1.8: {’g_m uzayl:

[x* = (x,")nen dizisi x in azalan siralamasi dyle ki l

0 ._ .
€8,w'_ {x = (Xp)nen € Co limsup j=1x] 0

k n—-oo : ] }

Bu uzay C, uzayinin bir analogudur ve ({’g,m,u. ls,0) uzay1 €5, 1 ayrilabilir Banach

uzayidir.

Tanim 1.9: £5; uzayi:

x* = (X" )nen dizisi x in azalan siralamasi dyle ki

ls1={x = (x S > 5"
5,1 { ( n)nEN 0 “x”S,l: — jilijj < 00

Bu uzay #* uzayinin bir analogudur. (£54,||. ||s1) ayrilabilir bir Banach uzayidir.

Lorentz uzayi tanim ve 6zellikleri igin Lorentz [14] ve Lindenstrauss ve Tzafriri [13]

caligmalari incelenebilir.



Bu uzay iizerinde yapilacak ¢alisma icin Lemma 1.5 ile tanitilan Goebel ve
Kuczumow’un lemmasmin bu uzaylarda analogu asagidaki lemma ile tez
danismanimizin danismanligi altinda hazirlanmis olan Delibas [2] tezinde ispatinin agik

olmasi sebebiyle ispatsiz olarak sunulmustur.

Lemma 1.10: (X, Il Il) bir Banach uzay1 olsun.
1. Eger X’in Banach-Saks 6zelligi var ise ve x € X noktasi1 sinirli bir dizi (x,),’in

zayif limiti ise, bu durumda en az bir (xnk)k alt dizisi vardir 6yle ki bu alt dizinin
Cesaro norm limiti x olup eger s fonksiyonu bu alt dizi vasitasiyla su sekilde tanimlanir
ise Vy € X i¢in s(y) = limsup,, ”%2?:1 Xn, — y”, bu durumda s(x)=0 ve

Vy € X i¢in s(y) = ||y — x|| dir.

2. Eger X’in zayif Banach-Saks 6zelligi var ise ve x € X noktasi bir (x,), dizisinin

zayif limiti ise, bu durumda en az bir (xnk)k alt dizisi vardir dyle ki bu alt dizinin
Cesaro norm limiti x olup eger s fonksiyonu bu alt dizi vasitasiyla su sekilde tanimlanir
ise Yy € X i¢in s(y) = limsup,, ”% ke1 Xy, — y”, bu durumda s(x)=0 ve

Vy € X igin s(y) = ||y — x| dir.

Bu sebeple, Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinin Banach-Saks o6zellikleri dolayisiyla
(bkz [1, 23, 24]), yukaridaki kosullar gegerlidir.

Gelistirilen aday normun ele alinacak kiime sinifinin gf-snt’ye sahip olmasina ihtimal
tantyabilecegini test etmek i¢in Dowling, Lennard ve Turett [4] ve Dowling ve Lennard

[3] calismalarinda yer alan asagidaki tanimlar ve teorem goz oniine alinmalidir.

Tanmim 1.11: Bir (X, lI-Il) Banach uzayina asagidaki kosulu saglamasi durumunda #1’in
bir asimtotik izometrik (ai) kopyasini igerir denir: X’de en az bir (x,), dizisi ve (0,1)

aralifinda 0’ a azalarak yaklasan bir (g,,),, dizisi vardir dyleki her (a,),, € €* dizisi i¢in

D -elanl < <) lal
n=1 n=1

o

n=1

dir [4].
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Tanim 1.12: Bir (X, |I-ll) Banach uzayina asagidaki kosulu saglamasi durumunda c,’in
bir ai kopyasini igerir denir: X’de en az bir (x,,),, dizisi ve (0,1) araliginda 0’ a azalarak

yaklagan bir (g,),, dizisi vardir 6yleki her (a,), € cq dizisi i¢in

(0]

S

n=1

sup(1 — gp)|ay| < < sup|a,|
n n

dir [3].

Teorem 1.13: Eger bir (X, II-ll) Banach uzay1 ¢, ’1n bir ai kopyasini igerirse, bu durumda

X gf-snt’yi bozar [4].

Teorem 1.14: Eger bir (X, |I-ll) Banach uzay1 #1’in bir ai kopyasini igerirse, bu durumda

X gf-snt’yi bozar [3].
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2. MATERYAL VE YONTEM

Goebel ve Kuczumow [8] ¢alismasi ile #1’de genislemeyen fonksiyonlar igin sabit
nokta teorisini saglayan zayif* kopmakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks kiimelerden
olusan ¢ok genis bir sinifin varligi gosterilmistir. Tez danisman1 Nezir’in doktora tez
danismani Chris Lennard’in yine danigsmanligi altinda tamamlanmis olan Everest [6]
doktora tez ¢alismasinda ise Goebel ve Kuczumow’un calismasi genellestirilerek daha
genis smiflarin  gf-snt’yi  sagladigi gosterilmistir. Asagidaki sonug Goebel ve

Kuczumow’un genel sonucudur.

Teorem 2.1: (by,)qen dizisi (0, 00) araliginda sinirlt bir dizi olsun. b = inf,,¢y b, Olarak
tanimlansin. cy’da (f;,) ey dizisi f,: = b, e,, ile her n € N i¢in tanimlansin. Daha sonra

ise bu dizi kullanilarak #1’de asagidaki E kiimesi tamimlansin.

E:={2 th fu: herthOveZ tn=1}.

n=1 n=1

Bu durumda E kiimesinin gf-snt’ye sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul N, =

{j EN:Db = bj} kiimesinin bostan farkli olmasidir.
Everest’in tezinde [6] ise su genel sonug verilmektedir.

Teorem 2.2: (bjn)jnen dizisi reel terimli bir dizi olsun. Her j €N igin f; =
Yn=1 bjn ey olarak tammlansin fakat en az bir sonlu elemanli F c N olsun dyle ki her
n € N\F icin b;,, =0 olsun. Bu durumda bu dizi kullanilarak £1°de tanimlanan
asagidaki E kiimesi gf-snt’ye sahiptir.

E:={Z th fn: herthOVez tnzl}.

n=1 n=1

Tez calismasina ilham olan Goebel ve Kuczumow [8] ¢alismasinda yer alan bir teorem

ve ispat1 asagidaki sekilde verilebilir.
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Teorem 2.3: b € (0,1) keyfi secilsin. ¢, uzayinda bir (f,),en dizisi bu sabit say1 ve
kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. fi:=be;, f,:=be, ve her n >3 tam
sayisl i¢in f,,: = e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimi ile asagidaki sekilde bu b

sayisina bagl olarak #1’in kapali ve sinirl bir alt kiimesi E = E}, tanimlansin;

E:={Z t, f,» hern € Nigint, =0 ve 2 tn=1}.

Yukaridaki sekilde tanimlanan E kiimesi £1°de gf-snt’ye sahiptir.

Ispat: T:E — E bir ||.||,-genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklasik sabit

nokta dizisi adin1 alan en az bir (x(”))nEN C E dizisi vardir dyle ki
|Tx™ — x(”)||1 e 0 olup (x("))neN sinirhidir ve dolayisiyla bir zayif* limiti vardir.

Genelligi bozmayarak gerekirse bir alt diziye gegilerek denilebilir ki, en az bir z € £1
oyle ki x™ dizisi z ye zayif * topolojide yakinsar. Bu durumda Lemma 1.5 geregince,

asagidaki sekilde tanimlanan bir s: £ — [0, o) fonksiyonu vardir: Vy € £1 igin
s(y) = limsup|[x™ -y,
n

ve bu fonksiyon vy € #1 i¢in s(y) = s(z) + ||y — z||; esitligini saglar.

Daha sonra E kiimesinin zayif* kapanisi asagidaki sekilde tanimlanir ve iki farkli durum

incelenir.

W:=EW*={Ztnfn: t, > 0ve Ztnﬁl}
n=1

n=1

Durum 1: z € E.

Bu durumda s(Tz) = s(z) + ||Tz — z||; olup

s(Tz) = limsup||Tz — x(”)”1
n
< limsup||Tz — Tx(”)”1 + limsup || Tx™ — x(”)”1
n n
< limsup||z — x™ ||,
n

= s(z) dir.

13



Dolayistyla, ||Tz — z||; < 0 olup Tz = z dir ve bu z nin E kiimesinde T fonksiyonun bir

sabit noktas1 oldugunu ifade eder.
Durum 2: z € W\E.

Bu durumda ise W’ nun tanimi geregince z noktasinin
Ym—1 Ynfn formunda yazilcak sekilde Y-y yn <1 ve y, =0, Vn € N kosullarini

saglayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasitasiyla §:=1— Y, ¥, Ve

=1+ A0)fi + (2 + (A - Do) f2 + Z Vnfn

n=3

olarak tanimlansin.

Ispatin gecerliligi acisindan h; nin E kiimesinin bir noktas1 olmas istenileceginden 2

_n

5 %2 + 1] araligindan segilecektir. Bu durumda asagidaki esitlikler elde

degerleri [
edilir.
lha=zlls =126 + A = Défz Ila
= |[(A6b, (1 — 1)8b,0,0,--)|l4
= [bS|A| + BbS|1 — 1|

bS — 2b6A eger 1 € [—%, 0) ise,
= max< bd eger A € [0,1] ise,
2662~ b eger 1€ (1, 2+1] ise
0
elde edilir.
Bu durumda I':=  min _||hy —z||; olarak tamimlandiginda ||h; —z||; degeri
e Bl

A € [0,1] iken bir tek minumuma sahiptir dyleki bu minimum deger I' = bé§ dir.

Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda };_, t,f, formunda yazilcak sekilde

vn € Nicin t, > 0ve Y-, t, = 1kosullarini saglayan skalerler mevcuttur.
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O halde,

ly =zl ={|Y tefie= ) nefe
k=1 k=1 1

= ||(t1 —y1)bey + (tz —y2)bey + (t3 —y3)es + (ta —va)ea + -+ |l

= bty =yl + bltz = 2| + [tz — ¥3| + [ta = Val + [ts —¥s| + -

=b ) loe=vil + (A=) Y It =7l
k=1 k=3

2 b z (tk — Vi)
k=1

= b

elde edilir.

Bu sebeple, A skaleri [0,1] araliginda secilirse her y € E  ve her z € W\E igin
ly — z ||y = I olup bu esitsizligi saglayan bir tek minimum A, € [0,1] vardir dyleki bu
deger igin ||h,10 —z ||1=I" dir. Simdi, A:={h; : A € [0,1]} seklinde tanimlansin. Bu
durumda A € E kompakt, konveks alt kiime olup her h € A igin
s(Th) = lim:up”Th —x™ ||1
< limsup”Th - Tx(")”1 + limsup”Tx(”) - x(”)”1

< limsup”h - x(”)”1
n
= s(h) dir.
O halde, ||z — Th||; < ||z — h||; olup T(A) € A ve T siirekli oldugundan, Schauder’in
Sabit nokta teoremi [25] gere§ince T nin bir sabit noktasi vardir ve h = h;  noktasi
ly —z|l; : y € E degerlerini minimumlastiran yegane nokta olmasi sebebiyle bahsi

gecen sabit nokta bu nokta olup Th = h dir.

Tiim bu sebepler dolayisiyla, arzu edildigi gibi E kiimesi gf-snt’ye sahiptir.
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Goebel ve Kuczumow analojisinin c,’da incelemesi ig¢in bazi es deger normlar ele
alinacaktir. Bu es deger normlardan birisi Nezir [16] ¢alismasinda digeri ise Nezir,
Mustafa, Dutta [18] ¢alismasinda tanitilmistir.

Bu normlar asagidaki sekildedir ve gercekten de es deger olduklari ispatlarda gorildiigi

gibidir.

Tanim 2.4: Her x = (&), € ¢, ve her @ € R igin

o)

lxll = llxlloo +sup > Q| — ag;| dyle ki burada Z Qe =1,
JEN 9T k=1

Qx lx Ove Qi > Qi4+1, Yk € N seklinde tanimlansin [18].

Bu durumda asagida goriilecegi iizere her a igin |I. || normu c, iizerinde tanimli bir

esdeger normdur.

Oncelikle kolayca goriilebilir ki her x € ¢ icin ||x|| = ||x]|c. Ayrica her j € N icin

2 lefk - afjl + Q11— a||fj| < ilelN?lfk - “fjl + |1 - 05||fj|

j*k j#k

dir. Ohalde en az bir N € N vardir dyle ki ||x||o = |€x]| Olup bu durumda;

1. Eger 0<a<1ise
llxll < B — a)llxlle + aSlllcp{Ifkl s sgn(§x) = —sgnn)}

Bu sebeple, [|x|| < B — a)llxlle + allxllo = 3llxllo dir.

2. Eger a >1ise
x|l < allxllo + allxlle + Sl}ip{lfkl sgn(§x) = —sgn(éy)}

< (2a + D|lx||o, dir.

3. Eger a <O0ise

lxll < Nlxlle + ig}glfk —a&j| +11—«all¢)]

Jj*k
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< (3—-2a) |l x ll dir.

4. Eger a = 0 ise

llxll: = llxlloo + kZ_I Qrlékl <21 x llos dir.

Dolayisiyla, her « igin |l [| normu ¢ {izerinde taniml1 bir esdeger normdur.

Nezir, Mustafa ve Dutta [18] calismasinda bu norma gore c,’in alisilmis normlu
uzaymin bir asimtotik izometrik kopyasim igermedigi ve Goebel ve Kuczumow
analojisinin incelenmesi i¢in uygun bir es deger norm oldugu gozlemlenmistir. Tez
danismaninin danismanlig altinda hazirlanan Giiven [9] yiiksek lisans tezinde ise bu es
deger norma gore afinlik kosulu altinda gf-snt’yi saglayan kapali, smirli ve konveks
kiimelerden olusan ¢ok genis siniflarin varlig1 gosterilmistir.

Teorem 2.5: be(0,1]olsun. Her neN icin f,:=be, olacak sekilde c,’da bir

n

(fidnen dizisi tanimlansim.

n=1f vehern>2 7, :=1f +...+ f olmak iizere (n,;)ney dizisi tanimlansin ve daha

sonra ¢, ’ da kapali, sinirh, konveks olan asagidaki E = E, kiimesini ele alalim.

E:= {iannn “her o, ZOVeian =1}.

n=1 n=1

Bu durumda %> a >1 olacak sekilde bir « sayis1 vardir dyle ki her be(0,1] igin

yukaridaki ornekte tamimladigimiz E afin |||| -genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

2c 1
dolayisiyla <
+2a (dolayisiyla Q, 1+2a

nokta teorisini korur dyle ki Q, > 1 ) ve a=2Q, +2Q,.

Teorem 2.6: be(0,1) ve N € N olsun. Her n< N igin f :=be, ve her n>N +1 i¢in

f, = e, olacak sekilde ¢, da bir (f,)pey dizisi tanimlansin.
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n=1f vehern>2 75, =f+...+f olmak lizere (,)ney dizisi tanimlansin ve daha

sonra c,’ da kapali, smirli, konveks olan asagidaki E = E, kiimesini ele alalim.

E:= {iannn “her «, 2Oveiozn =1}.

n=1 n=1

Bu durumda §> a >1 olacak sekilde bir « sayis1 vardir dyle ki her be(0,1] igin

yukaridaki ornekte tanmimladigimiz E afin |||| -geniglemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

2a 1

nokta teorisini korur dyle ki Q, > (dolayisiyla Q, <
+2a 1+2a

) ve a>2Q,+2Q,.

Nezir [16] ¢alismast ile tanitilan ve C,iginde gf-snt’ye sahip en genis smiflara imkan

taniyan es deger norm ise asagidaki sekilde tanimlanir ve gergekten de es deger norm

oldugu takip eden notlardan ¢alismada yer aldig1 gibi goriilmektedir.

Tanim 2.7: Her x = (§)x € ¢y i¢in ||x]|| . asagidaki sekilde tanimlanir:

1
50: 51"\
l|x||.: = lim supy; o oyle ki burada yy, T, 1 ve y; artan dizidir.
P= keN
j=k

Bu normun es deger norm oldugu asagidaki teorem geregince agiktir.

Teorem 2.8: Her x = (&)« € ¢y icin

1

NN
W, = im| 35

p—=oof =1

1

© Pp
= lim Z'gki
p—ool k=1 2

dir [16].

Ispat: X = (§i )ieN eC, almsm. X#(0,0,---) oldugu kabul edilecektir aksi taktirde ispat

asikardir.
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AN eN > x| =sup|&]
keN

Bu durumda,
= max|&i| =[én
keN
Ohalde  ortalama  kuvvet  esitsizligi ~ dolayistyla  [10], x| = max|&]
k<N

|§1|p +|"=Zz|p +"'+|§N|p}p

= max{[§1|,|§z|,""|§w|} = Lm{ N

1
ANk
_;'a'i'l[kzllN '

Ayrica, agirlikli ortalama kuvvet esitsizligi dolayisiyla [10],

M, =maxls| = max{&llg]- &)

1
p p P % N P\p
=Iim(|§l| tleal vl J =|im(2‘ikN‘ J .

p—

Gosterilebilir ki asagidaki esitlik dogrudur.

o Pp
I, = tim [z@
P=ol k=1

o |-

S
2

‘ p
k

= lim [Z
p—)OO k:]_
dir.

Gergekten de,

N p
I, < im [z'ﬁki J
* p—oof k=1 2

o |-
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Diger taraftan, 35 € N dyleki |&,| < kiz’ vk >s.

Dolayisiyla,
1 1
o P\p s-1 P P\p
- Z|§kl i Ie:kl zlfkl
pool k=1 pPool k=1 K k=s

1

s 1
| 1 1 5 |§N|"{1+Lk—2dk} i
<tim| [¢y| Zp—w <lim

p—>oo 1

(2p+1)s**
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Tez c¢alismasmnin bu bolimiinde tarafimizin ortak oldugu yaymlanmis iki adet
makalenin olusturdugu sonuglar sunulmustur. Tez g¢alismasi sirasinda hazirlanmis {i¢
adet makale bulunmaktadir ve bunlardan ilki Nezir ve Sade [21] makalesi olup
arastirma bulgulart boliimiinde anlatilan ¢alisma yayimlanan [20] ¢alismasinin daha iyi
sonuglar sunmasi sebebiyle bahsedilen ilk makale bulgular i¢cinde sunulmamistir. Bu
referansa okuyucunun kolaylikla ulasabilecegi diisiincesi hakim olup [21] ¢alismasinin

Ozeti giris boliimiinde sunulmustur.

Bu boliim farkli iki Banach uzayin incelenmesi sebebiyle iki adet alt baglik halinde
sunulmaktadir. Birinci boliimde tez yazarinin dahil oldugu [20] ¢alismasinda yer alan
Cco'in bir es deger norm ile yeniden normlanmasi sonucu elde edilen ve afin
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan ¢ok genis siniflarin varligi
anlatilmaktadir. Ikinci alt baslikta ise yine tez yazarmin dahil oldugu [19] ¢alismasinda
yer alan, cy’1n bir alt uzayi olan ve #* analog Lorentz-Marcinkiewicz dizi uzay: 45 ,’de
zay1f* kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir
smifin afin genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisine sahip oldugu

gosterilmektedir.
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3.1 Co’1n yeniden normlanmasi ile afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisine sahip cok genis simif

Bu boliimde [20] ¢alismasinda yer alan c,’mn bir es deger norm ile yeniden normlanmasi
sonucu elde edilen ve afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayan

cok genis siniflarin varlig1 anlatilmaktadir.

Ornek 3.1: Toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu ele almsin. Yani, her n>1

i¢in f, :=e, olacak sekilde c, ’da (f;)ney dizisini goz Oniine alinsin. Daha sonra ¢, ’

da E = E_, kiimesi asagidaki sekilde yazilsin.
b

E:= {Ztnfn 1=t >t > >t o}.
n=1

n=1f vehern22 7 = f +...+ f olmak iizere (,)nen dizisi tanimlansin.

Kolayca goriilebilir ki E := {Zannn ther o, >0ve Y o, = 1}.

n=1 n=1

Bu durumda ¢ok iyi bilindigi tizere E kiimesi (9,),eny dizisinin kapali konveks
kabugudur ve saga kaydirma fonksiyonu sabit noktasiz afin ||||w -genislemeyen bir

fonksiyondur.

Teorem 3.2: Tamim 2.7 ile verilen ||.||. es deger normu i¢in yukaridaki 6rnekte
verilen E kiimesi afin ||.|[. -genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini
saglar.

Ispat: T:E - E bir afin genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklasik sabit

nokta dizisi adin1 alan bir dizi (x(™) __ € E vardir 3 || Tx™ —x™| -0 ve bu
neN ~ n
sebeple ||Tx(") —x™ || — 0 dir. Genelligi bozmadan gerekirse bir alt dizi ile degisim
© n

yapilarak denilebilir ki en az bir z € ¢, vardir 6yle ki x™ dizisi z’ye zayif topolojide
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yakinsar. Bu durumda Lemma 1.6 geregince, bir s:cy — [0,00) fonksiyonu s(y) =

limsup ”%22’;1 x) — y” , Vy € ¢y ile tanimlanabilir ve bu durumda s(y) =
m -

ly —zll. , Vy € ¢, dir.

Simdi E kiimesinin zayif kapanisi

W:=EW={Z an Myt her a, =0 ve Z anS1}
n=1

n=1

ile tanimlansm. iki durum géz dniine alinmalidar.
Durum 1: z € E olsun.

Oncelikle s(Tz) = ||Tz — z|| .dir.

Ayrica T afin ve genislemeyen oldugundan,

1 m
Tz—T (—Z x(k)>
m

k=1 ~

s(Tz) < limsup
m

+ limsup
m

1% 1w
_Z (0 __z Tx®
m m

k=1 k=1

<s(z)

dir.
Oyleyse, ||z — Tz||. < 0 dir ve dolayisiyla Tz = z dir.
Durum 2: z € W\E olsun.

Bu durumda, ele alinan nokta z su formda yazilabilir: };5—; o,n, Oyle ki Yoq 0, < 1.
§:=1-Yy,0, olarak ve hy:=(o; +A8)n; + (0, + (1 = )N, + X3 OuMn
seklinde tanimlansin. h; nin E’de olabilmesi igin A skalerleri [— %, % + 1] araligindan

secilsin, bu durumda

|[hy — z||. = Abe; + (1 —2)6(ey + €3)

1
. &P 1-A|P&P]p 1-1|8
= limsup ]y, [ + 2= ]p Yal1-A
P~ 2 4 4
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= max{y1|1 — 7\|6,M}

4

olacaktir.

Yukaridaki esitlik kullanilarak I':=  min ||hy — z||. seklinde tanimlansin. Bu
o B

durumda, I' = 0 ve dolayistyla bir tek minimumlastiran h, degeri A, € [— %, % + 1]

i¢cin mevcut olup ||h;\0 — Z”~ sayisi [’nin bir minimumudur.
Simdi ele alinan kiime igerisinde A:={y : ||y —z|[. <T}seklinde bir kiime
tanimlansin. Not edilebilir ki A € E bostan farkli kompakt ve konveks bir kiime olup

h € Aigin, T afin ve genislemeyen oldugundan,

1% 1 1
s(Th) < limsup ||Th — T<—Z x(k)> + limsup —Z x(F) — —Z Tx )
m m m m m
k=1 ~ k=1 k=1 ~
< s(h)

dir.
Ayrica, sS(Th) = ||z — Th||. ve s(h) = ||z — h||.. dir.
Bu sebeple, ||z —Th||. <||z—h|l. = ||lz—Thl||. = ||z — h||. = Th € A.

O halde, T(A) € A olup T’nin siirekli olmasi sebebiyle Schauder’s Sabit nokta teoremi
kullanilarak [25] T nin bir sabit noktasi oldugu ve bu noktanmn ||y —z|[. : y € E

degerlerini minumumlagtiran h = hy  dir ve Th = h dur.

Dolayisiyla, E kiimesi bu iki durum sonucuna gore gf-snt’ye afin fonksiyonlar igin

sahiptir.

Teorem 3.3: be(0,1) keyfi olmak iizere f,:=be,, f,:=Dbe,, ve her n>3 i¢in f :=e,
alarak ((e)nen ler co’m kanonik bazi olmak fiizere; yani (e,)ney skaler dizisi tanim

kiimesi N olan, n-yinci koordinati 1 ve diger koordinatlar1 0 olan ve (Co’”'”w) ile

(|1,||.||1) > in bir kosulsuz bazidir) ¢, ’ da bir (f,),ey dizisi tanmimlansin. Daha sonra ise
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n=1f veher n>2 igin == f, +...+ f_ olacak sekilde (1),)ney dizisi tanimlansin.
Sonra (N,)ney dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki c,’ m kapali, sinirl,

konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

EZ{Z an Ny her a, >0 ve z an=1}

Bu durumda Tanim 2.7 ile verilen ||.[|. es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.||. -

genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini saglar.

Ispat: Teorem 3.2 ile ayni metod kullanilacaktir ve dolayisiyla benzer ayrintilar
atlanilarak sadece Teorem 3.2°nin ispatinin Durum 2’sinden farkliliklar asagidaki

sekilde sunulabilir.

lhy — z|l.. = A8y + (1 — )81, = ASbe, + (1 — 1)8(be, + be,)

1
|3 —AIPSPT1n _
= blimsupiy, [8—+|1 A" ]P Y2l1-MI

1-A|6
= bmax {y, |1 - A|5, 220

olacaktir. Yine I':=  min ||hy — z|| . olarak tanimlansin. Bu durumda yine

e

goriilecektir ki I' = 0 dir.
Simdi asagidaki teorem ve bulgularla sonuglar daha da genellestirilir.

Teorem 3.4: b = (b,)ney dizisi (0,1] araliginda b, T, 1 olacak sekilde bir artan dizi
olsun. Hern € N igin f :=Dbe, olacak sekilde c, da bir (f,),en dizisi tanimlansin.
Daha sonra ise 7,:=f, ve her n>2 igin n,:=f+...+f olacak sekilde

(Mn)nen dizisi  tamimlansin. Sonra (9, )peny  dizisinin  kapali konveks kabugu

olan agagidaki ¢, ’ in kapali, sinirli, konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.
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Ez{z an Np: her a, =0 ve Z anzl}

n=1 n=1

Bu durumda Tanim 2.7 ile verilen ||.||. es deger normu i¢in E kiimesi afin ||. || -
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Ispat: Teorem 3.2 ile ayni metod kullanilacaktir ve dolayisiyla benzer ayrintilar
atlanilarak sadece Teorem 3.2’nin ispatinin Durum 2’sinden farkliliklar asagidaki

sekilde sunulabilir.

Iy — zll. = A6n1 + (1 = D)én, = A6bsey + (1 = 1)8(brey + byey)

)

1
. b,PSP  byP|1-A|PSP]p by|1-A|6
_ hmsup Vl[ 1 4 b2 | | ] Y2bz| |
Pooo 2 4 4

1
_ : by \P &7 |1—A|p6p]5 Y211-1|8
—bzzljl_r)?osup{yl [(bz) 2t T }

1-1|6
< bymax{y,|1 — 2|6, =22

olacaktir. Yine TI:= min ||hy — z||. olarak  tanimlansin. Bu durumda

el 5]

r< min bymax{y|1-216,22=2} = 0 oldugundan T = 0 dir.

Ae[—%,%zﬂ] 4
Teorem 35: b = (by)pey dizisi (0,00) araliginda bir x>0 sayisma yakinsayan
herhangi bir dizi olsun. Her neN ic¢in f :=be, olacak sekilde c, da bir
(fi)nen dizisi tammlansin. Daha sonra ise 77,:= f, ve her n>2 i¢in 7, == f,+...+ f,

olacak sekilde (n,)nen dizisi tanimlansin. Sonra (1),,)ney dizisinin kapali konveks

kabugu olan asagidaki c, ’ in kapali, sinirli, konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

Ez{z a, Ny her a,, =0 ve Z anzl}

n=1 n=1

Bu durumda Tanim 2.7 ile verilen ||.||. es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.||. -

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.
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Ispat: Teorem 3.2 ile ayni metod kullanilacaktir ve dolayisiyla benzer ayrintilar
atlanilarak sadece Teorem 3.2°nin ispatinin Durum 2’sinden farkliliklar asagidaki

sekilde sunulabilir.

lhy — z|l. = A6n, + (1 — D)én; = A6byey + (1 — D)5 (byey + byez)

)

1
. b, PSP byP|1-A|PSP]p by|1-A|8
= lim sup Vl[ 1 4 b2 | | ] Y2b2| |
P 2 4

4
1
( by )P 5P P
y max{bq b} 2
. 1 )
= max{b, , b,}lim sup{ ( b, )p |1-2|P &P
P~ max{by ,by} 4 |
byy2|1-2|6 }
\4max{b; ,b,}

< max{b, , b, }max {y1|1 — A6 ,Y-z|14—/1|6}

olacaktir. Yine I': = min ||h; — z||.. olarak tanimlansin. Bu durumda

e i

F< min  max{b,,b,}max {y1|1 T M} = 0 oldugundan T = 0 dir.

e

Takip eden sonuclar Teorem 3.5 ve ispatindan dogrudan kolayca elde edilebilir.

Sonug 3.6: b = (by)ney dizisi (0,00) araliginda herhangi bir stirl dizi olsun. Her

n € Nicin f :=Dbe, olacak sekilde c, da bir (f,)ney dizisi tanimlansin. Daha
sonra ise 7,:=f, ve her n>2 i¢in 7, = f +...+ f  olacak sekilde (1,),ey dizisi
tanimlansin. Sonra (1,)ney dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki c,’ n

kapali, sinirh, konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

Ez{z a, Ny her a, =0 ve Z an=1}

n=1 n=1

Bu durumda Tanim 2.7 ile verilen ||.||. es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.||. -

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.
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Teorem 3.5’in ispati kullanilarak en genel sonuclar asagidaki sekilde ispatsiz olarak

sunulabilir.

Teorem 3.7: b = (bp)nen dizisi (0,) araliginda herhangi bir dizi olsun. Her n € N
icin f, :=b,e, olacak sekilde c, da bir (f,),ey dizisi tanimlansin. Daha sonra ise
n=f veher n>2 igin 5, == f, +...+ f_ olacak sekilde (,)nen dizisi tanimlansin.
Sonra (M,)nen dizisinin kapali konveks kabugu olan asagidaki ¢, ’ n kapali, sinirli,

konveks E = E, alt kiimesi tanimlansin.

E={2 an Ny her anZOVeE an=1}

Bu durumda Tanim 2.7 ile verilen ||.||. es deger normu i¢in E kiimesi afin ||.||. -

genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini saglar.

Sonug 3.8: (Hy)nen dizisi (0,0) araliginda dyle bir diziki her N € N i¢in ' <y,

olacak sekilde I' >0 varve o= Y| 4, — 1, 1 [< o0 olsun ve kabul edilsin ki (by)nen

n=2
dizisi (0,o0) araliginda bir A € (0,00) sayisina yakinsasin. Bu durumda Her n € N igin
n, = u,(be +be, +be, +be, +....+b.e,) olacak sekilde (1,)nen dizisi tanimlansin.
Ayrica kabul edilsin ki (n,)ney dizisi alt ¢, -toplam tahminini saglasin. Yani, kabul

” ”
Za,- le“i"j
=

j=n

edilsin ki 3K €(0,0) var 6yle ki Va = (0, )nen €Coo igin K sup < . E

n>1

kiimesi (),,)nen dizisinin kapali konveks kabugu olsun; yani, E = 5({77n ‘neN}).Bu

durumda Tanim 2.7 ile verilen ||.|[. es deger normu i¢in E kiimesi afin ||. || .-

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Sonu¢ 3.9 (Mp)neny V€ (by)nen dizileri (0,00) araliginda herhangi dizi olsun. Her

n € N i¢in 7, = u, (be +be, +be, +be, +...+be ) olacak sekilde (n,)nen sekilde
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bir dizi tanimlansim. E kiimesi (N,)ney dizisinin kapali konveks kabugu olsun; yani,
E:=co({x,:n € N}). Bu durumda Tanim 2.7 ile verilen ||.||. es deger normu i¢in E

kiimesi afin ||. ||.. -genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.
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3.2 #'-analog Banach uzay Lorentz-Marcinkiewicz uzayi €5 4’da afin

genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip ¢ok genis simif

Bu béliimde Tanim 1.9 ile verilen #1-analog Banach uzay olan Lorentz-Marcinkiewicz
uzaytr fs,; ele alinmaktadir. Goebel ve Kuczumow teoreminin £sq-analogu
incelenmektedir. Yani, £5,’de zayif* kompakt olmayan, kapali, smirli ve konveks C
kiimelerinden olusan genis bir smif var mudir ki bu C kiimeleri genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olsun sorusu arastirilmigtir. Bu soruya
pozitif cevabin afinlik kosulu altinda verilebildigi bu boliimde gosterilmektedir. Yani,
tez ¢alismasinda gosterilmektedir ki €5 ;’de zayif* kompakt olmayan, kapali, sinirl ve
konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

nokta teorisine sahiptir. Bu boliim sonuglari [19] makalesinde yayinlanmustir.

Ornek 3.10: § sifira azalarak yakinsayan fakat mutlak toplanamayan keyfi bir agirlik

dizisi olsun. Ayrica b € (0,1) keyfi se¢ilsin. ¢y uzayinda bir (f;,) ey dizisi bu sabit sayi

ve kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. fi:= b Siel ve her n > 2 tam sayisi
1

icin f:= éen olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimi ile asagidaki sekilde bu b

sayisina bagli olarak £ ; ’in kapal1 ve sinirli bir E alt kiimesi tanimlansin;

E:={Z tafn: her t, =0 ve Z th = 1}.

n=1 n=1

Teorem 3.11: Yukaridaki ornekte verilen €5, uzaymin E alt kiimesi afin ||.[|s4-

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahiptir.

Ispat: 2. Boliimde verilmis Goebel ve Kuczumow [8] calismasinda yer alan tez
danismani Nezir’in doktora tez danismani1 Lennard danismanliginda hazirlanmis Everest
[6] calismasi ile ayrintili olarak ispatlanmis teoremde uygulanan metod ile ispata

gidilecektir.

T:E - E bir ||.|[;-genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklagik sabit nokta

dizisi adin1 alan en az bir (x("))nEN C E dizisi vardir dyle ki

30



||Tx(n) — x(“)” 517 0 olup (x(n))nEN siirlidir ve dolayistyla bir zayif* limiti vardir.

Genelligi bozmayarak gerekirse bir alt diziye gegilerek denilebilir ki, en az bir z € £1
oyle ki x(™ dizisi z ye zayif * topolojide yakinsar. Bu durumda Lemma 1.10 geregince,

asagidaki sekilde tanimlanan bir s: €5, — [0, o0) fonksiyonu vardir: Vy € £, igin

m

1
— (k) _
w0

k=1

s(y) = limsup
m
81

ve bu fonksiyon Vy € €5, i¢in s(y) = ||y — zl|s 1 esitligini saglar.

Daha sonra E kiimesinin zayif* kapanisi asagidaki sekilde tanimlanir ve iki farkli durum

incelenir.

W:=E ={Ztnfn: t, = 0ve Ztn < 1}
n=1 n=1

Durum1: z € E.

Bu durumda s(Tz) = ||Tz — z||s,1 olup

1 m
Tz — —z x ()
m

s(Tz) = limsup
m

k=1 51
- —T(t (k) 1 & _1(Lym 00
< llmnslup ”TZ T(m 1 X )” + llmsup ” ey X (m2k=1 X )”8'1
olup T afin ve genislemeyen oldugundan
m
1 1
s(Tz) <limsup |[Tz—T (—Z x(k)> + hrnsup Z x ) — —Z Tx (O
m m k=1 8,1
m
1
<limsup ||z —— ) x®
m m
k=1 8,1
= s(2)

dir.
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Dolayisiyla, ||z — Tz||s,; < 0 olup Tz = z dir ve bu z nin E kiimesinde T fonksiyonun

bir sabit noktasi oldugunu ifade eder.
Durum 2: z € W\E.

Bu durumda ise W’nun tanimi geregince z noktasinin
Yo~ Ynfn formunda yazilcak sekilde Y-y yn <1 ve y, =0, Vn € N kosullarini

saglayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasitasiyla p:=1—Y7_; ¥, ve

h = (yl + p)fl + z Ynfn
n=2

olarak tamimlansin. Bu durumda

lh — zlls, = llpfillsy = bp
elde edilir.

Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda Y.;°_, t,f,, formunda yazilcak sekilde

vneNicin t, >0 ve Y ;t, =1 kosullarin1 saglayan skalerler mevcuttur. O

halde,
z tefr — z Yifx

k=1

ly—zlls1=

* * * *

= (s~ vb 611) + (72 612) A (CR 633) 55+ (=15 o

5,1

1 1
(t1 — Y1)b 91 + (t; — Vz) ez + (t53 — )/3) e3 + (ty — Vo) = 5 €4t
4 51

1 1 1
= |(ty —y1)b —| 61 + [(t2 — v2) =| 62 + |(t3 — ¥3) =—| 83 + |(ta — Y4)_ 84+
61 P 83

=ty —y1lb + |ty —v2|b + |t3 — y3| + |ts — Val + |ts — ¥s| + -

k=1 k=3
b z (tk — vi)
k=1

+A=0)) It -1l
k=3
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=bp+(1=b) ) Ity ~ ¥l
k=3
> bp

elde edilir.

Bu sebeple her y € E ve her z € W\E igin ||y — z lls;= bp dir. Simdi, A=
{y ly—2zlls < bp} seklinde tanimlansin. Bu durumda A € E kompakt, konveks alt

kiime olup her h € A igin

s(Th) = limsup
m

m
Th— Z x ()
k=1

5,1

m m
1 1 1
< limsup |[Th =T (—2 x(")> + limsup [|— x(") — (—Z x("))
m m m - |lm m
k=1 p,1 k=1 1
ve buradan T afin ve genislemeyen oldugundan
1 m
s(Th) < limsup ||[Th =T <—Z x(k)) + llmsup Z x ) — —Z Tx k)
pr m k=1 51
m
1
<limsup||h—— ) x®
m m
k=1 5,1
= s(h)

dir.

Ayrica s(Th) =l z—Th lls, ve s(h) =l z — h lls; oldugundan
Il z=Thlsi<Ilz—hls1=>I1z—Thlls1=Ilz—hlls;
=>Th € A.

dir.

O halde T(A) € A ve T siirekli oldugundan, Schauder’in Sabit nokta teoremi [25]
geregince T nin bir sabit noktas1 vardir ve h noktas1 | y —z lls; : y € E degerlerini

minimumlastiran yegane nokta olmasi sebebiyle bahsi gegen sabit nokta bu nokta olup

Th = hdir.
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Tim bu sebepler dolayisiyla, arzu edildigi gibi E kiimesi gf-snt’ye sahiptir.

Ornek 3.12: § sifira azalarak yakinsayan fakat mutlak toplanamayan keyfi bir agirlik
dizisi olsun. Ayrica b € (0,1) keyfi secilsin. ¢y uzayinda bir (f;,),en dizisi bu sabit say1

ve kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. fi:=b Siel, fi=0»b 6192 ve her
1 2
n = 3 tam sayist igin f,:= Sien olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimi ile

asagidaki sekilde bu b sayisina baglh olarak s ;’in kapali ve smirli bir E alt kiimesi

E:={Z tufn: her t, =0 ve Z t, = }

n=1 n=1

tanimlansin;

Teorem 3.13: Yukaridaki ornekte verilen €5, uzaymn E alt kiimesi afin ||.|[|s4-

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahiptir.

Ispat: Teorem 3.11 ile aym metod kullamlacaktir ve dolayisiyla benzer ayrintilar
atlanilarak sadece Teorem 3.11’nin ispatinin Durum 2’sinden farkliliklar asagidaki

sekilde sunulabilir.
Durum 2: z € W\E olsun.

Bu durumda, ele alinan nokta z su formda yazilabilir: Y5, ¥nfn Oyle ki Ypeq ¥ < 1.
pi=1-=331y, olarak ve hy:=(yi+ap)fi + (2 + (1= Dp)fz + Lnss Yafa

seklinde tanimlansin. hy nin E’de olabilmesi i¢in A skalerleri [— L€}

, 24 1] araligindan
P’ p

secilsin, bu durumda
lhy — zlls = lIApfr + (1 = Dpfalls s

= @b ps—ll,(l — Dbp éo,o,---)”

5,1
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( 1- A)bp — bp gz if 1€ [—ﬁ, o),
_ 61 62 . [ 61
(1~ Mbp +/1bp6 if 2€ 0, 51+52)
— ] b f el 1)
- “ : 5, +5, ’
(21— 1)b if 1€ 0y )
,0 | I 61 62 )
_ 61 62 . [ 6 ]/2
(A= Dbp 5+ Abp if 2€ |55 1+p)
dir.
"= min Il hy —z lls1

Ae[ n y2+1]

olarak tanimlansin. Bu durumda A € [— %, %+ 1] skalerleri i¢in ||hy — z||,; degeri bir

tek noktada minimum degerini alir 6yle ki bu deger I' = bp dir.

Simdi keyfi y € E noktasi ele alindiginda bu nokta )., t, fformunda yazilir 6yle ki

Y1 tn = 1kosulunu saglayan t, > 0, Vn € N skalerleri mevcuttur. Buradan,
Z tefe — Z Yifk
k=1 k=1

1 1 1
(t1—v)b —e1 + (t, —v2)b—ey + (t3 —v3) —e3 + (ta — Y4)_34
61 8, 03 04

ly—zlls:=
*

~ (@ =rp 5) + (- yz)b(%)* b2+t~ 12) 633) 2+ (s~ 1) 51) 5

+ ...

5,1

5,1

*

1
= |(ty —y1)b 6_1

5, +

1
(t; _Vz)ba_ 6, +
2

63 +

1 1
(t3_)/3)6_3 (t4—]/4)6_4 [P IE

=ty —y1lb + |ty —y2lb + [t3 — y3| + |t — Val + [ts — ¥s| + -

2b ) e =il + (1=5) Y ltw =il + Itz = valb
k=1 k=3

=b i (te — Vi)
k=1

FA=b) D =yl + 162 = yalb
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= bp+lt=y2lb+ (1=5) ) Iti =¥l

> bp

Bu sebeple 1 skaleri [—%, %+ 1] araligindan segildiginde her y € E ve her z € W\E

igin ||y — z|ls1 = T olup bir tek 1, € [— I ; + 1] olup Il hy, — z llg,=T dir. Simdi

ele aliman kiime i¢inde asagidaki sekilde tanimli
A={y : ly—zls:<T}

kiimesi g6z oniine alinsin.

Not edilebilir ki A € E kiimesi bostan farkli kompakt ve konveks bir kiime olup h € A

m
Th — 2 x &)
=
1 m
Th—T (—Z x("")>
m

k=1

i¢in

s(Th) = limsup
m

8,1

< limsup
m

m
1 1
+ limsup z (k) — (—Z x("))
m - |lm m

k=1 1

p.1

dir ve T afin ve genislemeyen oldugundan

1 m
Th—T <—Z x<k>>
m

k=1

m
Z (K)
k=

s(Th) < limsup + llmsup
m

z () _ _Z T (O

5,1 5,1

< hmsup

5,1
= s(h)
dir; ayrica, s(Th) =l z — Th lls; ve s(h) =l z— h |5, dir. Bu sebeple,
Il z—Thlls1<Ilz—hllsg1=Iz—Thlls,1=Ilz—hlls
=>TheA
dir.

Dolayisiyla, T(A) € A olup T siirekli oldugundan, Schauder’in sabit nokta teoremi [25]
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geregince kompakt ve konveks kiimeler tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin bir sabit
noktasi olmasi ger¢eginden T'nin bir sabit noktast vardir 6yle ki |l y —z lls1: ¥ € E’i

minimize eden h noktasi bu nokta olup Th = h dir.
O halde, E kiimesi gf-snt’ye afin fonksiyonlar i¢in sahiptir.

Ornek 3.14: § sifira azalarak yakinsayan fakat mutlak toplanamayan keyfi bir agirlik

dizisi olsun. Ayrica b € (0,1) keyfi secilsin. ¢y uzayinda bir (f;,),en dizisi bu sabit say1

ve kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. fi:=b 6161, foi=b 6162, fz=
1 2

1

1 .
b e Ve her n > 4 tam sayis1 i¢in f,: = 5
3 n

e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi

yardimi ile asagidaki sekilde bu b sayisina bagli olarak £ ;’in kapali ve sinirh bir E alt

kiimesi tanimlansin;

E:={Z tafn: her t, =0 ve Z t, = }

n=1 n=1

Teorem 3.15: Yukaridaki &rnekte verilen €5, uzaymn E alt kiimesi afin ||.|[|s4-

genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahiptir.

Ispat: Teorem 3.13 ile ayn1 metod kullanilacaktir ve dolayisiyla benzer ayrintilar
atlanilarak sadece Teorem 3.13’nin ispatinin Durum 2’sinden farkliliklar asagidaki
sekilde sunulabilir.

Durum 2: z € W\E olsun.

Bu durumda, ele alinan nokta z su formda yazilabilir: Y01 ynfn Oyle ki Yoy v <1

dir.

p:=1—=Y>"_, v, Olarak ve

A A -
hy:= (y1 + Ep)fl + (r2 + Ep)fz + s+ A -Dp)fs + z Ynfn

n=4
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seklinde tanimlansin. hy nin E’de olabilmesi i¢in A skalerleri [— %, % + 1] araligindan

secilsin, bu durumda

A A
= 2llss = 305 + 508 + (L= 20,
5,1

—||Ab 1Ab ! 1-A)b 100
- (2 p61’2 p62’( ) p63 o ) 51

( 61 62 63 . __h
(1—Nbp 5t~ Abpgf—Mbpi- if 2€| p,o),
5, 5 8 . 28,
(1-Dbp 5 +/1bp 7%+ Abp 75 if 2¢€lo, m),
= abp 2l (= bp 24 app 2 el 2% )
= p252 P, TP s, Y AE25, 40,26, 15,)
8, 5, 53 . 26, )
Abp 3=+ Abp =+ (1~ Dbp if A€ |55 1)
_ 0, ) ﬁ ; - Y2
\ (2= Dbp g+ Abpg-+ Abp s LfAE»1,1+p),
elde edilir.
"= min Il hy —z s

2%
Ae[—?l,?zﬂ]
olarak tanimlansin. Bu durumda when A € [—%, %2+ 1] skalerleri icin ||hy — zl|, 1

degeri bir tek noktada minimum degerini alir 6yle ki bu deger I' = %p + bzp g3 < bp dir.

Simdi keyfi y € E noktasi ele alindiginda bu nokta Y:7—; t,f,, formunda yazilir dyle ki

Y1 tn = 1kosulunu saglayan t, > 0, ¥n € N skalerleri mevcuttur. Buradan,

z tifr — z YiSx
k=1 k=1

1 1 1
(t, — Yl)b 91 + (t; — Vz)b 92 + (t53 — )’3)b 6’3 + (ty — Y4) 5, eyt

ly—zlls1=

5,1

5,1
= (=1 5) + (@ -rb5) &+ (s -rb5) 8 + (-5 &
5, 5, 55 54
+ ces
1 1 1 1
2 |(t1 —v1)b 5 61 + | (L2 —Vz)bs_ 6, +|(ts —)’3)b5_ 83 + [(ts —V4)5_ 04 +
2 3 4
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= |ty —y1lb + |tz —y2|b + [t3 —y3|b + |ty — Val + |ts —ys| + -

2 b e =yl + (L=5) ) [ti =il + |tz = valb + |t = yslb
k=1 k=3

i (te — Y&)
k=1

= bp+ 1tz = alb + 165 = ylb + (1 =) ) [t = ¥l
k=3

>b

F (=D ) [t =il + |tz = valb + |5 = yslb
k=3

> bp dir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda ¢, Banach uzay1 ve ¢, icinde yer alan #1-analog Banach uzay
Lorentz-Marcinkiewicz uzayr €5, incelenmistir. Arastirma bulgular1 iki bélimden
olusmaktadir. Birinci boliimde gosterilmektedir ki ¢y {lizerinde tanimli baz1 esdeger
normlar ||| bulunabilir 6yleki burada zayif kompakt olmayan, kapali, smirli ve
konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir smif afin |||l .-genislemeyen fonksiyonlar i¢in
sabit nokta teorisine sahiptir. Calismada yer alan kiimeler ise ¢y ‘mn alisilmis normu olan
[I-llc NOrmuna goére bazi asimtotik izometrik cy-toplam baz dizilerinin kapali konveks
kabuklar1 olup 2011°de Lennard ve Nezir’in ¢aligmasina gore herhangi asimtotik
izometrik cy-toplam baz dizisinin kapali konveks kabugu afin ||-||l,-genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozar. Arastirma bulgularinin ikinci bolimiinde
ise #1-analog Lorentz-Marcinkiewicz dizi uzaylar1 da ele almmustir. Uzayin tanimi
geregince gercekten de bu uzaylarin elemanlari yine ¢, uzayindan segilir. Lorentz-
Marcinkiewicz uzayir f5, bir #'-analog Banach uzayi olup bazi ortak ozellikleri
paylagmaktadir. Tez c¢alismasinda Goebel ve Kuczumow teoreminin £ ;-analogu
arastirilmistir. Yani, €5,’de zayif* kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks C
kiimelerinden olusan genis bir smif var midir ki bu € kiimeleri genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olsun sorusu ¢ozilmek istenilmistir. Bu
soruya pozitif cevabi afinlik kosulu altinda verilebildigi goriilmektedir. Yani,
gosterilmektedir ki £5,’de zayif* kompakt olmayan, kapali, smirli ve konveks
kiimelerden olusan c¢ok genis bir sinif afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
teorisine sahiptir. Calismada elde edilen smiflart genellistirmek arastirmacilarin

sorgulayabilecegi bir konudur.
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