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ÖZET 

 

(Yüksek Lisans Tezi) 

 

SIFIRA YAKINSAK DĠZĠLERĠN BANACH UZAYINDA EġDEĞER NORMLAR 

VASITASIYLA SABĠT NOKTA TEORĠSĠNĠ SAĞLAYAN GENĠġ SINIFLAR 

 

SIDDIK SADE 

 

Kafkas Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

DanıĢman: Dr. Öğr. Üyesi Veysel NEZĠR 

 

 

1979‟da Goebel ve Kuczumow göstermiĢtir ki 1 ‟de zayıf* kopakt olmayan, kapalı, 

sınırlı ve konveks kümelerden oluĢan çok geniĢ bir sınıf geniĢlemeyen fonksiyonlar için 

sabit nokta teorisine sahiptir. Peki Goebel ve Kuczumow teoreminin bir eĢdeğer norm 

ile 0c -analoğu düĢünülebilir mi? Yani,  0c        üzerinde bir eĢdeğer norm      ve 

0c ‟da zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks   kümelerinden oluĢan geniĢ 

bir sınıf var mıdır ki bu   kümeleri geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine 

sahip olsun. Bu çalıĢmamızda göstermekteyiz ki 0c   üzerinde tanımlı bazı eĢdeğer 

normlar      bulunabilir öyleki burada zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve 

konveks kümelerden oluĢan çok geniĢ bir sınıf afin     -geniĢlemeyen fonksiyonlar için 

sabit nokta teorisine sahiptir. ÇalıĢmamızda yer alan kümeler ise 0c  „ın alıĢılmıĢ normu 

olan      normuna göre bazı asimtotik izometrik 0c -toplam baz dizilerinin kapalı 

konveks kabukları olup 2011‟de Lennard ve Nezir‟in çalıĢmasına göre herhangi 

asimtotik izometrik 0c -toplam baz dizisinin kapalı konveks kabuğu afin     -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini bozar. Tez çalıĢmasında ayrıca 
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Lorentz-Marcinkiewicz dizi uzayları da ele alınmıĢtır. Bu uzayların elemanları yine 0c  

uzayından seçilir. Lorentz-Marcinkiewicz uzayı      bir   -analog Banach uzayı olup 

bazı ortak özellikleri paylaĢmaktadır. Goebel ve Kuczumow teoreminin     -analoğunu 

incelemek istiyoruz. Yani,     ‟de zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks   

kümelerinden oluĢan geniĢ bir sınıf var mıdır ki bu   kümeleri geniĢlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olsun. Bu soruya pozitif cevabı afinlik 

koĢulu altında verebileceğimizi çalıĢmamızda görmekteyiz. Yani, bu çalıĢmamızda 

göstermekteyiz ki     ‟de zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks 

kümelerden oluĢan çok geniĢ bir sınıf afin geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

teorisine sahiptir.    

    

 

Anahtar Kelimeler: geniĢlemeyen fonksiyon, yansımayan Banach uzayı, sabit nokta 

teorisi, kapalı sınırlı konveks küme, yeniden normlama, sıfıra yakınsak dizi uzayı 0c , 

Lorentz-Marcinkiewicz uzayları  
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ABSTRACT 

 

(M. Sc. Thesis) 

 

LARGE CLASSES WITH FIXED POINT PROPERTY IN BANACH SPACE OF 

SEQUENCES CONVERGING TO ZERO BY RENORMING EQUIVALENTLY 

 

Sıddık SADE 

 

Kafkas University 

Graduate School of Applied and Natural Sciences 

Department of Mathematics 

 

Supervisor: Asst. Prof Dr. Veysel NEZĠR 

 

 

In 1979, Goebel and Kuczumow showed that a large class of closed, bounded, convex 

(c.b.c.), non-weak*-compact subsets of    has the fixed point property (FPP) for 

nonexpansive mappings. What about 0c -analogue of Goebel and Kuczumow‟s theorem 

with an equivalent norm? That is, do there exist an equivalent norm      on           

and a non-weakly compact, c.b.c. subset   of 0c , for which   has FPP for 

nonexpansive mappings? In this study, we show that we can find some equivalent 

norms      on 0c  for which there exist non-weakly compact c.b.c. subsets that have 

FPP for affine     -nonexpansive mappings. In fact, we see that our examples are 

closed, convex hulls of some asymptotically isometric (ai) 0c -summing basic 

sequences respect to      norm whereas in 2011 Lennard and Nezir showed that the 

closed, convex hull of any ai   -summing basic sequence fails FPP for affine     -

nonexpansive mappings. In this thesis, Lorentz-Marcinkiewicz spaces are also 

investigated. The elements of these spaces are also selected from 0c . Lorentz-

Marcinkiewicz space      is an   -analog Banach space sharing some common 
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properties. We wonder     -analogue of Goebel and Kuczumow‟s theorem? That is, we 

study to answer the question if there exists a non-weakly compact*, c.b.c. subset   of 

    , for which   has FPP for nonexpansive mappings? We see that we can give positive 

answer for this question under affinity condition. So in this study, we show that we can 

find a large class of non-weakly compact c.b.c. subsets of      that have FPP for affine 

nonexpansive mappings. 

 

 

 

Key Words: nonexpansive mapping, non-reflexive Banach space, fixed point property, 

closed bounded convex subset, renorming, space of the sequences converging to zero, 

Lorentz-Marcinkiewicz spaces 
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

 

gf-snt : GeniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisi 

ai : Asimtotik izometrik 

    : Mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzayı 

0c   : Sıfıra yakınsak dizilerin Banach uzayı 

      :   -analog Lorentz-Marcinkiewicz uzayı  

       :   „nin konveks kabuğu 

       :   „nin kapalı konveks kabuğu 

    :   dizisinin bir azalan yeniden düzenlemesi 

 
  

  :   kümesinin zayıf* kapanıĢı 

 
 

  :   kümesinin zayıf kapanıĢı 

  
.
 :  . terimi 1, diğerleri 0 olan    ve 0c ‟ın kanonik bazı 
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1. GENEL BĠLGĠLER 

 

1.1 GiriĢ 

    „de zayıf* kompakt olmayan ve kapalı, sınırlı ve konveks kümelerden oluĢan çok 

geniĢ bir sınıfın geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine [gf-snt] sahip 

olduğu  Goebel and Kuczumow [8] tarafından gösterilmiĢtir. Sonrasında ise Chris 

Lennard‟ın danıĢmanlığı altında yönetilen Everest‟in doktora tezinde [6] Goebel ve 

Kuczumow‟un fikirleri kullanılarak gf-snt‟ye sahip daha geniĢ sınıflar elde edilmiĢtir. 

 

gf-snt‟ye sahip yansımayan Banach uzayları        ‟na ilk örnek Lin [12] tarafından 

verilmiĢtir ve bu örnek           Banach uzayının aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan ‖ ‖  

eĢdeğer normu ile yeniden normlanması sayesinde verilmiĢtir.  

‖ ‖     
   

 
  

    
 ∑  

 

   

 |  |                 

 

P. K. Lin‟in çalıĢmasının  0c        analoğu araĢtırmacıların sorguladığı bir konudur. 

Yani 0c „ın gf-sgt‟ye sahip olacak Ģekilde yeniden normlanıp normlanamayacağı 

araĢtırma konusudur. Yakın zamanda afinlik koĢulu altında Nezir ve Mustafa [17] 

tarafından bu soruya pozitif cevap verilmiĢtir. Ayrıca, Nezir, Mustafa ve Dutta [18] 

çalıĢmasında aynı cevabı baĢka bir eĢdeğer normlama ile daha vermiĢtir. Fakat ekstra 

afinlik koĢulu olmadan P. K. Lin‟in çalıĢmasının 0c  analoğu halen açık kalan bir 

konudur. Bu soru araĢtırmacıların çok ilgi duyduğu bir konu olsa da, Goebel ve 

Kuczumow‟un teorisinin 0c  analoğunun da (tabiki bir eĢ değer norm ile) büyük bir 

önemi bulunmaktadır çünkü yapılacak çalıĢmalar P. K. Lin‟in çalıĢmasının  0c  

analoğuna çözüm yolları bulmak için aday normları belirlemede ve katkı verecek 

özellikler elde etmede önem arz etmektedir. 

 

Goebel ve Kuczumow‟un    için sonucunun aksine, Dowling, Lennard ve Turett [4] 

tarafından gösterilmiĢtir ki  0c       „ın sonsuz boyutlu herhangi kapalı alt uzayı sabit 

nokta teorisine sahip olamaz. Ayrıca, Dowling, Lennard ve Turett [5] tarafından 
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gösterilmiĢtir ki  0c       „ın herhangi zayıf kompakt olmayan kapalı sınırlı ve 

konveks alt kümesi   sabit nokta teorisine (snt)     -geniĢlemeyen fonksiyonlar için 

sahip olamaz. Dolayısıyla Goebel ve Kuczumow teorisinin 0c  analoğunun 

düĢünülebilmesi için 0c ‟ın bir eĢdeğer norm ile yeniden normlanması gereklidir. Bu 

sebeple “ 0c ‟ın bir yeniden normlaması ve boĢtan farklı kapalı, sınırlı ve konveks   alt 

kümesi var mıdır öyle ki kullanılan eĢ değer norma göre bulunabilecek alt küme 

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olsun?” sorusu araĢtırılabilir. 

 

Bu tez çalıĢmasında bu soruya farklı normlar kullanılarak pozitif cevap verilmektedir. 

fakat fonksiyonlara ek özellik olarak afinlik koĢulu konulması dahilinde bu pozitif 

cevap verilebilmiĢtir. Bu amaç ile farklı eĢdeğer normlar geliĢtirilmiĢ olup eĢ değer 

normlardan birisi P. K. Lin‟in eĢ değer normuna benzerlik göstermektedir ve bu benzer 

norm ile çok daha genel sonuçlar verilmiĢtir. ÇalıĢmanın kullanıldığı kümeler tez 

danıĢmanı Nezir‟in Lennard ile olan [11] çalıĢmasının sonuçlarında yer alan kümelerden 

seçilmiĢtir ve daha genel kümeler kullanılmıĢtır. [11] çalıĢmasının sunduğu sonuçlar 

aĢağıdaki Ģekildedir: 

 

Lennard ve Nezir [11] tarafından gösterilmiĢtir ki bir Banach uzayı eğer bir asimtotik 

izometrik (ai) 0c -toplam baz dizisi        ‟ni içeriyor ise bu dizinin kapalı konvek 

kabuğu      ̅           kümesi gf-snt‟ye sahip olamaz; dolayısıyla, Banach 

uzayını kendisi de gf-snt‟ye sahip olamaz. 

 

Bu bahsedilen genel sonuçlarının verilebilmesi için ilk olarak 0c  içindeki bazı 

asimtotik izometrik 0c -toplam baz dizileri ele alınmıĢtır ve aĢağıdaki teorem 

ispatlanmıĢtır.  

 

Teorem 1.1:                   aralığında bir dizi olsun. 0c ‟da         dizisi 

         , ile her     için tanımlansın. Daha sonra ise bu dizi kullanılarak 0c ‟da 

aĢağıdaki      kümesi tanımlansın.  
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   {∑  

 

   

                             }    

 

Bu durumda bu küme üzerinde tanımlanabilen bir sabit noktasız     -geniĢlemeyen 

      fonksiyonu vardır.  

 

Bu tez çalıĢmasında 0c  üzerinde bazı eĢ değer normlar geliĢtirilmiĢ ve bu normlardan 

birisi en genel sonuçları sunmuĢtur. ÇalıĢmanın amacı yukarıdaki teoremde yer alan 

kümelerin veya daha geniĢ bir sınıfın tanımlanmıĢ eĢ değer normlara göre afin 

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine (agf-snt) sahip olduğunu 

göstermektedir. Yani geliĢtirilen eĢ değer normlar 0c ‟da afin geniĢlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip çok geniĢ kapalı sınırlı ve konveks 

kümelerin sınıfını bulmaya imkan tanımaktadır. Hatta çalıĢmamızda yer alan eĢ değer 

normlardan birisi çok daha fazlasının mümkün olduğunu göstermektedir. Gerçektende 

tez danıĢmanı Nezir ve ortak yazarı Mustafa tarafından yapılan [17] çalıĢması ile bu tez 

çalıĢmasında yer alan bir eĢdeğer normumuz ile 0c ‟ın agf-snt‟ye sahip olacak Ģekilde 

yeniden normlanabileceği ispatlanmıĢtır. Tez danıĢmanı Nezir‟in tanımladığı eĢ değer 

normumuz ve onun vasıtasıyla elde edilen diğer normlarımız vasıtasıyla tez danıĢmanı 

Nezir‟in doktora tezi [15] (Lennard danıĢmanlığı altında hazırlanmıĢtır) çalıĢmasında 

yer alan bazı   -toplam baz dizilerinin kapalı konveks kabuğu ele alınmıĢ ve bu kümeler 

üzerinde de sabit nokta teorisi test edilmiĢtir. Bu kümeler [15] doktora tez çalıĢmasında 

aĢağıdaki Ģekilde ve aĢağıdaki sonuçlarla verilmiĢtir: 

 

        dizisi       aralığından seçilmek üzere     sayısı Ģu koĢulları sağlasın: [her 

    için     ] ve    ∑   
    |       |        ayrıca kabul edilsin ki         

dizisi terimleri       olan ve bir         noktasına yakınsak bir dizi olsun. Her 

    için                                       formulü ile         

dizisi tanımlansın ve ayrıca bu dizinin bir alt 0c -toplam sınırına sahip olduğu kabul 

edilsin. Yani, kabul edilsin ki var öyle ki                ,           )(0,K
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 Bu durumda,  Bu durumda,       vardır öyle ki  
  

 
       

dizisi bir ai    -toplam baz dizisidir. Ayrıca, bu         dizisinin kapalı konveks 

kabuğu üzerinde; yani,                 üzerinde tanımlı bir sabit noktasız afin 

    -daralan fonksiyon       bulunabilir. 

 

Yukarıda belirtilen tüm küme örnekleri ve tez danıĢmanının tezinde yer alan bu   

kümeleri göz önüne alınarak, aĢağıda belirtilen ‖  ‖  eĢ değer normu ile 0c ‟ın yeniden 

normlanması durumunda,                                        dizisinin 

kapalı konveks kabuğu afin ‖  ‖ -geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine 

sahiptir öyle ki burada         ve         dizileri       aralığında yer alan herhangi 

bir dizidir. 

 

Her         0c  için ‖ ‖  aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır:   

‖ ‖      
   

   
   

  (∑ 

   

 
|  |

 

  
)

 
 

                                          

 

Yukarıda tanımlanan eĢ değer norm sabit nokta teorisine sahip en geniĢ sınıfı sunan eĢ 

değer normdur. Not edilmelidir ki, yayınlanmıĢ tez yazarının ortak çalıĢmasında [20], 

bu norm ile afin geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan çok geniĢ 

sınıflar verilmiĢtir. 

 

Tez çalıĢmasında Nezir ve tez yazarı Sade‟nin yayınlanmıĢ [20] çalıĢmasında yer alan 

bir diğer norm da tanıtılmaktadır. Bu norm aĢağıdaki Ģekilde tanımlıdır. 

 

Her         0c  ve her     için  

.sup
1==1

jj

j

j

njn

K  





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‖ ‖  
 

  
   
   

   
   

  (∑ 

   

 
|  |

 

  
)

 
 

      
   

∑ 

   

 

  |  
     

 |

   √   
   

∑ 

   

 

  
 |      |

 
   

öyle ki burada                           
                  in bir azalan 

sıralaması, ∑  
   

 

                               olup azalan sıralama ise Ģu 

Ģekilde tanımlanabilir:   a 1-1 fonksiyon       ve          bulunabilir öyle ki her 

             ve    
    |     |                  . 

 

Tez çalıĢmasında 0c ‟ın bu eĢ değer norma göre kendisinin alıĢılmıĢ normunun bir 

asimtotik izometrik kopyasını içermediği ve dolayısıyla normun sabit nokta teorisini 

sağlayabilecek aileler için iyi bir aday norm olduğu gösterilmiĢtir. 

 

Tez çalıĢmasında ayrıca Lorenz-Marcinkiewicz dizi uzayları ele alınmıĢtır. Lorentz-

Marcinkiewicz uzayı      bir   -analog Banach uzayı olup bazı ortak özellikleri 

paylaĢmaktadır. Tez çalıĢmasında 0c  üzerinde yapılan araĢtırma gibi ayrı bir bölüm 

olarak Goebel ve Kuczumow teoreminin     -analoğu incelenmiĢtir. Yani,     ‟de 

zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks   kümelerinden oluĢan geniĢ bir 

sınıf var mıdır ki bu   kümeleri geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine 

sahip olsun sorusu incelenmiĢtir. Bu soruya pozitif cevabı afinlik koĢulu altında 

verilebileceği gösterilmektedir. Yani, bu tez çalıĢmasının bir bölümünde 

gösterilmektedir ki     ‟de zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks 

kümelerden oluĢan çok geniĢ bir sınıf afin geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

teorisine sahiptir. Bu bölüm üzerine ise tez yazarının da ortak olduğu [18] çalıĢması 

bulunmaktadır. 
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1.2 Kuramsal Temeller 

 

Bu bölümde tez çalıĢmasında kullanılan araçlar olarak ihtiyaç duyulacak tanım, teorem 

ve lemmalar verilecektir. 

 

Tanım 1.1:   kümesi bir         Banach uzayının kapalı, sınırlı ve konveks altkümesi 

olsun. Bir       fonksiyonu ele alınsın.   

 

1. Her       ve her         için                                   ise 

 ‟ye afin fonksiyon denir [7].  

 

2. Her       için               ise  ‟ye geniĢlemeyen fonksiyon denir [7]. 

Ayrıca, eğer her       geniĢlemeyen fonksiyonunun bir sabit nokası var ise yani en 

az bir     var öyleki        ise bu durumda  ‟ye geniĢlemeyen fonksiyonlar için 

sabit nokta teorisine sahiptir (gf-snt) denir [7]. 

 

Tez çalıĢması süresince bir         Banach uzayının     altkümesi için   „nin 

konveks kabuğu       ve   „nin kapalı konveks kabuğunu       ile gösterilecektir. 

 

Tanım 1.2: Eğer bir         Banach uzayının her boĢtan farklı zayıf kompakt altkümesi 

  üzerinde tanımlı herhangi geniĢlemeyen       fonksiyonunun  ‟de en az bir sabit 

noktası var ise bu durumda         Banach uzayına geniĢlemeyen fonksiyonlar için 

zayıf sabit nokta teorisine sahip ya da zayıf sabit noktasını korur denir [7]. 

 

Bilindiği üzere ).,( 0 
c uzayı aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır 

   ,                        
   

    - 

 

Ayrıca, her                için ‖ ‖           ve ),( 1

1 ||||   

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır.  
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   {                       ‖ ‖  ∑|  |   

 

   

}  

 

[11] çalıĢmasında yer alan bir ).,(X  Banach uzayının içinde bulunabilecek bir 

asimtotik izometrik 0c - toplam baz dizisi tanımı aĢağıdaki Ģekildedir. 

 

Tanım 1.3: ).,(X  bir Banach uzayı olsun,          dizisi X ‟ de yer alan ve aĢağıdaki 

koĢulu sağlayan bir dizi olsun; o zaman, bu           dizisine ).,(X  uzayında bir 

asimtotik izometrik (a.i) 0c - toplam baz dizisi deriz : En az bir  ‟ a yakınsak azalan bir 

dizi           )[0,  vardır öyle ki her             için   

   .1sup
1

1
sup

=11==1
j

nj

n
n

jj

j

j

njnn

txtt 























 

 

Eğer bir 0>L  için             bir asimtotik izometrik 0c -toplam baz dizisi oluyorsa 

        dizisine ).,(X  uzayında bir L - ölçekli asimtotik izometrik 0c -toplam baz 

dizisi denilir. 

 

Bu tanımdan yola çıkılarak aĢağıdaki teorem Lennard ve Nezir‟in genel sonuçları olarak 

verilmiĢtir. Not edilmelidir ki tezde çalıĢılan kümeler bu teoremlerde bahsedilen 

kümelerden türemiĢtir.  

 

Teorem 1.4:  )(0,L  olsun. Eğer bir Banach uzayı bir L - ölçekli asimtotik izometrik 

0c -toplam baz dizisi       ‟ i içerirse,      ̅           kümesi afin geniĢlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisini bozar. Hatta bundan daha fazlasını da 

söyleyebiliriz. En az bir sabit noktası olmayan afin daralan EEU :  fonksiyonu 

vardır.  

 

Goebel ve Kuczumow [8] çalıĢmasında ise anahtar görevini alan aĢağıdaki lemma 

kullanılmıĢtır. Tez çalıĢmasında ele alınan uzaylarda bu lemmaya analog olacak baĢka 

lemma ve sonuçlar takip eden notlar arasında yer almaktadır. 
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Lemma 1.5: Eğer      dizisi    uzayında bir   noktasına zayıf topolojide yakınsıyor ise 

o zaman her      ve            
 

‖    ‖  ile tanımlı fonksiyon için      

     ‖   ‖  dir. 

 

Buna göre aĢağıdaki lemmalar kolaylıkla elde edilebilmektedir ve [18] çalıĢmasında 

aĢağıdaki ispatı çok açık olan ilk lemma sunulmuĢtur. 

 

Lemma 1.6: ).,(X  bir Banach uzayı olsun,  
nnx  dizisi X ‟ de sınırlı bir dizi olsun. 

Herhangi bir  
kk

nx  alt dizisi için aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan )[0,: Xs  

fonksiyonunu göz önüne alalım:  

   .,
1

limsup=
1=

Xyyx
m

ys
k

n

m

km

  

 

O zaman, 0c ‟ın zayıf Banach-Saks özelliği dolayısıyla [22], eğer  
mmy  dizisi  0c ‟ da x

‟e zayıf topolojide yakınsayan bir dizi ise, o zaman   normu 0c üzerinde 

  normuna 

eĢdeğer herhangi bir norm olmak üzere Cesaro avarajı normsal olarak x ‟e yakınsayan 

en az bir  
nnx  alt dizisi vardır öyle ki   fonksiyonunu bu alt dizi vasıtasıyla yazılırsa 

her   0c  için      ‖   ‖  dır. 

 

Tez çalıĢmasının bir diğer bölümünde yer alan araĢtımalar Lorentz-Marcinkiewicz 

uzayları üzerinedir ve bu Banach uzaylarının tanımı Ģu Ģekildedir. 

 

   0c       herhangi ağırlık dizisi olsun öyleki     ,         azalan; yani: 

         ,           öyleki aĢağıdaki koĢulları sağlasın:  

 

(1)                            , (2)      ve (3)   

∑   
          Örneğin,    

 

 
     .  
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Tanım 1.7:      uzayı: 

    :=

{
 

 
          0c ||

      
                                            

‖ ‖         
     

 
   

 ∑     
   

  
  

    

      

 ∑     
     

}
 

 
 

 

Bu uzay    uzayının (sınırlı diziler uzayının) bir analoğudur. Gerçekten de 

(    ,‖ ‖     ayrılabilir olmayan bir Banach uzayıdır.  

 

Burada not edilmelidir ki     öyle bir dizidir ki bu dizi  | |  (|  |)   
  dizisinin 

sıfırdan farklı terimlerini içeren ve bu terimlerin azalacak Ģekilde aynı terimler varsa 

tekrar edilmesi ile sıralandığı ve son terimleri (| | dizisi sonlu sayıda sıfırdan farklı 

terim içeriyorsa) sonsuz sayıda 0 olarak takip eden dizidir. 

 

Tanım 1.8:     
  uzayı:  

    
 := 

{
 

 

          0c ||

      
                                            

      
        

 
   

 ∑     
   

  
  

    

      

 ∑     
     

}
 

 

 

 

Bu uzay 0c  uzayının bir analoğudur ve (    
 ,‖ ‖      uzayı      ın ayrılabilir Banach 

uzayıdır.g 

 

Tanım 1.9:      uzayı:  

       := {          0c |
      

                                           

‖ ‖       
    

 

   

 ∑     
   

  
} 

 

Bu uzay    uzayının bir analoğudur. (    ,‖ ‖      ayrılabilir bir Banach uzayıdır. 

 

Lorentz uzayı tanım ve özellikleri için Lorentz [14] ve Lindenstrauss ve Tzafriri [13] 

çalıĢmaları incelenebilir.  
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Bu uzay üzerinde yapılacak çalıĢma için Lemma 1.5 ile tanıtılan Goebel ve 

Kuczumow‟un lemmasının bu uzaylarda analoğu aĢağıdaki lemma ile tez 

danıĢmanımızın danıĢmanlığı altında hazırlanmıĢ olan DelibaĢ [2] tezinde ispatının açık 

olması sebebiyle ispatsız olarak sunulmuĢtur.   

 

Lemma 1.10:         bir Banach uzayı olsun.   

1.  Eğer  ‟in Banach-Saks özelliği var ise ve     noktası sınırlı bir dizi      ‟in 

zayıf limiti ise, bu durumda en az bir (   
)
 
 alt dizisi vardır öyle ki bu alt dizinin 

Cesaro norm limiti   olup eğer   fonksiyonu bu alt dizi vasıtasıyla Ģu Ģekilde tanımlanır 

ise      için             ‖
 

 
∑   

      
  ‖, bu durumda                     ve  

      için       ‖   ‖ dir. 

 

2.  Eğer  ‟in zayıf Banach-Saks özelliği var ise ve     noktası bir       dizisinin 

zayıf limiti ise, bu durumda en az bir (   
)
 
 alt dizisi vardır öyle ki bu alt dizinin 

Cesaro norm limiti   olup eğer   fonksiyonu bu alt dizi vasıtasıyla Ģu Ģekilde tanımlanır 

ise      için             ‖
 

 
∑   

      
  ‖, bu durumda                   ve   

      için       ‖   ‖ dir. 

 

Bu sebeple, Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarının Banach-Saks özellikleri dolayısıyla 

(bkz [1, 23, 24]), yukarıdaki koĢullar geçerlidir.  

 

GeliĢtirilen aday normun ele alınacak küme sınıfının gf-snt‟ye sahip olmasına ihtimal 

tanıyabileceğini test etmek için Dowling, Lennard ve Turett [4] ve Dowling ve Lennard 

[3]  çalıĢmalarında yer alan aĢağıdaki tanımlar ve teorem göz önüne alınmalıdır.  

 

Tanım 1.11: Bir         Banach uzayına aĢağıdaki koĢulu sağlaması durumunda   ‟in 

bir asimtotik izometrik (ai) kopyasını içerir denir:  ‟de en az bir       dizisi ve       

aralığında 0‟ a azalarak yaklaĢan bir       dizisi vardır öyleki her          dizisi için 

∑  

 

   

      |  |  ‖∑  

 

   

    ‖  ∑  

 

   

|  |   

dir [4]. 
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Tanım 1.12: Bir         Banach uzayına aĢağıdaki koĢulu sağlaması durumunda   ‟ın 

bir ai kopyasını içerir denir:  ‟de en az bir       dizisi ve       aralığında 0‟ a azalarak 

yaklaĢan bir       dizisi vardır öyleki her          dizisi için  

   
 

      |  |  ‖∑  

 

   

    ‖     
 

|  | 

dir [3]. 

 

Teorem 1.13:  Eğer bir         Banach uzayı   ‟ın bir ai kopyasını içerirse, bu durumda 

  gf-snt‟yi bozar [4]. 

 

Teorem 1.14:  Eğer bir         Banach uzayı   ‟in bir ai kopyasını içerirse, bu durumda 

  gf-snt‟yi bozar [3]. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Goebel ve Kuczumow [8] çalıĢması ile   ‟de geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta teorisini sağlayan zayıf* kopmakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks kümelerden 

oluĢan çok geniĢ bir sınıfın varlığı gösterilmiĢtir. Tez danıĢmanı Nezir‟in doktora tez 

danıĢmanı Chris Lennard‟ın yine danıĢmanlığı altında tamamlanmıĢ olan Everest [6] 

doktora tez çalıĢmasında ise Goebel ve Kuczumow‟un çalıĢması genelleĢtirilerek daha 

geniĢ sınıfların gf-snt‟yi sağladığı gösterilmiĢtir. AĢağıdaki sonuç Goebel ve 

Kuczumow‟un genel sonucudur. 

 

Teorem 2.1:          dizisi       aralığında sınırlı bir dizi olsun.            olarak 

tanımlansın.   ‟da         dizisi          , ile her     için tanımlansın. Daha sonra 

ise bu dizi kullanılarak   ‟de aĢağıdaki   kümesi tanımlansın.  

   {∑  

 

   

                     ∑  

 

   

      }    

 

Bu durumda   kümesinin gf-snt‟ye sahip olması için gerek ve yeter koĢul    

{        } kümesinin boĢtan farklı olmasıdır. 

 

Everest‟in tezinde [6] ise Ģu genel sonuç verilmektedir. 

 

Teorem 2.2:             dizisi reel terimli bir dizi olsun. Her     için     

∑   
            olarak tanımlansın fakat en az bir sonlu elemanlı     olsun öyle ki her 

      için        olsun. Bu durumda bu dizi kullanılarak   ‟de tanımlanan 

aĢağıdaki   kümesi gf-snt‟ye sahiptir. 

   {∑  

 

   

                     ∑  

 

   

     }    

 

Tez çalıĢmasına ilham olan Goebel ve Kuczumow [8] çalıĢmasında yer alan bir teorem 

ve ispatı aĢağıdaki Ģekilde verilebilir. 
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Teorem 2.3:         keyfi seçilsin.    uzayında bir         dizisi bu sabit sayı ve 

kanonik baz yardımı ile Ģu Ģekilde kurulsun.         ,           ve her     tam 

sayısı için        olsun. Daha sonrasında ise bu dizi yardımı ile aĢağıdaki Ģekilde bu b 

sayısına bağlı olarak   ‟in kapalı ve sınırlı bir alt kümesi       tanımlansın;  

  {∑  

 

   

                                ∑  

 

   

     }  

 

Yukarıdaki Ģekilde tanımlanan   kümesi   ‟de gf-snt‟ye sahiptir. 

 

İspat:       bir ‖ ‖ -geniĢlemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklaĢık sabit 

nokta dizisi adını alan en az bir  (    )
   

   dizisi vardır öyle ki 

‖          ‖
  
   olup (    )

   
 sınırlıdır ve dolayısıyla bir zayıf* limiti vardır. 

Genelliği bozmayarak gerekirse bir alt diziye geçilerek denilebilir ki, en az bir      

öyle ki      dizisi   ye zayıf   topolojide yakınsar. Bu durumda Lemma 1.5 gereğince, 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan bir            fonksiyonu vardır:       için 

            
 

‖      ‖
 
  

ve bu fonksiyon       için           ‖   ‖   eĢitliğini sağlar. 

 

Daha sonra   kümesinin zayıf* kapanıĢı aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır ve iki farklı durum 

incelenir. 

    
  

 {∑     

 

   

          ∑   

 

   

  } 

 

Durum 1:    . 

 

Bu durumda            ‖    ‖  olup   

            
 

‖       ‖
 
                                                                                      

       
 

‖        ‖
 
       

 
‖          ‖

 
                    

       
 

‖      ‖
 
                                                                          

                dir. 
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Dolayısıyla, ‖    ‖    olup      dir ve bu z nin   kümesinde   fonksiyonun bir 

sabit noktası olduğunu ifade eder. 

 

Durum 2:      . 

 

Bu durumda ise  ‟nun tanımı gereğince   noktasının  

∑   
                                    ∑   

                          koĢullarını 

sağlayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasıtasıyla       ∑   
      ve  

                            ∑  

 

   

     

olarak tanımlansın. 

 

Ġspatın geçerliliği açısından     nın   kümesinin bir noktası olması istenileceğinden    

değerleri * 
  

 
 

  

 
  + aralığından seçilecektir. Bu durumda aĢağıdaki eĢitlikler elde 

edilir. 

‖     ‖  ‖              ‖                                                                             

 ‖                   ‖                                                 

    | |     |   |                                                           

                  

{
 
 

 
                                      * 

  

 
  )                    

                                                                                

                                       (  
  

 
  +         

 

elde edilir.  

 

Bu durumda       
  * 

  
 

 
  
 

  +
 ‖     ‖  olarak tanımlandığında ‖     ‖   değeri 

        iken bir tek minumuma sahiptir öyleki bu minimum değer      dir. 

 

Diğer taraftan,     keyfi bir nokta olduğunda ∑   
        formunda yazılcak Ģekilde 

                ve  ∑   
          koĢullarını sağlayan skalerler mevcuttur. 
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O halde,    

       ‖    ‖   ‖∑  

 

   

     ∑  

 

   

     ‖

 

 

                           ‖                                            ‖ 

  |     |   |     |  |     |  |     |  |     |     

  ∑  

 

   

|     |       ∑  

 

   

|     |                       

  |∑  

 

   

       |                                                                

                                                                                             

elde edilir. 

 

Bu sebeple,   skaleri                            her      ve her       için 

‖    ‖    olup bu eĢitsizliği sağlayan bir tek minimum          vardır öyleki bu 

değer için ‖   
   ‖

 
=  dir. ġimdi,                    Ģeklinde tanımlansın. Bu 

durumda     kompakt, konveks alt küme olup her     için 

            
 

‖       ‖
 
                                                                                      

       
 

‖        ‖
 
       

 
‖          ‖

 
                    

       
 

‖      ‖
 
                                                                          

                dir. 

 

O halde, ‖    ‖  ‖   ‖  olup        ve   sürekli olduğundan, Schauder‟ın 

Sabit nokta teoremi [25] gereğince  ‟nin bir sabit noktası vardır ve      
 noktası 

‖   ‖         değerlerini minimumlaĢtıran yegane nokta olması sebebiyle bahsi 

geçen sabit nokta bu nokta olup      dir. 

 

Tüm bu sebepler dolayısıyla, arzu edildiği gibi   kümesi gf-snt‟ye sahiptir. 
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Goebel ve Kuczumow analojisinin   ‟da incelemesi için bazı eĢ değer normlar ele 

alınacaktır. Bu eĢ değer normlardan birisi Nezir [16] çalıĢmasında diğeri ise Nezir, 

Mustafa, Dutta [18] çalıĢmasında tanıtılmıĢtır.  

Bu normlar aĢağıdaki Ģekildedir ve gerçekten de eĢ değer oldukları ispatlarda görüldüğü 

gibidir. 

 

Tanım 2.4: Her            ve her     için  

‖ ‖  ‖ ‖     
   

∑ 

   

 

  |      |                  ∑  

   

 

        

                          Ģeklinde tanımlansın [18]. 

 

Bu durumda aĢağıda görüleceği üzere her   için     normu    üzerinde tanımlı bir 

eĢdeğer normdur. 

 

Öncelikle kolayca görülebilir ki her      için ‖ ‖  ‖ ‖ . Ayrıca her     için   

 ∑  
    
     

 

  |      |    |   ||  |     
    
     

|      |  |   ||  | 

dir. Ohalde en az bir     vardır öyle ki ‖ ‖  |  | olup bu durumda;    

 

1.  Eğer         ise   

 ‖ ‖       ‖ ‖      
 

 |  |                      

 

Bu sebeple, ‖ ‖       ‖ ‖   ‖ ‖   ‖ ‖  dir. 

 

2.  Eğer       ise   

 ‖ ‖   ‖ ‖   ‖ ‖     
 

 |  |                     

        ‖ ‖  dir. 

 

 3.  Eğer       ise   

 ‖ ‖  ‖ ‖     
    
     

|      |  |   ||  | 
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             dir. 

 

4.  Eğer     ise  

 ‖ ‖  ‖ ‖  ∑  
   

 

  |  |             

 

Dolayısıyla, her   için     normu    üzerinde tanımlı bir eĢdeğer normdur. 

 

Nezir, Mustafa ve Dutta [18] çalıĢmasında bu norma göre   ‟ın alıĢılmıĢ normlu 

uzayının bir asimtotik izometrik kopyasını içermediği ve Goebel ve Kuczumow 

analojisinin incelenmesi için uygun bir eĢ değer norm olduğu gözlemlenmiĢtir. Tez 

danıĢmanının danıĢmanlığı altında hazırlanan Güven [9] yüksek lisans tezinde ise bu eĢ 

değer norma göre afinlik koĢulu altında gf-snt‟yi sağlayan kapalı, sınırlı ve konveks 

kümelerden oluĢan çok geniĢ sınıfların varlığı gösterilmiĢtir. 

 

Teorem 2.5: (0,1]b olsun. Her n  için nn bef :=  olacak Ģekilde 0c ‟da bir  

         dizisi tanımlansın.  

 

11 := f  ve her 2n   nn ff 1:=  olmak üzere          dizisi tanımlansın ve daha 

sonra 0c ‟ da kapalı, sınırlı, konveks olan aĢağıdaki bEE =  kümesini ele alalım.  

 .1=ve0her::=
1=1= 








 


n

n

nnn

n

E   

 

Bu durumda  1>>
2

3
  olacak Ģekilde bir  sayısı vardır öyle ki her (0,1]b   için 

yukarıdaki örnekte tanımladığımız E  afin . -geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta teorisini korur öyle ki 




21

2
>1


Q (dolayısıyla 

21

1
<2


Q )  ve 21 22 QQ  .  

 

Teorem 2.6: (0,1)b  ve       olsun. Her Nn  için nn ebf :=  ve her  1 Nn  için 

nn ef :=  olacak Ģekilde 0c ‟ da bir          dizisi tanımlansın.  
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11 := f  ve her 2n   nn ff 1:=  olmak üzere          dizisi tanımlansın ve daha 

sonra 0c ‟ da kapalı, sınırlı, konveks olan aĢağıdaki bEE =  kümesini ele alalım.  

 .1=ve0her::=
1=1= 








 


n

n

nnn

n

E   

 

Bu durumda  1>>
2

3
  olacak Ģekilde bir  sayısı vardır öyle ki her (0,1]b   için 

yukarıdaki örnekte tanımladığımız E  afin . -geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta teorisini korur öyle ki 




21

2
>1


Q (dolayısıyla 

21

1
<2


Q )  ve 21 22 QQ  .  

Nezir [16] çalıĢması ile tanıtılan ve 0c içinde gf-snt‟ye sahip en geniĢ sınıflara imkan 

tanıyan eĢ değer norm ise aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır ve gerçekten de eĢ değer norm 

olduğu takip eden notlardan çalıĢmada yer aldığı gibi görülmektedir. 

 

Tanım 2.7: Her            için ‖ ‖  aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır:   

‖ ‖      
   

   
   

  (∑ 

   

 
|  |

 

  
)

 
 

                                             

 

Bu normun eĢ değer norm olduğu aĢağıdaki teorem gereğince açıktır. 

 

Teorem 2.8: Her            için 

p

k

p

k

kp

pp

k

kp k
x

1

1=

1

2
1=

2
lim        

lim=















































 

dir [16]. 

 

İspat:   0= cx
ii 
  alınsın. )(0,0,x  olduğu kabul edilecektir aksi taktirde ispat 

aĢikardır. 
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Bu durumda,  
.=max=                         

sup=  

Nk
k

k
k

xN

















 

 

Ohalde ortalama kuvvet eĢitsizliği dolayısıyla [10], k
Nk

x max=




 N ,,,max=        21 
pp

N

pp

p N
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Ayrıca, ağırlıklı ortalama kuvvet eĢitsizliği dolayısıyla [10], 
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Gösterilebilir ki aĢağıdaki eĢitlik doğrudur. 
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3. ARAġTIRMA BULGULARI 

 

Tez çalıĢmasının bu bölümünde tarafımızın ortak olduğu yayınlanmıĢ iki adet 

makalenin oluĢturduğu sonuçlar sunulmuĢtur. Tez çalıĢması sırasında hazırlanmıĢ üç 

adet makale bulunmaktadır ve bunlardan ilki Nezir ve Sade [21] makalesi olup 

araĢtırma bulguları bölümünde anlatılan çalıĢma yayınlanan [20] çalıĢmasının daha iyi 

sonuçlar sunması sebebiyle bahsedilen ilk makale bulgular içinde sunulmamıĢtır. Bu 

referansa okuyucunun kolaylıkla ulaĢabileceği düĢüncesi hakim olup [21] çalıĢmasının 

özeti giriĢ bölümünde sunulmuĢtur.  

 

Bu bölüm farklı iki Banach uzayın incelenmesi sebebiyle iki adet alt baĢlık halinde 

sunulmaktadır. Birinci bölümde tez yazarının dahil olduğu [20] çalıĢmasında yer alan 

  ‟ın bir eĢ değer norm ile yeniden normlanması sonucu elde edilen ve afin 

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan çok geniĢ sınıfların varlığı 

anlatılmaktadır. Ġkinci alt baĢlıkta ise yine tez yazarının dahil olduğu [19] çalıĢmasında 

yer alan,   ‟ın bir alt uzayı olan ve    analog Lorentz-Marcinkiewicz dizi uzayı     ‟de 

zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks kümelerden oluĢan çok geniĢ bir 

sınıfın afin geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olduğu 

gösterilmektedir.   
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3.1   ’ın yeniden normlanması ile afin geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta teorisine sahip çok geniĢ sınıf 

 

Bu bölümde [20] çalıĢmasında yer alan   ‟ın bir eĢ değer norm ile yeniden normlanması 

sonucu elde edilen ve afin geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlayan 

çok geniĢ sınıfların varlığı anlatılmaktadır. 

 

Örnek 3.1: Toplam baz dizisinin kapalı konveks kabuğu ele alınsın. Yani, her  

için  olacak Ģekilde ‟da          dizisini göz önüne alınsın. Daha sonra ‟ 

da  kümesi aĢağıdaki Ģekilde yazılsın.  

                                                        

 ve her   olmak üzere           dizisi tanımlansın. 

 

Kolayca görülebilir ki  

 

Bu durumda çok iyi bilindiği üzere  kümesi            dizisinin kapalı konveks 

kabuğudur ve sağa kaydırma fonksiyonu sabit noktasız afin -geniĢlemeyen bir 

fonksiyondur. 

 

Teorem 3.2:  Tanım 2.7  ile verilen ‖ ‖   eĢ değer normu için yukarıdaki örnekte 

verilen  kümesi afin ‖ ‖  -geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini 

sağlar.   

 

İspat:       bir afin geniĢlemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklaĢık sabit 

nokta dizisi adını alan bir dizi (    )
   

             ‖           ‖
 
    

 
   ve bu 

sebeple ‖          ‖
  

      . Genelliği bozmadan gerekirse bir alt dizi ile değiĢim 

yapılarak denilebilir ki en az bir      vardır öyle ki      dizisi  ‟ye zayıf topolojide 
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yakınsar. Bu durumda Lemma 1.6 gereğince, bir            fonksiyonu      

      
 

‖
 

 
∑   

         ‖
 
            ile tanımlanabilir ve bu durumda      

‖   ‖          dir. 

 

ġimdi   kümesinin zayıf kapanıĢı 

    
 

 {∑  

 

   

                        ∑  

 

   

     } 

ile tanımlansın. Ġki durum göz önüne alınmalıdır. 

 

Durum 1:     olsun. 

 

Öncelikle       ‖    ‖    . 

 

Ayrıca   afin ve geniĢlemeyen olduğundan,   

            
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

    )‖

 

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

     
 

 
∑  

 

   

      ‖

 

  

                                                                                                                                       

dir. 

 

Öyleyse, ‖    ‖    dir ve dolayısıyla      dir. 

 

Durum 2:       olsun. 

 

Bu durumda, ele alınan nokta   Ģu formda yazılabilir: ∑   
        öyle ki ∑   

       . 

     ∑   
      olarak ve                             ∑   

        

Ģeklinde tanımlansın.    nın  ‟de olabilmesi için   skalerleri * 
  

 
 

  

 
  + aralığından 

seçilsin, bu durumda   

 ‖    ‖                     

     
   

   {  *
  

 
 

|   |   

 
+

 

 
  

  |   | 

 
} 
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     ,  |   |   
  |   | 

 
- 

olacaktır. 

 

Yukarıdaki eĢitlik kullanılarak       
  * 

  
 

 
  
 

  +
  ‖    ‖  Ģeklinde tanımlansın. Bu 

durumda,     ve dolayısıyla bir tek minimumlaĢtıran    
 değeri    * 

  

 
 

  

 
  + 

için mevcut olup ‖   
  ‖

 
 sayısı  ‟nın bir minimumudur. 

ġimdi ele alınan küme içerisinde          ‖   ‖       Ģeklinde bir küme 

tanımlansın. Not edilebilir ki     boĢtan farklı kompakt ve konveks bir küme olup 

    için,   afin ve geniĢlemeyen olduğundan,   

            
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

    )‖

 

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

     
 

 
∑  

 

   

      ‖

 

 

                                                                                                                        

dır. 

 

Ayrıca,       ‖    ‖  ve      ‖   ‖  dir.  

 

Bu sebeple, ‖    ‖  ‖   ‖  ‖    ‖  ‖   ‖        

 

O halde,        olup  ‟nin sürekli olması sebebiyle Schauder‟s Sabit nokta teoremi 

kullanılarak [25]   nin bir sabit noktası olduğu ve bu noktanın ‖   ‖        

değerlerini minumumlaĢtıran      
 dır ve      dır. 

 

Dolayısıyla,   kümesi bu iki durum sonucuna göre gf-snt‟ye afin fonksiyonlar için 

sahiptir.  

 

Teorem 3.3:  keyfi olmak üzere , , ve her  için  

alarak (        ler   ‟ın kanonik bazı olmak üzere; yani          skaler dizisi tanım 

kümesi    olan, n-yinci koordinatı 1 ve diğer koordinatları 0 olan ve  ile 

‟ in bir koĢulsuz bazıdır) ‟ da bir          dizisi tanımlansın. Daha sonra ise 
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 ve her  için  olacak Ģekilde          dizisi tanımlansın. 

Sonra          dizisinin kapalı konveks kabuğu olan aĢağıdaki ‟ ın kapalı, sınırlı, 

konveks  alt kümesi tanımlansın. 

 

  {∑  

 

   

                        ∑  

 

   

     } 

 

Bu durumda Tanım 2.7  ile verilen  ‖ ‖   eĢ değer normu için  kümesi afin ‖ ‖  -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.   

 

İspat: Teorem 3.2 ile aynı metod kullanılacaktır ve dolayısıyla benzer ayrıntılar 

atlanılarak sadece Teorem 3.2‟nin ispatının Durum 2‟sinden farklılıklar aĢağıdaki 

Ģekilde sunulabilir. 

 

 ‖    ‖                                      

      
   

   {  *
  

 
 

|   |   

 
+

 

 
  

  |   | 

 
} 

      ,  |   |   
  |   | 

 
- 

olacaktır. Yine       
  * 

  
 

 
  
 

  +
  ‖    ‖  olarak tanımlansın. Bu durumda yine 

görülecektir ki     dir.  

 

ġimdi aĢağıdaki teorem ve bulgularla sonuçlar daha da genelleĢtirilir. 

 

Teorem 3.4:    ⃗⃗⃗            dizisi  aralığında       olacak Ģekilde bir artan dizi 

olsun. Her      için  olacak Ģekilde  da bir          dizisi tanımlansın. 

Daha sonra ise  ve her  için  olacak Ģekilde  

        dizisi tanımlansın. Sonra          dizisinin kapalı konveks kabuğu                    

olan aĢağıdaki ‟ ın kapalı, sınırlı, konveks  alt kümesi tanımlansın. 
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  {∑  

 

   

                        ∑  

 

   

     } 

 

Bu durumda Tanım 2.7  ile verilen ‖ ‖   eĢ değer normu için  kümesi afin ‖ ‖  -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.   

İspat: Teorem 3.2 ile aynı metod kullanılacaktır ve dolayısıyla benzer ayrıntılar 

atlanılarak sadece Teorem 3.2‟nin ispatının Durum 2‟sinden farklılıklar aĢağıdaki 

Ģekilde sunulabilir. 

 

 ‖    ‖                                         
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- 

olacaktır. Yine       
  * 

  
 

 
  
 

  +
  ‖    ‖  olarak tanımlansın. Bu durumda               

     
  * 

  
 

 
  
 

  +
       ,  |   |   

  |   | 

 
-    olduğundan     dir.  

 

Teorem 3.5:   ⃗⃗⃗            dizisi  aralığında bir  sayısına yakınsayan 

herhangi bir dizi olsun. Her  için  olacak Ģekilde  da bir  

        dizisi tanımlansın. Daha sonra ise  ve her  için  

olacak Ģekilde          dizisi tanımlansın. Sonra         dizisinin kapalı konveks 

kabuğu olan aĢağıdaki ‟ ın kapalı, sınırlı, konveks  alt kümesi tanımlansın. 

 

  {∑  

 

   

                        ∑  

 

   

     } 

 

Bu durumda Tanım 2.7  ile verilen ‖ ‖   eĢ değer normu için  kümesi afin ‖ ‖  -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.  
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İspat: Teorem 3.2 ile aynı metod kullanılacaktır ve dolayısıyla benzer ayrıntılar 

atlanılarak sadece Teorem 3.2‟nin ispatının Durum 2‟sinden farklılıklar aĢağıdaki 

Ģekilde sunulabilir. 
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olacaktır. Yine       
  * 

  
 

 
  
 

  +
  ‖    ‖  olarak tanımlansın. Bu durumda  

     
  * 

  
 

 
  
 

  +
                ,  |   |   

  |   | 

 
-    olduğundan     dir. 

 

Takip eden sonuçlar Teorem 3.5 ve ispatından doğrudan kolayca elde edilebilir.  

 

Sonuç 3.6:   ⃗⃗⃗             dizisi aralığında herhangi bir sınırlı dizi olsun. Her 

    için  olacak Ģekilde  da bir
 
        

dizisi tanımlansın.         Daha 

sonra ise  ve her  için  olacak Ģekilde         dizisi 

tanımlansın. Sonra          dizisinin kapalı konveks kabuğu olan aĢağıdaki ‟ ın 

kapalı, sınırlı, konveks  alt kümesi tanımlansın. 

 

  {∑  

 

   

                        ∑  

 

   

     } 

 

Bu durumda Tanım 2.7  ile verilen ‖ ‖   eĢ değer normu için  kümesi afin ‖ ‖  -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.   
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Teorem 3.5‟in ispatı kullanılarak en genel sonuçlar aĢağıdaki Ģekilde ispatsız olarak 

sunulabilir. 

 

Teorem 3.7:    ⃗⃗⃗            dizisi  aralığında herhangi bir dizi olsun.  Her     

için  olacak Ģekilde  da bir         dizisi tanımlansın. Daha sonra ise 

 ve her  için  olacak Ģekilde          dizisi tanımlansın. 

Sonra          dizisinin kapalı konveks kabuğu olan aĢağıdaki ‟ ın kapalı, sınırlı, 

konveks  alt kümesi tanımlansın. 

 

  {∑  

 

   

                       ∑  

 

   

     } 

 

Bu durumda Tanım 2.7  ile verilen ‖ ‖   eĢ değer normu için  kümesi afin ‖ ‖  -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.   

 

Sonuç 3.8:           dizisi  aralığında öyle bir diziki her         için  

olacak Ģekilde  var ve  olsun ve kabul edilsin ki         

dizisi  aralığında bir  sayısına yakınsasın. Bu durumda Her     için 

 olacak Ģekilde          dizisi tanımlansın. 

Ayrıca kabul edilsin ki          dizisi alt -toplam tahminini sağlasın. Yani, kabul 

edilsin ki  var öyle ki                 için   

kümesi          dizisinin kapalı konveks kabuğu olsun; yani, . Bu 

durumda Tanım 2.7  ile verilen ‖ ‖   eĢ değer normu için  kümesi afin ‖ ‖ -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.   

 

Sonuç 3.9:          ve         dizileri  aralığında herhangi dizi olsun. Her 

    için  olacak Ģekilde          Ģekilde 
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bir dizi tanımlansın.  kümesi          dizisinin kapalı konveks kabuğu olsun; yani, 

               . Bu durumda Tanım 2.7  ile verilen ‖ ‖   eĢ değer normu için 

kümesi afin ‖ ‖  -geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisini sağlar.   
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3.2   -analog Banach uzay Lorentz-Marcinkiewicz uzayı     ’da afin 

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip çok geniĢ sınıf 

 

Bu bölümde Tanım 1.9 ile verilen   -analog Banach uzay olan Lorentz-Marcinkiewicz 

uzayı      ele alınmaktadır. Goebel ve Kuczumow teoreminin     -analoğu 

incelenmektedir. Yani,     ‟de zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks   

kümelerinden oluĢan geniĢ bir sınıf var mıdır ki bu   kümeleri geniĢlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olsun sorusu araĢtırılmıĢtır. Bu soruya 

pozitif cevabın afinlik koĢulu altında verilebildiği bu bölümde gösterilmektedir. Yani, 

tez çalıĢmasında gösterilmektedir ki     ‟de zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve 

konveks kümelerden oluĢan çok geniĢ bir sınıf afin geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta teorisine sahiptir. Bu bölüm sonuçları [19] makalesinde yayınlanmıĢtır. 

 

Örnek 3.10:   sıfıra azalarak yakınsayan fakat mutlak toplanamayan keyfi bir ağırlık 

dizisi olsun. Ayrıca          keyfi seçilsin.    uzayında bir         dizisi bu sabit sayı 

ve kanonik baz yardımı ile Ģu Ģekilde kurulsun.       
 

  
   ve her     tam sayısı 

için     
 

  
   olsun. Daha sonrasında ise bu dizi yardımı ile aĢağıdaki Ģekilde bu b 

sayısına bağlı olarak     ‟in kapalı ve sınırlı bir   alt kümesi tanımlansın;  

   {∑  

 

   

                      ∑  

 

   

    }  

 

Teorem 3.11: Yukarıdaki örnekte verilen      uzayının   alt kümesi afin ‖ ‖   -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahiptir. 

 

İspat: 2. Bölümde verilmiĢ Goebel ve Kuczumow [8] çalıĢmasında yer alan tez 

danıĢmanı Nezir‟in doktora tez danıĢmanı Lennard danıĢmanlığında hazırlanmıĢ Everest 

[6] çalıĢması ile ayrıntılı olarak ispatlanmıĢ teoremde uygulanan metod ile ispata 

gidilecektir.  

 

      bir ‖ ‖ -geniĢlemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda yaklaĢık sabit nokta 

dizisi adını alan en az bir  (    )
   

   dizisi vardır öyle ki 
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‖          ‖
    

   olup (    )
   

 sınırlıdır ve dolayısıyla bir zayıf* limiti vardır. 

Genelliği bozmayarak gerekirse bir alt diziye geçilerek denilebilir ki, en az bir      

öyle ki      dizisi   ye zayıf   topolojide yakınsar. Bu durumda Lemma 1.10 gereğince, 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan bir               fonksiyonu vardır:         için 

           
 

‖
 

 
∑  

 

   

      ‖

   

    

ve bu fonksiyon         için      ‖   ‖     eĢitliğini sağlar. 

 

Daha sonra   kümesinin zayıf* kapanıĢı aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır ve iki farklı durum 

incelenir. 

 

    
  

 {∑     

 

   

          ∑   

 

   

  } 

 

Durum 1:    . 

 

Bu durumda       ‖    ‖    olup   

            
 

‖   
 

 
∑  

 

   

    ‖

   

   

       
 

‖    (
 

 
∑   

       )‖
   

       
 

‖
 

 
∑   

         (
 

 
∑   

       )‖
   

 

olup   afin ve geniĢlemeyen olduğundan  

            
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

    )‖

   

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

     
 

 
∑  

 

   

     ‖

   

   

       
 

‖  
 

 
∑  

 

   

    ‖

   

                                                                             

                                                                                                                             

dir. 
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Dolayısıyla, ‖    ‖      olup      dir ve bu   nin   kümesinde   fonksiyonun 

bir sabit noktası olduğunu ifade eder. 

 

Durum 2:      . 

 

Bu durumda ise  ‟nun tanımı gereğince   noktasının  

∑   
                                    ∑   

                          koĢullarını 

sağlayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasıtasıyla        ∑   
      ve  

           ∑  

 

   

     

olarak tanımlansın. Bu durumda 

‖   ‖    ‖   ‖       

elde edilir.  

 

Diğer taraftan,     keyfi bir nokta olduğunda ∑   
        formunda yazılcak Ģekilde 

                ve  ∑   
          koĢullarını sağlayan skalerler mevcuttur. O 

halde, 

         ‖∑  

 

   

     ∑  

 

   

    ‖

   

                                                                                      

 ‖         
 

  
          

 

  
          

 

  
          

 

  
    ‖

   

 

 (         
 

  
)
 

 (       
 

  
)

 

   (       
 

  
)
 

   (       
 

  
)
 

  

   

 |         
 

  
|    |       

 

  
|    |       

 

  
|    |       

 

  
|      

 |     |  |     |  |     |  |     |  |     |                                      

  ∑  

 

   

|     |       ∑  

 

   

|     |                                                                                

  |∑  

 

   

       |       ∑  

 

   

|     |                                                                            
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         ∑  

 

   

|     |                                                                                                      

                                                                                                                                                     

elde edilir. 

 

Bu sebeple her      ve her       için             dir. ġimdi,            

{                } Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda     kompakt, konveks alt 

küme olup her     için 

            
 

‖   
 

 
∑  

 

   

    ‖

   

   

       
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

    )‖

   

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

      (
 

 
∑  

 

   

    )‖

   

   

ve buradan   afin ve geniĢlemeyen olduğundan  

            
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

    )‖

   

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

     
 

 
∑  

 

   

     ‖

   

   

       
 

‖  
 

 
∑  

 

   

    ‖

   

                                                                              

                                                                                                                            

dir. 

 

Ayrıca                 ve               olduğundan 

                                       

        

dir. 

 

O halde         ve   sürekli olduğundan, Schauder‟ın Sabit nokta teoremi [25] 

gereğince  ‟nin bir sabit noktası vardır ve    noktası               değerlerini 

minimumlaĢtıran yegane nokta olması sebebiyle bahsi geçen sabit nokta bu nokta olup 

     dir. 
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Tüm bu sebepler dolayısıyla, arzu edildiği gibi   kümesi gf-snt‟ye sahiptir. 

 

Örnek 3.12:   sıfıra azalarak yakınsayan fakat mutlak toplanamayan keyfi bir ağırlık 

dizisi olsun. Ayrıca          keyfi seçilsin.    uzayında bir         dizisi bu sabit sayı 

ve kanonik baz yardımı ile Ģu Ģekilde kurulsun.       
 

  
         

 

  
    ve her 

    tam sayısı için     
 

  
   olsun. Daha sonrasında ise bu dizi yardımı ile 

aĢağıdaki Ģekilde bu b sayısına bağlı olarak     ‟in kapalı ve sınırlı bir   alt kümesi 

tanımlansın;  

   {∑  

 

   

                      ∑  

 

   

    }  

 

Teorem 3.13: Yukarıdaki örnekte verilen      uzayının   alt kümesi afin ‖ ‖   -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahiptir. 

 

İspat: Teorem 3.11 ile aynı metod kullanılacaktır ve dolayısıyla benzer ayrıntılar 

atlanılarak sadece Teorem 3.11‟nin ispatının Durum 2‟sinden farklılıklar aĢağıdaki 

Ģekilde sunulabilir. 

 

Durum 2:       olsun. 

 

Bu durumda, ele alınan nokta   Ģu formda yazılabilir: ∑   
        öyle ki ∑   

         . 

     ∑   
      olarak ve                             ∑   

        

Ģeklinde tanımlansın.    nın  ‟de olabilmesi için   skalerleri * 
  

 
 

  

 
  + aralığından 

seçilsin, bu durumda   

‖    ‖    ‖             ‖                                                                                     

  ‖     
 

  
         

 

  
      ‖
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{
 
 
 
 

 
 
 
         

  

  
    

  

  
               * 

  

   )  

        
  

  
    

  

  
                   [  

  

     
)  

                                                                    [
  

     
  )  

                                                  [  
  

     
)  

        
  

  
    

  

  
                             [

  

     
   

  

 )

 

dir. 

 

      
  * 

  
 

 
  
 

  +
            

olarak tanımlansın. Bu durumda   * 
  

 
 

  

 
  + skalerleri için ‖    ‖    değeri bir 

tek noktada minimum değerini alır öyle ki bu değer      dir. 

 

ġimdi keyfi     noktası ele alındığında bu nokta ∑   
       formunda yazılır öyle ki 

∑   
          koĢulunu sağlayan           skalerleri mevcuttur. Buradan, 

         ‖∑  

 

   

     ∑  

 

   

    ‖

   

                                                                                      

 ‖         
 

  
           

 

  
          

 

  
          

 

  
    ‖

   

 

 (         
 

  
)
 

 (        
 

  
)

 

   (       
 

  
)
 

   (       
 

  
)
 

  

   

 |         
 

  
|    |        

 

  
|    |       

 

  
|    |       

 

  
|      

 |     |  |     |  |     |  |     |  |     |                                        

  ∑  

 

   

|     |       ∑  

 

   

|     |  |     |                                                           

  |∑  

 

   

       |       ∑  

 

   

|     |  |     |                                                       
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    |     |       ∑  

 

   

|     |                                                                               

                                                                                                                                                      

dir. 

 

Bu sebeple   skaleri * 
  

 
 

  

 
  + aralığından seçildiğinde her     ve her        

için ‖   ‖      olup bir tek    * 
  

 
 

  

 
  + olup     

      =  dir. ġimdi 

ele alınan küme içinde aĢağıdaki Ģekilde tanımlı  

    {               } 

kümesi göz önüne alınsın.  

 

Not edilebilir ki     kümesi boĢtan farklı kompakt ve konveks bir küme olup      

için  

            
 

‖   
 

 
∑  

 

   

    ‖

   

                                                                                 

       
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

    )‖

   

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

      (
 

 
∑  

 

   

    )‖

   

   

dir ve   afin ve geniĢlemeyen olduğundan  

            
 

‖    (
 

 
∑  

 

   

    )‖

   

       
 

‖
 

 
∑  

 

   

     
 

 
∑  

 

   

     ‖

   

   

       
 

‖  
 

 
∑  

 

   

    ‖

   

                                                                          

                                                                                                                          

dir; ayrıca,                 ve               dir. Bu sebeple,  

                                       

       

dir.  

 

Dolayısıyla,        olup   sürekli olduğundan, Schauder‟in sabit nokta teoremi [25] 



37 

 

gereğince kompakt ve konveks kümeler üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonların bir sabit 

noktası olması gerçeğinden   nin bir sabit noktası vardır öyle ki              ‟i 

minimize eden   noktası bu nokta olup      dir. 

 

O halde,   kümesi gf-snt‟ye afin fonksiyonlar için sahiptir. 

 

Örnek 3.14:   sıfıra azalarak yakınsayan fakat mutlak toplanamayan keyfi bir ağırlık 

dizisi olsun. Ayrıca          keyfi seçilsin.    uzayında bir         dizisi bu sabit sayı 

ve kanonik baz yardımı ile Ģu Ģekilde kurulsun.       
 

  
         

 

  
       

  
 

  
      ve her     tam sayısı için     

 

  
   olsun. Daha sonrasında ise bu dizi 

yardımı ile aĢağıdaki Ģekilde bu b sayısına bağlı olarak     ‟in kapalı ve sınırlı bir   alt 

kümesi tanımlansın;  

   {∑  

 

   

                      ∑  

 

   

    }  

 

Teorem 3.15: Yukarıdaki örnekte verilen      uzayının   alt kümesi afin ‖ ‖   -

geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahiptir. 

 

İspat: Teorem 3.13 ile aynı metod kullanılacaktır ve dolayısıyla benzer ayrıntılar 

atlanılarak sadece Teorem 3.13‟nin ispatının Durum 2‟sinden farklılıklar aĢağıdaki 

Ģekilde sunulabilir. 

 

Durum 2:       olsun. 

 

Bu durumda, ele alınan nokta   Ģu formda yazılabilir: ∑   
        öyle ki ∑   

          

dir. 

 

     ∑   
      olarak ve  

        
 

 
         

 

 
                   ∑  
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Ģeklinde tanımlansın.    nın  ‟de olabilmesi için   skalerleri * 
  

 
 

  

 
  + aralığından 

seçilsin, bu durumda   

‖    ‖    ‖
 

 
    

 

 
            ‖

   
                                                                      

 ‖ 
 

 
   

 

  
 
 

 
   

 

  
         

 

  
      ‖

   

                   

 

{
 
 
 
 

 
 
 
         

  

  
    

  

   
    

  

   
            * 

  

   )                                    

        
  

  
    

  

   
    

  

   
                    [  

   

      
)                                    

   
  

   
         

  

  
    

  

   
                                 [

   

      
 

   

      
)                                    

   
  

   
    

  

   
         

  

  
                    [

   

      
  )                                    

        
  

  
    

  

   
    

  

   
                *    

  

 )                                     

 

elde edilir.  

 

      
  * 

  
 

 
  
 

  +
            

olarak tanımlansın. Bu durumda when   * 
  

 
 

  

 
  + skalerleri için ‖    ‖    

değeri bir tek noktada minimum değerini alır öyle ki bu değer   
  

 
 

  

 

  

  
    dir. 

 

ġimdi keyfi     noktası ele alındığında bu nokta ∑   
        formunda yazılır öyle ki 

∑   
          koĢulunu sağlayan           skalerleri mevcuttur. Buradan, 

         ‖∑  

 

   

     ∑  

 

   

    ‖

   

                                                                                      

 ‖         
 

  
           

 

  
           

 

  
          

 

  
    ‖

   

 

 (         
 

  
)
 

 (        
 

  
)

 

   (        
 

  
)
 

   (       
 

  
)
 

  

   

 |         
 

  
|    |        

 

  
|    |        

 

  
|    |       

 

  
|      
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 |     |  |     |  |     |  |     |  |     |                                       

  ∑  

 

   

|     |       ∑  

 

   

|     |  |     |  |     |                                   

  |∑  

 

   

       |       ∑  

 

   

|     |  |     |  |     |                               

    |     |  |     |       ∑  

 

   

|     |                                                        

        dir.  
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4. SONUÇLAR VE TARTIġMA 

 

Bu tez çalıĢmasında     Banach uzayı ve     içinde yer alan   -analog Banach uzay 

Lorentz-Marcinkiewicz uzayı      incelenmiĢtir. AraĢtırma bulguları iki bölümden 

oluĢmaktadır. Birinci bölümde gösterilmektedir ki    üzerinde tanımlı bazı eĢdeğer 

normlar      bulunabilir öyleki burada zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve 

konveks kümelerden oluĢan çok geniĢ bir sınıf afin     -geniĢlemeyen fonksiyonlar için 

sabit nokta teorisine sahiptir. ÇalıĢmada yer alan kümeler ise    „ın alıĢılmıĢ normu olan 

     normuna göre bazı asimtotik izometrik   -toplam baz dizilerinin kapalı konveks 

kabukları olup 2011‟de Lennard ve Nezir‟in çalıĢmasına göre herhangi asimtotik 

izometrik   -toplam baz dizisinin kapalı konveks kabuğu afin     -geniĢlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisini bozar. AraĢtırma bulgularının ikinci bölümünde 

ise   -analog Lorentz-Marcinkiewicz dizi uzayları da ele alınmıĢtır. Uzayın tanımı 

gereğince gerçekten de bu uzayların elemanları yine    uzayından seçilir. Lorentz-

Marcinkiewicz uzayı      bir   -analog Banach uzayı olup bazı ortak özellikleri 

paylaĢmaktadır. Tez çalıĢmasında Goebel ve Kuczumow teoreminin     -analoğu   

araĢtırılmıĢtır. Yani,     ‟de zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks   

kümelerinden oluĢan geniĢ bir sınıf var mıdır ki bu   kümeleri geniĢlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta teorisine sahip olsun sorusu çözülmek istenilmiĢtir. Bu 

soruya pozitif cevabı afinlik koĢulu altında verilebildiği görülmektedir. Yani, 

gösterilmektedir ki     ‟de zayıf* kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks 

kümelerden oluĢan çok geniĢ bir sınıf afin geniĢlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

teorisine sahiptir. ÇalıĢmada elde edilen sınıfları genelliĢtirmek araĢtırmacıların 

sorgulayabileceği bir konudur. 
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